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			Πρόλογος

			

			Στόχος του συγγράμματος είναι να εισαγάγει τις βασικές έννοιες της Κυματικής Φυσικής με παραδείγματα, εφαρμογές και εργαστηριακές ασκήσεις. Οι έννοιες αυτές είναι απαραίτητες σε εισαγωγικό προπτυχιακό επίπεδο Τμημάτων Μηχανικών Ήχου και Ακουστικής, καθώς και ευρύτερα Τμημάτων που ασχολούνται με τη Μουσική Τεχνολογία και τις Τέχνες του Ήχου. Στα πρώτα κεφάλαια εισάγονται οι έννοιες της κινητικής και δυναμικής θεωρίας σωμάτων με τη χρήση βασικών αρχών απειροστικού λογισμού. Στη συνέχεια παρουσιάζονται οι βασικές αρχές των περιοδικών κινήσεων, των απλών αρμονικών ταλαντώσεων, η επαλληλία αυτών σε μια και δυο διαστάσεις, οι αποσβένουσες και εξαναγκασμένες ταλαντώσεις και το φαινόμενο του συντονισμού. Έπειτα Στη συνέχεια  γίνεται μια εισαγωγή στην Κυματική Φυσική με τον ορισμό, τα βασικά φυσικά μεγέθη κυμάτων και τα βασικά είδη των κυματικών διαταραχών. Παρουσιάζονται οι έννοιες της κυματικής συνάρτησης και της γενικής εξίσωσης μονοδιάστατων κυμάτων, της ταχύτητας, ενέργειας και της ισχύς τους. Επίσης εισάγονται οι έννοιες των κανονικών τρόπων ταλάντωσης και των χαρακτηριστικών συχνοτήτων (ιδιοσυχνότητες). Ακολουθεί η ανάλυση βασικών κυματικών φαινομένων που αφορούν στην επαλληλία και συμβολή κυμάτων, στην ανάλυση κυμάτων κατά Fourier, στη δημιουργία στάσιμων κυμάτων και στο συντονισμό, στη μελέτη κυμάτων χορδής σε συνοριακή επιφάνεια και στο φαινόμενο Doppler. Εξειδικεύοντας στα ηχητικά κύματα, παρουσιάζονται οι έννοιες των κυμάτων μετατόπισης και ακουστικής πίεσης, η επαλληλία τους σε σωλήνες και μεμβράνες, τα είδη ηχητικών κυμάτων όσο αφορά στη γεωμετρία της πηγής και στη διάδοσή τους (επίπεδα, κυλινδρικά και σφαιρικά) στον ελεύθερο χώρο και εισάγεται η έννοια της έντασης του ήχου και η κλίμακα των deciBel (dB) έντασης. Τέλος  παρουσιάζονται τα βασικά στοιχεία εργαστηριακών μετρήσεων και ανάλυσης, και ακολουθούν πλήρη παραδείγματα εργαστηριακών ασκήσεων, βασισμένα σε εμπορικά διαθέσιμο εξοπλισμό, που στοχεύουν στην κατανόηση των παραπάνω ενοτήτων.

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

















		

	
		
			1. Εισαγωγή στην Κινητική

			

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο γίνεται εισαγωγή στις βασικές αρχές της Κινητικής θεωρίας. Αρχικά εισάγονται οι έννοιες των διανυσματικών και βαθμωτών μεγεθών στη Φυσική. Έπειτα εισάγονται τα βασικά μεγέθη που περιγράφουν την κίνηση των σωμάτων, όπως θέση, ταχύτητα και επιτάχυνση. Παρουσιάζονται, επίσης, με βασικές αρχές απειροστικού λογισμού, ο τρόπος υπολογισμού της ταχύτητας και της επιτάχυνσης στην περίπτωση που είναι γνωστή η θέση του κινητού σε κάθε χρονική στιγμή, και ο υπολογισμός της θέσης και της ταχύτητας, αν είναι γνωστή η επιτάχυνση του κινητού σε κάθε χρονική στιγμή. Αναλύονται, επίσης, τα απλά είδη κίνησης σε ευθεία γραμμή, δηλαδή ευθύγραμμη ομαλή κίνηση και ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση. Παρουσιάζεται η αρχή της ανεξαρτησίας των κινήσεων κατ’ άξονα. Τέλος, περιγράφονται οι νόμοι του Νεύτωνα και η σύνδεσή τους με την κίνηση των σωμάτων.

			

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Δεν απαιτείται κάποια πρότερη γνώση για τις έννοιες που παρουσιάζονται στο κεφάλαιο αυτό. 

			

			1. Διανυσματικά και βαθμωτά μεγέθη στη Φυσική

			

			Στη Φυσική τα διάφορα μεγέθη χωρίζονται σε : βαθμωτά και διανυσματικά:

			- Βαθμωτά μεγέθη: έχουν μόνο μέτρο (π.χ. απόσταση, μάζα, χρόνος, ενέργεια, όγκος, ηλεκτρικό φορτίο). 

			- Διανυσματικά μεγέθη: έχουν μέτρο, διεύθυνση και φορά (π.χ. μετατόπιση, ταχύτητα, επιτάχυνση, δύναμη, ορμή, ροπή).

			Θεωρούμε ένα αντικείμενο που κινείται από το σημείο Α στο σημείο Β (σχήμα 1.1.α). Η θέση του αλλάζει από το Α στο Β. Η αλλαγή στη θέση ονομάζεται μετατόπιση. Ένα άλλο αντικείμενο κινείται από το Β στο Α (σχήμα 1.1.β). Η μετατόπιση είναι από το Β στο Α. Η τελευταία μετατόπιση δεν είναι ίδια με τη μετατόπιση από το Α στο Β, διότι η κατεύθυνση (φορά) είναι διαφορετική. Ένα τρίτο αντικείμενο κινείται από το Α’ στο Β’ (σχήμα 1.1.γ). Το μέγεθος, η διεύθυνση και η φορά της μετατόπισης [image: 429.png] είναι ίδια με της [image: 437.png]. Η θέση ενός αντικειμένου (x,y,z) συνήθως συμβολίζεται με το γράμμα [image: 444.png]. Με αυτό τον τρόπο, το διάνυσμα [image: 452.png] αναπαριστά τη μετατόπιση από την αρχή των συντεταγμένων στο σημείο (x,y,z). 

			[image: Sxima_1_1]

			

			Σχήμα 1.1 Σώμα το οποίο κινείται (α) από το σημείο Α στο σημείο Β, (β) από το σημείο Β στο σημείο Α, και (γ) από το σημείο Α´ στο σημείο Β´.

			

			

			1.1. Ιδιότητες πρόσθεσης διανυσμάτων

			

			- Μεταθετική ιδιότητα: [image: 468.png] (1.1)

			- Προσεταιριστική ιδιότητα: [image: 476.png] (1.2)

			- Ιδιότητα αφαίρεσης: [image: 484.png] (1.3)

			όπου [image: 491.png] είναι ένα διάνυσμα με ίδιο μέγεθος αλλά αντίθετης φοράς από το [image: 501.png].

			

			1.2. Συνιστώσες διανύσματος

			

			Συνήθως χρησιμοποιείται το σύστημα καρτεσιανών συντεταγμένων xyz στις τρεις διαστάσεις, ή xy στις δύο. Παρακάτω θα εξετάσουμε την περίπτωση του δισδιάστατου συστήματος xy, για λόγους απλότητας. Έστω a το μέτρο ενός διανύσματος [image: 508.png] και φ η γωνία που σχηματίζει το διάνυσμα [image: 515.png] με το θετικό x-άξονα, μετρούμενος με την φορά των δεικτών του ρολογιού από τον άξονα. Οι x- και y-συνιστώσες του a, ax και ay αντίστοιχα, δίνονται από τις σχέσεις:

			[image: 523.png] (1.4)

			[image: 530.png] (1.5)

			Η παραπάνω διαδικασία ονομάζεται ανάλυση του διανύσματος στις συνιστώσες του. Το διάνυσμα ορίζεται πλήρως από τις συνιστώσες. Έστω ότι τα [image: 538.png] και [image: 545.png] αναπαριστούν τα μοναδιαία διανύσματα στις x- και y-διευθύνσεις αντίστοιχα, τότε έχουμε:

			[image: 553.png] (1.6)

			Γνωρίζοντας τις συνιστώσες, μπορούμε να πάμε πίσω στο μέτρο και την διεύθυνση του αρχικού διανύσματος:

			[image: 562.png] (1.7)

			[image: 573.png] (1.8)

			

			Το τεταρτημόριο όπου κείτεται το φ μπορεί να υπολογιστεί από τα πρόσημα των ax και ay. Η ίδια ακριβώς διαδικασία μπορεί να εφαρμοστεί και στις τρεις διαστάσεις. Οι συνιστώσες ενός διανύσματος μπορούν να βρεθούν πάνω στη βάση των πολικών συντεταγμένων. Οι πολικές συντεταγμένες είναι η ακτινική διεύθυνση και η εφαπτομενική διεύθυνση.  

			Για παράδειγμα, θεωρήστε ότι το [image: 588.png] αναπαριστά την επιτάχυνση ενός αντικειμένου. Εάν γνωρίζουμε την θέση του κινητού, η ακτινική (ar) και εφαπτομενική (aφ) συνιστώσα του είναι γνωστές, και το αντίστροφο. Οι πολικές συντεταγμένες φαίνονται στο σχήμα 1.2.

			[image: Sxima_1_2]

			

			Σχήμα 1.2 Πολικές συντεταγμένες και η εφαπτομενική και ακτινική συνιστώσα ενός διανύσματος.

			

			

			1.3. Γραφική πρόσθεση – αφαίρεση διανυσμάτων

			

			Οι αρχές της γραφικής πρόσθεσης και αφαίρεσης δύο διανυσμάτων [image: 603.png] και [image: 610.png] συνοψίζονται στο σχήμα 1.3:

			[image: Sxima_1_3]

			

			Σχήμα 1.3 (α) Πρόσθεση, και (β) αφαίρεση διανυσμάτων.

			

			

			1.4. Παραδείγματα

			

			- Πρόσθεση διανυσμάτων κάθετων μεταξύ τους, με μέτρα F1 = 4 και F2 = 3 (σχήμα 1.4.α):

			[image: 625.png]

			[image: 633.png]

			

			- Πρόσθεση διανυσμάτων που σχηματίζουν τυχαία γωνία μεταξύ τους (χρήση των νόμων συνημίτονων και ημίτονων). Έστω δύο διανύσματα με μέτρα F1 = 5 και F2 = 3 που σχηματίζουν γωνία θ = 60° μεταξύ τους (σχήμα 1.4.β):

			[image: 640.png], [image: 648.png]

			[image: Sxima_1_4]

			

			

			Σχήμα 1.4 (α) Πρόσθεση διανυσμάτων κάθετων μεταξύ τους, και (β) πρόσθεση διανυσμάτων που σχηματίζουν τυχαία γωνία μεταξύ τους.

			

			

			2. Κινητική

			

			Ένα σώμα κινείται, όταν αλλάζει θέσεις ως προς ένα άλλο σώμα που θεωρείται ακίνητο. Ένα σώμα ηρεμεί, όταν διατηρεί συνεχώς την ίδια θέση ως προς ένα άλλο σώμα που θεωρείται ακίνητο. Η κίνηση ή η ηρεμία ενός σώματος είναι σχετική. Για να διαπιστώσουμε την κίνηση ή την ηρεμία ενός σώματος, πρέπει να εξετάσουμε τη θέση του ως προς ένα άλλο σώμα που το θεωρούμε ακίνητο. Όταν ενώσουμε τις διαδοχικές θέσεις τις οποίες περνάει το κινητό, θα σχηματιστεί μια συνεχής γραμμή, που λέγεται τροχιά. Η τροχιά ανάλογα με το είδος της κίνησης μπορεί να είναι ευθύγραμμη, κυκλική, καμπυλόγραμμη, τυχαία, ή μίξη όλων των παραπάνω.

			Το μήκος της τροχιάς που διανύει το κινητό σε ορισμένο χρόνο, t, λέγεται διάστημα, S. Στιγμιαία ταχύτητα, [image: 668.png], λέγεται το διανυσματικό φυσικό μέγεθος που εκφράζεται με το πηλίκο του απειροστού διαστήματος [image: 681.png] (έχει διανυσματικό χαρακτήρα αφού είναι ίσο με την απειροστική μετατόπιση) που διάνυσε το κινητό, δια τον αντίστοιχο απειροστό χρόνο dt. Στιγμιαία επιτάχυνση, [image: 688.png], λέγεται το διανυσματικό φυσικό μέγεθος που εκφράζεται με το πηλίκο της απειροστής μεταβολής της ταχύτητας [image: 696.png] γύρω από τον χρόνο t, δια τον αντίστοιχο απειροστό χρόνο dt. Δηλαδή:

			[image: 703.png] (1.9)

			[image: 711.png] (1.10)

			

			Στη γλώσσα του απειροστικού λογισμού, η στιγμιαία ταχύτητα είναι η παράγωγος της μετατόπισης, και η στιγμιαία επιτάχυνση είναι η παράγωγος της ταχύτητας ή η δεύτερη παράγωγος της μετατόπισης. Σε μονοδιάστατες κινήσεις (ευθύγραμμες κινήσεις), η μετατόπιση S είναι ίση με την απόσταση που διανύει το κινητό στον x-άξονα και έχει θετικές, αρνητικές ή μηδενικές τιμές. Ομοίως, η στιγμιαία ταχύτητα και η στιγμιαία επιτάχυνση μπορεί να είναι θετικές, αρνητικές ή μηδέν. Σε αυτές τις περιπτώσεις τα διανύσματα των παραπάνω εξισώσεων αντικαθίστανται από τις τιμές των μέτρων τους με τα κατάλληλα πρόσημα. Στο σχήμα 1.5 με τη συνεχή γραμμή αποτυπώνεται η θέση του κινητού, x, που κινείται σε ευθεία γραμμή, ως συνάρτηση του χρόνου t. Όταν η προαναφερόμενη καμπύλη έχει θετική κλίση (σημείο P) ,  η ταχύτητα είναι θετική, στο σημείο καμπής Q η κλίση και η ταχύτητα είναι μηδέν, και στο σημείο R, όπου η κλίση είναι αρνητική, και η ταχύτητα είναι αρνητική. Επειδή σε κάθε σημείο της καμπύλης x(t) μπορεί να οριστεί κλίση (εφαπτομένη) η συνάρτηση της ταχύτητας, u(t), είναι μια συνεχής καμπύλη, και στο σχήμα 1.5 συμβολίζεται με τη διακεκομμένη γραμμή.  

			[image: Sxima_1_5]

			

			Σχήμα 1.5 Θέση, x, ενός κινητού ως συνάρτηση του χρόνου t (συνεχής γραμμή). Με διακεκομμένη γραμμή απεικονίζεται η ταχύτητα, u, του κινητού ως συνάρτηση του χρόνου, t.

			Μέση ταχύτητα, [image: 726.png], κατά την κίνηση ενός κινητού που κινήθηκε για διάστημα S σε χρόνο t, ονομάζουμε το πηλίκο του συνολικού διαστήματος S δια τον συνολικό χρόνο t που χρειάστηκε για το διανύσει. Μέση επιτάχυνση, [image: 733.png], κατά την κίνηση ενός κινητού για χρόνο t ονομάζουμε το πηλίκο της συνολικής μεταβολής της στιγμιαίας ταχύτητας, u(t) – u(0), δια το χρόνο t. Δηλαδή:

			[image: 741.png] (1.11)

			[image: 751.png] (1.12)

			

			2.1. Απλά είδη κίνησης

			

			2.1.1. Ευθύγραμμη ομαλή κίνηση (ΕΟΚ)

			

			Μια κίνηση λέγεται ευθύγραμμη ομαλή, όταν ένα κινητό κινείται σε ευθεία γραμμή και σε ίσους χρόνους διανύει ίσα διαστήματα. Σε αυτό το είδος κίνησης η μέση και η στιγμιαία ταχύτητα είναι ίδιες και παραμένουν σταθερές με το χρόνο. Τόσο η στιγμιαία όσο και η μέση επιτάχυνση είναι μηδέν. Το διάστημα που διανύει το κινητό δίνεται από τη σχέση:

			[image: 762.png] (1.13)

			

			- Απόδειξη Ι

			Χωρίζοντας το συνολικό διάστημα S που διανύει το κινητό σε n μικρά βήματα μήκους ΔS έχουμε S = nΔS. Από τον ορισμό της στιγμιαίας ταχύτητας έχουμε u = ΔS/Δt, επειδή στην ΕΟΚ η στιγμιαία ταχύτητα παραμένει σταθερή καθ’ όλη την διάρκεια της κίνησης. Για όλα τα μικρά βήματα έχουμε ΔS = uΔt. Έτσι S = unΔt, αλλά nΔt είναι ο συνολικός χρόνος της κίνησης t, άρα τελικά S = ut.

			

			- Απόδειξη IΙ

				Με τη χρήση του απειροστικού λογισμού, και λαμβάνοντας υπόψη ότι η u είναι σταθερή, έχουμε: 

			[image: 775.png].

			

			2.1.2. Ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση (ΕΟΕΚ)

			

			Μια κίνηση λέγεται ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη, όταν το κινητό κινείται πάνω σε ευθεία γραμμή με σταθερή επιτάχυνση (η στιγμιαία και η μέση επιτάχυνση έχουν την ίδια σταθερή με τον χρόνο τιμή). Τότε η στιγμιαία ταχύτητα είναι ανάλογη του χρόνου στον οποίο κινήθηκε το κινητό, με συντελεστή αναλογίας τη σταθερή επιτάχυνση, δηλαδή:

			[image: 782.png] (1.14)   

			όπου uο είναι η αρχική ταχύτητα του κινητού.

			

			- Απόδειξη Ι

			Σύμφωνα με τον ορισμό, επιτάχυνση είναι η αλλαγή της ταχύτητας στη μονάδα του χρόνου. Η ταχύτητα του κινητού σε μια ορισμένη χρονική στιγμή t είναι η αρχική του ταχύτητα στον χρόνο μηδέν συν την ταχύτητα που απέκτησε το σώμα λόγω της επιτάχυνσης. Θεωρώντας ότι η ταχύτητα αυξάνει βαθμωτά από την αρχική της τιμή uo στην τελική τιμή u, τότε ισχύει:

			[image: 790.png] (1.15)

			όπου Δu είναι η στοιχειώδης αλλαγή της ταχύτητας και n είναι ο αριθμός των βημάτων αύξησης της ταχύτητας από την τιμή uo στην τιμή u. Από τον ορισμό της επιτάχυνσης έχουμε:

			[image: 797.png] (1.16)

			Από τις εξισώσεις 1.15 και 1.16 προκύπτει ότι [image: 805.png], αλλά επειδή nΔt είναι ο συνολικός χρόνος t, τελικά καταλήγουμε στη σχέση [image: 812.png].

			

			- Απόδειξη IΙ

			Με την χρήση του απειροστικού λογισμού και θεωρώντας ότι η επιτάχυνση α είναι σταθερή έχουμε: 

			[image: 820.png].

			

			Το διάστημα στην ΕΟΕΚ είναι ανάλογο του τετραγώνου του χρόνου που κινήθηκε το κινητό και, θεωρώντας αρχική ταχύτητα μηδέν, δίνεται από τη σχέση:

			[image: 827.png] (1.17)

			

			Στην περίπτωση που υπάρχει αρχική ταχύτητα, η εξίσωση 1.17 γενικεύεται ως εξής:

			[image: 835.png] (1.18)

			

			- Απόδειξη του νόμου του διαστήματος Ι

			

			Θεώρημα: Σε κάθε κίνηση το διάστημα που διανύει το κινητό είναι ίσο με το εμβαδόν που περικλείεται μεταξύ της συναρτήσεως της ταχύτητας του κινητού και του άξονα των χρόνων (διάγραμμα u–t). 

			

			Σύμφωνα με το παραπάνω θεώρημα το εμβαδόν αυτό για τη ΕΟΕΚ (βλέπε γράφημα ταχύτητας του σχήματος 1.6) ισούται με [image: 12640.png] , αλλά, όπως έχει ήδη αποδειχτεί, ισχύει [image: 855.png], οπότε τελικά προκύπτει [image: 869.png].

			[image: Sxima_1_6]

			

			Σχήμα 1.6 Ταχύτητα, u, ενός κινητού ως συνάρτηση του χρόνου t (συνεχής μαύρη γραμμή) στην ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση. Το εμβαδόν που περικλείεται μεταξύ της ευθείας γραμμής και του άξονα των χρόνων (γραμμοσκιασμένες περιοχές) είναι ίσο με το συνολικό διάστημα που διάνυσε το κινητό.

			

			

			- Απόδειξη του νόμου του διαστήματος ΙΙ

			

			Ο νόμος του διαστήματος μπορεί, επίσης να αποδειχθεί με τη χρήση του απειροστικού λογισμού:

			[image: 884.png]

			[image: 891.png]

			

			Το πιο τυπικό παράδειγμα ΕΟΕΚ είναι εκείνο ενός σώματος που πέφτει ελεύθερα προς τη Γη. Δεδομένου του γεωγραφικού σημείου, και αν το ύψος από το οποίο πέφτει το σώμα δεν είναι πολύ μεγάλο, η επιτάχυνση παραμένει σταθερή κατά τη διάρκεια της πτώσης. Η ιδανική αυτή κίνηση, στην οποία αγνοείται η αντίσταση του αέρα και το σώμα πέφτει μόνο υπό την επίδραση του βάρους του, ονομάζεται ελεύθερη πτώση.

			Η επιτάχυνση ενός σώματος που πέφτει ελεύθερα υπό την επίδραση της βαρύτητας της Γης, ονομάζεται επιτάχυνση της βαρύτητας και συμβολίζεται με το γράμμα g. Κοντά στην επιφάνεια της Γης το μέτρο της είναι περίπου 9,81m/sec2, και έχει κατεύθυνση προς το κέντρο της Γης. Αν και για τους σκοπούς του μαθήματος η επιτάχυνση της βαρύτητας θα θεωρείται σταθερή, αξίζει να σημειωθεί ότι αυτό δεν είναι αλήθεια: η τιμή του g μεταβάλλεται τόσο με το ύψος από την επιφάνεια της Γης, όσο και με το γεωγραφικό πλάτος. Συγκεκριμένα μειώνεται με την αύξηση του ύψους, ενώ αυξάνεται καθώς προχωρούμε από τον ισημερινό (γεωγραφικό πλάτος 0°), όπου έχει και την μικρότερη τιμή, προς έναν από τους πόλους (γεωγραφικό πλάτος 90°), όπου έχει και τη μεγαλύτερη τιμή.

			Ας θεωρήσουμε ένα σώμα μάζας m που είναι ακίνητο και αφήνεται να πέσει ελεύθερα σ’ ένα επίπεδο (σχήμα 1.7). Η κίνηση του σώματος (ελεύθερη πτώση) περιγράφεται από τις εξισώσεις [image: 899.png] και [image: 906.png], όπου u η στιγ

μιαία ταχύτητα του σώματος, S η κατακόρυφη μετατόπιση από το σημείο της άφεσης και t ο χρόνος από τη στιγμή της άφεσης. Αν το σώμα χρειαστεί χρόνο tολ, για να φτάσει στο έδαφος, και  h  είναι το ύψος του κέντρου βάρους του σώματος από το επίπεδο τελικής πτώσης, τότε ισχύει η σχέση [image: 914.png]. Παρατηρούμε ότι στις εξισώσεις αυτές δεν 

υπεισέρχεται η μάζα του σώματος. Αυτό σημαίνει ότι, στην ελεύθερη πτώση, τόσο η ταχύτητα όσο και ο χρόνος πτώσης ενός σώματος είναι ανεξάρτητα από τη μάζα του. Συνεπώς, αγνοώντας την αντίσταση του αέρα, όλα τα σώματα ανεξαρτήτως μεγέθους, μάζας ή συστάσεως, πέφτουν από δεδομένο ύψος στον ίδιο χρόνο.

			[image: Sxima_1_7]

			

			Σχήμα 1.7 Ελεύθερη πτώση σώματος μάζας m από ύψος h.

			

			

			

			

			2.2. Ανεξαρτησία κινήσεων κατά άξονα

			

			Καμπυλόγραμμες πολύπλοκες κινήσεις σε 2 ή 3 διαστάσεις μπορούν να αναλυθούν σε απλές ευθύγραμμες κινήσεις σε κάθε άξονα. Για παράδειγμα, ας θεωρήσουμε την περίπτωση οριζόντιας βολής από τράπεζα. Στο σχήμα 1.8 φαίνεται μια μπάλα που αρχικά μετατοπίζεται χωρίς να κυλίεται πάνω σε ένα λείο τραπέζι με σταθερή οριζόντια ταχύτητα ux , εκτελώντας, δηλαδή, ευθύγραμμη ομαλή κίνηση και για την μετατόπισή του στον άξονα x ισχύει [image: 929.png]. Καθώς η μπάλα φτάνει στην άκρη του τραπεζιού, η οριζόντια ταχύτητά της εξακολουθεί να παραμένει σταθερή και ίση με ux, ενώ η κατακόρυφη ταχύτητά της uy = 0, καθώς το σώμα δεν έχει αρχίσει να πέφτει. 

			Η βαρυτική δύναμη δεν έχει συνιστώσα στην οριζόντια διεύθυνση και, έτσι, ακόμα και όταν η μπάλα αφήσει το τραπέζι, η οριζόντια ταχύτητά της παραμένει σταθερή. Η κατακόρυφη, όμως, συνιστώσα της ταχύτητας και η μετατόπιση στον άξονα y δίνονται από τις σχέσεις:

			[image: 938.png], [image: 952.png] (1.19)

			Από τη σύνθεση των δύο ανεξάρτητων κινήσεων σε κάθε άξονα προκύπτει η τροχιά της μπάλας, που φαίνεται στο σχήμα 1.8 με διακεκομμένη γραμμή. Για την πειραματική παρακολούθηση της τροχιάς χρειάζεται στροβοσκοπική φωτογράφηση της μπάλας με την κατάλληλη συχνότητα.

			[image: Sxima_1_8]

			

			Σχήμα 1.8 Οριζόντια βολή από τράπεζα. Με διακεκομμένη γραμμή απεικονίζεται η τροχιά του σώματος.

			

			

			3. Νόμοι του Νεύτωνα

			

			Αδράνεια είναι η ιδιότητα της ύλης να αντιστέκεται στην αλλαγή της κινητικής κατάστασής της. Η μάζα του σώματος είναι ένα μέτρο της αδράνειάς του. Ορμή ενός σώματος είναι το διανυσματικό μέγεθος που παράγεται ,  αν πολλαπλασιάσουμε τη μάζα ενός σώματος με την ταχύτητά του. 

			Με βάση τους παραπάνω ορισμούς, οι τρεις νόμοι του Νεύτωνα για την κίνηση των σωμάτων μπορούν να διατυπωθούν ως εξής:

			

			1ος νόμος του Νεύτωνα:

			Κάθε σώμα βρίσκεται συνεχώς σε ισορροπία ή κινείται ευθύγραμμα με σταθερή ταχύτητα , εκτός αν πάνω του ασκούνται εξωτερικές δυνάμεις. 

			

			

			

			

			2ος νόμος του Νεύτωνα:

			Ο ρυθμός της αλλαγής της ορμής (παράγωγος της ορμής) ενός σώματος είναι ευθέως ανάλογος με τη συνολική εξωτερική δύναμη που ασκείται στο σώμα, και λαμβάνει χώρα στη διεύθυνση της δύναμης, δηλαδή:

			[image: 973.png] (1.20)

			

			3ος νόμος του Νεύτωνα:

			Εάν ένα σώμα Α ασκεί μια δύναμη σε ένα σώμα Β, τότε και το Β ασκεί στο Α ίση και αντίθετη δύναμη.

			Χρησιμοποιώντας το δεύτερο νόμο του Νεύτωνα, και θεωρώντας ότι η ταχύτητα του κινητού δεν είναι πάρα πολύ υψηλή (σε σύγκριση με ταχύτητα του φωτός), έχουμε:

			[image: 981.png] (1.21)

			

			Έτσι καταλήγουμε στην έκφραση ότι η δύναμη είναι ανάλογη με την επιτάχυνση του σώματος με συντελεστή αναλογίας την μάζα του σώματος. Με βάση λοιπόν τους νόμους του Νεύτωνα ένα σώμα κινείται ευθύγραμμα και ομαλά ,  αν δεν ασκούνται πάνω του δυνάμεις (ή η συνισταμένη των δυνάμεων είναι μηδέν), και κινείται με επιτάχυνση, αν ασκούνται πάνω του δυνάμεις. Αν η συνισταμένη των δυνάμεων που ασκούνται σε ένα σώμα είναι σταθερή και μη-μηδενική, τότε το σώμα κινείται με ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση.

			

			3.1 Παραδείγματα

			

			Ένα σώμα μάζας m = 5kg σύρεται προς τα πάνω με μια δύναμη F1 = 40N σε κεκλιμένο επίπεδο που σχηματίζει γωνία θ = 30° με το οριζόντιο επίπεδο (σχήμα 1.9). Υπολογίστε την επιτάχυνση του σώματος και τη δύναμη που ασκείται από το επίπεδο στο σώμα. Δίνεται g = 10m/sec2.

			

			Λύση

			

			[image: 988.png] (1.22)

			[image: 997.png], [image: 1004.png]

			

			[image: Sxima_1_9]

			

			Σχήμα 1.9 Ανάλυση δυνάμεων που ασκούνται σε σώμα που σύρεται προς τα πάνω σε κεκλιμένο επίπεδο.

			

			

			Δύο σώματα A και B, μάζας  mΑ = m και mB = 3m αντίστοιχα, είναι σε επαφή, όπως φαίνεται στο σχήμα 1.10. Αν μια δύναμη F ωθεί το σώμα Α προς τα δεξιά, υπολογίστε την επιτάχυνση, α, του συστήματος των δύο σωμάτων και τη δύναμη που ασκεί το Α στο Β.

			

			Λύση

			

			Σύμφωνα με το 2ο νόμο του Νεύτωνα για το σύστημα Α+Β ισχύει:

			[image: 1019.png] (1.23)

			

			Επίσης, σύμφωνα με τον 3ο νόμο του Νεύτωνα:

			[image: 1027.png] (1.24)

			Τέλος, σύμφωνα με τον 3ο νόμο του Νεύτωνα για το σώμα Β:

			[image: 1036.png] (1.25)

			Συνδυάζοντας τις εξισώσεις 1.23, 1.24 και 1.25 προκύπτει ότι:

			[image: 1047.png]					

			

			[image: Sxima_1_10]

			

			Σχήμα 1.10 Ανάλυση δυνάμεων που ασκούνται σε σύστημα δύο σωμάτων Α και Β που βρίσκονται σε επαφή όταν δύναμη F ωθεί το σώμα Α προς τα δεξιά.

			

			

			4. Ασκήσεις

			

			Άσκηση 1.1: Βρείτε τις x- και y-συνιστώσες των παρακάτω διανυσμάτων με συνταγμένες: (α) r = 3, θ = 30°, (β) r = 7, θ = 130°, (γ) r = 200, θ = -100°.

			

			Άσκηση 1.2: Βρείτε το μέτρο και προσδιορίστε την διεύθυνση των παρακάτω διανυσμάτων: (α) x-συνιστώσα = 3, y-συνιστώσα = 4, (β) x-συνιστώσα = -3, y-συνιστώσα = -4, (γ) x-συνιστώσα = -3, y-συνιστώσα = 7.

			

			Άσκηση 1.3: Ένα κανόνι εκτοξεύει μια μπάλα, που αρχικά βρισκόταν στο επίπεδο του εδάφους, με μια αρχική ταχύτητα 100m/sec σε μια γωνία 30ο από τον ορίζοντα. (α) Βρείτε το μέγιστο ύψος στο οποίο θα φτάσει η μπάλα. (β) Βρείτε το χρόνο που θα κάνει η μπάλα μέχρι να πέσει ξανά στο έδαφος. (γ) Βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου όπου θα πέσει η μπάλα ξανά στο έδαφος. Δίνεται g = 10m/sec2.

			

			Άσκηση 1.4: Ένα αντικείμενο κινείται από το σημείο Α στο σημείο Γ του ισόπλευρου τριγώνου του σχήματος 1.11 μέσω του σημείου Β (μήκος πλευράς τριγώνου 1m). Υπολογίστε τη συνολική απόσταση που διένυσε το αντικείμενο. Βρείτε τη μετατόπιση, χρησιμοποιώντας (α) γραφική μέθοδο, και (β) τη μέθοδο των συνιστωσών.

			

			[image: Sxima_1_11]

			

			Σχήμα 1.11

			

			Άσκηση 1.5: Βρείτε την επιτάχυνση των δύο μαζών m1 και m2 του σχήματος 1.12. Θεωρήστε αμελητέα την τριβή με το έδαφος και τον αέρα.

			

			[image: Sxima_1_12]

			

			Σχήμα 1.12

			

			Άσκηση 1.6: Η θέση ενός κινητού που κινείται πάνω σε ένα άξονα δίνεται στο διεθνές σύστημα κάθε χρονική στιγμή από τη σχέση [image: 1082.png], όπου t είναι ο χρόνος. Ποια είναι η ταχύτητα και η επιτάχυνσή του τη χρονική στιγμή t = 10sec;

			

			Άσκηση 1.7: Στο σχήμα 1.13 θεωρήστε ένα σώμα να ξεκινάει από το σημείο Α χωρίς αρχική ταχύτητα και με σταθερή επιτάχυνση α = 2m/sec2 και κινείται σε ευθεία γραμμή από τα αριστερά προς τα δεξιά. Ένα άλλο σώμα ξεκινάει ταυτόχρονα με το πρώτο από το σημείο Β χωρίς αρχική ταχύτητα και με σταθερή επιτάχυνση α´ = 3m/sec2 και κινείται στην ίδια ευθεία γραμμή που κινείται το πρώτο σώμα, αλλά με αντίθετη φορά από το Β προς το Α. Η απόσταση μεταξύ Α και Β είναι dAΒ = 20m. Σε πόσο χρόνο και σε ποια θέση θα συναντηθούν τα δύο κινητά;   

			

			[image: Sxima_1_13]

			

			Σχήμα 1.13

			

			Άσκηση 1.8: Ένα κινητό κινείται πάνω σε μια ευθεία γραμμή με επιτάχυνση α = 5m/sec2. Υπολογίστε την ταχύτητα και τη θέση του κινητού κάθε χρονική στιγμή (θεωρήστε ότι η αρχική του ταχύτητα u0 = 2m/sec και η αρχική του θέση είναι στο σημείο x0 = 0m).

			

			Άσκηση 1.9: Ένα κινητό μάζας m = 10kg κινείται κατακόρυφα προς τα πάνω με την επίδραση μιας κατακόρυφης δύναμης, F, με φορά προς τα πάνω, και μέτρου ίσου με 200N. Το σώμα ξεκινά από το έδαφος με μηδενική ταχύτητα. Σε ύψος h = 125m καταργείται η δύναμη F. Σε τι ύψος θα φτάσει το σώμα; Πόσο χρόνο θα κάνει , μέχρι  να πέσει από το τελικό ύψος στο έδαφος; Δίνεται η επιτάχυνση της βαρύτητας g = 10m/sec2. Θεωρήστε την αντίσταση του αέρα αμελητέα.

		

	
		
			2. Εισαγωγή στη Δυναμική

			

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται εισαγωγή στις βασικές αρχές της Δυναμικής θεωρίας. Εισάγονται οι έννοιες των δυνάμεων τριβής μικροσκοπικά και μακροσκοπικά. Αναλύονται οι δυνάμεις στατικής τριβής και τριβής ολίσθησης. Παρουσιάζεται, επίσης, ο τρόπος υπολογισμού του συντελεστή τριβής ολισθήσεως (τριβόμετρο). Έπειτα εισάγονται οι έννοιες των μη-σταθερών δυνάμεων, με συγκεκριμένα παραδείγματα, όπως χρονοεξαρτώμενων δυνάμεων και δυνάμεων που εξαρτώνται από την ταχύτητα κίνησης του κινητού. Παρουσιάζονται οι έννοιες του έργου σταθερής και δύναμης που μεταβάλλεται με τη θέση του κινητού,  καθώς και ο γραφικός υπολογισμός αυτού. Στη συνέχεια παρουσιάζεται η έννοια της δυναμικής και κινητικής ενέργειας, και αποδεικνύεται με απειροστικό λογισμό το θεώρημα μεταβολής της κινητικής ενέργειας. Τέλος εισάγεται η έννοια της ισχύος.

			

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Απαιτείται η γνώση του προηγούμενου κεφαλαίου. 

			

			1. Δυνάμεις στη Μηχανική Φυσική

			

			Στις αναλύσεις που έγιναν στο προηγούμενο κεφάλαιο θεωρήθηκε ως βασική δύναμη η βαρυτική, δηλαδή η δύναμη με την οποία έλκει η Γη τα σώματα (βάρος). Η, κατά πολύ, ασθενέστερη δύναμη μεταξύ δύο αντικειμένων πάνω στη γη μπορεί εύκολα να αγνοηθεί. Όλες οι άλλες δυνάμεις που, συνήθως, θεωρούνται έχουν ηλεκτρομαγνητική προέλευση, διότι είναι δυνάμεις ανάμεσα σε άτομα. Παραδείγματα είναι οι δυνάμεις επαφής (συνοχής και συνάφειας), οι δυνάμεις τριβής και οι τάσεις.

			

			

			2. Δυνάμεις τριβής

			

			Παρόλο  που, για λόγους ευκολίας της μελέτης της κίνησης και της δυναμικής των σωμάτων, αγνοούνται οι επιδράσεις της, η δύναμη της τριβής παίζει σημαντικό ρόλο. Η δύναμη της τριβής είναι παρούσα κάθε φορά που δύο σώματα βρίσκονται σε επαφή και:

			- είναι ακίνητα και πιέζονται το ένα απέναντι στο άλλο, ή  

			- προσπαθούν να κινηθούν το ένα σχετικά με το άλλο.

			Κάθε φορά που η επιφάνεια ενός σώματος κινείται πάνω στην επιφάνεια ενός άλλου, το κάθε σώμα ασκεί δύναμη τριβής πάνω στο άλλο, που είναι παράλληλη με τις επιφάνειες. Η δύναμη τριβής σε κάθε σώμα έχει φορά αντίθετη προς την κίνησή του σε σχέση προς το άλλο σώμα. Οι δυνάμεις τριβής αντιστέκονται αυτόματα προς την κίνηση και ποτέ δεν την υποβοηθούν. Οι δυνάμεις που δρουν μεταξύ επιφανειών που βρίσκονται σε σχετική κίνηση λέγονται δυνάμεις κινητικής τριβής. Δυνάμεις τριβής μπορεί να υπάρχουν ακόμα και όταν δεν υπάρχει σχετική κίνηση. Οι δυνάμεις τριβής, που δρουν μεταξύ επιφανειών που είναι ακίνητες μεταξύ τους, λέγονται δυνάμεις στατικής τριβής.

			Γενικά, για την περιγραφή των δυνάμεων τριβής μεταξύ δύο σωμάτων, χρησιμοποιείται ένας συντελεστής τριβής, ο οποίος ορίζεται ως ο λόγος του μέτρου της αντίστοιχης δύναμης τριβής προς το μέτρο της κάθετης δύναμης. Η κάθετη δύναμη είναι εκείνη που το κάθε σώμα εξασκεί πάνω στο άλλο κάθετα προς την κοινή επιφάνειά τους. Οι συντελεστές τριβής δεν έχουν μονάδες (αδιάστατες σταθερές), καθώς πρόκειται για το λόγο των μέτρων δύο δυνάμεων. Οι νόμοι των δυνάμεων τριβής, τόσο για ακίνητες τριβόμενες επιφάνειες όσο και για επιφάνειες που βρίσκονται σε σχετική κίνηση, είναι εμπειρικοί και κάνουν προσεγγιστικές προβλέψεις. Ειδικά για τις δυνάμεις τριβής μεταξύ δύο οποιωνδήποτε ακίνητων, ξερών και αλίπαντων επιφανειών ισχύουν, μέσα σε κάποια όρια, οι εξής δύο εμπειρικοί νόμοι:

			- είναι, κατά προσέγγιση, ανεξάρτητες του εμβαδού επαφής, και

			- είναι ανάλογες της κάθετης δύναμης.

			

			

			

			2.1. Δύναμη στατικής τριβής

			

			Για τη μελέτη της δύναμης στατικής τριβής, ας θεωρήσουμε ένα σώμα μάζας m, που ηρεμεί πάνω στο κεκλιμένο επίπεδο του σχήματος 2.1. Οι δυνάμεις που δρουν πάνω στο ακίνητο σώμα είναι το βάρος του Β = mg (όπου g η επιτάχυνση της βαρύτητας), η δύναμη R που εξασκείται στο σώμα από το κεκλιμένο επίπεδο κάθετα προς την επιφάνεια επαφής τους, και η δύναμη στατικής τριβής, fs, που ασκείται εφαπτομενικά στο σώμα από το κεκλιμένο επίπεδο. Αναλύουμε τις δυνάμεις σε y- και z-άξονες, παράλληλα και κάθετα προς το κεκλιμένο επίπεδο αντίστοιχα. Δεδομένης της ακινησίας του σώματος, σύμφωνα με τον 1ο νόμο του Νεύτωνα, η συνισταμένη των δυνάμεων σε κάθε άξονα ίση με 0, οπότε έχουμε:

			y-άξονας: [image: 1097.png] (2.1)

			z-άξονας: [image: 1104.png] (2.2)

			

			[image: Sxima_2_1]

			

			Σχήμα 2.1 Ανάλυση των δυνάμεων που ασκούνται σε σώμα που ηρεμεί πάνω σε κεκλιμένο επίπεδο.

			

			

			Ο λόγος του μέτρου της δύναμης στατικής τριβής fs προς το μέτρο της κάθετης δύναμης R ονομάζεται συντελεστής στατικής τριβής. Για το συντελεστή στατικής τριβής μs ισχύει:

			[image: 1119.png] (2.3)

			Η ισότητα ισχύει μόνον, όταν η fs έχει τη μέγιστη τιμή της.

			Αν αυξηθεί η γωνία θ του κεκλιμένου επιπέδου σιγά-σιγά για κάποια γωνία θs , το σώμα μόλις που θα αρχίσει να κινείται. Γι’ αυτήν τη γωνία θs και μόνον, η δύναμη στατικής τριβής έχει τη μέγιστη τιμή της και μπορεί να χρησιμοποιηθεί η ισότητα [image: 1128.png]. Η μέγιστη δύναμη στατικής τριβής είναι η ίδια με την ελάχιστη δύναμη που απαιτείται για την έναρξη της κίνησης. Με βάση τα παραπάνω, από τις εξισώσεις 2.1 και 2.2 παίρνουμε:

			y-άξονας: [image: 1140.png] (2.4)

			z-άξονας: [image: 1153.png] (2.5)

			από τις οποίες με διαίρεση κατά μέλη προκύπτει ότι:

			[image: 1160.png] (2.6)

			Άρα η μέτρηση της γωνίας του κεκλιμένου επιπέδου θs στην οποία μόλις αρχίζει η κίνηση προσφέρει μια απλή πειραματική μέθοδο για τον προσδιορισμό του συντελεστή στατικής τριβής μεταξύ δύο επιφανειών.

			

			2.2. Δύναμη τριβής ολισθήσεως

			

			Όταν έχει αρχίσει η κίνηση το σώμα ολισθαίνει στο κεκλιμένο επίπεδο. Ο λόγος του μέτρου της τριβής ολισθήσεως fk προς το μέτρο της κάθετης δύναμης R ονομάζεται συντελεστής τριβής ολισθήσεως. Για το συντελεστή τριβής ολισθήσεως μk ισχύει:

			[image: 1168.png] (2.7)

			Τόσο η δύναμη στατικής τριβής όσο και η δύναμη τριβής ολισθήσεως ακολουθούν τους ίδιους εμπειρικούς νόμους. Επιπλέον η δύναμη της τριβής ολισθήσεως είναι, κατά προσέγγιση, ανεξάρτητη της σχετικής ταχύτητας με την οποία οι επιφάνειες ολισθαίνουν μεταξύ τους. Όταν έχει αρχίσει η κίνηση, οι δυνάμεις μεταξύ των επιφανειών συνήθως μειώνονται, οπότε για δύο δεδομένες επιφάνειες

			[image: 1175.png] (2.8)

			Με επιχειρήματα παρόμοια με τα προηγούμενα, μπορεί να αποδειχθεί ότι για τη γωνία θk, για την οποία το σώμα ολισθαίνει με σταθερή ταχύτητα (συνισταμένη των δυνάμεων που δρουν στο σώμα ίση με 0), αφού έχει αρχίσει η κίνηση, ισχύει:

			[image: 1183.png] (2.9)

			

			2.2.1. Παράδειγμα

			

			Για τη μελέτη της τριβής ολισθήσεως, ας θεωρήσουμε τη διάταξη του σχήματος 2.2:

			

			[image: Sxima_2_2]

			

			Σχήμα 2.2 Διάταξη για τον υπολογισμό του συντελεστή τριβής ολισθήσεως.

			

			

			Το σώμα μάζας m, συνδέεται με αβαρές νήμα με ένα σώμα μάζας m´ μέσω μιας λείας τροχαλίας. Η μάζα m, που είναι αρχικά ακίνητη, αρχίζει να ολισθαίνει υπό την επίδραση δύναμης F, όταν η μάζα m´ κρεμαστεί ελεύθερα. Από τα διαγράμματα των δυνάμεων που ασκούνται πάνω στα σώματα παράλληλα και κάθετα προς το επίπεδο, ισχύει ότι: 

			μάζα m: [image: 1197.png] (2.10)

			[image: 1204.png] (2.11)

			[image: 1212.png] (2.12)

			μάζα m´: [image: 1221.png] (2.13)

			όπου Τ η τάση του νήματος, fk η τριβή ολισθήσεως, μk ο συντελεστής τριβής ολισθήσεως, R η κάθετη δύναμη, ενώ Β = mg και Β´ = m´g τα βάρη των σωμάτων m και m´, αντίστοιχα. Εφ’ όσον η fk είναι σταθερή (ανεξάρτητη της ταχύτητας του σώματος m), η δύναμη F είναι σταθερή, οπότε το σώμα m εκτελεί ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση με επιτάχυνση α, για την οποία από τις εξισώσεις 2.10–2.13 έχουμε:

			[image: 1233.png]				

			[image: 1246.png] (2.14)

			

			Με τέτοια επιτάχυνση α, το σώμα διανύει διάστημα S σε χρόνο t, που συνδέονται με τη σχέση: 

			[image: 1253.png] (2.15)

			

			Αν αγνοήσουμε τις δυνάμεις τριβής, η επιτάχυνση α´ του σώματος, βάση της 2.14, θα ήταν:

			[image: 1261.png] (2.16)

			

			και το σώμα θα διένυε το ίδιο διάστημα S σε χρόνο t´ (≠ t), όπου:

			[image: 1268.png] (2.17)

			Από τις εξισώσεις 2.14–2.17 προκύπτει ότι:

			[image: 1276.png] (2.18)

			
Συνεπώς, με τη μέτρηση του χρόνου t από την διάταξη του σχήματος 2.2 και το θεωρητικό υπολογισμό του χρόνου t´ είναι δυνατός ο προσδιορισμός του συντελεστή τριβής ολισθήσεως μεταξύ δύο επιφανειών.

			

			2.3. Χρονική εξέλιξη δυνάμεων τριβής

			

			Ας θεωρήσουμε ένα σώμα μάζας m που βρίσκεται ακίνητο πάνω σε ένα οριζόντιο επίπεδο (σχήμα 2.3.α). 

			

			[image: Sxima_2_3]

			

			Σχήμα 2.3 Χρονική εξέλιξη των δυνάμεων τριβής: (α) το σώμα βρίσκεται ακίνητο πάνω σε οριζόντιο επίπεδο (t = 0), (β) δύναμη F ασκείται στο σώμα το οποίο παραμένει ακίνητο λόγω στατικής τριβής, (γ) αυξάνοντας σταδιακά την F κάποια στιγμή το σώμα μόλις αρχίζει να κινείται, (δ) αν F > fk το σώμα ολισθαίνει εκτελώντας ΕΟΕΚ, (ε) αν F = fk το σώμα ολισθαίνει ,  εκτελώντας ΕΟΚ, και (στ) διάγραμμα χρονικής εξέλιξης των δυνάμεων τριβής.

			Λόγω της ακινησίας του σώματος έχουμε:

			[image: 1290.png] (2.19)

			όπου R η κάθετη δύναμη και Β = mg το βάρος του σώματος. Αν ασκήσουμε μια δύναμη F πάνω στο σώμα παράλληλα με το επίπεδο, η οποία όμως δεν είναι αρκετή, για να υπερνικήσει την δύναμη στατικής τριβής  fs, τότε το σώμα παραμένει ακίνητο (σχήμα 2.3.β), και ισχύει:

			[image: 1297.png] (2.20)

			Αυξάνοντας σταδιακά την δύναμη F, θα έρθει κάποια στιγμή στην οποία το σώμα μόλις που θα αρχίσει να κινείται (σχήμα 2.3.γ). Γι’ αυτήν τη χρονική στιγμή και μόνον, η δύναμη στατικής τριβής έχει τη μέγιστη τιμή της, η οποία είναι η ίδια με την ελάχιστη δύναμη που απαιτείται για την έναρξη της κίνησης, δηλαδή ισχύει:

			[image: 1305.png] (2.21)

			[image: 1314.png] (2.22)

			Από αυτή τη στιγμή κι έπειτα, το σώμα αρχίζει να ολισθαίνει υπό την επίδραση της δύναμης F. Παράλληλα προς το επίπεδο, πάνω στο σώμα ασκείται η δύναμη F και η δύναμη τριβής ολίσθησης  fk, η οποία, εν γένει, είναι μικρότερη της δύναμης στατικής τριβής.

			Αν [image: 1326.png], τότε το σώμα εκτελεί ΕΟΕΚ (σχήμα 2.3.δ), και ισχύει:

			[image: 1339.png] (2.23)

			όπου α η επιτάχυνση του σώματος. Αν [image: 1346.png], τότε το σώμα εκτελεί ΕΟΚ (σχήμα 2.3.ε), και ισχύει:

			[image: 1354.png] (2.24)

				Στο σχήμα 2.3.στ δίνεται το διάγραμμα της χρονικής εξέλιξης των δυνάμεων τριβής που ασκούνται πάνω στο σώμα με βάση τα παραπάνω (για t = 0 το σώμα είναι ακίνητο).

			

			

			3. Μη-σταθερές δυνάμεις

			

			Παραδείγματα μη σταθερών δυνάμεων είναι: 

			- δυνάμεις που εξαρτώνται από το χρόνο (π.χ. δυνάμεις που ωθούν αυτοκίνητα)

			- δυνάμεις που εξαρτώνται από την ταχύτητα (π.χ. δυνάμεις τριβής μέσα σε ρευστά)

			- δυνάμεις που εξαρτώνται από τη θέση (π.χ. δυνάμεις ελατηρίου)

			

			3.1. Χρονοεξαρτώμενες δυνάμεις – Αναλυτική μέθοδος

			

			Ας θεωρήσουμε ότι μια δύναμη που δρα πάνω σε σώμα μάζας m. Το μέτρο της F(t) αλλάζει με το χρόνο και η διεύθυνση και η φορά της είναι σταθερή. Το σώμα εκτελεί ευθύγραμμη κίνηση σε ένα άξονα x με επιτάχυνση που και αυτή εξαρτάται από το χρόνο, σύμφωνα με την σχέση [image: 1361.png]. Γνωρίζοντας την στιγμιαία επιτάχυνση α(t), μπορούμε να 

			

			υπολογίσουμε την ταχύτητα του σώματος κάθε χρονική στιγμή με ολοκλήρωση:

			[image: 1369.png] (2.25)

			

			όπου uο είναι η αρχική ταχύτητα. Επειδή [image: 1376.png], η θέση x(t) μπορεί να βρεθεί με μια επιπλέον ολοκλήρωση: 

			[image: 1383.png] (2.26)

			

			όπου xο είναι η αρχική θέση. 

			

			3.2. Δυνάμεις που εξαρτώνται από την ταχύτητα

			

			Οι δυνάμεις που εξαρτώνται από την ταχύτητα είναι κυρίως δυνάμεις που είναι αντίθετες στην κίνηση αντικειμένων που βρίσκονται μέσα σε ρευστά, π.χ. στον ατμοσφαιρικό αέρα ή στο νερό, και το μέγεθός τους είναι ανάλογο της ταχύτητας. Έτσι η επιτάχυνση που προκαλούν τέτοιου είδους δυνάμεις μπορεί να εξαρτάται από την ταχύτητα. Για παράδειγμα, θεωρήστε ότι ένα αντικείμενο μάζας m πέφτει στον αέρα υπό την επίδραση του βάρους του, πάνω του θα ασκηθεί εκτός από το βάρος μια δύναμη αντίστασης λόγω τριβής του αντικειμένου με τα μόρια της ατμόσφαιρας. Η δύναμη αυτή Fd είναι αντίθετη της ταχύτητας και ανάλογή της, δηλαδή:

			[image: 1390.png] (2.27)

			Η σταθερά b εξαρτάται από το σχήμα και το μέγεθος του αντικειμένου που πέφτει, καθώς επίσης και από την πυκνότητα του ρευστού και το ιξώδες του. 	

			Πώς μπορούμε να βρούμε την ταχύτητα σαν συνάρτηση του χρόνου, u(t), ενός αντικειμένου μάζας m που αφήνεται να πέσει από την ηρεμία; Διαλέγουμε σαν αρχή του μονοδιάστατου άξονα το σημείο άφεσης. Το σώμα πέφτει κάτω κατακόρυφα. Βάσει του δεύτερου νόμου του Νεύτωνα κατά αυτόν τον άξονα, έχουμε:

			[image: 1398.png] (2.28)

			

			Από την εξίσωση 2.28 γίνεται εύκολα αντιληπτό ότι, καθώς το u αυξάνει σε κάποιο σημείο, η επιτάχυνση θα γίνει μηδέν. Σε αυτή τη θέση η ταχύτητα θα παραμείνει σταθερή για τον υπόλοιπο χρόνο. Αυτό συμβαίνει, όταν [image: 1408.png]. Αυτή η ταχύτητα λέγεται τερματική ταχύτητα, ut. Για να υπολογίσουμε την u(t), χρησιμοποιούμε τις σχέσεις [image: 1424.png] ή [image: 1439.png]. Η τελευταία μπορεί να ολοκληρωθεί απευθείας:

			[image: 1446.png]

			[image: 1454.png] (2.29)

			Για μικρές τιμές του t ισχύει ότι e-bt/m ≈ 1 – bt/m, οπότε τελικά έχουμε:

			[image: 1461.png] (για μικρό t) (2.30)

			Κατά τη διάρκεια αυτού του μικρού διαστήματος t, η ταχύτητα είναι μικρή. Η αντίσταση του αέρα είναι, επίσης μικρή κι έτσι μπορεί να αγνοηθεί. Έτσι η επιτάχυνση είναι καθαρά μόνο η g. Για μεγάλα t, το εκθετικό τείνει στο μηδέν (e−t → 0 καθώς t → ∞). Σε αυτή την περίπτωση η ταχύτητα τείνει προς την τερματική. Στο σχήμα 2.4 φαίνεται η θέση, ταχύτητα και επιτάχυνση του κινητού του προηγούμενου προβλήματος. Στον πίνακα 2.1 δίνονται ενδεικτικά μερικές τυπικές τερματικές ταχύτητες για διάφορα αντικείμενα.

			[image: Sxima_2_4]

			

			Σχήμα 2.4 (α) Θέση, (β) ταχύτητα, και (γ) επιτάχυνση ενός κινητού για το πρόβλημα της παραγράφου 3.2.

			

			

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							Αντικείμενο

						
							
							Τυπική τερματική ταχύτητα (m/sec)

						
							
							Ύψος για την απόκτηση 95% της τερματικής ταχύτητας (m)

						
					

					
							
							Σφαίρα (μάζα 5kg)

						
							
							145

						
							
							2500

						
					

					
							
							Άνθρωπος σε ελεύθερη πτώση

						
							
							60

						
							
							430

						
					

					
							
							Μπάλα baseball

						
							
							42

						
							
							210

						
					

					
							
							Μπάλα tennis

						
							
							31

						
							
							115

						
					

					
							
							Μπάλα basketball

						
							
							20

						
							
							47

						
					

					
							
							Σταγόνα βροχής (ακτίνα 1,5mm)

						
							
							7

						
							
							6

						
					

					
							
							Αλεξιπτωτιστής

						
							
							5

						
							
							3

						
					

				
			

			

			Πίνακας 2.1 Τυπικές τερματικές ταχύτητες διαφόρων αντικειμένων στον αέρα.

			4. Έργο σταθερής δύναμης

			

			Όταν μια σταθερή δύναμη [image: 1706.png] δράσει πάνω σε ένα σώμα, το σώμα θα μετακινηθεί πάνω σε ευθεία γραμμή στη διεύθυνση της δύναμης (σχήμα 2.5.α). Το έργο W, που έγινε από τη δύναμη πάνω στο σώμα, ορίζεται ως το γινόμενο του μέτρου της δύναμης F επί το διάστημα S που μετακινήθηκε το σώμα λόγω της δράσης της δύναμης, δηλαδή

			[image: 1713.png] (2.31)

			Στη γενική περίπτωση, το σώμα μπορεί να κινείται σε διαφορετική διεύθυνση από αυτή της δύναμης. Σε τέτοιες περιπτώσεις, το έργο που γίνεται από τη δύναμη [image: 1720.png] πάνω στο σώμα είναι το γινόμενο της συνιστώσας της δύναμης πάνω στην ευθεία της κίνησης επί το μέγεθος της μετατόπισης S (σχήμα 2.5.β). Εάν η δύναμη [image: 1729.png] σχηματίζει γωνία φ με τη διεύθυνση της μετατόπισης S του σώματος, έχουμε, σύμφωνα με τον ορισμό:

			[image: 1738.png] (2.32)

			Παρατηρήστε ότι στο σχήμα 2.5.β το έργο βρίσκεται ως [image: 1751.png], ενώ στο σχήμα 2.5.γ ως [image: 1764.png]. Και οι δύο προσεγγίσεις είναι σωστές. Σημειώστε ότι στη δεύτερη περίπτωση η εξίσωση για το έργο που έχει γίνει μπορεί να υπολογιστεί πολλαπλασιάζοντας το μέγεθος της δύναμης με τη συνιστώσα της μετατόπισης στη διεύθυνση της δύναμης.

			Το έργο είναι ένα βαθμωτό μέγεθος, και μπορεί να εκφραστεί σαν το εσωτερικό γινόμενο του διανύσματος της δύναμης και του διανύσματος της μετατόπισης:

			[image: 1771.png] (2.33)

			

			[image: Sxima_2_5]

			

			Σχήμα 2.5 Υπολογισμός του έργου σταθερής δύναμης όταν το σώμα κινείται (α) κατά τη διεύθυνση της δύναμης, και (β) και (γ) σε διεύθυνση διαφορετική από αυτή της δύναμης.

			

			

			Στο Διεθνές Σύστημα μονάδων (σύστημα SI) η μονάδα του έργου είναι το Nm (Newton-meter) που ονομάζεται Joule (Τζουλ), και συμβολίζεται J. 

			Όταν υπάρχει πάνω από μία δύναμη, το έργο που γίνεται από κάθε μια δύναμη μπορεί να υπολογιστεί ξεχωριστά. Για να βρεθεί το συνολικό έργο που έγινε, απλώς αθροίζονται τα έργα των ξεχωριστών δυνάμεων. Εναλλακτικά, μπορεί να υπολογιστεί η συνισταμένη δύναμη και μετά να υπολογιστεί το έργο που κάνει αυτή. Οι δύο μέθοδοι δίνουν πάντα το ίδιο αποτέλεσμα.  

			

			

			5. Έργο μεταβλητής δύναμης

			

			Θεωρούμε σώμα στο οποίο εφαρμόζεται δύναμη F(x), σταθερής διεύθυνσης αλλά μεταβλητού μέτρου, το οποίο εξαρτάται από τη μετατόπιση x (σχήμα 2.6.α). Για στοιχειώδες διάστημα δx1 το μέτρο της δύναμης μπορεί να θεωρηθεί σταθερό, έστω F1, οπότε το έργο δW1 που παράγεται είναι:

			[image: 1787.png] (2.34)

			Η τιμή αυτή του στοιχειώδους έργου είναι με το αντίστοιχο μικρό ορθογώνιο παραλληλόγραμμο του σχήματος 2.6.α.

			Για τον υπολογισμό του συνολικού έργου W από το x1 έως το xf, θα πρέπει να αθροίσουμε τα έργα για όλα τα στοιχειώδη διαστήματα δx1, δx2, …, δxN από το x1 έως το xf, δηλαδή:

			[image: 1795.png] (2.35)

			

			Η τιμή του W είναι τώρα το σκιασμένο εμβαδόν του σχήματος 2.6.α. Αν τα στοιχειώδη διαστήματα τα κάνουμε απείρως μικρά, τότε το άθροισμα γίνεται ολοκλήρωμα, και η ακριβής έκφραση για τον υπολογισμό του έργου δίνεται από τη σχέση: 

			[image: 1802.png] (2.36)

			

			Το γεωμετρικό ανάλογο του έργου W είναι τώρα το εμβαδόν που περικλείεται από την καμπύλη της δύναμης και του άξονα των μετακινήσεων x ανάμεσα στα σημεία x1 (σημείο εκκίνησης) και xf (τελικό σημείο).

			

			[image: Sxima_2_6]

			

			Σχήμα 2.6 (α) Υπολογισμός του έργου μεταβλητής δύναμης, και (β) παράδειγμα έργου μεταβλητής δύναμης.

			

			

			Για παράδειγμα, θεωρήστε ένα σωματίδιο μάζας m, που είναι προσαρτημένο στην άκρη ενός ελατηρίου, όπως φαίνεται στο σχήμα 2.6.β. Όταν το σωματίδιο μετατοπιστεί απόσταση x από τη θέση όπου το ελατήριο βρίσκεται σε ισορροπία, το ελατήριο εξασκεί μια δύναμη Fs πάνω στο σωματίδιο. Αυτή η δύναμη δίνεται με καλή προσέγγιση από τη σχέση:

			[image: 1816.png] (2.37) 

			όπου k είναι μια θετική σταθερά, που ονομάζεται σταθερά δυνάμεως του ελατηρίου. Εάν η τελική θέση του σωματιδίου είναι xf , το έργο που έγινε από το ελατήριο πάνω στο σωματίδιο είναι: 

			[image: 1824.png] (2.38)

			

			Από την άλλη πλευρά, το έργο που έγινε από την εξωτερική δύναμη Fext (ίση με μέγεθος με την Fs αλλά αντίθετης φοράς) είναι: 

			[image: 1833.png] (2.39)

				

			Όταν ένα σώμα με μάζα m κινείται με ταχύτητα u, λέμε ότι έχει κινητική ενέργεια ΕΚ, που δίνεται από τη σχέση:

			[image: 1845.png] (2.40)

			

			Ένα σημαντικό θεώρημα που διέπει τα μεγέθη έργο και κινητική ενέργεια είναι:

			

			Θεώρημα: Το συνολικό έργο που έγινε από τις δυνάμεις που δρουν σε ένα σωματίδιο είναι ίσο με την αλλαγή της κινητικής ενέργειας του σωματιδίου (υπό την προϋπόθεση ότι δεν αλλάζει η ενέργειά του λόγω θέσης – δυναμική ενέργεια). 

			

			- Απόδειξη

			H κινητική ενέργεια ενός σωματιδίου μάζας m και ταχύτητας u, δίνεται από τη σχέση 2.40. Έστω ότι μια δύναμη Fnet δρα πάνω στο σωματίδιο, η οποία δύναμη παράγει κάποιο έργο. Πως όμως θα αλλάξει η ταχύτητα του σωματιδίου λόγω της δράσης της δύναμης; Έχουμε: 

			[image: 1858.png] (2.41)

			

			Έτσι το συνολικό έργο της Fnet είναι:

			[image: 1865.png]

			[image: 1873.png] (2.42)

			

			Το θεώρημα έργου ενέργειας εφαρμόζεται μόνο σε σημειακά σώματα. Για τα πραγματικά αντικείμενα, μέρος της ενέργειας μπορεί να μετατραπεί σε εσωτερική ενέργεια, για παράδειγμα, θερμική ενέργεια.

			

			

			6. Ισχύς

			

			Για μηχανικά συστήματα, η ισχύς ορίζεται ως ο ρυθμός με τον οποίο παράγεται έργο. Γενικότερα, η ισχύς ορίζεται ως η ενέργεια που αποδίδει μια μηχανή στη μονάδα του χρόνου. Με βάση αυτό τον ορισμό, η μέση ισχύς που παρέχεται από μια μηχανή είναι ίση με το έργο που παρήγαγε αυτή σε χρόνο t, δια τον αντίστοιχο χρόνο t, δηλαδή:

			[image: 1880.png] (2.43)

			

			Η στιγμιαία ισχύς μιας μηχανής ορίζεται ως: 

			[image: 1888.png] (2.44)

			

			Δεδομένης της ισχύος, μπορούμε να υπολογίσουμε το έργο που κάνει μια μηχανή μέσω της σχέσεως:

			[image: 1895.png] (2.45)

			θεωρώντας ότι η ισχύς είναι ανεξάρτητη του χρόνου. Στο Διεθνές Σύστημα μονάδων (σύστημα SI) η μονάδα της ισχύος είναι το Watt (Βατ) και συμβολίζεται W. Το έργο (μονάδες ενέργειας) μπορεί να εκφραστεί σε μονάδες ισχύος επί χρόνο. Αυτή είναι η βάση της μονάδας kWh (κιλοβατώρα) που χρησιμοποιεί η Δ.Ε.Η. στον υπολογισμό της ηλεκτρικής ενέργειας.

			

			

			7. Παράδειγμα

			

			Έχοντας ολοκληρώσει την παρουσίαση της Κινητικής (κεφάλαιο 1) και της Δυναμικής (κεφάλαιο 2), αναλύεται το εξής παράδειγμα που συνδυάζει στοιχεία και από τα δύο κεφάλαια:

			Ας θεωρήσουμε την πειραματική διάταξη του σχήματος 2.7.α, όπου ένα σώμα κινείται σε ένα επίπεδο (δύο διαστάσεις). Μια σφαίρα μάζας m αφήνεται να κυλήσει πάνω σε ένα δρομέα από τη θέση Α (ύψος h1) στη θέση Β (ύψος h1). Η σφαίρα και ο δρομέας βρίσκονται πάνω σε ένα κεκλιμένο επίπεδο που σχηματίζει γωνία θ με το οριζόντιο επίπεδο. Από τη θέση Β και έπειτα η σφαίρα κινείται ελεύθερα πάνω στο κεκλιμένο επίπεδο μέχρι το τελικό σημείο Γ, διαγράφοντας τροχιά που συμβολίζεται με έντονη διακεκομμένη γραμμή, στο σχήμα 2.7.α. Η κίνηση της σφαίρας από τη θέση Β στη θέση Γ είναι ένα παράδειγμα οριζόντιας βολής σε κεκλιμένο επίπεδο. 

				Στη θέση Β η σφαίρα έχει αρχική ταχύτητα uo, για τον υπολογισμό της οποίας εργαζόμαστε ως εξής: στη θέση Α η σφαίρα έχει μόνον δυναμική ενέργεια, ίση με [image: 1902.png], ενώ η συνολική ενέργεια της σφαίρας στη θέση Β είναι το άθροισμα της δυναμικής της ενέργειας [image: 1909.png] και της κινητικής της ενέργειας [image: 1917.png]. Λόγω της αρχής διατήρησης της ενέργειας, η συνολική ενέργεια της σφαίρας στη θέση Α είναι ίση με τη συνολική ενέργεια της σφαίρας στη θέση Β, συνεπώς: 

			[image: 1926.png] (2.46)

			

			όπου g η επιτάχυνση της βαρύτητας και Δh = h1 – h2.

			

			[image: Sxima_2_7]

			

			Σχήμα 2.7 (α) Κεκλιμένο επίπεδο για τη μελέτη της κίνησης σε δύο διαστάσεις, και (β) ανάtλυση των δυνάμεων που ασκούνται στη σφαίρα.

			

			

			Θεωρώντας ότι η σφαίρα μετατοπίζεται χωρίς να κυλίεται (χωρίς τριβή) πάνω στην επιφάνεια του κεκλιμένου επίπεδου, οι δυνάμεις, που δρουν πάνω της καθ’ όλη τη διάρκεια της κίνησής της από τη θέση Β στη θέση Γ, είναι το βάρος της Β = mg και η δύναμη R, που εξασκείται στη σφαίρα από το κεκλιμένο επίπεδο κάθετα προς την επιφάνεια επαφής τους. Για τη μελέτη της κίνησης επιλέγεται σύστημα αξόνων xyz πάνω στο κεκλιμένο επίπεδο, με τους x- και y-άξονες να ορίζουν την επιφάνεια του κεκλιμένου επίπεδου, ενώ ο z-άξονας είναι κάθετος στην επιφάνεια του κεκλιμένου επίπεδου (σχήμα 2.7.α). Η ανάλυση των δυνάμεων που δρουν στη σφαίρα στο σύστημα αξόνων που επιλέχτηκε φαίνεται στο σχήμα 2.7.β.

			Δεδομένου ότι η σφαίρα κινείται μόνο στο επίπεδο xy κι όχι κατά τον z-άξονα (συνισταμένη των δυνάμεων στον z-άξονα ΣFz = 0) έχουμε:

			x-άξονας: [image: 1951.png] (2.47)

			y-άξονας: [image: 1958.png] (2.48)

			z-άξονας: [image: 1966.png] (2.49)

			Κατά τον x-άξονα η συνισταμένη των δυνάμεων είναι ίση με 0, οπότε , κατά αυτόν τον άξονα , η σφαίρα εκτελεί ευθύγραμμη ομαλή κίνηση με σταθερή ταχύτητα ux = uo. Η οριζόντια συνιστώσα της ταχύτητας της σφαίρας διατηρεί την αρχική της τιμή uo (θέση Β) καθ’ όλη τη διάρκεια της κίνησης της σφαίρας από τη θέση Β στη θέση Γ. Για την x-συνιστώσα της θέσης της σφαίρας σε κάθε στιγμή ισχύει:

			[image: 1973.png] (2.50)

			συνεπώς κατά τον x-άξονα η σφαίρα διανύει ίσα διαστήματα σε ίσους χρόνους. Η ολική απόσταση που διένυσε η σφαίρα κατά τον x-άξονα λέγεται οριζόντιο βεληνεκές, και είναι: 

			[image: 1981.png] (2.51)

			όπου tολ ο συνολικός χρόνος κίνησης της σφαίρας από τη θέση Β στη θέση Γ.

			Κατά τον y-άξονα ασκείται στη σφαίρα σταθερή δύναμη ίση με mgsinθ, οπότε, κατά αυτόν τον άξονα, η σφαίρα εκτελεί ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση με σταθερή επιτάχυνση αy = gsinθ. Για την y-συνιστώσα της θέσης και της ταχύτητας της σφαίρας σε κάθε στιγμή, ισχύουν, αντίστοιχα, οι εξής σχέσεις:

			[image: 1988.png] (2.52)

			[image: 1995.png] (2.53)

			συνεπώς , κατά τον y-άξονα, η κατακόρυφη συνιστώσα της ταχύτητας της σφαίρας αυξάνεται συνεχώς και έχει τη μέγιστη τιμή της στη θέση Γ (uy = 0 για τη θέση Β). Η ολική απόσταση που διένυσε η σφαίρα κατά τον y-άξονα είναι: 

			[image: 2002.png] (2.54) 

			

			Κατά την κίνηση της σφαίρας στο επίπεδο xy το μέτρο της συνισταμένης ταχύτητας σε κάθε χρονική στιγμή είναι:

			[image: 2010.png] (2.55)

			

			Συνδυάζοντας τις εξισώσεις 2.50 και 2.52 προκύπτει η ακόλουθη εξίσωση:

			[image: 2019.png] (2.56)

			

			η οποία συνδέει τις x- και y-συνιστώσες της θέσης της σφαίρας σε κάθε χρονική στιγμή, περιγράφοντας έτσι την τροχιά της σφαίρας. Η εξίσωση 2.56 ονομάζεται εξίσωση τροχιάς του βλήματος και, αφού τα αy και uo είναι σταθερά, είναι της γενικής μορφής:

			[image: 2031.png] (2.57)

			που είναι εξίσωση παραβολής. Άρα η τροχιά που διαγράφει η σφαίρα κατά την οριζόντια βολή σε κεκλιμένο επίπεδο είναι παραβολική.

			

			

			

			

			

			8. Ασκήσεις

			

			Άσκηση 2.1: Ένα σώμα μάζας m = 1kg κινείται πάνω σε ευθεία γραμμή στο οριζόντιο επίπεδο και η απομάκρυνση του από την αρχική του θέση δίνεται στο διεθνές σύστημα από την εξίσωση x = 3t + 3t2, όπου t είναι ο χρόνος. Να υπολογίσετε τη συνισταμένη δύναμη που ασκείται πάνω του.

			

			Άσκηση 2.2: Ένα σώμα μάζας m = 1kg ανυψώνεται στο κατακόρυφο επίπεδο με την επίδραση μιας δύναμης F(t) = t + 10 (μονάδες SI), όπου t είναι ο χρόνος. Η αρχική θέση του σώματος ήταν στο έδαφος σε ηρεμία. Μετά από χρόνο t = 10sec παύει να ενεργεί η δύναμη F.  Να υπολογίσετε το μέγιστο ύψος στο οποίο  θα φτάσει το σώμα. Θεωρήστε ότι η επιτάχυνση της βαρύτητας είναι g = 10m/sec2 και οι τριβές του σώματος με τον αέρα είναι αμελητέες.

			

			Άσκηση 2.3: Ένα σώμα μάζας m = 3kg ανεβαίνει  ένα κεκλιμένο επίπεδο που σχηματίζει γωνία φ = 30º με το οριζόντιο επίπεδο κάτω από την επίδραση μιας χρονοεξαρτώμενης δύναμης σύμφωνα με τη σχέση F(t) = 2t + 50 (μονάδες SI), όπου t είναι ο χρόνος. Η αρχική θέση του σώματος ήταν στο κατώτατο σημείο του κεκλιμένου επιπέδου σε ηρεμία. Αν ο συντελεστής τριβής ολισθήσεως του σώματος με το κεκλιμένο επίπεδο είναι μk = 0,2 να βρείτε την επιτάχυνση και την ταχύτητα του σώματος τη χρονική στιγμή t = 3sec. Θεωρήστε ότι η επιτάχυνση της βαρύτητας είναι g = 10m/sec2 και οι τριβές του σώματος με τον αέρα είναι αμελητέες.

			

			Άσκηση 2.4: Μια οριζόντια δύναμη εξαναγκάζει ένα αρχικά ακίνητο σώμα μάζας m = 1kg να κινηθεί στο οριζόντιο επίπεδο. Η δύναμη αλλάζει ανάλογα με τη θέση x του κινητού σύμφωνα με τη σχέση  F(x) = x2 + 5x.  Να υπολογιστεί η ταχύτητα του κινητού σε απόσταση x = 10m από την αρχική του θέση.

			

			Άσκηση 2.5: Ένα αρχικώς ακίνητο σώμα αφήνεται να πέσει μέσα σε ένα μεγάλο κατακόρυφο σωλήνα γεμάτο με λάδι. Αν θεωρήσουμε ότι η αντίσταση στην κίνηση από το λάδι περιγράφεται από την σχέση Fd = –2t (μονάδες SI), όπου t είναι ο χρόνος, να υπολογίσετε την τερματική του ταχύτητα και το χρόνο που χρειάζεται , για να αποκτήσει τη μισή από την τερματική του ταχύτητα. Θεωρήστε ότι η επιτάχυνση της βαρύτητας είναι g = 10m/sec2 και η μάζα του σώματος είναι 1kg.

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

		

	
		
			3. Ταλαντώσεις

			

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό εισάγεται η έννοια της περιοδικής κίνησης και των αρμονικών κινήσεων. Αναλύονται τα βασικά μεγέθη που περιγράφουν τις αρμονικές κινήσεις, όπως περίοδος, συχνότητα, πλάτος ταλάντωσης και αρχική φάση. Εξάγεται η εξίσωση που περιγράφει την απλή αρμονική ταλάντωση με τη βοήθεια του αναλόγου του περιστρεφόμενου ανύσματος. Εξάγεται ο νόμος του Hooke μέσω του δεύτερου νόμου του Νεύτωνα, και η σύνδεση της περιόδου με τη μάζα του κινητού και της σταθεράς ελαστικότητας. Δίνεται το παράδειγμα του απλού εκκρεμούς και εξάγεται η περίοδος της ταλάντωσης με την προσέγγιση των μικρών ταλαντώσεων. Έπειτα μελετώνται οι απλές αρμονικές ταλαντώσεις ως προς τη μηχανική ενέργεια (κινητική και δυναμική). Μελετάται, επίσης, η επαλληλία ταλαντώσεων σε μια και δυο διαστάσεις. Εισάγεται η έννοια της φθίνουσας αρμονικής ταλάντωσης και του χρόνου υποδιπλασιασμού του πλάτους ταλάντωσης. Παρουσιάζεται η έννοια της εξαναγκασμένης ταλάντωσης με αρμονική εξαναγκάζουσα δύναμη και το φαινόμενο του συντονισμού. Τέλος, εισάγεται η έννοια του παράγοντα ποιότητας στην περίπτωση της εξαναγκασμένης ταλάντωσης με απόσβεση, και γίνεται η σύνδεσή του με τα βασικά χαρακτηριστικά του ταλαντούμενου συστήματος.

			

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Απαιτείται η γνώση των προηγούμενων κεφαλαίων. 

			

			1. Εισαγωγή στις ταλαντώσεις

			

			Οποιαδήποτε κίνηση που επαναλαμβάνεται αυτούσια ανά τακτά χρονικά διαστήματα λέγεται περιοδική κίνηση, και συνίσταται στην παλινδρομική μετατόπιση ενός σώματος γύρω από μία θέση ισορροπίας και μεταξύ δύο ακραίων θέσεων. Η μετατόπιση ενός σώματος, που εκτελεί περιοδική κίνηση, μπορεί πάντα να εκφραστεί ως συνάρτηση ημίτονων και συνημίτονων. Επειδή ο όρος «αρμονικός» χρησιμοποιείται για εκφράσεις που περιέχουν τις συναρτήσεις αυτές, η περιοδική κίνηση ονομάζεται συχνά αρμονική κίνηση. Αν ένα σώμα παλινδρομεί πάνω στην ίδια τροχιά, λέγεται ότι εκτελεί ταλάντωση. Παραδείγματα ταλαντώσεων είναι η κίνηση του εκκρεμούς, της χορδής ενός βιολιού, των μορίων του αέρα, καθώς περνά ένα ηχητικό κύμα, και η κίνηση ενός σώματος που προσδέθηκε σε ένα ελατήριο. Δεν είναι όμως μόνο τα μηχανικά συστήματα που μπορούν να ταλαντωθούν. Παραδείγματα ταλαντώσεων αποτελούν τα ραδιοκύματα, τα μικροκύματα και το ορατό φως, όπου έχουμε ταλάντωση των διανυσμάτων του ηλεκτρικού και μαγνητικού πεδίου. Η αναλογία μηχανικών και ηλεκτρομαγνητικών ταλαντώσεων είναι στενή, καθώς αυτές  περιγράφονται από τις ίδιες βασικές μαθηματικές εξισώσεις.

			Ο χρόνος που χρειάζεται ένα σώμα, για να εκτελέσει ένα πλήρη κύκλο κίνησης, ονομάζεται περίοδος, Τ, και στο Διεθνές Σύστημα μονάδων (σύστημα SI) μετριέται σε sec. Το μέγεθος που δείχνει πόσες φορές επαναλαμβάνεται η κίνηση στη μονάδα του χρόνου ονομάζεται συχνότητα, ν, και δίνεται, προφανώς, από το αντίστροφο της περιόδου, δηλαδή:

			 [image: 2044.png] (3.1)

			Η μονάδα μέτρησης της συχνότητας στο σύστημα SI είναι το 1/sec (ή sec-1) που ονομάζεται Hertz (Χερτζ) και συμβολίζεται Ηz. Στη Φυσική χρήσιμη θεωρείται και η κυκλική (γωνιακή) συχνότητα, ω, που ορίζεται ως η γωνία που διαγράφει το σώμα στη μονάδα χρόνου. Η κυκλική συχνότητα μετριέται σε rad/sec, όπου το 1rad (ακτίνιο) είναι η γωνία που  αντιστοιχεί σε τόξο μήκους όσο η ακτίνα του κύκλου, με ένα πλήρη κύκλο να είναι 2πrad (δηλαδή 2πrad = 360°). Έτσι:

			[image: 2051.png] (3.2)

			

			Στο χαρακτηριστικό παράδειγμα της κίνησης ενός σώματος που αναρτάται σε ένα ελατήριο (σχήμα 3.1.α), η γραφική παράσταση της μετατόπισης (απομάκρυνσης), y, του σώματος από τη θέση ισορροπίας ως συνάρτηση του χρόνου περιγράφεται από ένα ημίτονο:

			[image: 2059.png] (3.3)

			

			[image: Sxima_3_1]

			

			Σχήμα 3.1 (α) Παράδειγμα ταλάντωσης: σώμα που εξαρτάται από ελατήριο, (β) αναπαράσταση περιοδικής κίνησης με τον τριγωνομετρικό κύκλο, και (γ) η έννοια της αρχικής φάσης: για την ταλάντωση που απεικονίζεται με τη διακεκομμένη γραμμή η αρχική φάση είναι φ, ενώ γι’ αυτήν με τη συνεχή γραμμή φ = 0.

			

			

			όπου η σταθερά Αο αντιπροσωπεύει τη μέγιστη απομάκρυνση από τη θέση ισορροπίας και ονομάζεται πλάτος της ταλάντωσης. Το ημίτονο είναι μια συνάρτηση που παίρνει τιμές μεταξύ -1 και 1. Πολλαπλασιάζοντας με το Αο έχουμε  ακριβώς μια συνάρτηση που περιγράφει την κίνηση. Ποια όμως είναι η φυσική σημασία της γωνίας θ;

			Η περιοδική κίνηση μπορεί να αναπαρασταθεί με τη βοήθεια του τριγωνομετρικού κύκλου, από την κίνηση της προβολής του άκρου της περιστρεφόμενης ακτίνας μήκους Αο, όσο, δηλαδή και το πλάτος της κίνησης (σχήμα 3.1.β). Με βάση τον ορισμό της κυκλικής συχνότητας το γινόμενο ωt αναπαριστά τη γωνία θ που έχει διαγράψει το κινητό μετά από χρόνο t (θεωρώντας ότι θ = 0 για t = 0). Συνεπώς:

			[image: 2074.png] (3.4)

			

			1.1. Η έννοια της αρχικής φάσης

			

			Η εξίσωση 3.4, προϋποθέτει ότι y = 0 όταν t = 0, το οποίο είναι σωστό, εάν ξεκινήσουμε τις χρονικές μας μετρήσεις από το y = 0. Τι συμβαίνει όμως, εάν ξεκινήσουμε τις μετρήσεις όταν y = Ao (σχήμα 3.1.γ); Η απάντηση είναι ότι πρέπει να προσθέσουμε μια αρχική φάση φ στη γωνία ωt, δηλαδή:

			[image: 2081.png] (3.5)

			Έτσι, για χρόνο t = 0 έχουμε [image: 2088.png], όπου yo είναι η αρχική μετατόπιση από την θέση ισορροπίας. Με βάση τα παραπάνω, η εξίσωση 3.5 είναι η γενική εξίσωση για τη θέση (μετατόπιση από τη θέση ισορροπίας) του σώματος. Στον πίνακα 3.1 παραθέτονται ενδεικτικά οι αρχικές μετατοπίσεις για χαρακτηριστικές τιμές της αρχικής φάσης:
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			Πίνακας 3.1 Αρχικές μετατοπίσεις για χαρακτηριστικές τιμές της αρχικής φάσης.

			

			

			2. Εξισώσεις ταλαντώσεων

			

			Όπως είδαμε στην παραπάνω παράγραφο, η μετατόπιση από τη θέση ισορροπίας ενός σώματος που εκτελεί ταλάντωση περιγράφεται από την εξίσωση 3.5. Η ταχύτητα και η επιτάχυνση του σώματος είναι η πρώτη και η δεύτερη παράγωγος της μετατόπισης αντίστοιχα, οπότε:

			Μετατόπιση: [image: 2253.png] (3.6)

			Ταχύτητα: [image: 2261.png] (3.7)

			Επιτάχυνση: [image: 2268.png] (3.8)

			

			όπου uo (= ωΑο) και αο (= ω2Αο) η μέγιστη ταχύτητα και επιτάχυνση, αντίστοιχα. Στο σχήμα 3.2 φαίνεται αναλυτικά η ταλάντωση ενός σώματος που εξαρτάται από ένα ελατήριο. Τόσο η μετατόπιση (εξίσωση 3.6), όσο και η ταχύτητα (εξίσωση 3.7) και η επιτάχυνση (εξίσωση 3.8) του σώματος ως συνάρτηση του χρόνου φαίνονται στα αντίστοιχα γραφήματα του σχήματος 3.2. 

			Σύμφωνα με το 2ο νόμο του Νεύτωνα, η δύναμη, F, που εξασκείται σε ένα σώμα είναι ίση με το γινόμενο της μάζας του, m, επί την επιτάχυνσή του, α ([image: 2276.png]) οπότε, βάσει της εξίσωσης 3.8, έχουμε ότι:

			[image: 2283.png]

			[image: 2290.png] (3.9)

			Το γινόμενο mω2 είναι μια νέα σταθερά, k, έτσι τελικά: 

			[image: 2297.png] (3.10)

			

			[image: Sxima_3_2]

			

			Σχήμα 3.2 (α) Χρονικά στιγμιότυπα της ταλάντωσης ενός σώματος που εξαρτάται από ελατήριο, καθώς και τα διαγράμματα της μετατόπισης, της ταχύτητας και της επιτάχυνσης του σώματος ως συνάρτηση του χρόνου, και (β) πειραματικός προσδιορισμός της σταθεράς δυνάμεως του ελατηρίου.

			

			Το αρνητικό πρόσημο στην εξίσωση 3.10 υποδηλώνει ότι η φορά της δύναμης F είναι πάντα αντίθετη προς τη μετατόπιση y. Τέτοιου είδους δυνάμεις ονομάζονται δυνάμεις επαναφοράς, διότι δρουν με τέτοιο τρόπο , ώστε να επαναφέρουν το σώμα πάνω στο οποίο δρουν στη θέση ισορροπίας. Το μέγεθος της δύναμης είναι ευθέως ανάλογο με τη μετατόπιση από τη θέση ισορροπίας με σταθερά αναλογίας k, η οποία καλείται σταθερά της δύναμης και στο Διεθνές Σύστημα μονάδων (σύστημα SI) έχει μονάδες N/m (Nm-1). Η εξίσωση 3.10 είναι η μαθηματική περιγραφή του νόμου του Hooke, και είναι η αναγκαία συνθήκη, για να εκτελεί ένα σώμα απλή αρμονική ταλάντωση (παλινδρομική κίνηση).  

			Για το συγκεκριμένο παράδειγμα ενός σώματος που αναρτάται από την άκρη ενός ελατηρίου, η σταθερά αναλογίας k καλείται σταθερά δυνάμεως του ελατηρίου. Για ένα σύστημα μάζας–ελατηρίου, ο νόμος του Hooke ισχύει δεδομένου ότι η παραμόρφωση του ελατηρίου (τέντωμα ή συμπίεση) δεν είναι πολύ μεγάλη. Αν το ελατήριο παραμορφωθεί πέρα από ορισμένο σημείο, που ονομάζεται όριο ελαστικότητάς του, δεν επιστρέφει στο αρχικό του σχήμα, όταν η εξασκούμενη δύναμη αφαιρεθεί. Η περιοχή εξασκούμενων δυνάμεων, στην οποία ισχύει ο νόμος του Hooke, ονομάζεται αναλογική περιοχή. Η σταθερά k είναι ένα μέτρο της σκληρότητας του ελατηρίου, με τα πολύ σκληρά ελατήρια να έχουν μεγάλες τιμές του k. Γι’ αυτό συχνά ονομάζεται και σταθερά ελαστικότητας ή σταθερά ελατηρίου.

			Η περίοδος στην απλή αρμονική κίνηση μπορεί να υπολογιστεί σαν συνάρτηση της σταθεράς δύναμης με βάση την παρακάτω αλληλουχία μαθηματικών σχέσεων:

			[image: 2314.png] (3.11)

			

			

			Είναι σημαντικό να τονιστεί ότι η περίοδος της ταλάντωσης εξαρτάται μόνο από τη σταθερά ελατηρίου και από τη μάζα του αντικειμένου, ενώ είναι ανεξάρτητη από το πλάτος της ταλάντωσης.

			

			

			3. Ενέργεια ταλαντώσεων

			

			Γενικά, σε κάθε χρονική στιγμή, το ταλαντούμενο σώμα έχει και κινητική και δυναμική ενέργεια. Η κινητική ενέργεια ΕΚ δίνεται από την παρακάτω σχέση:

			[image: 2326.png] (3.12)

			

			Η δυναμική ενέργεια στην απλή αρμονική κίνηση είναι μια έννοια που χρειάζεται πιο λεπτομερή ανάλυση. Ας θεωρήσουμε το παράδειγμα του συστήματος μάζας–ελατηρίου. Από το γεγονός ότι ένα συμπιεσμένο (ή τεντωμένο) ελατήριο επανέρχεται στην αρχική του θέση , όταν αφεθεί ελεύθερο, συμπεραίνει κανείς ότι το συμπιεσμένο ελατήριο έχει αποθηκεύσει ενέργεια με τη μορφή της δυναμικής ενέργειας. Αυτή η δυναμική ενέργεια είναι ίση με το έργο που ξοδεύτηκε, για να συμπιεστεί το ελατήριο. Καθώς επιμηκύνουμε ένα ελατήριο , η δύναμη με την οποία το ελατήριο τραβά το σώμα πίσω προς τη θέση ισορροπίας αυξάνει, καθώς το σώμα απομακρύνεται από τη θέση ισορροπίας. Αυτό σημαίνει ότι η δύναμη δεν είναι σταθερή. Το έργο που καταναλώθηκε δίνεται από τη σχέση:

			[image: 2340.png] (3.13)

			όπου F(y) είναι η μέση τιμή της μη-σταθερής δύναμης ως συνάρτηση της απομάκρυνσης y από τη θέση ισορροπίας. Συνεπώς για απομάκρυνση y η μέση τιμή της δύναμης είναι:

			[image: 2347.png] (3.14)

			άρα το έργο που ξοδεύτηκε είναι [image: 2355.png]. Το έργο αυτό είναι ίσο με την δυναμική ενέργεια ΕΔ που έχει αποθηκευτεί στο ελατήριο, δηλαδή:

			[image: 2362.png] (3.15)

			Γενικά η δυναμική ενέργεια που αποθηκεύεται σε ένα αντικείμενο ισούται με μείον το έργο που καταναλώθηκε (αρνητική ποσότητα) για τη μετατόπιση ενός αντικειμένου κατά απόσταση y, λόγω οποιασδήποτε ασκούμενης συντηρητικής δύναμης, και δίνεται από τη σχέση:

			[image: 2370.png] (3.16)

			

			Με βάση την εξίσωση 3.16 στην απλή αρμονική κίνηση έχουμε:

			[image: 2377.png]

			[image: 2384.png] (3.17)

			Από τις εξισώσεις 3.12 και 3.17, η συνολική ενέργεια Ε είναι:

			[image: 2391.png]

			[image: 2399.png] (3.18)

			

			Από την εξίσωση 3.18 φαίνεται ότι στην απλή αρμονική κίνηση η συνολική ενέργεια είναι σταθερή, ενώ η κινητική και η δυναμική ενέργεια αυξομειώνονται αντίστοιχα, ώστε το άθροισμά τους να είναι πάντα σταθερό, όπως φαίνεται στο σχήμα 3.3.

			

			[image: Sxima_3_3]

			

			Σχήμα 3.3 Κινητική ενέργεια (συνεχής γραμμή) και δυναμική ενέργεια (διακεκομμένη γραμμή) στην απλή αρμονική κίνηση ως συνάρτηση του χρόνου. Η συνολική ενέργεια είναι το άθροισμα των δύο και παραμένει σταθερή.

			

			

			4. Παράδειγμα: το απλό εκκρεμές

			

			Το ιδανικό απλό εκκρεμές (σχήμα 3.4) αποτελείται από ένα υλικό σημείο μάζας m, που εξαρτάται από ένα αβαρές, μη εκτατό νήμα μήκους L. Όταν το εκκρεμές μετατοπιστεί από τη θέση ισορροπίας κατά μια γωνία θ και αφεθεί ελεύθερο, αιωρείται υπό την επίδραση της βαρύτητας, με τη μάζα m να διαγράφει κυκλικό τόξο ακτίνας L. Για να εκτελέσει η μάζα m απλή αρμονική κίνηση, απαιτείται η δύναμη επαναφοράς F που ενεργεί στη μάζα να είναι ανάλογη της απομάκρυνσής της από τη θέση ισορροπίας, και να έχει αντίθετη φορά από αυτή, δηλαδή F = – kx. Το μείον πρόσημο έχει το νόημα ότι η δύναμη δείχνει στην αντίθετη φορά από αυτήν που αυξάνει το x.

				Όπως φαίνεται στο σχήμα 3.4, οι δυνάμεις που ασκούνται στη μάζα m του εκκρεμούς, όταν αυτή είναι μετατοπισμένη κατά γωνία θ, είναι το βάρος της Β = mg, όπου g η επιτάχυνση της βαρύτητας, και η τάση του νήματος R. Η δύναμη επαναφοράς F είναι η συνισταμένη των δύο αυτών δυνάμεων, κείται κατά μήκος του κυκλικού τόξου που διαγράφει η μάζα, έχει αντίθετη φορά από τη μετατόπιση θ και μέτρο:

			[image: 2420.png] (3.19)

			Η κίνηση του εκκρεμούς υπό την επίδραση αυτής της δύναμης δεν είναι απλή αρμονική, μιας και η δύναμη επαναφοράς F δεν είναι ανάλογη της μετατόπισης θ, αλλά του sinθ. Όμως, για μικρές γωνίες θ, ισχύει η προσέγγιση sinθ ≈ θ, ενώ, από το σχήμα 3.4, έχουμε:

			[image: 2433.png] (3.20)

			

			Επίσης, αν η γωνία θ είναι μικρή το μήκος του τόξου DE ≈ CD, συνεπώς: 

			[image: 2440.png] (3.21)

			

			όπου x είναι το μήκος του τόξου DE. Με βάση τα παραπάνω η εξίσωση 3.19 γίνεται:

			[image: 2448.png] (3.22)
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			Σχήμα 3.4 Ιδανικό απλό εκκρεμές σημειακής μάζας m, που εξαρτάται από ένα αβαρές, μη εκτατό νήμα μήκους L.

			

			

			Η εξίσωση 3.22 αποδεικνύει ότι, για μικρές γωνίες μετατόπισης θ και μόνον, η κίνηση του απλού εκκρεμούς είναι απλή αρμονική ταλάντωση, με σταθερά:

			[image: 2463.png] (3.23)

			Από τις εξισώσεις 3.11 και 3.23, και αγνοώντας την τριβή της μάζας με τον αέρα, η περίοδος του εκκρεμούς Τ δίνεται από τη σχέση:

			[image: 2470.png] (3.24)

			

			Για μεγάλες γωνίες μετατόπισης η κίνηση μπορεί να αποκλίνει σημαντικά από την απλή αρμονική, και μπορεί να αποδειχθεί ότι η περίοδος του εκκρεμούς σ΄ αυτές τις περιπτώσεις δίνεται από τη σχέση:

			[image: 2477.png] (3.25)

			

			

			5. Επαλληλία ταλαντώσεων σε μια διάσταση

			

			Τι συμβαίνει, όταν ένα σωματίδιο κινείται κάτω από την ταυτόχρονη αλληλεπίδραση δύο αρμονικών ταλαντώσεων; Σ’ αυτήν την περίπτωση, η απομάκρυνση του σωματιδίου σε δεδομένη χρονική στιγμή είναι απλώς το διανυσματικό άθροισμα των απομακρύνσεων των δύο επιμέρους ταλαντώσεων. Αυτή η διαδικασία της διανυσματικής πρόσθεσης των απομακρύνσεων ενός σωματιδίου λέγεται επαλληλία (ή υπέρθεση).

			Όπως έχουμε ήδη δει, η απλή αρμονική κίνηση μπορεί να παρασταθεί τόσο σε μέγεθος όσο και σε φάση με τη βοήθεια ενός περιστρεφόμενου διανύσματος, όπου το μήκος του είναι το πλάτος της περιοδικής κίνησης, και η γωνία που σχηματίζει με το θετικό x-άξονα αναπαριστά το γινόμενο ωt. Για να βρούμε τη συνισταμένη δύο αρμονικών κινήσεων πάνω στην ίδια διεύθυνση, μπορούμε να προσθέσουμε τα δύο περιστρεφόμενα διανύσματα που περιγράφουν ανεξάρτητα τις δύο αρμονικές κινήσεις.

			Σε πρώτη περίπτωση, θεωρούμε δύο μονοδιάστατες αρμονικές κινήσεις που έχουν την ίδια συχνότητα, αλλά διαφορετικά πλάτη και αρχικές φάσεις:

			[image: 2484.png] (3.26)

			[image: 2492.png] (3.27)

			Στο σχήμα 3.5.α φαίνεται η τυχαία θέση των περιστρεφόμενων διανυσμάτων που περιγράφουν την κίνηση. Το πλάτος AR της συνισταμένης κίνησης δίνεται από τη σχέση:

			[image: 2501.png] (3.28)

			Η γωνία φάσης φR της συνιστάμενης κίνησης δίνεται από τη σχέση:

			[image: 2513.png] (3.29)

			

			Έτσι η προκύπτουσα αρμονική κίνηση έχει μετατόπιση που δίνεται από τη σχέση:

			[image: 2526.png] (3.30)

			Η απλούστερη περίπτωση είναι η επαλληλία δύο μονοδιάστατων απλών αρμονικών κινήσεων ίδιου πλάτους και συχνότητας, οι οποίες έχουν διαφορετικές αρχικές φάσεις, φ1 και φ2 αντίστοιχα. Για παράδειγμα, θεωρούμε δύο τέτοιες μονοδιάστατες αρμονικές κινήσεις:

			[image: 2533.png] (3.31)

			[image: 2541.png] (3.32)

			Σύμφωνα με την αρχή της επαλληλίας, η συνιστάμενη μετατόπιση θα είναι [image: 2548.png]. Ανάλογα με τη διαφορά φάσης Δφ (= φ1 – φ2) μπορούμε να διακρίνουμε τις παρακάτω περιπτώσεις:

			- Δφ = 0 (ίδια αρχική φάση φ = φ1 = φ2). Τότε:

			[image: 2556.png] (3.33)

			δηλαδή το σωματίδιο θα εκτελεί ταλάντωση με διπλάσιο πλάτος, αλλά με την ίδια συχνότητα, και αρχική φάση με τις αρχικές ταλαντώσεις (σχήμα 3.5.β).

			- Δφ = π (π.χ. φ1 = π, φ2= 0). Τότε:

			[image: 2563.png] (3.34)

			που σημαίνει ότι οι ταλαντώσεις αλληλοεξουδετερώνονται (σχήμα 3.5.γ).

			- 0 < Δφ < π (φ1 ≠ φ2). Τότε:

			[image: 2570.png] (3.35)

			δηλαδή το σωματίδιο θα εκτελεί ταλάντωση με πλάτος [image: 2577.png], με την ίδια συχνότητα με τις αρχικές ταλαντώσεις και αρχική φάση [image: 2585.png] (σχήμα 3.5.δ).

			

			[image: Sxima_3_5]

			

			Σχήμα 3.5 (α) Διανυσματικό άθροισμα των μετατοπίσεων δύο μονοδιάστατων αρμονικών κινήσεων που έχουν την ίδια συχνότητα, αλλά διαφορετικά πλάτη και αρχικές φάσεις. Η επαλληλία (υπέρθεση) δύο μονοδιάστατων ταλαντώσεων ίδιου πλάτους και συχνότητας: (β) όταν βρίσκονται σε φάση, (γ) όταν έχουν διαφορά φάσης π, και (δ) όταν η διαφορά φάσης είναι 0 < Δφ < π (εδώ το αποτέλεσμα για Δφ = π/3. (ε) διακροτήματα δημιουργούνται, όταν υπερθέτονται ταλαντώσεις με παραπλήσιες συχνότητες (επάνω). Το αποτέλεσμα έχει πλάτος (διακεκομμένη γραμμή , το οποίο ταλαντώνεται.

			

			

			Μια ιδιαίτερη περίπτωση είναι η υπέρθεση δύο αρμονικών κινήσεων ίδιου πλάτους, αλλά με παραπλήσιες συχνότητες. Ας θεωρήσουμε δύο τέτοιες αρμονικές κινήσεις:

			[image: 2606.png] (3.36)

			[image: 2619.png] (3.37)

			(όπου φ1 = φ2 = 0 και ω1 > ω2). Η συνιστάμενη μετατόπιση είναι:

			[image: 2626.png] (3.38)

			Η εξίσωση 3.38 περιγράφει μία ταλάντωση με συχνότητα [image: 2634.png] (γρήγορη ταλάντωση), με πλάτος [image: 2641.png] που ταλαντώνεται με συχνότητα [image: 2649.png] (αργή ταλάντωση). Μία τέτοια σύνθετη ταλάντωση φαίνεται στο σχήμα 3.5.ε: με τη συνεχή γραμμή δίνεται η γρήγορη ημιτονοειδής ταλάντωση με συχνότητα [image: 2656.png], διαμορφωμένη από μία αργή συνημιτονοειδή ταλάντωση (ταλαντευόμενο πλάτος) με συχνότητα [image: 2663.png], η οποία δίνεται 

με τη διακεκομμένη γραμμή. Ακουστικά, αυτή η αργή αυξομείωση του πλάτους γίνεται αισθητή ως ισχυρά διακροτήματα, όταν γίνεται επαλληλία δύο ήχων με παραπλήσια συχνότητα.

			

			

			6. Επαλληλία κάθετων ταλαντώσεων

			

			Μέχρι τώρα εξετάσαμε την επαλληλία δύο αρμονικών κινήσεων σε μία διάσταση. Τώρα θα μελετήσουμε την κίνηση ενός σωματιδίου υπό την επίδραση της επαλληλίας δύο κάθετων αρμονικών κινήσεων. Στη γενική περίπτωση, θεωρούμε τις κάθετες ταλαντώσεις: 

			[image: 2670.png] (3.39)

			[image: 2678.png] (3.40)

			στον x-άξονα και y-άξονα αντίστοιχα (σχήμα 3.6). Αναπτύσσοντας τα ημίτονα σύμφωνα με την ταυτότητα [image: 2687.png], έχουμε:

			[image: 2699.png] (3.41)

			[image: 2714.png] (3.42)

			

			Το αποτέλεσμα της υπέρθεσης των κάθετων αυτών ταλαντώσεων εξαρτάται τόσο από τη σχέση που έχουν μεταξύ τους τα πλάτη και οι συχνότητές τους, όσο και από τη διαφορά φάσης τους Δφ (= φx – φy). Σε κάθε περίπτωση το σωματίδιο θα κινείται σε μία κλειστή τροχιά, διαγράφοντας μία καμπύλη στο επίπεδο xy. Μερικές χαρακτηριστικές περιπτώσεις αναλύονται παρακάτω:

			- Αx ≠ Ay, ωx = ωy = ω, Δφ ≠ 0. Τότε:

			[image: 2721.png] (3.43)

			

			η οποία είναι η γενική εξίσωση μιας έλλειψης. Στη γενικότερη περίπτωση οι άξονες της έλλειψης έχουν μια κλίση ως προς τους x- και y-άξονες. Αυτοί όμως γίνονται οι κύριοι άξονες της έλλειψης, όταν η διαφορά φάσης είναι [image: 2729.png] (όπου n = 0, 1, 2, 3,…). Τότε η παραπάνω γενικευμένη εξίσωση της έλλειψης παίρνει τη γνώριμη μορφή:

			[image: 2736.png] (3.44)

			

			δηλαδή μια έλλειψης με ημιάξονες Αx και Αy.

			- Αx ≠ Ay, ωx = ωy = ω, Δφ = nπ (όπου n = 0, 1, 2, 3,…). Τότε από την εξίσωση 3.43 προκύπτει:

			[image: 2744.png] (3.45)

			η οποία είναι η εξίσωση μιας ευθείας γραμμής με κλίση [image: 2751.png] (το πρόσημο +/– ισχύει για άρτια/περιττά πολλαπλάσια 

			

			του π, αντίστοιχα) και περνά από την αρχή των αξόνων. Σε τέτοιες περιπτώσεις, όπου η διαφορά φάσης είναι ακέραια πολλαπλάσια του π, η δόνηση που προκύπτει κείται εξολοκλήρου σε ένα επίπεδο , και οι ταλαντώσεις λέγονται γραμμικά πολωμένες.

			- Αx = Ay = Α, ωx = ωy = ω, Δφ = (2n+1)[image: 2758.png] (όπου n = 0, 1, 2, 3,…). Τότε:

			[image: 2765.png] (3.46)

			η οποία είναι η εξίσωση ενός κύκλου με ακτίνα Α , και κέντρο που συμπίπτει με την αρχή των αξόνων (0,0).

			Στη γενική περίπτωση, όπου οι κάθετες ταλαντώσεις έχουν διαφορετικές συχνότητες, η προκύπτουσα κίνηση είναι περίπλοκη. Η κίνηση του σωματιδίου δε θα είναι καν αρμονική, εκτός κι αν οι συχνότητες είναι ο λόγος δύο ακεραίων, δηλαδή [image: 2773.png]= 1, 2, 3… (σχήμα 3.6). Τέτοιες περίπλοκες καμπύλες λέγονται καμπύλες Lissajous (Λισα-

ζού), από το όνομα του Γάλλου φυσικού Jules Antoine Lissajous ο οποίος πρώτος επέδειξε τέτοιες καμπύλες το 1857, μέσω της ανάκλασης μιας ακτίνας φωτός από έναν καθρέπτη δονούμενο από ηχητικά κύματα διαφορετικών συχνοτήτων. 

			

			[image: Sxima_3_6]

			

			Σχήμα 3.6 Το αποτέλεσμα της επαλληλίας δύο κάθετων ταλαντώσεων ανάλογα με τη διαφορά φάσης και το λόγο των συχνοτήτων των επιμέρους ταλαντώσεων.

			

			

			Η διάταξη που χρησιμοποίησε ο Lissajous δε διαφέρει πολύ από τις διατάξεις που χρησιμοποιούνται σήμερα για τη δημιουργία παρουσιάσεων με ακτίνες λέιζερ. Αξίζει, επίσης, να σημειωθεί ότι, πριν την εμφάνιση των ψηφιακών μετρητών συχνότητας, οι καμπύλες Lissajous χρησιμοποιούνταν για τον καθορισμό της συχνότητας ηχητικών και ραδιοφωνικών κυμάτων, ενώ, ακόμα και σήμερα, οι καμπύλες Lissajous χρησιμοποιούνται για τη βαθμονόμηση συχνοτήτων στα διαπασών. Τέτοιου είδους περίπλοκες εικόνες μπορούν να διαβαστούν από ένα παλμογράφο με δύο κανάλια εισόδου και δυνατότητα λειτουργίας σε «xy mode».

			

			

			7. Ταλαντώσεις με απόσβεση (φθίνουσες ταλαντώσεις)

			

			Μέχρι τώρα μελετήθηκαν ταλαντώσεις χωρίς καθόλου απώλειες ενέργειας, κάτι που δεν είναι αλήθεια, αφού, εάν ίσχυε κάτι τέτοιο, το σώμα θα ταλαντευόταν έπ’ άπειρο με αμείωτο πλάτος (Αο σταθερό). Η πραγματικότητα είναι όμως διαφορετική. Στη φύση πάντα υπάρχουν απώλειες ενέργειας, κυρίως μέσω των δυνάμεων τριβής, κι έτσι το πλάτος της ταλάντωσης μειώνεται και, εν τέλει, μηδενίζεται. Με την επίδραση τέτοιων δυνάμεων εξασθένησης η μηχανική ενέργεια του συστήματος ελαττώνεται με την πάροδο του χρόνου, οπότε η ταλάντωση φθίνει βαθμιαία, και λέγεται φθίνουσα ή αλλιώς αποσβένουσα. 

			Στη δική μας περίπτωση θα μελετήσουμε την ταλάντωση ενός συστήματος, π.χ. σύστημα μάζας– ελατηρίου,  κάτω από την επίδραση μιας χαρακτηριστικής δύναμης εξασθένησης, Fd, η οποία είναι ανάλογη της ταχύτητας του σώματος, και έχει φορά αντίθετη απ’ αυτήν, δηλαδή:

			[image: 2797.png] (3.47)

			

			όπου b μια θετική σταθερά που λέγεται σταθερά απόσβεσης, και εξαρτάται από το σχήμα και μέγεθος του ταλαντευόμενου σώματος, καθώς και από τις ιδιότητες του μέσου στο οποίο γίνεται η ταλάντωση. Τέτοιου είδους δυνάμεις εξασθένησης είναι χαρακτηριστικές, όταν τα σώματα κινούνται μέσα σε ρευστά, π.χ. μέσα στην ατμόσφαιρα. Η συνολική δύναμη, τώρα, είναι:

			ΣF = F + Fd (3.48)

			[image: 2811.png] είναι η δύναμη επαναφοράς Επομένως σύμφωνα με το δεύτερο νόμο του Νεύτωνα:

			[image: 2818.png]

			[image: 2826.png] (3.49)

			

			Η διαφορική εξίσωση 3.49 λέγεται εξίσωση κίνησης του ταλαντούμενου σώματος. Η λύση αυτής της διαφορικής εξίσωσης είναι έξω από τα πλαίσια του βιβλίου αυτού. Επειδή όμως η ενέργεια φθίνει και το χαρακτηριστικό μέγεθος που μας δείχνει την ενέργεια σε ένα ταλαντούμενο σύστημα είναι το πλάτος, κανείς περιμένει μια λύση που θα έχει την πληροφορία της ταλάντωσης, αλλά με συνεχώς μειούμενο πλάτος. Μια υποψήφια λύση είναι:

			[image: 2833.png] (3.50)

			Αντικαθιστώντας την εξίσωση 3.50 στην εξίσωση 3.49, μπορεί να αποδειχθεί ότι η εξίσωση 3.50 ικανοποιεί την εξίσωση κίνησης και ότι:

			[image: 2842.png] (3.51)

			[image: 2849.png] (3.52)

			


			Η λύση αυτή έχει έναν αρμονικό όρο, [image: 2856.png], που έχει να κάνει με την περιοδικότητα της ταλάντωσης, και έναν εκθετικό όρο, [image: 2863.png], που περιγράφει την εκθετική μείωση του πλάτους της ταλάντωσης. Η συχνότητα [image: 2872.png] είναι η συχνότητα του αδιατάρακτου ταλαντωτή χωρίς τριβές (b = 0). 

			Στο σχήμα 3.7 βλέπουμε χαρακτηριστικές λύσεις της εξίσωσης 3.49, δηλαδή τη μετατόπιση ως συνάρτηση του χρόνου. Παρατηρούμε λοιπόν ότι, όταν η δύναμη εξασθένησης είναι μικρή σε σύγκριση με την δύναμη επαναφοράς, εξακολουθεί να υπάρχει ταλάντωση, αλλά το πλάτος της φθίνει εκθετικά συναρτήσει του χρόνου, και στο τέλος σταματά (σχήμα 3.7.α). Τότε η ταλάντωση λέγεται φθίνουσα ταλάντωση με μικρή απόσβεση. 

			

			[image: Sxima_3_7]

			

			Σχήμα 3.7 Αποσβένουσα (φθίνουσα) ταλάντωση: (α) μικρή απόσβεση, (β) κρίσιμη απόσβεση, και (γ) μεγάλη απόσβεση.

			

			

			Καθώς η τιμή της δύναμης εξασθένησης πλησιάζει την τιμή της δύναμης επαναφοράς, οι ταλαντώσεις φθίνουν γρηγορότερα. Όταν το b πάρει την τιμή b = 2mωo, το σύστημα δεν ταλαντώνεται (ω = 0), αλλά απλώς επανέρχεται στη θέση ισορροπίας, όπου και σταματά. Τότε λέμε ότι έχουμε κρίσιμη απόσβεση (σχήμα 3.7.β). Για τιμές του b μεγαλύτερες από την κρίσιμη απόσβεση το σύστημα παρουσιάζει μεγάλη απόσβεση (σχήμα 3.7.γ).

			Μια σημαντική χαρακτηριστική ποσότητα της εκθετικής μείωσης ενός φυσικού μεγέθους είναι ο χαρακτηριστικός χρόνος που απαιτείται για τον υποδιπλασιασμό της αρχικής τιμής του φυσικού μεγέθους, δηλαδή της τιμής του για t = 0. Στη συγκεκριμένη περίπτωση, ο χρόνος υποδιπλασιασμού του πλάτους της ταλάντωσης του σώματος, t1/2, δηλαδή ο χρόνος που απαιτείται, για να μειωθεί το πλάτος ταλάντωσης στο μισό (Αο/2), και υπολογίζεται ως εξής:

			[image: 2893.png]

			[image: 2906.png] (3.53)

			

			

			8. Παράγοντας ποιότητας

			

			Ένα μέτρο των απωλειών ενέργειας λόγω της απόσβεσης είναι ο παράγοντας ποιότητας Q, που ορίζεται ως ο λόγος της μέσης τιμής της μηχανικής ενέργειας της ταλάντωσης (χωρίς τις απώλειες) σε μια περίοδο της ταλάντωσης, [image: 2913.png], πολλαπλασιασμένος επί 2π δια τη μέση απώλεια ενέργειας ανά κύκλο της ταλάντωσης [image: 2924.png], δηλαδή:

			[image: 2931.png] (3.54)

			

			Η στιγμιαία τιμή της μηχανικής ενέργειας μιας ταλάντωσης χωρίς απόσβεση δίνεται από τη σχέση:

			[image: 2939.png] (3.55)

			

			Η μέση τιμή της ενέργειας κατά τη διάρκεια μιας περιόδου της ταλάντωσης είναι:

			[image: 2946.png] (3.56)

			

			ενώ η μέση τιμή της κινητικής ενέργειας κατά τη διάρκεια μιας περιόδου της ταλάντωσης είναι:

			[image: 2953.png] (3.57)

			

			Από την τελευταία εξίσωση συμπεραίνουμε ότι η μέση τιμή του τετραγώνου της ταχύτητας κατά τη διάρκεια μιας περιόδου της ταλάντωσης δίνεται από τη σχέση:

			[image: 2960.png] (3.58)

			

			Οι απώλειες ενέργειας ανά κύκλο υπολογίζονται, αν υπολογίσουμε τη μέση τιμή κατά τη διάρκεια μιας ταλάντωσης του έργου της δύναμης που προκαλεί τις απώλειες, δηλαδή της [image: 2968.png]. Το έργο της δύναμης απώλειας για έναν κύκλο με τη χρήση της εξίσωσης 3.58 δίνεται από τη σχέση:

			[image: 2977.png] (3.59)

			

			Το αρνητικό πρόσημο απλώς εκφράζει τις απώλειες ενέργειας. Συνεπώς ο παράγοντας ποιότητας, όπως ορίστηκε στην εξίσωση 3.54 με τη χρήση των εξισώσεων 3.56 και 3.59, γίνεται:

			[image: 2989.png] (3.60)

			

			και συνδέεται με το χρόνο υποδιπλασιασμού του πλάτους της ταλάντωσης με τη σχέση:

			[image: 3002.png] (3.61)

			

			

			9. Εξαναγκασμένη ταλάντωση – Συντονισμός

			

			Η ενέργεια μιας ταλάντωσης διοχετεύεται στο περιβάλλον, κυρίως λόγω των δυνάμεων τριβής, όπως είδαμε στην προηγούμενη παράγραφο. Υπάρχει όμως η δυνατότητα να προσθέσουμε ενέργεια στο σύστημα, εάν εφαρμόσουμε κάποια δύναμη στο σύστημα, η οποία δρα στην ίδια φορά με την δύναμη επαναφοράς. Για παράδειγμα, είναι εμπειρικά γνωστό ότι, όταν σε μια κούνια δώσουμε ώθηση την κατάλληλη στιγμή, μπορούμε να κρατήσουμε το πλάτος της ταλάντωσής της σταθερό, ή και να το αυξήσουμε. Μια τέτοια ταλάντωση λέγεται εξαναγκασμένη.

			Για τη μελέτη της εξαναγκασμένης ταλάντωσης, θεωρούμε έναν αποσβενόμενο ταλαντωτή με την πρόσθεση μιας εξωτερικής δύναμης Fext, η οποία μεταβάλλεται αρμονικά με τον χρόνο, δηλαδή:

			[image: 3009.png] (3.62)

			Στην περίπτωση αυτή η εξίσωση κίνησης δίνεται από τη σχέση:

			[image: 3017.png] (3.63)

			

			Η λύση της διαφορικής εξίσωσης 3.63 είναι πάλι έξω από τα πλαίσια του βιβλίου αυτού. Θα παρουσιάσουμε μια μερική λύση της, η οποία περιγράφει το σύστημά μας μετά από αρκετό χρόνο από την έναρξη της ταλάντωσης, οπότε η προσφορά ενέργειας εξισορροπεί την απώλεια ενέργειας. Τότε, δηλαδή, που το σύστημα έχει φτάσει σε σταθερή κατάσταση (steady state), κατά την οποία η ταλάντωση συνεχίζεται με σταθερό πλάτος. Η λύση τότε δίνεται από τη σχέση (δοκιμάστε αν επαληθεύει την εξίσωση κίνησης):

			[image: 3024.png] (3.64)

			

			

			

			όπου ωο είναι η ιδιοσυχνότητα του αδιατάραχτου αρμονικού ταλαντωτή (δηλαδή όταν b = 0 και F = 0). 

			Είναι απόλυτα λογικό η συχνότητα ταλάντωσης του συστήματος στη σταθερή κατάσταση να ισούται με τη συχνότητα της εξωτερικής δύναμης, ω. Επίσης παρατηρούμε ότι η ταλάντωση του εξαναγκασμένου ταλαντωτή δε φθίνει, επειδή η οδηγήτρια δύναμη Fext παρέχει την απαιτούμενη ενέργεια. Όταν η απόσβεση είναι μικρή (b μικρό), το πλάτος της εξαναγκασμένης ταλάντωσης αυξάνεται όσο η συχνότητα της οδηγήτριας δύναμης ω είναι κοντά στην ιδιοσυχνότητα του ταλαντωτή ωο, και παίρνει την μέγιστη τιμή της όταν ω = ωο. Η γρήγορη αύξηση του πλάτους κοντά στην ιδιοσυχνότητα ονομάζεται συντονισμός και η συχνότητα ωο ονομάζεται συχνότητα συντονισμού του συστήματος.

			Το φαινόμενο του συντονισμού εξηγείται από φυσική σκοπιά από το γεγονός ότι τότε μεταφέρεται ενέργεια στο σύστημα κατά το βέλτιστο τρόπο. Στο σχήμα 3.8 φαίνεται η γραφική απεικόνιση του πλάτους ως συνάρτηση της συχνότητας της οδηγήτριας δύναμης για τρεις διαφορετικές περιπτώσεις απόσβεσης: b = 0 (σχήμα 3.8.α), b μικρό (σχήμα 3.8.β) και b μεγάλο (σχήμα 3.8.γ), με συχνότητα συντονισμού ωο = 4.

			

			[image: Sxima_3_8]

			

			Σχήμα 3.8 Εξαναγκασμένη ταλάντωση – συντονισμός: (α) b = 0, (β) b μικρό, και (γ) b μεγάλο.

			

			

			Παρατηρούμε ότι, καθώς η απόσβεση μειώνεται, το πλάτος αυξάνεται ραγδαία, και ο συντονισμός είναι πιο έντονος. Επίσης παρατηρούμε ότι η καμπύλη συντονισμού ευρύνεται, καθώς αυξάνεται η απόσβεση. Όταν δεν υπάρχει απόσβεση, και συνεχώς προσδίνουμε ενέργεια στο σύστημα, το πλάτος της ταλάντωσης αυξάνει απεριόριστα. Στην πραγματικότητα, βέβαια, πάντα υπάρχει μια μικρή απόσβεση, με αποτέλεσμα το πλάτος στον συντονισμό να μπορεί να γίνει πολύ μεγάλο, αλλά όχι άπειρο.

			Στο σχήμα 3.9 δίνονται δύο καμπύλες συντονισμού, κανονικοποιημένες στο μέγιστο πλάτος  ταλάντωσης, όπου στη μία η απόσβεση έχει διπλασιαστεί ([image: 3039.png]) διατηρώντας όλα τα άλλα χαρακτηριστικά του ταλαντωτή τα ίδια. Παρατηρούμε ότι, όσο μεγαλώνει η απόσβεση, η καμπύλη συντονισμού διαπλατύνεται. Για να ποσοτικοποιήσουμε την διαπλάτυνση, ορίζουμε το φασματικό πλάτος της καμπύλης συντονισμού στο μισό του μέσου ύψους του πλάτους ταλάντωσης, ΔωFWHM. Ο παράγοντας ποιότητας Q για σχετικά μικρές αποσβέσεις είναι ανάλογος με τον λόγο [image: 3046.png], σύμφωνα με την εξίσωση 3.60. Όπως όμως παρατηρήσαμε, η σταθερά απόσβεσης b είναι ανάλογη του ΔωFWHM. Συμπερασματικά μπορούμε να δώσουμε την ποιοτική αναλογία ότι ο παράγοντας ποιότητας Q είναι ανάλογος με το κλάσμα [image: 3053.png]. Κατά συνέπεια, η τιμή του παράγοντα ποιότητας (αδιάστατο μέγεθος) σε μια καμπύλη συντονισμού μας δείχνει πόσο οξύς και εντοπισμένος είναι ένας συντονισμός. 

			

			[image: Sxima_3_9]

			

			tΣχήμα 3.9 Καμπύλες συντονισμού εξαναγκασμένης ταλάντωσης, κανονικοποιημένες ως προς τη μέγιστη τιμή του πλάτους ταλάντωσης, Α.

			

			

			10. Ασκήσεις

			

			Άσκηση 3.1: Ένα σώμα μάζας m = 2kg εκτελεί απλή αρμονική ταλάντωση με συχνότητα ω = (440/2π)rad/sec, πλάτος ταλάντωσης Αo = 0,5m και αρχική φάση φ = π/2. (α) Γράψτε τη συνάρτηση που δίνει την απομάκρυνση από τη θέση ισορροπίας της μάζας σαν συνάρτηση των παραπάνω ποσοτήτων. (β) Πόση είναι η κινητική και η δυναμική ενέργεια του σώματος; (γ) Αποδείξτε ότι το άθροισμα κινητικής και δυναμικής ενέργειας είναι σταθερό , και βρείτε την τιμή του.

			

			Άσκηση 3.2: Ένα κινητό κινείται πάνω σε μια ευθεία με ταχύτητα [image: 3070.png] (μονάδες SI) όπου t είναι ο χρόνος. Τι κίνηση κάνει το κινητό; Υπολογίστε θέση και την επιτάχυνση του κινητού τη χρονική στιγμή t = 1sec.

			

			Άσκηση 3.3: Θεωρήστε την επαλληλία δύο ταλαντώσεων που κινούν ταυτόχρονα ένα κινητό σε μια διάσταση. Θεωρήστε ότι οι εξισώσεις που περιγράφουν τις δύο ταλαντώσεις είναι [image: 3082.png] και [image: 3095.png] (μονάδες SI). Βρείτε το αποτέλεσμα της επαλληλίας, yR, των ταλαντώσεων.

			

			Άσκηση 3.4: Ένα σώμα μάζας m = 2kg εκτελεί απλή αρμονική ταλάντωση με πλάτος ταλάντωσης Ao = 2m και κυκλική συχνότητα ω = (1/π)rad/sec. Αποδείξτε ότι η συνολική του ενέργεια (μηχανική) σε κάθε χρονική στιγμή είναι σταθερή και ίση με 400J. Σε ποια απόσταση από τη θέση ισορροπίας στο σώμα του παραπάνω υποερωτήματος η κινητική ενέργεια είναι τριπλάσια της δυναμικής;

			

			Άσκηση 3.5: Θεωρήστε ένα κινητό που κινείται υπό την επήρεια δύο κάθετων απλών αρμονικών ταλαντώσεων που υπακούουν στις εξισώσεις [image: 3102.png] και [image: 3110.png] (μονάδες SI). Τι κίνηση θα κάνει το κινητό στο επίπεδο αν: (α) φ = 0°, και (β) φ = 90°;

			

			Άσκηση 3.6: Ένα σώμα κινείται κάτω από την επίδραση δύο κάθετων απλών αρμονικών ταλαντώσεων με εξισώσεις κίνησης (μονάδες SI): [image: 3117.png] και [image: 3125.png], όπου x και y η απομάκρυνση στον x- και y-άξονα αντίστοιχα, t ο χρόνος, ενώ Ax και Ay το πλάτος της ταλάντωσης στον x- και y-άξονα αντίστοιχα. Τι κίνηση θα κάνει στο επίπεδο το κινητό (βρείτε την εξίσωση κίνησης και κάντε το σχέδιο κίνησης) όταν: (α) Ax = Ay = 3, και (β) Ax = 3 και Ay = 2;

			

			Άσκηση 3.7: Ένα σώμα κινείται σε έναν άξονα κάτω από την επίδραση δύο απλών αρμονικών ταλαντώσεων με εξισώσεις κίνησης (μονάδες SI): [image: 3132.png] και [image: 3139.png], όπου y1 και y2 οι απομακρύνσεις από τη θέση ισορροπίας και t ο χρόνος. Τι κίνηση θα κάνει το κινητό (αναλυτική μαθηματική περιγραφή και επεξήγηση της κίνησης);

			

			Άσκηση 3.8: Ένα ασθενοφόρο κινείται σε αυτοκινητόδρομο ισοταχώς, με ταχύτητα 50m/sec. Η σειρήνα του εκπέμπει ήχο συχνότητας 400Hz. Ποια η συχνότητα που ακούει ο οδηγός ενός αυτοκινήτου που κινείται ισοταχώς , αλλά αντίθετα προς το ασθενοφόρο , με ταχύτητα 40m/sec, όταν: (α) πλησιάζει το ασθενοφόρο, και (β) όταν απομακρύνεται από το ασθενοφόρο; Δίνεται ότι η ταχύτητα του ήχου είναι 343m/sec.

			

			Άσκηση 3.9: Το πλάτος μιας ταλάντωσης μειώνεται στο 33,3% της αρχικής τιμής του σε 10,0sec. Ποια είναι η τιμή της σταθεράς χρόνου;

			

			Άσκηση 3.10: Πάνω σε ένα αεροδιάδρομο ένα αντικείμενο μάζας 250g είναι στερεωμένο σε ένα ελατήριο με σταθερά ελατηρίου 4N/m. Η σταθερά απόσβεσης λόγω της αντίστασης του αέρα είναι 0,015kg/sec. Το αντικείμενο σπρώχνεται 50cm από το σημείο ισορροπίας και αφήνεται. Πόσες περίπου πλήρεις ταλαντώσεις θα κάνει στο χρόνο μέσα στον οποίο το πλάτος μειώνεται στο 1/3 της αρχικής του τιμής;

			

			Άσκηση 3.11: Μια μάζα m = 2,20kg είναι αναρτημένη στο άκρο ενός ελατηρίου με περίοδο T = 0,615sec. Η σταθερά του ελατηρίου είναι k = 250Ν/m. Η ταλάντωση της μάζας έχει απόσβεση ή όχι; Αν η ταλάντωση έχει απόσβεση, να υπολογίσετε τη σταθερά απόσβεσης, b.

			

			Άσκηση 3.12: Σε μια ταλάντωση με απόσβεση, να αποδείξετε ότι ο λόγος των πλατών δυο διαδοχικών περιόδων είναι σταθερός. 

			

			Άσκηση 3.13: Ένα αντικείμενο που έχει μάζα m = 2kg ταλαντώνεται στο άκρο ενός ελατηρίου που έχει σταθερά k = 400N/m. Ο συγκεκριμένος ταλαντωτής έχει μια σταθερά απόσβεσης b = 2kg/sec και διεγείρεται από μια δύναμη η οποία μεταβάλλεται ημιτονoειδώς με το χρόνο, σύμφωνα με τη σχέση [image: 3146.png], όπου Fo = 10N και ω = 10rad/sec. (α) Να υπολογίσετε το πλάτος της ταλάντωσης του αντικειμένου. (β) Εάν μεταβάλετε τη συχνότητα της εξωτερικής δύναμης, τότε σε ποια συχνότητα θα παρατηρήσετε το συντονισμό; (γ) Να υπολογίσετε το πλάτος ταλάντωσης του ταλαντωτή στην κατάσταση του συντονισμού. (δ) Να υπολογίσετε το φασματικό εύρος Δω της καμπύλης συντονισμού.

			

			

			

			

			

			

			

			

			

		

	
		
			4. Εισαγωγή στην Κυματική

			

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό εισάγεται η έννοια του κύματος, και τα βασικά μεγέθη των κυματικών διαταραχών, όπως η περίοδος, η συχνότητα, το μήκος κύματος και ο κυματάριθμος. Παρουσιάζονται οι έννοιες της φασικής ταχύτητας, της ομαδικής ταχύτητας και του φαινομένου της διασποράς. Γίνεται παρουσίαση της κατηγοριοποίησης των κυμάτων ανάλογα με τον τρόπο της διάδοσής τους (εγκάρσια και διαμήκη). Εξάγεται η εξίσωση περιγραφής κύματος σε μια διάσταση (κυματοσυνάρτηση) και η γενική εξίσωση κύματος. Εισάγονται,  επίσης οι έννοιες της σύζευξης ταλαντώσεων, των βαθμών ελευθερίας, των κανονικών τρόπων ταλάντωσης και των χαρακτηριστικών συχνοτήτων τους, μέσα από απλά παραδείγματα. Τέλος παρουσιάζονται οι έννοιες της ενέργειας που μεταφέρει ένα κύμα ανά μήκος κύματος, και της αντίστοιχης ισχύος.

			

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Απαιτείται η γνώση των προηγούμενων κεφαλαίων. 

			

			1. Ορισμός και είδη κυμάτων

			

			Κύμα είναι μια διαταραχή από την ισορροπία, η οποία ταξιδεύει μέσα στον χώρο. Κυματική κίνηση εμφανίζεται σχεδόν παντού στη φύση: οι κυματισμοί του νερού, οι σεισμικές δονήσεις, τα ηχητικά κύματα, τα κύματα σε μια χορδή ή ένα ελατήριο, τα ηλεκτρομαγνητικά κύματα είναι μερικά χαρακτηριστικά παραδείγματα κυματικής κίνησης. Τρία είναι τα βασικά είδη κυμάτων:

			- Τα μηχανικά κύματα, που ταξιδεύουν διαμέσου ενός υλικού, π.χ. αέρας, νερό, στερεά κτλ.

			- Τα ηλεκτρομαγνητικά κύματα, που δε χρειάζονται ύλη, για να ταξιδέψουν (ταξιδεύουν και στο κενό), και 

			- Τα κύματα πιθανότητας της Κβαντικής Φυσικής, όπου τα υποατομικά σωματίδια εμφανίζουν και κυματικές ιδιότητες.   

			Εδώ θα περιοριστούμε στη μελέτη των μηχανικών κυμάτων. Ένας τρόπος επίδειξης κυματικής κίνησης είναι ο εικονιζόμενος στο σχήμα 4.1.α, όπου κινούμε σε κατεύθυνση κάθετη ως προς τον άξονα του σχοινιού το ελεύθερο άκρο ενός τεντωμένου σχοινιού, του οποίου το άλλο άκρο είναι στερεωμένο σε σταθερό σημείο. Αυτή η διαταραχή εξαναγκάζει τα σωματίδια του σχοινιού να μετακινηθούν από την αρχική θέση ισορροπίας τους (θέση για t = 0) και να εκτελέσουν ταλάντωση (απλή αρμονική κίνηση) γύρω απ’ αυτήν. Τα σωματίδια του σχοινιού είναι συνδεδεμένα μεταξύ τους, οπότε η ταλαντωτική κίνηση θα διαδοθεί στο σχοινί. Κατ’ αυτόν τον τρόπο δημιουργείται ένας παλμός, ο οποίος, στο συγκεκριμένο παράδειγμα, οδεύει προς τα δεξιά. Ονομάζουμε αυτό το είδος διάδοσης μιας κυματικής διαταραχής οδεύον ή τρέχον κύμα. Τα σωματίδια του σχοινιού κινούνται κατά διεύθυνση κάθετη προς τη διεύθυνση διάδοσης του παλμού, το οποίο σημαίνει ότι αυτό που πραγματικά διαδίδεται στο σχοινί είναι η ενέργεια που προσφέρθηκε στο σχοινί από την αρχική διαταραχή , και όχι τα ίδια τα σωματίδια. Τα σωματίδια του σχοινιού μεταφέρουν την ενέργεια από το ένα σημείο στο άλλο μέσω της συζευγμένης ταλάντωσής τους. Τα οδεύοντα κύματα, λοιπόν, χαρακτηρίζονται από τη μεταβίβαση της ενέργειας, χωρίς μετακίνηση της ύλης.

			Μπορούμε να διακρίνουμε δύο υποομάδες μηχανικών κυμάτων, ανάλογα με τη σχέση της κίνησης των σωματιδίων του μέσου με τη διεύθυνση διάδοσης του κύματος:

			- Τα εγκάρσια κύματα, στα οποία η μετατόπιση των υλικών σωματιδίων, που μεταφέρουν το κύμα, είναι κάθετη προς τη διεύθυνση διάδοσης του ίδιου του κύματος. Παράδειγμα εγκάρσιου κύματος είναι αυτό που δημιουργείται, όπως έχουμε ήδη αναφέρει, όταν τεθεί σε ταλάντωση το ένα άκρο τεντωμένου νήματος, του οποίου το άλλο άκρο είναι στερεωμένο σε σταθερό σημείο (σχήματα 4.1.α και 4.1.β).

			- Τα διαμήκη κύματα, στα οποία η μετατόπιση (ταλάντωση) των υλικών σωματιδίων που μεταφέρουν το κύμα γίνεται κατά μήκος (παράλληλα) της διεύθυνσης διάδοσης του κύματος. Για παράδειγμα, όταν ένα κατακόρυφο, τεντωμένο ελατήριο τεθεί σε ταλάντωση στο ένα άκρο του κατά τη διεύθυνση του άξονα του ελατηρίου, τότε οι σπείρες του ταλαντώνονται στην παράλληλη του άξονα του ελατηρίου διεύθυνση στην οποία και διαδίδεται η διαταραχή , δημιουργώντας πυκνώματα και αραιώματα. Με τον τρόπο αυτό διαδίδεται ένα διάμηκες κύμα (σχήμα 4.1.γ).

			

			[image: D:\My Stuff\TEI Rethimno\TEI R - Funding\Kallipos\Kallipos - Writing\Sxima_4_1.png]

			

			Σχήμα 4.1 (α) Δημιουργία κυματικής κίνησης σε τεντωμένο σχοινί με σταθερό άκρο, (β) δημιουργία εγκάρσιου κύματος σε τεντωμένο νήμα με σταθερό άκρο, και (γ) δημιουργία διαμήκους κύματος σε τεντωμένο κατακόρυφο ελατήριο με σταθερό άκρο.

			

			

			Συνοψίζοντας κανείς θα μπορούσε να πει ότι ένα μηχανικό κύμα είναι ένα είδος διαταραχής σε ένα υλικό , η οποία ταξιδεύει προς κάποια διεύθυνση στο χώρο. Τα σωματίδια του υλικού ταλαντώνονται τοπικά είτε κάθετα στην διεύθυνση διάδοσης της κυματικής διαταραχής (εγκάρσιο κύμα) ή παράλληλα σε αυτήν (διάμηκες κύμα).

			

			

			2. Η έννοια της ταχύτητας στα κύματα

			

			Θεωρήστε ένα στιγμιότυπο από ένα εγκάρσιο κύμα (όπως στο σχήμα 4.2) όπου, το καθένα από τα υλικά σωματίδια τα οποία το διαδίδουν, κινείται με απλή αρμονική κίνηση κάθετα στη διεύθυνση της κίνησης.

			Η μορφή του κύματος έχει ένα επαναλαμβανόμενο σχήμα. Η συχνότητα, ν, του κύματος ορίζεται ως ο ρυθμός με τον οποίο η κυματική διαταραχή επαναλαμβάνεται στη μονάδα του χρόνου, και στο σύστημα SI μετριέται σε Hz (κύκλοι ανά δευτερόλεπτο). Το μήκος κύματος, λ, είναι η απόσταση ανάμεσα σε δύο σημεία του κύματος που, όταν διαταράσσονται, συμπεριφέρονται με τον ίδιο ακριβώς τρόπο, και στο σύστημα SI μετριέται σε m. Ο ευκολότερος τρόπος, για να βρούμε το μήκος κύματος, είναι να μετρήσουμε την απόσταση ανάμεσα σε δύο διαδοχικά μέγιστα ή δύο διαδοχικά ελάχιστα της κυματικής διαταραχής. Η περίοδος, Τ, του κύματος είναι ο χρόνος στον οποίο η κυματική διαταραχή κάνει έναν πλήρη κύκλο, και στο σύστημα SI μετριέται σε sec. Η περίοδος, δηλαδή, είναι το χρονικό διάστημα κατά το οποίο το κύμα διανύει απόσταση ίση με ένα μήκος κύματος. Η συχνότητα είναι το αντίστροφο της περιόδου:

			[image: 3163.png] (4.1)

			Η συχνότητα και η περίοδος συνδέονται με την κυκλική (γωνιακή) συχνότητα, ω, μέσω της σχέσης:

			[image: 3175.png] (4.2)

			Η μέγιστη μετατόπιση της διαταραχής ονομάζεται πλάτος του κύματος, Αο.

			Στην Κυματική υπάρχουν τρεις διαφορετικές ταχύτητες:

			- Η σωματιδιακή ταχύτητα, u, που είναι η απλή αρμονική ταχύτητα των ταλαντευόμενων σωματιδίων γύρω από την θέση ισορροπίας,

			- Η κυματική ή φασική ταχύτητα, uph, που είναι η ταχύτητα όπου επίπεδα με την ίδια φάση διαδίδονται στο μέσον (διάδοση διαταραχών), δηλαδή η ταχύτητα διάδοσης της κυματικής διαταραχής και

			- Η ομαδική ταχύτητα, ug, που είναι η ταχύτητα με την οποία οδεύουν υπερθέσεις κυμάτων με διαφορετικά μήκη κύματος και διαφορετικές φασικές ταχύτητες (διάδοση ενέργειας). Για ένα «μονοχρωματικό» κύμα (κύμα μιας μόνο συχνότητας) η φασική και η ομαδική ταχύτητα ταυτίζονται.

			

			[image: D:\My Stuff\TEI Rethimno\TEI R - Funding\Kallipos\Kallipos - Writing\Sxima_4_2.png]

			

			Σχήμα 4.2 Στιγμιότυπο ενός εγκάρσιου κύματος σε μια δεδομένη χρονική στιγμή.

			

			

			Έστω ότι η ταχύτητα διάδοσης μίας διαταραχής (φασική ταχύτητα) είναι uph. Ο χρόνος, για να διανύσει αυτή η διαταραχή ένα μήκος κύματος, λ, είναι ίσος με Τ (περίοδος), οπότε:

			[image: 3195.png] (4.3)

			Αλλά η συχνότητα είναι το αντίστροφο της περιόδου (εξίσωση 4.1), οπότε τελικά καταλήγουμε στην θεμελιώδη σχέση της Κυματικής: 

			[image: 3203.png] (4.4)

			Η συχνότητα ενός κύματος δεν αλλάζει, όταν το κύμα διαδίδεται από ένα υλικό σε ένα άλλο υλικό. Επειδή όμως η φασική του ταχύτητα αλλάζει, είναι προφανές ότι το μήκος κύματος μιας συγκεκριμένης κυματικής διαταραχής αλλάζει, όταν αυτό διαδίδεται σε διαφορετικά υλικά.

			

			

			3. Μετατόπιση – Κυματοσυνάρτηση

			

			Θεωρήστε ένα εγκάρσιο κύμα σε μια χορδή. Θεωρήστε, επίσης, ότι θέλουμε να υπολογίσουμε τη μετατόπιση y κάθε υλικού σημείου Ο πάνω στη χορδή, ως συνάρτηση του χρόνου t. Προφανώς, δεν έχουν όλα τα σημεία της χορδής την ίδια μετατόπιση σε όποια χρονική στιγμή. Το σχήμα 4.3.α είναι ένα στιγμιότυπο των θέσεων όλων των σημείων της χορδής σε μία συγκεκριμένη χρονική στιγμή t. Μόνο σημεία που απέχουν ακέραια πολλαπλάσια του μήκους κύματος έχουν την ίδια μετατόπιση y από την ισορροπία. Σημεία με την ίδια μετατόπιση και την ίδια σωματιδιακή ταχύτητα (y-άξονας) λέμε ότι είναι μεταξύ τους σε φάση. Έτσι αυτό που μπορεί να μας δώσει μια ιδέα για το κύμα είναι μια σχέση που να υπολογίζει τη μετατόπιση y σαν συνάρτηση τόσο του x όσο και του t. Εάν έχουμε αυτή τη σχέση, θα γνωρίζουμε κάθε χρονική στιγμή την μετατόπιση, y, του τυχαίου σημείου Ο που βρίσκεται στη θέση x την χρονική στιγμή t. Αυτή η συνάρτηση θα έχει τη μορφή y = f (x, t).

			Θεωρήστε την κίνηση ενός σημείου Ο που βρίσκεται στη θέση x = 0 (σχήμα 4.3.β). Εάν τα σημεία της χορδής κινούνται κάθετα ως προς τον άξονα της χορδής, εκτελώντας απλή αρμονική ταλάντωση, τότε η θέση του σημείου στο x = 0, με αρχικές συνθήκες y = 0 για t = 0 δίνεται από τη σχέση:

			[image: 3210.png] (4.5)

			Η διαταραχή ,ή το κύμα, ταξιδεύει από τα αριστερά προς τα δεξιά με μια ταχύτητα (φασική ταχύτητα) [image: 3218.png]. Έτσι η διαταραχή ταξιδεύει από το σημείο 0 στο σημείο x σε χρόνο [image: 3225.png]. Θεωρήστε τώρα την κίνηση ενός σημείου 

Ο’ που βρίσκεται στη θέση x. Η μετατόπιση του σημείου Ο που βρίσκεται στο x στον χρόνο t είναι ίδια με αυτή του σημείου Ο’ που βρίσκεται στο x = 0 στον χρόνο [image: 3232.png].

			Συνεπώς, για να υπολογίσουμε την μετατόπιση του σημείου Ο στη θέση x στον χρόνο t, χρησιμοποιούμε την ίδια εξίσωση που θα χρησιμοποιούσαμε για την κίνηση του σημείου Ο’ που βρίσκεται στο x = 0, αλλά στη θέση του χρόνου t βάζουμε τον προηγούμενο χρόνο [image: 3239.png]. Έτσι έχουμε:

			[image: 3247.png] (4.6)

			Ορίζουμε τώρα το μέγεθος του κυματάριθμου, κ, ως:

			[image: 3256.png] (4.7)

			

			Στο σύστημα SI ο κυματάριθμος μετριέται σε m-1 (1/m). Βάσει των εξισώσεων 4.2 και 4.4 της εξίσωσης 4.4 η φασική ταχύτητα γράφεται:

			[image: 3271.png] (4.8)

			

			Ο κυματάριθμος είναι αντιστρόφως ανάλογος του μήκους κύματος. Ουσιαστικά μπορεί να κατανοηθεί ως ένα είδος «χωρικής συχνότητας». Κυματική διαταραχή με πυκνές χωρικές διακυμάνσεις έχει μεγάλο κυματάριθμο και μικρό μήκος κύματος.

			Από τις εξισώσεις 4.6 και 4.8, έχουμε:

			[image: 3286.png](4.9)
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			Σχήμα 4.3 (α) Στιγμιότυπο ενός εγκάρσιου κύματος σε μια δεδομένη χρονική στιγμή, (β) στιγμιότυπα ενός εγκάρσιου κύματος σε χρονικές στιγμές t και t – x/uph, και (γ) y ως συνάρτηση του x για σταθερό t (αριστερά) και y ως συνάρτηση του t για σταθερό x (δεξιά).

			

			

			Η εξίσωση 4.9 λέγεται κυματική συνάρτηση ή κυματοσυνάρτηση αρμονικού κύματος, και περιγράφει την μετατόπιση y ενός υλικού σημείου σε ένα κύμα από το σημείο ισορροπίας του, ως συνάρτηση του x(που προσδιορίζει τη θέση ενός συγκεκριμένου ταλαντωτή) και του χρόνου, t. Σημειώστε ότι η εξίσωση 4.9 ισχύει τόσο για εγκάρσια όσο και για διαμήκη κύματα. Είναι επίσης σημαντικό να τονιστεί ότι το πρόσημο μπροστά από τον κυματάριθμο δείχνει την κατεύθυνση όδευσης αυτού του μονοδιάστατου κύματος. Με βάση το σχήμα 4.3 και τον τρόπο εξαγωγής της κυματοσυνάτησης στο παρόν κεφάλαιο, θεωρούμε ότι: αρνητικό πρόσημο μπροστά από το κυματάριθμο το κύμα οδεύει από αριστερά προς τα δεξιά στον άξονα διάδοσης του, ενώ θετικό το αντίθετο.

			Στο σχήμα 4.3.γ κρατήσαμε το χρόνο t σταθερό και απεικονίσαμε το y ως συνάρτηση του x (αριστερά). Το στιγμιότυπο αυτό του κύματος έχει αρμονική μορφή και δείχνει τη στιγμιαία θέση των συζευγμένων ταλαντωτών που μεταφέρουν την κυματική διαταραχή. Εάν το x κρατηθεί σταθερό και ζωγραφίσουμε το y ως συνάρτηση του t, τότε φαίνεται η απλή αρμονική κίνηση ενός μόνο ταλαντωτή (δεξιά) που βρίσκεται στη θέση x.

			

			

			

			4. Γενική εξίσωση κύματος – Συμβάσεις

			

			Η ταχύτητα κάθε συζευγμένου ταλαντωτή, που βρίσκεται στη θέση x, μέσα στο υλικό που ταξιδεύει ένα αρμονικό κύμα, μπορεί να βρεθεί παραγωγίζοντας την μετατόπιση y ως προς t, κρατώντας το x σταθερό (μερική παράγωγος της μετατόπισης ως προς το χρόνο με σταθερό x). Η επιτάχυνσή του είναι η παράγωγος της ταχύτητας u ως προς t με το x σταθερό (μερική παράγωγος της ταχύτητας ως προς το χρόνο με σταθερό x), ή, αλλιώς, η δεύτερη παράγωγος της μετατόπισης y ως προς t με το x σταθερό (δεύτερη μερική παράγωγος της μετατόπισης ως προς το χρόνο με σταθερό x). Έτσι έχουμε:

			Μετατόπιση:[image: 3301.png] (4.10)

			Ταχύτητα:[image: 3308.png] (4.11)

			Επιτάχυνση:[image: 3316.png] (4.12)

			

			Ας υπολογίσουμε τώρα την μερική παράγωγο του y ως προς x διατηρώντας τον χρόνο t σταθερό:

			[image: 3323.png] (4.13)

			

			καθώς και τη δεύτερη μερική παράγωγο του y ως προς x διατηρώντας τον χρόνο t σταθερό (μερική παράγωγος της εξίσωσης 4.13 ως προς x με t σταθερό):

			[image: 3330.png] (4.14)

			

			και, βάση της εξίσωσης 4.8, έχουμε:

			[image: 3337.png] (4.15)

			

			Από την εξίσωση 4.15 και με χρήση της εξίσωσης 4.12, τελικά έχουμε:

			[image: 3345.png] (4.16)

			

			Η διαφορική εξίσωση 4.16 αποτελεί τη βασικότερη εξίσωση της Κυματικής και ονομάζεται γενική εξίσωση κύματος.

			Στο βιβλίο αυτό, όπως και στα περισσότερα βιβλία, η κυματοσυνάρτηση έχει τη μορφή [image: 3354.png]. Υπάρχουν, όμως, και βιβλία στα οποία  μπορεί κανείς να δει την ίδια κυματοσυνάρτηση να έχει τη μορφή [image: 3367.png]. Και οι δύο αυτές εξισώσεις είναι σωστές, αλλά εξαρτώνται από το ποια διεύθυνση έχει οριστεί ως θετική για τις κάθετες μετατοπίσεις των υλικών σωματιδίων. Στο βιβλίο αυτό , πάντα θεωρούμε θετική διεύθυνση του y την προς τα πάνω. Στο σχήμα 4.3.γ το κύμα έχει σχεδιαστεί , ώστε αρχικά να πηγαίνει προς τα κάτω στο t = 0, διότι, καθώς το κύμα κινείται προς τα δεξιά, το σωματίδιο στο x = 0 κινείται προς τα πάνω. Υπάρχουν, όμως, βιβλία που δείχνουν κύματα αρχικά να πηγαίνουν προς τα πάνω. Σε αυτή την περίπτωση ως θετική διεύθυνση ορίζεται η προς τα κάτω. Οι δύο μορφές της κυματοσυνάρτησης δίνουν διαφορετικές απαντήσεις σε προβλήματα. Για να έχουμε ίδιες απαντήσεις, πρέπει πάντα να προσθέτουμε φ = π στην πρώτη μορφή. Δε θα χρειαστεί, όμως, να το κάνουμε, καθώς στο βιβλίο αυτό πάντα θα χρησιμοποιούμε την πρώτη από αυτές τις μορφές.

			

			

			5. Κανονικοί τρόποι ταλάντωσης: βαθμοί ελευθερίας

			

			Στη φύση σπάνια βρίσκουμε ταλαντωτές απομονωμένους. Η κυματική κίνηση οφείλει την ύπαρξή της σε ταλαντωτές που γειτονεύουν μεταξύ τους, και μπορούν να έχουν ενεργειακές ανταλλαγές. Τέτοιοι ταλαντωτές λέγονται συζευγμένοι ταλαντωτές, και αποτελούν τη βάση για την κατανόηση της κυματικής κίνησης.

			Θεωρήστε δύο πανομοιότυπα εκκρεμή, το καθένα από τα οποία αποτελείται από μια άκαμπτη ράβδο μήκους L που υποβαστάζει μάζα m, συζευγμένα με αβαρές ελατήριο σταθεράς k και φυσικού μήκους h ίσου με την απόσταση των δύο μαζών όταν αυτές βρίσκονται στις θέσεις μηδενικής μετατόπισης (σχήμα 4.4.α). Αν x1 και x2 είναι οι μετατοπίσεις των μαζών m1 και m2 αντίστοιχα (m1 = m2 = m), τότε οι εξισώσεις κίνησης (για μικρές γωνίες εκτροπής) είναι:

			[image: 3381.png] (4.17)

			[image: 3388.png] (4.18)

			

			Οι εξισώσεις 4.17 και 4.18 προκύπτουν από τους συνήθεις όρους της απλής αρμονικής ταλάντωσης του κάθε εκκρεμούς συν έναν όρο σύζευξης λόγω του ελατηρίου (απομάκρυνση από τη θέση ισορροπίας κατά x1 – x2). Η φυσική συχνότητα ταλάντωσης του κάθε εκκρεμούς είναι [image: 3396.png], έτσι οι εξισώσεις 4.17 και 4.18 γράφονται:

			[image: 3403.png] (4.19)

			[image: 3411.png] (4.20)

			

			Προσθέτοντας και αφαιρώντας τις εξισώσεις 4.19 και 4.20 κατά μέλη έχουμε:

			- Πρόσθεση κατά μέλη:	[image: 3418.png] (4.21)

			- Αφαίρεση κατά μέλη:	[image: 3425.png] (4.22)

			

			Διαλέγοντας ως δύο νέες συντεταγμένες τις X = x1 + x2 και Y = x1 – x2 οι εξισώσεις 4.21 και 4.22 απλοποιούνται ως εξής:

			[image: 3432.png] (4.23)

			[image: 3440.png] (4.24)

			

			Έτσι η κίνηση του συζευγμένου συστήματος περιγράφεται συναρτήσει των δύο συντεταγμένων Χ και Υ, η καθεμία  από τις οποίες υπακούει σε μια εξίσωση απλής αρμονικής κίνησης. 

			Αν Υ = 0, τότε x1 = x2 για κάθε τιμή του χρόνου, επομένως, η κίνηση περιγράφεται πλήρως από την εξίσωση 4.23. Στην περίπτωση αυτή, η συχνότητα ταλάντωσης του συστήματος είναι ίδια με τη φυσική συχνότητα του κάθε εκκρεμούς, ωο, όταν αυτό είναι απομονωμένο. Αυτό συμβαίνει, γιατί τα εκκρεμή ταλαντώνονται μόνιμα σε φάση, και το ελατήριο διαρκώς διατηρεί το φυσικό του μήκος (σχήμα 4.4.β). 

			Αν Χ = 0, τότε x1 = –x2 για κάθε τιμή του χρόνου, έτσι ώστε η κίνηση να περιγράφεται πλήρως από την εξίσωση 4.24. Η συχνότητα της ταλάντωσης είναι μεγαλύτερη σε σχέση με την προηγούμενη περίπτωση,  γιατί τα δύο εκκρεμή έχουν πάντοτε διαφορά φάσης π (σχήμα 4.4.γ).  

			

			[image: D:\My Stuff\TEI Rethimno\TEI R - Funding\Kallipos\Kallipos - Writing\Sxima_4_4.png]

			

			Σχήμα 4.4 (α) Ακίνητοι συζευγμένοι ταλαντωτές, (β) συζευγμένοι ταλαντωτές που κινούνται σε φάση, και (γ) συζευγμένοι ταλαντωτές που κινούνται με διαφορά φάσης π.

			

			

			Τέτοιου είδους συντεταγμένες, όπως οι Χ και Υ του παραπάνω παραδείγματος, στις οποίες οι εξισώσεις της κίνησης παίρνουν τη μορφή ενός συστήματος γραμμικών διαφορικών εξισώσεων με σταθερούς συντελεστές, όπου κάθε εξίσωση περιέχει μόνο μια εξαρτημένη μεταβλητή, λέγονται κανονικές συντεταγμένες του συστήματος. 

			Η ολική ενέργεια του συστήματος χωρίς απόσβεση μπορεί να εκφραστεί ως:

			[image: 3461.png] (4.25)

			

			όπου C1 και C2 σταθερές που αντιστοιχούν στους όρους δυναμικής και κινητικής ενέργειας, αντίστοιχα. 

			Οι απλές ταλαντώσεις που περιγράφουν οι κανονικές συντεταγμένες λέγονται κανονικοί τρόποι ταλάντωσης. Ην σημασία τους βρίσκεται στο γεγονός ότι είναι εντελώς ανεξάρτητοι. Η ενέργεια που συσχετίζεται με έναν κανονικό τρόπο ταλάντωσης ποτέ δεν ανταλλάσσεται με τον άλλο τρόπο. Αν ταλαντώνεται μόνο ο ένας τρόπος, ο άλλος βρίσκεται συνεχώς σε ακινησία, χωρίς να αποκτά ποτέ ενέργεια από τον τρόπο που ταλαντώνεται. 

			Κάθε ανεξάρτητος τρόπος, με τον οποίο ένα σύστημα μπορεί να αποκτήσει ενέργεια, ονομάζεται βαθμός ελευθερίας, στον οποίο αντιστοιχούμε τη δική του ιδιαίτερη κανονική συντεταγμένη και την παράγωγό της. Κάθε αρμονικός ταλαντωτής έχει δύο βαθμούς ελευθερίας, διότι μπορεί να αποκτήσει τόσο δυναμική ενέργεια (κανονική συντεταγμένη) όσο και κινητική ενέργεια (παράγωγος κανονικής συντεταγμένης). Στο παράδειγμα των δύο συζευγμένων εκκρεμών, έχουμε τέσσερις βαθμούς ελευθερίας και τέσσερις κανονικές συντεταγμένες. 

			

			

			6. Κανονικοί τρόποι ταλάντωσης: χαρακτηριστικές συχνότητες

			

			Όταν ένα συζευγμένο σύστημα ταλαντώνεται με ένα συγκεκριμένο κανονικό τρόπο, κάθε μέρος του συστήματος ταλαντώνεται με την ίδια συχνότητα που αντιστοιχεί στον τρόπο αυτό. Αποτέλεσμα του προηγούμενου είναι η δυνατότητα χρήσης μιας μεθόδου, που θα υπολογίζει τις τιμές των συχνοτήτων των κανονικών τρόπων ταλάντωσης, καθώς και το λόγο των πλατών των ξεχωριστών ταλαντωτών για κάθε συχνότητα. 

			Επανερχόμαστε στο παράδειγμα των δύο συζευγμένων εκκρεμών με την υπόθεση ότι ταλαντώνεται σε ένα μόνο από τους κανονικούς του τρόπους. Έστω ότι αυτός ο τρόπος έχει κυκλική συχνότητα ω. Τότε στις εξισώσεις κίνησης 4.17 και 4.18 μπορούμε να αντικαταστήσουμε τις εκφράσεις:

			[image: 3474.png] (4.26)

			[image: 3481.png] (4.27)

			όπου Αο1 και Αο2 είναι τα πλάτη ταλάντωσης των x1 και x2, αντίστοιχα, στη γωνιακή συχνότητα ω. Έτσι οι παραπάνω εξισώσεις κίνησης γίνονται:

			[image: 3489.png] (4.28)

			[image: 3496.png] (4.29)

			

			Το άθροισμα  των εξισώσεων 4.28 και 4.29 δίνει:

			[image: 3504.png] (4.30)

			η οποία ικανοποιείται όταν [image: 3511.png], που δίνει τη συχνότητα του πρώτου κανονικού τρόπου ταλάντωσης. Η διαφορά  

			

			των εξισώσεων 4.28 και 4.29 δίνει:

			[image: 3518.png] (4.31)

			η οποία ικανοποιείται όταν [image: 3525.png], που δίνει τη συχνότητα του δεύτερου κανονικού τρόπου ταλάντωσης.

			Αντικαθιστώντας την τιμή [image: 3533.png] στις εξισώσεις 4.28 και 4.29 παίρνουμε Αο1 = Αο2, που είναι η συνθήκη για κίνηση των εκκρεμών σε φάση. Αντικαθιστώντας την τιμή [image: 3542.png]στις εξισώσεις 4.28 και 4.29 παίρνουμε Αο1 = 

–Αο2, που είναι η συνθήκη για κίνηση των εκκρεμών με διαφορά φάσης π.

			Με τον παραπάνω τρόπο μπορεί κανείς να υπολογίσει τις συχνότητες των κανονικών τρόπων ταλάντωσης (ιδιοσυχνότητες του συστήματος), καθώς και τους λόγους των πλατών τους. Στην περίπτωση όπου οι συζευγμένοι ταλαντωτές είναι πολλοί, το πρόβλημα λύνεται με τον ίδιο τρόπο, αλλά γνώσεις γραμμικής άλγεβρας διαγωνοποίησης πινάκων θεωρούνται απαραίτητες.

			

			

			7. Κυματική ταχύτητα: φασική και ομαδική

			

			Η φασική ταχύτητα ενός κύματος είναι ουσιαστικά η ταχύτητα της διαταραχής , καθώς αυτή ταξιδεύει μέσα στο υλικό, και είναι διαφορετική από την ταχύτητα των σωματιδίων του υλικού. Η φασική ταχύτητα του κύματος δίνεται από την εξίσωση 4.4. Η εξίσωση αυτή δε δίνει καμιά πληροφορία σχετικά με της μηχανικές ιδιότητες του υλικού και πώς  θα μπορούσαν αυτές να επηρεάσουν την ταχύτητα. Αποδεικνύεται, όμως, και είναι απολύτως λογικό, ότι η ταχύτητα ενός κύματος είναι ανάλογη της ελαστικής ιδιότητας του υλικού διαμέσου του οποίου μεταφέρεται το κύμα, και αντιστρόφως ανάλογη της αδρανειακής ιδιότητας του υλικού. Στον πίνακα 4.1 παραθέτονται οι σχέσεις που δίνουν τη φασική ταχύτητα κυμάτων, που διαδίδονται σε διάφορα υλικά.
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			Πίνακας 4.1 Φασική ταχύτητα κυμάτων σε διάφορα υλικά.

			

			

			Μέχρι τώρα περιοριστήκαμε στη συζήτηση κυμάτων με μία συχνότητα. Στη φύση, όμως, τα κύματα, συνήθως, εμφανίζονται με τη μορφή ενός μίγματος (ομάδας) συχνοτήτων. Η εξέταση της συμπεριφοράς μιας τέτοιας ομάδας οδηγεί στην ανάγκη εισαγωγής της τρίτης ταχύτητας, που αναφέρουμε στην παράγραφο 2, της ταχύτητας ομάδας. Για να την εξετάσουμε, ας θεωρήσουμε το απλό παράδειγμα μιας ομάδας που αποτελείται από δύο συνιστώσες με ίδιο πλάτος, αλλά με διαφορετικές συχνότητες και διαφορετικούς κυματάριθμους:

			[image: 3876.png] (4.32)

			[image: 3884.png] (4.33)

			Η επαλληλία των παραπάνω κυμάτων δίνει ένα σύνθετο κυματικό σύστημα (κυματοπακέτο):

			[image: 3891.png] (4.34)

			το οποίο έχει μια «γρήγορη» συχνότητα [image: 3898.png], με πλάτος 2Αο διαμορφωμένο στο χώρο και στο χρόνο από περιβάλλουσα που μεταβάλλεται με την «αργή» συχνότητα [image: 3905.png]. Η ταχύτητα της διαμορφωμένης περιβάλλουσας του πλάτους της ομάδας συχνοτήτων προκύπτει, αν διαιρέσουμε την «αργή συχνότητα»  [image: 3913.png] με τον αντίστοιχο κυματάριθμο[image: 3922.png]που εμπεριέχεται στο συνημίτονο της εξίσωσης 4.34 , και ορίζεται ως ταχύτητα ομάδας του κυματοπακέτου 

			

			, και δίνεται από την εξίσωση:

			[image: 3934.png] (4.35)

			

			και ουσιαστικά είναι αυτή που μεταφέρει την ενέργεια της σύνθεσης των δύο συχνοτήτων.

			Η καμπύλη που συνδέει τη συχνότητα ενός κύματος με τον κυματάριθμό του, [image: 3947.png], σε ένα υλικό ονομάζεται σχέση διασποράς του υλικού. Εάν η καμπύλη αυτή είναι μια ευθεία γραμμή, τότε οι αναλογίες[image: 3954.png] είναι σταθερή (κλίση της ευθείας [image: 3962.png]) και η ταχύτητα ομάδας δεν εξαρτάται από την τοπική περιοχή συχνοτήτων. Τότε το σχήμα του κυματοπακέτου δεν αλλάζει, καθώς αυτό διαδίδεται μέσα στο υλικό (γραμμικό υλικό).  Εάν οι φασικές ταχύτητες των συνιστωσών του σύνθετου κύματος είναι διαφορετικές, δηλαδή [image: 3969.png], η επαλληλία των δύο 

κυμάτων δε θα παραμείνει σταθερή, και το σχήμα της ομάδας θα αλλάζει με το χρόνο. Ένα τέτοιο μέσο, στο οποίο η φασική ταχύτητα εξαρτάται από την συχνότητα του κύματος, ονομάζεται διασκεδαστικό (ή μη γραμμικό). Αν μια ομάδα περιέχει ένα αριθμό συνιστωσών που οι συχνότητές τους είναι κοντινές, η εξίσωση 4.35 για την ug γράφεται:

			[image: 3977.png] (4.36)

			Επειδή [image: 3984.png] έχουμε:

			[image: 3991.png] (4.37)

			

			

			8. Ενέργεια κύματος

			

			Στο σχήμα 4.5.α φαίνεται σχηματικά η διάδοση ενέργειας μέσω κύματος. Μια εξωτερική πηγή καταναλώνει έργο , κάνοντας τα πρώτα σωματίδια να κινηθούν. Τα σωμάτια κινούνται πάνω – κάτω με απλή αρμονική κίνηση. Η ενέργεια των σωματιδίων μετατρέπεται από κινητική σε δυναμική και ανάστροφα. Η συνολική ενέργεια των σωματιδίων παραμένει αμετάβλητη. Το κάθε σωματίδιο δίνει ενέργεια στο γειτονικό του από τα δεξιά με τον ίδιο ρυθμό, με τον οποίο προσλαμβάνει ενέργεια από το γειτονικό του από τα αριστερά. Με τον παραπάνω τρόπο αντιλαμβάνεται κανείς πώς η ενέργεια από τη πηγή μπορεί να φτάσει στο δέκτη. 

			Η ενέργεια από την εξωτερική πηγή ταξιδεύει μέσα στο υλικό μέσο με μια συγκεκριμένη ταχύτητα. Η ταχύτητα αυτή είναι ίδια με τη φασική, αν έχουμε κύμα μίας συχνότητας, ενώ ισούται με την ομαδική, αν έχουμε ομάδα κυμάτων με διαφορετικές συχνότητες. Η συνολική ενέργεια του κάθε σωματιδίου είναι [image: 3998.png](απλή αρμονική κίνηση). Η συνολική ενέργεια όλων των ταλαντευόμενων σωματιδίων σε μήκος όσο το μήκος κύματος λ είναι:

			[image: 4006.png] (4.38)

			

			όπου ρ είναι η μάζα ανά μονάδα μήκους του υλικού.

			

			

			

			

			9. Ισχύς κύματος

			

			Ας πάρουμε σαν παράδειγμα μια ταλαντευόμενη χορδή (σχήμα 4.5.β). Σε μία περίοδο T, η ενέργεια που περιεχόταν σε μήκος του υλικού όσο ένα μήκος κύματος, έχει μετακινηθεί στη χορδή όσο ένα μήκος κύματος. Η ισχύς της μεταφοράς προφανώς ισούται με την ενέργεια που εμπεριέχεται σε ένα μήκος κύματος δια την περίοδο. Έτσι έχουμε:

			[image: 4015.png] (4.39)

			Αλλά για κύμα σε μία χορδή έχουμε [image: 4027.png], οπότε τελικά:

			[image: 4042.png] (4.40)
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			Σχήμα 4.5 (α) Διάδοση ενέργειας μέσω κύματος, και (β) ταλαντευόμενη χορδή.

			

			

			10. Παράδειγμα

			

			Η παρακάτω εξίσωση περιγράφει τη μετατόπιση y (σε m) σωματιδίων σε ένα υλικό ως συνάρτηση του x και του t:

			[image: 4057.png]

			α. Ποιο είναι το πλάτος αυτού του κύματος;

			β. Ποια είναι η συχνότητα σε Hz;

			γ. Ποια είναι η φασική ταχύτητα του κύματος;

			δ. Ποια είναι η σωματιδιακή ταχύτητα στη θέση x = 200mm και σε χρόνο t = 6sec;

			Θεωρήστε μονάδες στο SI.

			

			Λύση:

			α. Αο = 0,30m

			β. ω = 2763,2rad/sec ⇒[image: 4064.png]Hz ⇒ν = 440,0Hz

			γ. [image: 4072.png]m/sec⇒uph = 341,1m/sec 

			δ. [image: 4079.png]0,30·2763,2·cos[2763,2·6 – 8,1·0,2 + 0,75π] ⇒u = 779,3m/sec 

			

			

			11. Ασκήσεις

			

			Άσκηση 4.1: Αρμονικό κύμα συχνότητας 20Ηz έχει φασική ταχύτητα διάδοσης 40m/sec. Κάποια χρονική στιγμή, t1, ένα σημείο Α του ελαστικού μέσου διάδοσης έχει φάση π/3. (α) Να βρεθεί τη χρονική στιγμή t1, η φάση του σημείου Β, που απέχει από το Α απόσταση x = 0,25m προς την κατεύθυνση διάδοσης του κύματος. (β) Σε πόσο χρόνο από τη στιγμή t1 η φάση του Α γίνεται π/2; Ποια είναι τότε η φάση του Β;

			

			Άσκηση 4.2: Αρμονικό κύμα διαδίδεται προς τη θετική φορά του άξονα x, και τα υλικά σημεία του μέσου ταλαντώνονται µε πλάτος Α = 0,2m και συχνότητα 4Ηz, στη διεύθυνση του άξονα y. Τη χρονική στιγμή t = 0 το σημείο µε x = 0 έχει απομάκρυνση από τη θέση ισορροπίας του y = A/2 και φορά κίνησης προς τη θέση μέγιστης (θετικής) απομάκρυνσης. Αν η φασική ταχύτητα διάδοσης του κύματος είναι 8m/sec, να βρεθούν: (α) Η κυματοσυνάρτηση y = f(x,t) στο SI, (β) η συνάρτηση y = f(t) που περιγράφει την ταλάντωση του σημείου που βρίσκεται στη θέση x = 1m, και (γ) η συνάρτηση y = f(x) που περιγράφει τα στιγμιότυπα του κύματος τις χρονικές στιγμές t1 = 2sec και t2 = 3sec. Να γίνει σε χιλιοστομετρικό χαρτί υπό κλίμακα η αναπαράσταση των παραπάνω στιγμιότυπων.

			

			Άσκηση 4.3: Στην αρχή Ο συστήματος συντεταγμένων xy ταλαντώνεται υλικό σημείο στη διεύθυνση του y-άξονα, σύμφωνα με τη σχέση: y = 8sin(10πt) (το y σε cm, το t σε sec). Η ταλάντωση διαδίδεται στη διεύθυνση του Οx-ημιάξονα με ταχύτητα 2m/sec. (α) Να γραφεί η κυματοσυνάρτηση y = f(x,t). (β) Ποιες χρονικές στιγμές η απομάκρυνση σημείου Α του Οx-ημιάξονα, με xA = 60cm, είναι y = 4cm, ενώ αυτό κινείται προς τη θέση y = +A;

			

			Άσκηση 4.4: Εγκάρσιο αρμονικό κύμα συχνότητας 2Ηz διαδίδεται µε ταχύτητα 1,2m/sec προς την αρνητική φορά του x-άξονα. Τα σωμάτια του ελαστικού μέσου ταλαντώνονται µε πλάτος 0,12m. Το σημείο Ο ξεκινά την ταλάντωσή του τη στιγμή  t = 0 κινούμενο προς τη θετική φορά του y-άξονα. Να βρεθούν την χρονική στιγμή t = 1,125sec: (α) Η απομάκρυνση, η ταχύτητα και η επιτάχυνση ενός σημείου Α που η θέση ισορροπίας του βρίσκεται στον x-άξονα, µε xA = 3m (θεωρήστε π2 = 10), και (β) η διαφορά φάσης του Α και ενός σημείου Β µε xB = 4,5m.

			

			Άσκηση 4.5: Η σχέση διασποράς ενός υλικού μέσου ως προς τα μηχανικά κύματα δίνεται από τη σχέση ω = 340κ + 0,1κ2. Να βρεθεί η σχέση που προσδιορίζει την ταχύτητα ομάδας σαν συνάρτηση της συχνότητας. Είναι το μέσο γραμμικό;

			

			Άσκηση 4.6: Κυματοπακέτο παράγεται από δύο αρμονικά κύματα με μήκη κύματος λ1 και λ2 όπου λ1 ≈ λ2. Δείξτε ότι ο αριθμός μηκών κύματος λ = (λ1 + λ2) / 2 που περιέχονται μεταξύ δύο διαδοχικών μηδενισμών της περιβάλλουσας διαμόρφωσης είναι περίπου ίσος με λ /Δλ, όπου  Δλ = λ2 – λ1.

		

	
		
			5. Κυματικά φαινόμενα

			

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται τα βασικά κυματικά φαινόμενα. Αρχικά παρουσιάζεται η έννοια της επαλληλίας και η σύνθεση των κυμάτων σε μια διάσταση και εξάγεται το φαινόμενο του διακροτήματος. Έπειτα παρουσιάζεται, σε εισαγωγικό επίπεδο, η ανάλυση κυμάτων κατά Fourier. Στη συνέχεια παρουσιάζεται η δημιουργία στασίμων κυμάτων με τη σύνθεση ομοίων κυμάτων κινούμενων σε αντίθετες κατευθύνσεις και τα βασικά χαρακτηριστικά τους (κοιλίες και δεσμοί). Αναφέρεται το παράδειγμα των στασίμων κυμάτων σε πακτωμένες χορδές, και εξάγεται η συνθήκη συντονισμού και η εφαρμογή τους στα έγχορδα μουσικά όργανα. Παρουσιάζονται, επίσης, τα φαινόμενα της ανάκλασης και διέλευσης κυμάτων χορδής σε συνοριακή επιφάνεια, και εξάγονται οι συντελεστές ανάκλασης και διέλευσης πλάτους, και οι συντελεστές ανάκλασης και διέλευσης ενέργειας και ισχύος. Παρουσιάζεται, επίσης, το φαινόμενο της διάθλασης και ο νόμος του Snell. Τέλος παρουσιάζονται οι απλές περιπτώσεις του φαινομένου Doppler, και εξάγονται οι εξισώσεις μεταβολής της συχνότητας παρατήρησης.

			

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Απαιτείται η γνώση των προηγούμενων κεφαλαίων. 

			

			1. Επαλληλία κυμάτων

			

			Η επαλληλία (υπέρθεση) κυμάτων είναι το κυματικό φαινόμενο που μπορεί να απαντήσει στην ερώτηση: τι συμβαίνει, όταν δύο ή περισσότερα κύματα φτάνουν στο ίδιο σημείο του χώρου την ίδια χρονική στιγμή; Σύμφωνα με την αρχή της επαλληλίας (υπέρθεσης), η συνολική μετατόπιση των σωματιδίων μέσα στο υλικό στο συγκεκριμένο σημείο είναι το άθροισμα των μετατοπίσεων που θα προκαλούσε το κάθε κύμα, αν δρούσε μόνο του. Η γενική κυματική εξίσωση:

			[image: 4086.png] (5.1)

			

			μπορεί να δώσει πληροφορίες για το σχήμα του κύματος, καθώς και την ταχύτητα και επιτάχυνση των σωματιδίων του υλικού διαμέσου, του οποίου το κύμα ταξιδεύει. 

			Ο βασικός νόμος της υπέρθεσης είναι ότι, εάν δύο κύματα με κυματοσυναρτήσεις y1(x,t) και y2(x,t) ικανοποιούν τη γενική κυματική εξίσωση, τότε το ίδιο κάνει και η επαλληλία τους (υπέρθεση) yR = y1 + y2.

			

			

			2. Συμβολή κυμάτων

			

			Ο όρος συμβολή χρησιμοποιείται, για να εκφράσει το αποτέλεσμα της υπέρθεσης των κυμάτων, και διακρίνεται σε ενισχυτική συμβολή και σε καταστρεπτική συμβολή. 

			Ενισχυτική συμβολή έχουμε, όταν το πλάτος του κύματος, που προέρχεται από την υπέρθεση, είναι μεγαλύτερο από κάθε πλάτος οποιουδήποτε από τα κύματα που υπερθέτονται.

			Καταστρεπτική συμβολή έχουμε, όταν το πλάτος του κύματος, που προέρχεται από την υπέρθεση, είναι μικρότερο από κάθε πλάτος οποιουδήποτε από τα κύματα που υπερθέτονται.

			Για παράδειγμα, θεωρήστε δύο κύματα που ταξιδεύουν στην ίδια διεύθυνση και έχουν το ίδιο πλάτος, συχνότητα και μήκος κύματος, αλλά διαφορετικές αρχικές φάσεις:

			[image: 4093.png] (5.2)

			[image: 4101.png] (5.3)

			Παρακάτω περιγράφονται μερικές χαρακτηριστικές περιπτώσεις σύνθεσης των παραπάνω κυμάτων, ανάλογα με τη διαφορά φάσης τους Δφ (= φ1 – φ2):

			

			- Δφ = 0 (ίδια αρχική φάση φ = φ1 = φ2). Τότε:

			[image: 4112.png]1

			
				1	 Σύμφωνα με την τριγωνομετρική ταυτότητα [image: 9097.png]

			

			[image: 4125.png] (5.4)

			δηλαδή το συνιστάμενο κύμα yR έχει διπλάσιο πλάτος, αλλά την ίδια συχνότητα και αρχική φάση με τα κύματα που συνθέτονται.  

			

			- Δφ = π (π.χ. φ1 = π, φ2= 0). Τότε:

			[image: 4139.png]1

			[image: 4146.png] (5.5)

			δηλαδή τα δύο κύματα αλληλοεξουδετερώνονται.

			

			- Δφ = π/4 (π.χ. φ1 = π/4, φ2= 0). Τότε:

			[image: 4154.png]1

			[image: 4161.png] (5.6)

			δηλαδή το συνιστάμενο κύμα yR έχει πλάτος [image: 4170.png], την ίδια συχνότητα με τα κύματα που συνθέτονται, και διαφορά φάσης π/8 με το κύμα y2.  

			

			- Δφ = π/3 (π.χ. φ1 = π/3, φ2= 0). Τότε:

			[image: 4177.png]1

			[image: 4184.png] (5.7)

			δηλαδή το συνιστάμενο κύμα yR έχει πλάτος [image: 4191.png], την ίδια συχνότητα με τα κύματα που συνθέτονται, και διαφορά φάσης π/6 με το κύμα y2.  

			

			2.1. Διακρότημα

			

			Ας θεωρήσουμε δύο κύματα που ταξιδεύουν στην ίδια διεύθυνση με ίδιο πλάτος, αλλά με διαφορετικές συχνότητες:

			[image: 4200.png] (5.8)

			[image: 4209.png] (5.9)

			Πώς μοιάζει , όμως, το κύμα που προκύπτει από τη σύνθεση των παραπάνω; Στο σχήμα 5.1.α φαίνεται η μετατόπιση ως συνάρτηση του χρόνου, κρατώντας το x σταθερό. Το αποτέλεσμα της σύνθεσης είναι:

			[image: 4221.png]

			[image: 4234.png] (5.10) 

			

			Το συνιστάμενο κύμα μπορεί να θεωρηθεί ότι έχει ένα «πλάτος» που από μόνο του αποτελεί μια κυματική διαταραχή με κυματοσυνάρτηση[image: 4241.png] με συχνότητα[image: 4250.png]. Το ίδιο το κύμα έχει συχνότητα[image: 4257.png]

			

			. Σε ένα συγκεκριμένο σημείο του χώρου και, επειδή το πλάτος του κύματος ταλαντώνεται με την ημιδιαφορά των συχνοτήτων, το αυτί (ή ο ηχητικός ανιχνευτής), που βρίσκεται στο σημείο ακρόασης, θα ακούσει ηχητικούς παλμούς συχνότητας [image: 4265.png], που το πλάτος τους, που αντανακλά στην ηχητική ένταση ακρόασης, θα είναι διαμορφωμένο με τη συχνότητα[image: 4272.png], όπως ακριβώς φαίνεται στο σχήμα 5.1.β. Όσο πιο κοντά είναι οι δύο αρχικές συχνότητες τόσο 

			

			πιο έντονη και αργή είναι η διαμόρφωση του πλάτους. Το στιγμιότυπο σχήμα που παίρνει πλέον το κύμα φαίνεται στο σχήμα 5.1.β, και ονομάζεται διακρότημα.

			Τέτοιου είδους υπέρθεση μπορούμε να παρατηρήσουμε, όταν χτυπήσουμε δύο διαπασών που έχουν λίγο διαφορετική συχνότητα, οπότε και θα ακούσουμε μια περιοδική αυξομείωση του ήχου. Οι αυξομειώσεις αυτές λέγονται διακροτήματα. Τα διακροτήματα είναι μια περιοδική αυξομείωση της έντασης, που φτάνει σε ένα σημείο του χώρου, και οφείλονται στην επαλληλία κυμάτων που έχουν παραπλήσιες συχνότητες. Ο αριθμός των διακροτημάτων ανά δευτερόλεπτο, ή η λεγόμενη συχνότητα των διακροτημάτων, ωb, είναι διπλάσια της συχνότητας με την οποία μεταβάλλεται το πλάτος, δηλαδή:

			[image: 4279.png] (5.11)

			

			[image: C:\Documents and Settings\EB\Desktop\TO TAKE\Kallipos\Kallipos - Writing\Kallipos - Sximata png\Sxima_5_1.png]

			

			Σχήμα 5.1 (α) Μετατόπιση ως συνάρτηση του χρόνου για δύο κύματα με παραπλήσιες συχνότητες, και (β) το αποτέλεσμα της επαλληλίας δύο τέτοιων κυμάτων (διακρότημα).

			

			

			Για παράδειγμα, εάν έχουμε δύο διεγερμένα διαπασών, το ένα με συχνότητα (ω/2π) 442Hz και το άλλο με 438Hz, τότε ο συνιστάμενος ήχος έχει συχνότητα (442 + 438)/2 = 440Hz (που είναι η νότα «Λα») και συχνότητα διακροτημάτων 442 – 438 = 4Hz. Συνεπώς, ο ακροατής θα ακούει ήχο συχνότητας 440Hz, του οποίου η ένταση θα αυξομειώνεται τέσσερις φορές το δευτερόλεπτο. Η μέγιστη συχνότητα διακροτημάτων που μπορεί να διακρίνει το ανθρώπινο αυτί είναι 20 διακροτήματα το δευτερόλεπτο. Πολλοί πιανίστες κουρδίζουν το πιάνο τους χρησιμοποιώντας διακροτήματα. Χτυπούν τη χορδή μιας νότας μαζί με μια άλλη γνωστής συχνότητας, και κουρδίζουν τη χορδή, ώσπου να μην ακούγονται διακροτήματα, οπότε οι δύο χορδές παράγουν την ίδια συχνότητα.

			

			

			3. Ανάλυση κυμάτων κατά Fourier

			

			Κάθε περιοδική κυματοσυνάρτηση, ανεξαρτήτως πόσο πολύπλοκη είναι, μπορεί να κατασκευαστεί από την υπέρθεση ημιτονοειδών κυμάτων που έχουν κατάλληλες συχνότητες και πλάτη. Οι συνιστώσες συχνότητες μπορούν να βρεθούν από μια μαθηματική τεχνική που ονομάζεται ανάλυση κατά Fourier(Φουριέ) ή απλά ανάλυση Fourier.

			Το τετραγωνικό κύμα, που φαίνεται στο σχήμα 5.2.α, μπορεί να υπολογιστεί, χρησιμοποιώντας τη σειρά Fourier:

			[image: 4294.png] (5.12)

			

			Ο μετασχηματισμός Fourier ενός κύματος είναι απλά ένα γράφημα στο «χώρο» των συχνοτήτων, όπου ο x-άξονας προσδιορίζει την συχνότητα ω, ενώ στον y-άξονα δίνεται το πλάτος στην κάθε συχνότητα, το οποίο προσδιορίζει την συνεισφορά της κάθε συχνότητας στο αρχικό κύμα. Στο σχήμα 5.2.β, φαίνεται ένα κύμα (αριστερά) και ο μετασχηματισμός Fourier του (δεξιά). 

			

			[image: C:\Documents and Settings\EB\Desktop\TO TAKE\Kallipos\Kallipos - Writing\Kallipos - Sximata png\Sxima_5_2.png]

			

			Σχήμα 5.2 (α) Ανάλυση τετραγωνικού κύματος με σειρές Fourier, και (β) κύμα (αριστερά) και ο μετασχηματισμός Fourier του (δεξιά).

			

			

			4. Στάσιμα κύματα

			

			Ας θεωρήσουμε δύο κύματα με το ίδιο πλάτος, την ίδια συχνότητα και την ίδια αρχική φάση (φ1 = φ2 = 0), τα οποία οδεύουν σε αντίθετες κατευθύνσεις (σχήμα 5.3.α). Πώς θα περιγραφόταν μαθηματικά στην κυματοσυνάρτηση το γεγονός ότι ταξιδεύουν αντίθετα; Η απάντηση είναι ότι το πρόσημο του κυματάριθμου, κ, είναι αυτό που καθορίζει αν το κύμα κινείται προς τη «θετική» (–κ) ή την «αρνητική» (+κ) κατεύθυνση (προς τα δεξιά και προς τα αριστερά, αντίστοιχα). Έτσι: 

			Κύμα που οδεύει προς τα δεξιά:	[image: 4315.png] (5.13)

			Κύμα που οδεύει προς τα αριστερά:[image: 4328.png] (5.14)

			

			[image: C:\Documents and Settings\EB\Desktop\TO TAKE\Kallipos\Kallipos - Writing\Kallipos - Sximata png\Sxima_5_3.png]

			

			Σχήμα 5.3 (α) Δύο κύματα που οδεύουν προς αντίθετες κατευθύνσεις, (β) στάσιμο κύμα ως υπέρθεση των δύο προηγούμενων κυμάτων, και (γ) κίνηση σωματιδίων του στάσιμου κύματος.

			

			

			Hυπέρθεση δύο τέτοιων κυμάτων δίνει ένα συνιστάμενο κύμα:

			[image: 4343.png]

			[image: 4350.png] (5.15)

			Το κύμα αυτό έχει πλάτος [image: 4358.png] και κυκλική συχνότητα ω, ίδια με αυτή των κυμάτων y1 και y2. Καθένα από 


			τα σωματίδια του μέσου διάδοσης αυτού του κύματος πάλλεται εκτελώντας απλή αρμονική κίνηση με την ίδια συχνότητα, ω, αλλά με διαφορετικό πλάτος ανάλογα με τη θέση του σωματιδίου x στο μέσο διάδοσης (το πλάτος είναι περιοδική συνάρτηση της θέσης x). Αφού το πλάτος του συνιστάμενου κύματος είναι [image: 4365.png], το ελάχιστο 

πλάτος θα είναι 0 και το μέγιστο πλάτος θα είναι 2Αο. Παρατηρούμε, λοιπόν, ότι το συνιστάμενο κύμα έχει πλάτος που ποικίλει από 0 σε 2Αο όταν το x αλλάζει κατά ένα μήκος κύματος. Συνεπώς, το πλάτος ταλάντωσης του σωματιδίου που βρίσκεται στη θέση x εξαρτάται από την τιμή του x επίσης περιοδικά.

			Σύμφωνα με τα παραπάνω, το μέγιστο πλάτος 2Αο θα είναι το πλάτος ταλάντωσης μερικών μόνο συγκεκριμένων σωματιδίων, και όχι όλων, και συγκεκριμένα εκείνων των οποίων η θέση x πληροί την προϋπόθεση [image: 4372.png], όταν δηλαδή:  

			[image: 4379.png], m = 0, 1, 2, … (5.16)

			Εκείνες οι θέσεις όπου η μετατόπιση είναι πάντα μέγιστη (για όλους τους χρόνους) ονομάζονται κοιλίες.

			Παρόμοια, υπάρχουν θέσεις, όπου το πλάτος του συνιστάμενου κύματος είναι πάντα μηδενικό, δηλαδή υπάρχουν μερικά σωματίδια τα οποία είναι πάντα ακίνητα. Αυτό συμβαίνει, όταν [image: 4387.png], δηλαδή:

			[image: 4396.png],  n = 0, 1, 2, … (5.17)

			

			Εκείνες οι θέσεις  όπου η μετατόπιση είναι πάντα μηδενική (για όλους τους χρόνους) ονομάζονται δεσμοί.

			Κύματα που έχουν σημεία τα οποία παραμένουν συνεχώς ακίνητα ονομάζονται στάσιμα κύματα (σχήμα 5.3.β). Σε ένα στάσιμο κύμα, λοιπόν, υπάρχουν σωματίδια που είναι πάντα ακίνητα, ενώ τα υπόλοιπα σωματίδια κινούνται πάνω – κάτω, εκτελώντας απλή αρμονική κίνηση με μεγάλη ταχύτητα, με αποτέλεσμα ο παρατηρητής να βλέπει μόνο την περιβάλλουσα της κυματομορφής (σχήμα 5.3.γ). Τα στάσιμα κύματα μπορούν να τα επιβάλουν συνοριακές συνθήκες, όπως θα δούμε στην παράγραφο 4.1. 

			

			4.1. Στάσιμα κύματα σε χορδές

			

			Ένα χαρακτηριστικό παράδειγμα στάσιμων κυμάτων είναι αυτά που δημιουργούνται, όταν διεγείρονται τεντωμένες χορδές, που είναι στερεωμένες και στα δύο άκρα. Αφού τα άκρα της χορδής είναι στερεωμένα, είναι λογικό ότι, σε οποιαδήποτε διέγερση της χορδής, αυτά τα σημεία θα είναι πάντα δεσμοί. Αυτό το γεγονός επιβάλλει ότι για τη δημιουργία στάσιμου κύματος θα πρέπει το μήκος της χορδής L να είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του μισού μήκους κύματος, αφού, μόνο τότε, έχουμε δεσμούς στα άκρα της χορδής. Έτσι η συνθήκη για τη δημιουργία στάσιμων κυμάτων σε μια τέτοια χορδή είναι:

			[image: 4408.png],  n = 1, 2, 3, … (5.18)

			Η χορδή, λοιπόν, μπορεί να ταλαντωθεί, σχηματίζοντας μόνο συγκεκριμένα χαρακτηριστικά σχήματα ταλάντωσης. Αυτά ονομάζονται κανονικοί τρόποι ταλάντωσης ή ιδιοκαταστάσεις της χορδής, και σε καθέναν από αυτούς αντιστοιχεί μία συχνότητα, η οποία ονομάζεται ιδιοσυχνότητα ή κανονική συχνότητα.

			Όπως έχει αναφερθεί, η ταχύτητα διάδοσης του κύματος σε μία τεντωμένη χορδή (φασική ταχύτητα) δίνεται από τη σχέση:

			[image: 4420.png] (5.19)

			

			όπου Τ η τάση της χορδής και ρ η γραμμική πυκνότητά της. Η τάση της χορδής είναι ένα μέτρο του πόσο τεντωμένη είναι η χορδή, και στο σύστημα SI μετριέται σε Ν. Η γραμμική πυκνότητα στο σύστημα SI μετριέται σε kg/m(μάζα ανά μήκος). Από την εξίσωση 5.19 φαίνεται ότι η ταχύτητα διάδοσης του κύματος uph είναι η ίδια για όλες τις συχνότητες. Συνδυάζοντας τις εξισώσεις 5.18 και 5.19, και επειδή uph = λν, μπορούμε να υπολογίσουμε τις ιδιοσυχνότητες της χορδής:

			[image: 4427.png], n = 1, 2, 3 … (5.20)

			

			Η χαμηλότερη ιδιοσυχνότητα ν1 (για n = 1, όταν δηλαδή λ = 2L) ονομάζεται θεμελιώδης ή βασική συχνότητα. Οι υπόλοιπες ιδιοσυχνότητες είναι ακέραια πολλαπλάσια της θεμελιώδους, δηλαδή ν2 = 2ν1, ν3 = 3ν1, …κ.ο.κ. Η θεμελιώδης συχνότητα και οι υπόλοιπες ιδιοσυχνότητες αποτελούν αυτό που ονομάζουμε αρμονική σειρά: η θεμελιώδης (ν1) είναι η πρώτη αρμονική, η ιδιοσυχνότητα ν2 (n = 2) είναι η δεύτερη αρμονική κτλ. Τα στάσιμα κύματα που αντιστοιχούν στις 5 πρώτες ιδιοσυχνότητες φαίνονται στο σχήμα 5.4.

			

			[image: C:\Documents and Settings\EB\Desktop\TO TAKE\Kallipos\Kallipos - Writing\Kallipos - Sximata png\Sxima_5_4.png]

			

			Σχήμα 5.4 Τα στάσιμα κύματα που αντιστοιχούν στις 5 πρώτες ιδιοσυχνότητες μιας χορδής μήκους L, στερεωμένης και στα δύο άκρα.

			

			

			4.1.1. Έγχορδα μουσικά όργανα

			

			Πολλά μουσικά όργανα είναι έγχορδα, από χορδές φτιαγμένες από ατσάλι ή νάιλον, τεντωμένες πάνω στο κυρίως σώμα του μουσικού οργάνου. Παραδείγματα είναι το βιολί, οι κιθάρες, τα πιάνα κ.α. Η εξίσωση που συνδέει τον ήχο, που βγάζουν οι χορδές, με τις μηχανικές ιδιότητες των υλικών, από τα οποία είναι φτιαγμένες, είναι η εξίσωση 5.20, που αποδείξαμε προηγουμένως. 

			Ο ήχος παράγεται, όταν η χορδή διαταραχθεί από τη θέση ισορροπίας της. Τότε στάσιμα κύματα εμφανίζονται στη χορδή, καθώς εγκάρσια κύματα ταξιδεύουν μπρος και πίσω κατά μήκος της χορδής. Τα στάσιμα κύματα έχουν μήκος κύματος που είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του λ/2. 

			Αυξάνοντας την τάση, ή ελαττώνοντας τη μάζα ανά μονάδα μήκους της χορδής (πρακτικά κάνοντας την χορδή ελαφρύτερη), αυξάνουμε την συχνότητα. Έτσι μπάσες (bass) νότες προκαλούνται από χονδρές και, κατά επέκταση, βαριές χορδές, ενώ πρίμες νότες (treble) από ελαφριές χορδές. Τα όργανα κουρδίζονται (tuning) αλλάζοντας την τάση των χορδών. Χαμηλής συχνότητας ήχοι (πολύ μπάσες νότες) παράγονται από μακρύτερες χορδές (L μεγάλο). Για παράδειγμα συγκρίνετε το μήκος των χορδών του διπλού μπάσου με αυτή του βιολιού.  

			

			

			

			5. Συντονισμός

			

			Ας θεωρήσουμε ένα στάσιμο κύμα σε μία τεντωμένη χορδή με σταθερά άκρα. Όλα τα σωματίδια , από τα οποία αποτελείται η χορδή , ταλαντώνονται κάθετα στον άξονα της χορδής με την ίδια συχνότητα, εκτός από τα σημεία όπου υπάρχουν δεσμοί, τα οποία παραμένουν ακίνητα. Αφού, όμως, στους δεσμούς τα σωματίδια παραμένουν ακίνητοι, στο στάσιμο κύμα δε διαδίδεται ενέργεια κατά μήκος του κύματος. Η ενέργεια που έχει αποθηκευτεί στο σύστημα (η ενέργεια του αρχικού οδεύοντος κύματος) συνεχώς μεταβάλλεται από ελαστική δυναμική ενέργεια, EΔ, οπότε και το νήμα είναι στιγμιαία ακίνητο, σε κινητική ενέργεια, EΚ, οπότε, όταν η χορδή είναι οριζόντια, τα σωματίδια της έχουν τη μέγιστη ταχύτητά τους. Στις ενδιάμεσες στιγμές τα σωματίδια της χορδής έχουν και κινητική και δυναμική ενέργεια. Το πώς μεταβάλλεται η ενέργεια των σωματιδίων της χορδής σε ένα κύκλο ταλάντωσης, φαίνεται στο σχήμα 5.5.α.
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			Σχήμα 5.5 (α) Η μεταβολή της ενέργειας των σωματιδίων ταλαντευόμενης τεντωμένης χορδής με σταθερά άκρα, και (β) φαινόμενο του συντονισμού: το πλάτος της ταλάντωσης γίνεται μέγιστο , όταν η συχνότητα διέγερσης συμπίπτει ακριβώς με μία από τις συχνότητες συντονισμού.

			

			

			Εάν δεν υπάρχουν απώλειες ενέργειας, π.χ. από τριβές, τα κύματα μπορούν να ταξιδεύουν μπροστά και πίσω ανακλώμενα από τα άκρα για άπειρο χρόνο. Αν συνεχίζουμε να προσθέτουμε ενέργεια στο σύστημα, και δεδομένου ότι δεν υπάρχουν απώλειες, το πλάτος ταλάντωσης των σωματιδίων, άρα και το πλάτος του κύματος, θα αυξάνει συνεχώς. Η συχνότητα του κύματος θα παραμένει σταθερή, αφού εξαρτάται μόνο από το μήκος της χορδής. Το πλάτος της ταλάντωσης γίνεται μεγαλύτερο όσο η συχνότητα διέγερσης της χορδής πλησιάζει μία από τις ιδιοσυχνότητες του συστήματος. Το φαινόμενο αυτό ονομάζεται συντονισμός και συμβαίνει όταν:

			- δεν υπάρχει μηχανισμός απώλειας ενέργειας, και

			- οι ταλαντώσεις προκαλούνται σε μία συχνότητα που είναι ακριβώς (ή πολύ κοντά) στη συχνότητα του κανονικού ρυθμού ταλάντωσης της χορδής.

			Οι αντίστοιχες ιδιοσυχνότητες του συστήματος λέγονται συχνότητες συντονισμού. Στο σχήμα 5.5.β φαίνεται η απόκριση ενός τέτοιου συστήματος ως συνάρτηση της συχνότητας διέγερσης. Το πλάτος της ταλάντωσης γίνεται μέγιστο, όταν η συχνότητα διέγερσης συμπίπτει ακριβώς με μία από τις συχνότητες συντονισμού. Εάν οι ταλαντώσεις δεν προκαλούνται κοντά σε μια συχνότητα συντονισμού, η ενέργεια δε μεταδίδεται αποδοτικά από τον τροφοδότη στο σύστημα.

			

			

			6. Ανάκλαση και μετάδοση κυμάτων χορδής σε συνοριακή επιφάνεια

			

			Κάθε μέσον στο οποίο διαδίδονται κύματα εμφανίζει μια αντίσταση στη διάδοσή τους. Στην απλή περίπτωση που το μέσον δεν παρουσιάζει απώλειες και δεν χαρακτηρίζεται από κανένα μηχανισμό κατανάλωσης, η σύνθετη αντίσταση θα καθορίζεται από τους δύο μηχανισμούς αποθήκευσης ενέργειας, την αδράνεια και την ελαστικότητα.

			Ας περιοριστούμε σε εγκάρσια κύματα που διαδίδονται σε μια χορδή. Η εγκάρσια σύνθετη αντίσταση Ζ στη χορδή ορίζεται ως:

			[image: 4450.png] (5.21)

			

			όπου Fo είναι το πλάτος της αρμονικής δύναμης που προκαλεί την κυματική διαταραχή και uo είναι το πλάτος της εγκάρσιας σωματιδιακής ταχύτητας. Αποδεικνύεται ότι:

			[image: 4457.png] (5.22)

			

			όπου uph είναι η ταχύτητα φάσης του προκαλούμενου κύματος και Τ η τάση της χορδής. Αλλά σε μια χορδή έχουμε ήδη αναφέρει ότι:

			[image: 4465.png] (5.23)

			

			όπου ρ είναι η γραμμική πυκνότητα μάζας της χορδής. Έτσι τελικά έχουμε για την σύνθετη αντίσταση χορδής:

			[image: 4472.png] (5.24)

			Πως θα συμπεριφερθούν, όμως, τα κύματα σε μια απότομη αλλαγή της σύνθετης αντίστασης; Θεωρήστε μία χορδή που αποτελείται από δύο κομμάτια με διαφορετική σύνθετη αντίσταση, Ζ1 και Ζ2 αντίστοιχα, και ένα προσπίπτον κύμα που οδεύει κατά μήκος της χορδής και συναντάει μια ασυνέχεια στη σύνθετη αντίσταση από Ζ1 σε Ζ2 στο σημείο x = 0 (σχήμα 5.6.α). Είναι απολύτως λογικό να υποθέσουμε ότι ένα μέρος του κύματος θα ανακλαστεί, και ένα μέρος θα διαδοθεί στο κομμάτι της χορδής με σύνθετη αντίσταση Ζ2. 

			Αυτό που μας ενδιαφέρει είναι να υπολογίσουμε το πλάτος του ανακλώμενου και του μεταδιδόμενου κύματος σε σχέση με αυτό του προσπίπτοντος. Για να κάνουμε τον συγκεκριμένο υπολογισμό , χρειαζόμαστε κάποιες συνθήκες που θα συνδέουν με μαθηματικό τρόπο τα τρία κύματα, που λαμβάνουν χώρα στο πρόβλημα. Οι συνθήκες αυτές ονομάζονται συνοριακές συνθήκες:

			Α. Μια γεωμετρική συνοριακή συνθήκη ότι η απομάκρυνση του σωματιδίου που είναι ακριβώς στο σύνορο (x = 0) είναι ίδια είτε την υπολογίσουμε από δεξιά είτε από αριστερά, έτσι ώστε να μην υπάρχει ασυνέχεια στην απομάκρυνση.

			Αλλά η παραπάνω συνθήκη δεν είναι αρκετή, διότι η Φυσική υπαγορεύει ομαλή μετάβαση της μιας κυματομορφής μέσω του συνόρου στην άλλη. Στο σχήμα 5.6.β φαίνεται μια απότομη τριγωνική μετάβαση (αριστερά) και μία ομαλή συνημιτονοειδής μετάβαση (δεξιά) του πλάτους του κύματος. Αυτό που θα συμβεί είναι η δεύτερη περίπτωση, και ο λόγος είναι ότι σε διαφορετική περίπτωση μια πεπερασμένη διαφορά στη δύναμη δεξιά και αριστερά του x = 0 θα δρούσε στο σωματίδιο που βρίσκεται στο x = 0, με αποτέλεσμα την κίνησή του παράλληλα με το μήκος της χορδής, πράγμα που προφανώς αντιτίθεται στα εγκάρσια κύματα που μελετάμε.
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			Σχήμα 5.6 (α) Κύμα που οδεύει κατά μήκος χορδής η οποία αποτελείται από δύο κομμάτια με διαφορετική σύνθετη αντίσταση, και (β) απότομη τριγωνική μετάβαση (αριστερά) και ομαλή συνημιτονοειδής μετάβαση (δεξιά) του πλάτους του παραπάνω κύματος (συνέχεια της κυματοσυνάρτησης και της παραγώγου στη συνοριακή επιφάνεια).

			

			

			Μετά από την παραπάνω ανάλυση καταλήγουμε στη δεύτερη συνοριακή συνθήκη:

			Β. Η παράγωγος της κυματοσυνάρτησης ([image: 4489.png]) να είναι συνεχής στο x = 0.

			Πριν εφαρμόσουμε τις παραπάνω συνοριακές συνθήκες , γράφουμε τις κυματοσυναρτήσεις για τα τρία κύματα που συμμετέχουν στο πρόβλημα:

			Προσπίπτον κύμα:[image: 4501.png] (5.25)

			Ανακλώμενο κύμα: [image: 4513.png] (5.26)

			Μεταδιδόμενο κύμα:[image: 4520.png] (5.27)

			Σημειώστε ότι όλα τα κύματα έχουν την ίδια συχνότητα ω. Αυτά που βρίσκονται στο τμήμα της χορδής με ίδια σύνθετη αντίσταση έχουν τον ίδιο κυματάριθμο, όσον αφορά το μέτρο, καθώς ο κυματάριθμος εξαρτάται από την ταχύτητα φάσης του κύματος στο συγκεκριμένο μέσο (uph = ω/κ). Η φορά του κύματος καθορίζεται από το πρόσημο του κυματάριθμου, θετικό, όταν το κύμα οδεύει προς τα δεξιά, και αρνητικό, όταν οδεύει προς τα αριστερά.

			Εφαρμόζουμε τώρα τις συνοριακές συνθήκες, και έχουμε:

			

			Συνθήκη Α: 

			[image: 4528.png]

			[image: 4535.png] (5.28)

			Συνθήκη B: 

			[image: 4543.png]

			[image: 4550.png] (5.29)

			Για όλα τα κύματα ισχύει:

			[image: 4558.png] (5.30)

			έτσι οι παραπάνω συνθήκες Α και Β γίνονται: 

			Συνθήκη Α:[image: 4565.png] (5.31)

			Συνθήκη Β:[image: 4573.png] (5.32)

			Λύνοντας το σύστημα των εξισώσεων 5.29 και 5.32 υπολογίζουμε το συντελεστή ανάκλασης πλάτους [image: 4582.png], και το συντελεστή μετάδοσης πλάτους [image: 4597.png]: 

			Συντελεστής ανάκλασης πλάτους:[image: 4611.png] (5.33)

			Συντελεστής μετάδοσης πλάτους:[image: 4618.png] (5.34)

			

			Βλέπουμε ότι οι παραπάνω συντελεστές:

			- δεν εξαρτώνται από το ω , και ισχύουν συνεπώς για κύματα όλων των συχνοτήτων, και

			- είναι πραγματικοί αριθμοί και συνεπώς απαλλαγμένοι από αλλαγές φάσης εκτός από την αλλαγή κατά π που θα αλλάξει το πρόσημο του ανακλώμενου όρου.

			Οι λόγοι αυτοί εξαρτώνται ολοκληρωτικά από τους λόγους των σύνθετων αντιστάσεων. Αν [image: 4626.png], που σημαίνει π.χ. ότι το σημείο στο x = 0 είναι καρφωμένο, τότε δεν υπάρχει μεταδιδόμενο κύμα. Σ’ αυτή την περίπτωση [image: 4633.png]

, που σημαίνει ότι έχουμε 100% ανάκλαση στο σύνορο (αντιστροφή φάσης κατά π), όπως ήδη έχουμε επισημάνει για κύματα που διαδίδονται σε καρφωμένες στα άκρα χορδές, και είναι αναγκαία για τη δημιουργία στάσιμων κυμάτων. Μια κυματομάδα που περιέχει πολλές συχνότητες θα διατηρήσει το σχήμα της κατά την ανάκλαση, αλλά θα υποστεί αναστροφή.    

			

			

			7. Ενέργεια κυμάτων χορδής σε συνοριακή επιφάνεια

			

			Σε αυτή την παράγραφο θα εξετάσουμε τι συμβαίνει στην ενέργεια ενός κύματος, όταν συναντά ένα σύνορο μεταξύ δύο μέσων με διαφορετική τιμή σύνθετης αντίστασης. Έχουμε δείξει από το προηγούμενο κεφάλαιο ότι η ενέργεια ανά μονάδα μήκους των ταλαντωτών που μεταδίδουν το κύμα είναι [image: 4641.png]. Επειδή το κύμα οδεύει με ταχύτητα ίση 

με uph, ο ρυθμός με τον οποίο μεταδίδεται η ενέργεια κατά μήκος της χορδής είναι ίση με την ισχύ, P. Επειδή P = Euph έχουμε:

			[image: 4648.png] (5.35)

			

			Στο συγκεκριμένο πρόβλημα του συνόρου, ο ρυθμός με τον οποίο φτάνει ενέργεια στο x = 0 είναι ο ρυθμός της ενέργειας του προσπίπτοντος κύματος, δηλαδή:

			[image: 4656.png] (5.36)

			

			Ο ρυθμός με τον οποίο απομακρύνεται ενέργεια από το σύνορο, μέσω του ανακλώμενου και του μεταδιδόμενου κύματος είναι:

			[image: 4663.png] (5.37)

			

			Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις 5.33 και 5.34 που έχουμε ήδη αποδείξει, η εξίσωση 5.37 γίνεται:

			[image: 4671.png] (5.38)

			

			Συγκρίνοντας την εξίσωση 5.36 με την εξίσωση 5.38 καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι όλη η ενέργεια που φτάνει στο σύνορο με το προσπίπτον κύμα απομακρύνεται από το σύνορο με το μεταδιδόμενο κύμα.

			Με βάση τις παραπάνω σχέσεις μπορούμε να υπολογίσουμε τους συντελεστές ανάκλασης και μετάδοσης ενέργειας ή έντασης ως εξής:

			Συντελεστής ανάκλασης ενέργειας ή έντασης = ανακλώμενη ενέργεια / προσπίπτουσα ενέργεια, δηλαδή:

			[image: 4680.png] (5.39)

			

			

			Συντελεστής μετάδοσης ενέργειας ή έντασης = μεταδιδόμενη ενέργεια / προσπίπτουσα ενέργεια, δηλαδή:

			[image: 4693.png] (5.40)

			

			

			8. Διάθλαση κυμάτων

			

			Όπως έχουμε εξηγήσει σε προηγούμενο κεφάλαιο, η φασική ταχύτητα των μηχανικών κυμάτων εξαρτάται από την ελαστική και την αδρανειακή ιδιότητα του μέσου μέσα στο οποίο διαδίδονται. Όταν ένα μηχανικό κύμα διαδοθεί από ένα υλικό σε ένα άλλο υλικό (με διαφορετική φασική ταχύτητα), τότε, και εάν προσπίπτει στη διεπιφάνεια των δύο υλικών υπό γωνία, η πορεία του κύματος στο δεύτερο υλικό εκτρέπεται (βλ. σχήμα 5.7). Η εκτροπή αυτή ονομάζεται διάθλαση του κύματος, και οφείλεται στο γεγονός ότι, όταν το μέτωπο του κύματος (μικρές μαύρες παράλληλες γραμμές στο σχήμα 5.7) βρεθεί ακριβώς στο σύνορο των δύο περιοχών, ένα μέρος κινείται ακόμα στο ένα υλικό και ένα μέρος στο άλλο. Το αποτέλεσμα τελικά θα είναι η εκτροπή του μετώπου του κύματος, όταν αυτό εισέλθει πλήρως στο δεύτερο υλικό.
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			Σχήμα 5.7 Κύμα (την πορεία του κύματος τη δείχνει η κόκκινη γραμμή) που προσπίπτει υπό γωνία θ1 (σε σχέση με την κάθετο στη συνοριακή επιφάνεια, μπλε διακεκομμένη γραμμή) πάνω σε συνοριακή επιφάνεια μεταξύ δύο υλικών με διαφορετική φασική ταχύτητα uph1 και uph2 αλλάζει κατεύθυνση , και κινείται πλέον σε νέα γωνία θ2.

			

			

			Γενικά, αν θ1 είναι η γωνία πρόσπτωσης του κύματος στη διεπιφάνεια των δύο υλικών (σε σχέση με την κάθετο) και θ2 είναι η γωνία εξόδου της πορείας του κύματος στο δεύτερο υλικό, στη διάθλαση ισχύει ο παρακάτω νόμος (γνωστός και ως νόμος του Snell):

			[image: 4712.png] (5.41)

			

			

			9. Φαινόμενο Doppler

			

			Οποτεδήποτε υπάρχει σχετική κίνηση μεταξύ της πηγής των κυμάτων και του δέκτη, η συχνότητα των κυμάτων που ανιχνεύει ο δέκτης είναι διαφορετική από αυτή που θα ανίχνευε ο ίδιος δέκτης, αν δεν υπήρχε σχετική κίνηση. Αυτό το φαινόμενο είναι γνωστό ως φαινόμενο Doppler (Ντόπλερ), προς τιμήν του Αυστριακού φυσικού C.J. Doppler. 

			Το φαινόμενο εξηγείται ποιοτικά, αν παρατηρήσουμε τη σχηματική του αναπαράσταση στο σχήμα 5.8.α. Θεωρήστε ένα αεροπλάνο που κινείται προς το μέρος ενός ακίνητου ακροατή. Έστω ότι τα ηχητικά κύματα, που εκπέμπονται από τις μηχανές του αεροπλάνου, έχουν μια καθορισμένη συχνότητα ν. Ο ακροατής όμως λόγω της κίνησης του αεροπλάνου προς το μέρος του θα λαμβάνει τα μέγιστα των ηχητικών κυμάτων (οι κύκλοι του σχήματος) με συχνότητα ν’ μεγαλύτερη από αυτή που πραγματικά έχουν (σχηματικά αυτό δείχνεται με το πύκνωμα των κύκλων). Στην περίπτωση που το αεροπλάνο απομακρυνόταν από τον ακροατή, είναι προφανές ότι οι κύκλοι θα αραίωναν (δες πίσω μέρος του αεροπλάνου στο σχήμα 5.8.α), και ότι η συχνότητα του κύματος, που θα άκουγε ο ακροατής, θα ήταν μικρότερη από την πραγματική.

			Ας ποσοτικοποιήσουμε το φαινόμενο Doppler για τις εξής τέσσερις περιπτώσεις: 

			

			- Ο δέκτης πλησιάζει ακίνητο πομπό με ταχύτητα urec (σχήμα 5.8.β).

			Η συχνότητα ν’ που ανιχνεύει ο δέκτης είναι ίση με τον αριθμό των κυμάτων που φτάνουν σε αυτόν ανά μονάδα χρόνου, δηλαδή:

			[image: 4720.png]

			[image: 4727.png] (5.42)

			

			- Ο δέκτης απομακρύνεται από ακίνητο πομπό με ταχύτητα urec (σχήμα 5.8.γ).

			Παρόμοια , όπως προηγουμένως , έχουμε:

			[image: 4735.png]

			[image: 4742.png] (5.43)

			

			- Ο πομπός πλησιάζει ακίνητο δέκτη με ταχύτητα us (σχήμα 5.8.δ).

			Όταν η πηγή κινείται προς ένα ακίνητο παρατηρητή, το αποτέλεσμα είναι η μείωση του μήκους κύματος, γιατί η πηγή ακολουθεί τα πλησιάζοντα κύματα, και, συνεπώς, τα μέτωπα πλησιάζουν μεταξύ τους. Αν η συχνότητα της πηγής είναι ν και η ταχύτητά της us, τότε στην διάρκεια κάθε ταλαντώσεως καλύπτει απόσταση us/ν και κάθε μήκος κύματος μικραίνει κατά το ποσό αυτό. Άρα το μήκος κύματος που φτάνει στον παρατηρητή είναι δεν είναι [image: 4751.png], αλλά [image: 4758.png]. Επομένως η συχνότητα του ήχου που λαμβάνει ο δέκτης είναι:

			[image: 4766.png]

			[image: 4775.png] (5.44)
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			Σχήμα 5.8 (α) Σχηματική αναπαράσταση του φαινομένου Doppler. Χαρακτηριστικές περιπτώσεις σχετικής κίνησης πομπού (s) και δέκτη (r): (β) δέκτης πλησιάζει ακίνητο πομπό με ταχύτητα urec, (γ) δέκτης απομακρύνεται από ακίνητο πομπό με ταχύτητα urec, (δ) πομπός πλησιάζει ακίνητο δέκτη με ταχύτητα us, και (ε) πομπός απομακρύνεται από ακίνητο δέκτη με ταχύτητα us.

			

			

			- Ο πομπός απομακρύνεται από ακίνητο δέκτη με ταχύτητα us (σχήμα 5.8.ε).

			Αν η πηγή απομακρύνεται από τον παρατηρητή, το εκπεμπόμενο μήκος κύματος είναι κατά us/ν μεγαλύτερο από το λ. Έτσι ο δέκτης λαμβάνει μια μειωμένη συχνότητα:

			[image: 4799.png] (5.45)

				

			

			Συνοψίζοντας τις παραπάνω τέσσερις περιπτώσεις, μπορούμε να πούμε ότι, στην περίπτωση που τόσο ο πομπός όσο και ο δέκτης κινούνται μέσα στο μέσο διάδοσης, με ταχύτητες us και urec, αντίστοιχα, ο δέκτης λαμβάνει μια συχνότητα που δίνεται από τη σχέση:

			[image: 4806.png] (5.46)

			

			όπου τα πάνω πρόσημα είναι (– στον παρανομαστή, + στον αριθμητή) αντιστοιχούν σε πομπό και δέκτη που πλησιάζουν ο ένας τον άλλο κατά μήκος της γραμμής που τους ενώνει, και τα κάτω πρόσημα (+ στο παρανομαστή, – στον αριθμητή), όταν απομακρύνονται ο ένας από τον άλλο.

			

			

			10. Ασκήσεις

			

			Άσκηση 5.1: Δύο κύματα, που διαδίδονται στην ίδια διεύθυνση, έχουν κυματοσυναρτήσεις y1 = 3sin(2π440t–2,6πx+30°) και y2 = 3sin(2π440t–2,6πx+60°). Τα δύο κύματα συμβάλλουν. Να βρεθεί κυματοσυνάρτηση της επαλληλίας τους και η ταχύτητα ομάδας της.

			

			Άσκηση 5.2: Δύο κύματα με κυματοσυναρτήσεις y1 = 3sin(200t–6x) και y2 = 3sin(200t+6x) συμβάλλουν, καθώς κινούνται σε αντίθετες κατευθύνσεις. Βρείτε το στάσιμο κύμα που προκύπτει από την επαλληλία τους. Βρείτε τις μαθηματικές σχέσεις που ορίζουν τις θέσεις των δεσμών και των κοιλιών του στάσιμου κύματος.

			

			Άσκηση 5.3: Ένα στάσιμο κύμα δίνεται από τη σχέση y = 3,3sin(9t)cos(4x) (SI). Αν θεωρήσουμε ότι προέρχεται από τη συμβολή δύο ίδιων κυμάτων που κινούνται σε αντίθετες κατευθύνσεις, ποια είναι αυτά τα κύματα; (δώστε κυματοσυναρτήσεις)

			

			Άσκηση 5.4: Δυο χορδές ίδιου μήκους, L, και ίδιας γραμμικής πυκνότητας, ρ, κρατούνται ακίνητες στα δυο άκρα τους. Με τι λόγο τάσεων, T1/T2, πρέπει να τεντωθούν, ώστε η τρίτη (3η) αρμονική της πρώτης να είναι ίδια με την έκτη (6η) αρμονική της δεύτερης; 

			

			Άσκηση 5.5: Σε ένα χώρο συνυπάρχουν δυο κύματα με κυματοσυναρτήσεις y1 = 3sin(680πt+2πx) και y2 = 3sin(680πt–2πx) (SI), όπου y1, y2 η απομάκρυνση από τη θέση ισορροπίας, t ο χρόνος και x οι θέσεις ισορροπίας των συζευγμένων ταλαντωτών. Βρείτε το σύνθετο κύμα που θα προκύψει από την επαλληλία των παραπάνω (αναλυτική μαθηματική περιγραφή και επεξήγησή του). Πόσο απέχει ο δεύτερος δεσμός και η δεύτερη κοιλία από το x = 0;

			

			Άσκηση 5.6: Ένα ασθενοφόρο κινείται στον αυτοκινητόδρομο ισοταχώς με ταχύτητα 33,5m/sec. Η σειρήνα του εκπέμπει ήχο συχνότητας 400Hz. Ποια η συχνότητα που ακούει ο οδηγός ενός αυτοκινήτου που κινείται ισοταχώς, αλλά αντίθετα προς το ασθενοφόρο με ταχύτητα 24,6m/sec (α) όταν πλησιάζει το ασθενοφόρο, και (β) όταν απομακρύνεται από αυτό;

			

			Άσκηση 5.7: Σε μια χορδή μήκους L = 1m με πακτωμένα τα δύο άκρα της, διεγείρουμε τη δεύτερη αρμονική (n = 2) στην συχνότητα ν2 = 400Hz. Αν η τάση της χορδής είναι Τ = 10Ν, ποια η γραμμική πυκνότητα της χορδής;

			

			Άσκηση 5.8: Η χορδή ενός βιολιού έχει μήκος 50cm , και χορδίζεται με τέτοιο τρόπο , ώστε να παράγει βασικό τόνο συχνότητας 440Hz (A4). (α) βρείτε την περίοδο της ταλάντωσής της, (β) σε τι απόσταση από το πάνω μέρος (κλειδιά) πρέπει να πατηθεί με το δάκτυλο η χορδή, για να αυξηθεί η συχνότητά της στα 880Hz (A5); (γ) υποθέστε ότι θέλετε να αλλάξετε την τάση της χορδής, για να χαμηλώσετε τον τόνο στα 220Hz (A3). Θα χρειαστεί να αυξήσετε ή να μειώσετε την τάση, και με τι παράγοντα;

			

			Άσκηση 5.9: Μια χορδή έχει μήκος L = 0,5m και είναι πακτωμένη στα δύο άκρα της με γραμμική πυκνότητα μάζας ρ = 0,025kg/m , και έχει τεντωθεί με τάση Τ = 1N. Πόση είναι η συχνότητα που συντονίζει την 5η αρμονική και πόσο απέχουν δύο διαδοχικοί δεσμοί της;

			

			Άσκηση 5.10: Στάσιμο κύμα προέκυψε από τη συμβολή δύο κυμάτων της μορφής y1 = Αsin(ωt–κx) και y2 = Αsin(ωt+κx). Δίνεται ότι δύο διαδοχικοί δεσμοί απέχουν 20cm και ότι ένα σημείο που βρίσκεται σε κοιλία ταλαντώνεται με συχνότητα 5Ηz και πλάτος 8cm. Να γραφεί η κυματοσυνάρτηση του στάσιμου κύματος.

			

			Άσκηση 5.11: Ηχητικό κύμα πέφτει κάθετα σε τοίχο και μετά την ανάκλασή του σχηματίζεται στάσιμο κύμα μπροστά από τον τοίχο. Στο σημείο Α του τοίχου που ανακλάται το κύμα έχουμε δεσμό. Επίσης δεσμό έχουμε σε ένα σημείο Β που απέχει από το Α απόσταση 40cm. Η ταχύτητα διάδοσης του ήχου είναι 340m/sec και η συχνότητά του 1700Ηz. Να προσδιορισθεί ο αριθμός και η θέση των κοιλιών μεταξύ Α και Β.

			

			Άσκηση 5.12: Τα άκρα χορδής μήκους 80cm είναι στερεωμένα. Πάνω στη χορδή διαδίδεται κύμα συχνότητας 100Ηz και ταχύτητας υ, το οποίο, αφού ανακλαστεί, δημιουργεί στάσιμο κύμα. Αν σχηματίζονται δύο κοιλίες, να βρεθεί η υ. Αν η γραμμική πυκνότητα της χορδής είναι 30g/m, να βρεθεί η τάση που είναι τεντωμένη η παραπάνω χορδή.

			

			Άσκηση 5.13: Στάσιμο κύμα περιγράφεται στο SI από την κυματοσυνάρτηση y = 3sin(2πt)cos(20πx/3). Ποια η απομάκρυνση σημείου Β με xB=0,4m την στιγμή κατά την οποία ένα άλλο σημείο Γ με xΓ = 0,25m έχει απομάκρυνση yΓ = 0,1m;

			

			Άσκηση 5.14: Ένα θαλάσσιο κύμα με μήκος κύματος 3,0m ταξιδεύει σε ένα θαλάσσιο χώρο που ο πυθμένα είναι βαθύς με φασική ταχύτητα 16,0m/sec. Ξαφνικά εισέρχεται σε περιοχή που ο πυθμένας είναι αβαθής. Εάν η γωνία εισόδου του κύματος στη διεπιφάνεια του νερού με βαθύ και αβαθή πυθμένα είναι 53°, και διαθλάται στην περιοχή του αβαθούς πυθμένα με γωνία 30°, να υπολογίσετε ποια είναι η φασική ταχύτητα και το μήκος κύματος του κύματος στην περιοχή του αβαθούς πυθμένα (βλ. σχήμα 5.9).
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			Σχήμα 5.9 Σχηματική αναπαράσταση διάθλασης ακουστικών κυμάτων στη θάλασσα, όταν αυτά εισέρχονται από περιοχές με βαθύ πυθμένα σε περιοχές με αβαθή πυθμένα.

			

			

			

		

	
		
			6. Ηχητικά κύματα

			

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται με λεπτομέρεια τα διαμήκη μηχανικά κύματα που διαδίδονται στα αέρια και

			εισάγεται η έννοια των ηχητικών κυμάτων. Δίνεται το παράδειγμα της επαλληλίας ηχητικών κυμάτων στις περιπτώσεις του ανοικτού και ημι-ανοικτού σωλήνα και οι αντίστοιχες συνθήκες συντονισμού. Παρουσιάζονται

			επίσης οι συνθήκες συντονισμού και οι κανονικοί τρόποι ταλάντωσης πακτωμένων κυκλικών μεμβρανών. Έπειτα ορίζεται η έννοια της έντασης των ηχητικών κυμάτων και η έννοια των dB έντασης ήχου. Παρουσιάζονται οι πηγές, τα κυματομέτωπα και οι τρόποι διάδοσης επίπεδων, κυλινδρικών και σφαιρικών κυμάτων και υπολογίζεται η έντασή τους σε συνάρτηση με την απομάκρυνσή τους από την πηγή.

			

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Απαιτείται η γνώση των προηγούμενων κεφαλαίων. 

			

			1. Ορισμός διαμηκών κυμάτων

			

			Θεωρήστε μερικά σωματίδια συνδεμένα από μια σειρά από ελατήρια, όπως δείχνεται στο σχήμα 6.1.α. Θεωρήστε, επίσης, ότι τα ελατήρια είναι πλήρως ελαστικά, και υπακούουν στο νόμο του Hooke. Εάν ένα σωμάτιο κινηθεί προς τα δεξιά, το ελατήριο, που είναι συνδεμένο από δεξιά, θα συσπειρωθεί, ενώ, το ελατήριο που είναι συνδεμένο από τα αριστερά, θα επιμηκυνθεί. Τόσο η συσπείρωση όσο και επιμήκυνση θα επηρεάσουν τα σωμάτια που γειτονεύουν με το αρχικό, και ούτω καθεξής. 

			Εάν το πρώτο σωμάτιο κινηθεί με απλή αρμονική κίνηση, όλα τα άλλα θα κινηθούν, επίσης, με απλή αρμονική κίνηση. Είναι σημαντικό να τονίσουμε ότι η φάση στην οποία κινούνται τα διάφορα σωμάτια είναι διαφορετική από τη φάση του αρχικού.

			Αν παρατηρήσουμε το σχήμα 6.1.β , θα δούμε ότι μια διαταραχή (πύκνωμα ή αραίωμα) ταξιδεύει και αυτό προς την ίδια κατεύθυνση προς την οποία κινούνται τα σωμάτια. Άρα, σε αντίθεση με τα εγκάρσια κύματα, σε αυτήν την περίπτωση, τα κύματα ταξιδεύουν στην ίδια διεύθυνση με τη σωματιδιακή κίνηση. Τέτοια κύματα ονομάζονται διαμήκη κύματα. 
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			Σχήμα 6.1 Διαμήκη κύματα σε ελατήριο: (α) μηχανισμός παραγωγής, και (β) αραιώματα και πυκνώματα.

			

			

			Για ευκολία, θα παραστήσουμε τη μετατόπιση (στον x-άξονα δεξιά-αριστερά) οποιουδήποτε σωματιδίου από τη θέση ισορροπίας, που βρίσκεται στο x, με το γράμμα y. Τότε η εξίσωση ενός διαμήκους κύματος που κινείται προς τα δεξιά μπορεί να γραφτεί ως:

			[image: 4829.png] (6.1)  

			Είναι σημαντικό να τονίσουμε ότι x και y είναι συντεταγμένες που μετρούν μήκη στην ίδια διεύθυνση.

			

			

			2. Ηχητικά κύματα

			

			Τα ηχητικά κύματα είναι διαμήκη μηχανικά κύματα, που μπορούν να διαδοθούν σε υγρά, στερεά και αέρια. Τα σωματίδια, διαμέσου των οποίων διαδίδονται τα ηχητικά κύματα, ταλαντώνονται στη διεύθυνση διάδοσης του κύματος. Ανάλογα με τη συχνότητά τους, τα διακρίνουμε στα ακουστά, στα υποηχητικά και στα υπερηχητικά.

			Ακουστά λέγονται τα ηχητικά κύματα που διεγείρουν το ανθρώπινο αυτί και τον ανθρώπινο εγκέφαλο. Η περιοχή αυτή εκτείνεται περίπου από 20Hz έως 2kHz.

			Υποηχητικά λέγονται τα ηχητικά κύματα που έχουν συχνότητα χαμηλότερα από την ακουστή περιοχή. Παραδείγματα τέτοιων κυμάτων είναι τα σεισμικά κύματα.

			Υπερηχητικά λέγονται τα ηχητικά κύματα που έχουν συχνότητα υψηλότερα από την ακουστή περιοχή. Παραδείγματα τέτοιων κυμάτων είναι τα κύματα που εκπέμπονται από τους πιεζοηλεκτρικούς κρυστάλλους.

			Η εξίσωση 6.1 , που περιγράφει τα διαμήκη κύματα, περιγράφει και τα εγκάρσια κύματα, με y να είναι η απομάκρυνση από την θέση ισορροπίας του σωματίου που βρίσκεται, όταν ισορροπεί στη θέση x. Σημειώνεται ότι στα διαμήκη κύματα το y και το x είναι αποστάσεις πάνω στον ίδιο άξονα. 

			Τα διαμήκη κύματα είναι διαδοχικές περιοχές μεγάλης (πύκνωμα) και μικρής (αραίωμα) συγκέντρωσης σωματιδίων, όπως φαίνεται στο σχήμα 6.2.α. Ειδικά για τα κύματα ήχου στον αέρα το πύκνωμα αντιστοιχεί σε περιοχή υψηλής και το αραίωμα σε περιοχή χαμηλής πίεσης. Αλλαγές πίεσης προκαλούν σχετικές αλλαγές στον όγκο του αερίου. Ο λόγος της μεταβολής της πιέσεως ενός σώματος προς την προκύπτουσα σχετική μεταβολή όγκου είναι το μέτρο ελαστικότητας όγκου, το γνωστό από την ταχύτητα φάσης, ΒV :

			[image: 4836.png] (6.2)

			

			Το ΒV είναι θετική ποσότητα, καθώς μια αύξηση της πιέσεως προκαλεί μείωση του όγκου. Από την εξίσωση 6.2 έχουμε:

			[image: 4844.png] (6.3)

			

			Η εξίσωση 6.3 ισχύει μόνο για διαμήκη κύματα, διότι εκεί οι αλλαγές όγκου λαμβάνουν χώρα στηδιεύθυνση της μετατόπισης από τη θέση ισορροπίας, και η σχετική αλλαγή όγκου είναι ανάλογη με τη σχετική μετατόπιση από τη θέση ισορροπίας (Δy/Δx). Με βάση την εξίσωση 6.1, έχουμε:

			[image: 4851.png] (6.4)

			

			Γνωρίζοντας ότι:

			[image: 4859.png] (6.5)

			και χρησιμοποιώντας την εξίσωση 6.3, έχουμε τελικά ότι:

			[image: 4868.png] (6.6)

			Σημειώνεται ότι η μετατόπιση, y, από τη θέση ισορροπίας εξαρτάται από το [image: 4880.png], ενώ οι αλλαγές πίεσης, Δp, εξαρτώνται από το [image: 4892.png], οπότε έχουν μια διαφορά φάσης π/2 (σχήμα 6.2.β). Έτσι, η πίεση μεγιστοποιείται , όταν η μετατόπιση από τη θέση ισορροπίας είναι μηδέν.

			

			[image: C:\Documents and Settings\EB\Desktop\TO TAKE\Kallipos\Kallipos - Writing\Kallipos - Sximata png\Sxima_6_2.png]

			

			Σχήμα 6.2 Διαμήκη ηχητικά κύματα: (α) μεταβολές πίεσης και θέσης των σωματιδίων, και (β) αναλυτικά η μετατόπιση των σωματιδίων και οι αλλαγές πίεσης, όπου φαίνεται η διαφορά φάσης μεταξύ τους.

			

			

			3. Επαλληλία ηχητικών κυμάτων

			

			Δύο ηχητικά κύματα συμβάλλουν ενισχυτικά, όταν η πυκνότητα, ή η πίεση, αυξάνουν λόγω της υπέρθεσης. Θεωρήστε ηχητικά κύματα μέσα σε ένα σωλήνα, όπου τα κύματα έχουν το ίδιο πλάτος και την ίδια συχνότητα, αλλά ταξιδεύουν σε αντίθετες κατευθύνσεις. Ανάλογα με το είδος του σωλήνα, μπορούμε να διακρίνουμε δύο γενικές περιπτώσεις: 

			

			3.1. Περίπτωση 1: ημι-ανοικτός σωλήνας

			

			Ο σωλήνας είναι κλειστός μόνο από το ένα άκρο (σχήμα 6.3.α).

			

			[image: C:\Documents and Settings\EB\Desktop\TO TAKE\Kallipos\Kallipos - Writing\Kallipos - Sximata png\Sxima_6_3.png]

			

			Σχήμα 6.3 Στάσιμα ηχητικά κύματα σε (α) ημι-ανοικτό σωλήνα, και (β) σωλήνα ανοικτό και από τα δύο άκρα.

			

			

			Στο κλειστό άκρο, η μετατόπιση των σωματιδίων του αέρα μέσα στο σωλήνα πρέπει να είναι μηδέν, γιατί το κλείσιμο απαγορεύει κάθε μετατόπιση στο σημείο αυτό. Οι επιτρεπόμενες συχνότητες για στάσιμα κύματα προσμετρούνται από το μήκος του σωλήνα:

			[image: 4914.png],  n = 1, 3, 5, … (n =  περιττό) (6.7) 

			Η βασική συχνότητα υπολογίζεται όταν n = 1 και οι παραπάνω συχνότητες ονομάζονται αρμονικές (n = 3, 5, 7,…). Στο σχήμα 6.3.α δίνεται μια γραφική αναπαράσταση της μετατόπισης, y, των σωματιδίων του αέρα καθώς και της πίεσης κατά μήκος του σωλήνα. Οι μετατοπίσεις των σωματιδίων είναι μεταξύ –Αο και +Αο.

			

			3.2. Περίπτωση 2: ανοικτός σωλήνας

			

			Θεωρήστε την περίπτωση του ανοικτού και από τις δύο πλευρές σωλήνα (σχήμα 6.3.β). Είναι φυσικό στα δύο άκρα του σωλήνα να έχουμε Δp = 0, και έτσι να έχουμε δεσμούς πίεσης, και, συνεπώς, κοιλίες μετατόπισης (y = [image: 4922.png]Aο). Οι επιτρεπόμενες συχνότητες για στάσιμα κύματα δίνονται ξανά ως συνάρτηση του μήκους του σωλήνα:

			[image: 4929.png],  n = 1, 2, 3, … (6.8) 

			

			και υπάρχουν όλες οι αρμονικές της βασικής, περιττές και άρτιες. Πρέπει, επίσης, να τονιστεί ο ρόλος της διαμέτρου του σωλήνα. Η διάμετρος του σωλήνα έχει να κάνει με το πλάτος των στάσιμων κυμάτων, δηλαδή με την έντασή τους. 

			

			

			4. Ήχοι από μεμβράνες

			

			Θεωρήστε μια τεντωμένη εύκαμπτη μεμβράνη σαν αυτή ενός τύμπανου. Αν τη διαταράξουμε με ένα κτύπημα από την θέση ισορροπίας, ένας δισδιάστατος παλμός ξεκινάει από το σημείο όπου χτυπήσαμε, και κατευθύνεται προς την περιφέρεια. Εάν η περιφέρεια είναι ακίνητη (στερεωμένη), η ενέργεια θα ανακλαστεί πλήρως, και ένας παλμός θα επιστρέψει πίσω προς το κέντρο. Αν κάποιο σημείο της μεμβράνης δονείται εξαναγκασμένα, δημιουργούνται συρμοί κυμάτων που πηγαίνουν προς την περιφέρεια και ανακλώνται.

			

			[image: C:\Documents and Settings\EB\Desktop\TO TAKE\Kallipos\Kallipos - Writing\Kallipos - Sximata png\Sxima_6_4.png]

			

			Σχήμα 6.4 Στάσιμα κύματα σε μεμβράνη: οι πέντε πρώτοι κανονικοί τρόποι ταλάντωσης (από αριστερά προς τα δεξιά) και οι αντίστοιχες ιδιοσυχνότητες. Στην πάνω σειρά (δισδιάστατη απεικόνιση), το + (μαύρο χρώμα) σημαίνει κίνηση προς τα πάνω και το – (άσπρο χρώμα) κίνηση προς τα κάτω. Στην κάτω σειρά δίνονται οι ίδιες περιπτώσεις σε ψευδο-τρισδιάστατη μορφή.

			

			

			Ακριβώς όπως στην περίπτωση της χορδής (μία διάσταση), έτσι κι εδώ δημιουργούνται δισδιάστατα στάσιμα κύματα, που πάντα θα έχουν δεσμό στην ακίνητη περιφέρεια. Καθένα  από αυτά τα στάσιμα κύματα έχει μια χαρακτηριστική συχνότητα, που ονομάζεται και ιδιοσυχνότητα της μεμβράνης. Η μικρότερη από αυτές τις συχνότητες λέγεται θεμελιώδης, και οι επόμενες λέγονται αρμονικές. Μια οποιαδήποτε κίνηση της μεμβράνης μπορεί να θεωρηθεί σαν μια υπέρθεση της βασικής συχνότητας με κάποιες από τις αρμονικές. Η συγκεκριμένη κίνηση θα διεγείρει ηχητικά κύματα ανάλογου φάσματος συχνοτήτων.

			Καθεμία από τις ιδιοσυχνότητες αντιστοιχεί σε ένα κανονικό τρόπο ταλάντωσης της μεμβράνης. Οι πέντε πρώτοι κανονικοί τρόποι αναπαρίστανται στο σχήμα 6.4, όπου το + (μαύρο χρώμα) σημαίνει κίνηση προς τα πάνω και το – (άσπρο χρώμα) κίνηση προς τα κάτω. Σημειώστε ότι η ιδιοσυχνότητα κάθε κανονικού τρόπου ταλάντωσης δεν είναι ακέραιο πολλαπλάσιο της βασικής, όπως συμβαίνει στο μονοδιάστατο πρόβλημα της χορδής. Συγκεκριμένα, οι ιδιοσυχνότητες της ταλάντωσης της μεμβράνης του σχήματος 6.4 είναι: ν1 (βασική ιδιοσυχνότητα), 1,59ν1, 2,13ν1, 2,30ν1, και 2,65ν1. Οι συναρτήσεις που περιγράφουν τους κανονικούς τρόπους ταλάντωσης δεν είναι απλές αρμονικές αλλά πιο πολύπλοκες, που όμως,  μηδενίζονται για ορισμένες τιμές των συντεταγμένων για όλους τους χρόνους (στάσιμα κύματα).        

			

			

			5. Ένταση ηχητικών κυμάτων

			

			Τα ηχητικά κύματα είναι διαμήκη κύματα που χαρακτηρίζονται από μεταβολές στην πίεση, ή την πυκνότητα, του υλικού διαμέσου στο οποίο διαδίδονται. Οι συγκεκριμένες μεταβολές πιέσεως (ΔP) είναι πολύ μικρές, της τάξεως του 1Pa (για σύγκριση, η ατμοσφαιρική πίεση είναι περίπου 105 Pa). Όπως έχει ήδη αποδειχτεί, οι μεταβολές της πίεσης , που συνθέτουν το ηχητικό κύμα, μπορούν να υπολογιστούν από τη σχέση:

			[image: 4944.png] (6.9)

			Η παράμετρος [image: 4952.png] ονομάζεται πλάτος πίεσης, Δpmax.

			Η ένταση των ηχητικών κυμάτων, όπως και κάθε κύματος, I, είναι ίση με το λόγο της ισχύος του κύματος ανά επιφάνεια, s. Η ισχύς ενός κύματος μετριέται συνήθως σε W/m2. Στο κεφάλαιο 5 είχε αποδειχτεί ότι η ισχύς, P, ενός κύματος δίνεται από τη σχέση:

			[image: 4961.png] (6.10)

			

			οπότε, συνδυάζοντας τις εξισώσεις 6.9 και 6.10, έχουμε

			[image: 4973.png] (6.11)

			

			Σε αυτό το σημείο αξίζει να αναφέρουμε ότι η ταχύτητα του ήχου στα αέρια δίνεται από τη σχέση:

			[image: 4985.png] (6.12)

			

			όπου γ είναι ο αδιαβατικός δείκτης, p είναι η πίεση του αερίου και ρ η πυκνότητά του. Τελικά, όμως, για ιδανικά αέρια έχουμε:

			[image: 4992.png] (6.13)

			

			όπου πλέον η πίεση και η πυκνότητα του αερίου εξαλείφονται, και η ταχύτητα φάσης εξαρτάται μόνο από τη θερμοκρασία, Τ, και το μοριακό βάρος, Μ.Β., του αερίου. 

			

			

			6. Ορισμός του deciBel

			

			Το ανθρώπινο αυτί είναι ένας πολύ ευαίσθητος ανιχνευτής ήχου -η ευαισθησία του εξαρτάται από τη συχνότητα του ήχου- και μπορεί να ανιχνεύσει ήχους που διαφέρουν στην ένταση πολλές τάξης μεγέθους. Αυτή η τεράστια γκάμα ηχητικών εντάσεων, που το ανθρώπινο αυτή μπορεί να καταγράψει, οδήγησε στην απαίτηση της χρήσης μιας κλίμακας μέτρησης ισχύος που να πλησιάζει την ηχητική ανθρώπινη αντίληψη. Η κλίμακα αυτή είναι γνωστή ως κλίμακα deciBel, και είναι λογαριθμική.

			Έτσι, εξ’ ορισμού, η ηχητική ένταση σε deciBel (dB), β, δίνεται από τη σχέση:

			[image: 5000.png] (6.14)

			

			όπου Ι είναι η μετρούμενη ένταση σε W/m2 και Ιο η ένταση κατωφλίου σε συχνότητα 1kHz κάτω από την οποία δεν αντιλαμβάνεται ήχο το μέσο ανθρώπινο αυτί (~10-12W/m2). Στον πίνακα 6.1 δίνονται μερικά χαρακτηριστικά παραδείγματα εντάσεως ήχων σε dΒ. 
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			Πίνακας 6.1 Εντάσεις σε dB μερικών χαρακτηριστικών ήχων.

			

			

			Στον παραπάνω πίνακα είναι εμφανές ότι τα dΒ είναι μια λογαριθμική κλίμακα. Η πραγματική ένταση του ήχου σε W/m2 αυξάνει δραματικά με την αύξηση των dΒ.

			

			

			7. Ελεύθερη διάδοση ηχητικών κυμάτων

			

			7.1. Κυματομέτωπα

			

			Η κατεύθυνση προς την οποία τα κύματα εξαπλώνονται , αρχίζοντας από την πηγή, λέγονται «ακτίνες». Ένα κυματομέτωπο είναι μια επιφάνεια όπου όλα τα σημεία της έχουν την ίδια φάση ταλάντωσης, και είναι κάθετη στις «ακτίνες». Στο σχήμα 6.5 δίνονται τα σχεδιαγράμματα των τριών βασικών τύπων κυμάτων (επίπεδα κύματα, κυλινδρικά κύματα, σφαιρικά κύματα). 

			

			7.2. Ένταση ηχητικών κυμάτων μακριά από την πηγή

			

			7.2.1. Επίπεδα κύματα

			

			Στα επίπεδα κύματα οι ακτίνες διάδοσης δεν αποκλίνουν. Τα κυματομέτωπα είναι παράλληλα επίπεδα, όπως φαίνεται στο σχήμα 6.5.α. Έτσι η ενέργεια, που μεταφέρει το αρχικό κυματομέτωπο, παραμένει αναλλοίωτο με την απόσταση. 

			

			7.2.2. Κυλινδρικά κύματα

			

			Όπως φαίνεται στο σχήμα 6.5.β, η επιφάνεια του κυματομετώπου αυξάνει, καθώς αυτό απομακρύνεται από τη γραμμική πηγή. Έτσι η ενέργεια (αριθμός ακτινών), που περνούσε από την επιφάνεια Α1 σε απόσταση r1 από την πηγή, περνάει από τη μεγαλύτερη επιφάνεια Α2 σε απόσταση r2 από την πηγή. Έτσι έχουμε:

			[image: 5275.png] (6.15)

			


όπου Ι1, Ι2 οι εντάσεις του κύματος που περνάνε από τις επιφάνειες Α1 και Α2 αντίστοιχα. Από την εξίσωση 6.15 βλέπουμε ότι η ένταση στα κυλινδρικά κύματα μειώνεται ανάλογα με την απόσταση από την πηγή:

			[image: 5283.png] (6.16)

			

			[image: C:\Documents and Settings\EB\Desktop\TO TAKE\Kallipos\Kallipos - Writing\Kallipos - Sximata png\Sxima_6_5.png]

			

			Σχήμα 6.5 Ηχητικά κύματα: (α) επίπεδα κύματα, (β) κυλινδρικά κύματα, και (γ) σφαιρικά κύματα.

			

			

			7.2.3. Σφαιρικά κύματα

			

			Τα σφαιρικά κύματα δημιουργούνται από σημειακές πηγές. Καθώς απομακρυνόμαστε από την πηγή,  η επιφάνεια του κυματωμετώπου αυξάνει, οπότε η ένταση θα ελαττώνεται, αφού, καθώς ο αριθμός των ακτινών, που περνούσε από την επιφάνεια Α1 σε απόσταση r1 από την πηγή, περνάει από τη μεγαλύτερη επιφάνεια Α2 σε απόσταση r2 (σχήμα 6.5.γ), δηλαδή ισχύει:

			[image: 5297.png] (6.17)

			

			

			όπου Ι1, Ι2 οι εντάσεις του κύματος που περνάνε από τις επιφάνειες Α1 και Α2 αντίστοιχα. Από την εξίσωση 6.17, βλέπουμε ότι η ένταση στα σφαιρικά κύματα μειώνεται ανάλογα με το τετράγωνο της απόστασης από την πηγή:

			[image: 5304.png] (6.18)

			Σημειώστε ότι τα παραπάνω ισχύουν, όταν δεν υπάρχει άλλος μηχανισμός απώλειας ενέργειας στο κύμα εκτός από την απόκλισή του.

			

			

			8. Εισαγωγή στη φυσιολογία της Ακουστικής

			

			Το ανθρώπινο αυτί είναι ένα υποκειμενικό όργανο όσο αφορά την αντίληψη των μεταβολών της πίεσης του ηχητικού κύματος. Αντικειμενικές ποσότητες, όπως είναι η ένταση και η συχνότητα και ο συνδυασμός τους (φάσμα), μετρούνται μόνο από ανάλογους επιστημονικούς ανιχνευτές. Αντίθετα, υποκειμενικές ποσότητες, όπως είναι η ακουστότητα, που συνδέεται με την ένταση, ο τόνος, που συνδέεται με την συχνότητα, και η χροιά, που συνδέεται με τις αρμονικές που διαμορφώνουν την βασική συχνότητα, δεν είναι μετρήσιμες από επιστημονικά όργανα.

			Οι παραπάνω διαφορές συνοψίζονται στον πίνακα 6.2:

			

			

			
				
					
					
				
				
					
							
							Αντικειμενικό μέγεθος

						
							
							Υποκειμενικό μέγεθος

						
					

					
							
							Ένταση: μετριέται σε deciBel και είναι ένδειξη της ενέργειας που μεταφέρεται από το ηχητικό κύμα.

						
							
							Ακουστότητα: αντιλαμβάνεται ως ένταση από το ανθρώπινο αυτί, αλλά εξαρτάται από την συχνότητα του ήχου. Δύο ήχοι, που έχουν, αντικειμενικά, την ίδια ένταση, μπορεί να έχουν εντελώς διαφορετική ακουστότητα λόγω της διαφορετικής τους συχνότητας.

						
					

					
							
							Συχνότητα: μετριέται σε Hertz ή αλλιώς σε κύκλους ανά second.

						
							
							Τόνος: αντιλαμβάνεται ως συχνότητα από το ανθρώπινο αυτί, αλλά εξαρτάται από την ένταση. Ο τόνος μιας καλά καθορισμένης συχνότητας γίνεται χαμηλότερος, καθώς η ένταση αυξάνει.

						
					

				
			

			

			Πίνακας 6.2 Περιγραφή των βασικών αντικειμενικών και υποκειμενικών μεγεθών στην Ακουστική.

			

			

			9. Παράδειγμα

			

			Η ένταση ενός ήχου 10m μακριά από rock μπάντα μετριέται με ένα ηχόμετρο και βρίσκεται 100dB (βλ. σχήμα 6.6). Ποια είναι η ένταση του ήχου, σε dB, 100m μακριά από την μπάντα; Θεωρήστε ότι ο ήχος από την rock μπάντα έρχεται από μια σημειακή πηγή.

			

			[image: C:\Documents and Settings\EB\Desktop\TO TAKE\Kallipos\Kallipos - Writing\Kallipos - Sximata png\Sxima_6_6.png]

			

			Σχήμα 6.6 Σχηματική αναπαράσταση των δεδομένων του προβλήματος της παραγράφου 9.

			

			

			Λύση:

			Εφόσον έχουμε σημειακή πηγή ηχητικών κυμάτων, θα έχουμε σφαιρικά κύματα. Στα σφαιρικά κύματα η ένταση μειώνεται ανάλογα με το τετράγωνο της απόστασης (~1/r2) από την πηγή: [image: 5342.png]. Για να χρησιμοποιήσουμε την τελευταία σχέση, πρέπει να δουλέψουμε σε μία γραμμική κλίμακα έντασης, π.χ. W/m2.

			Μετατρέπουμε, λοιπόν, τα dΒ σε W/m2 για την ηχητική ένταση στα 10m:

			[image: 5354.png] (6.19)

			

			Εξ’ ορισμού Ιο = 10-12 W/m2, οπότε στα 10m η ηχητική ένταση είναι β1 = 100dΒ, συνεπώς:

			[image: 5369.png]W/m2 

			Για την ένταση Ι2 στα 100m μακριά από την μπάντα ισχύει:

			[image: 5376.png]

			

			όπου r1 = 10m και r2 = 100m, οπότε:

			[image: 5385.png]W/m2

			

			Τέλος, μετατρέπουμε την ένταση Ι2 σε μονάδες dB:

			[image: 5392.png]dB

			

			

			10. Ασκήσεις

			

			Άσκηση 6.1: Ένας ημι-ανοικτός και ένας ανοικτός σωλήνας έχουν κατάλληλα μήκη, ώστε να έχουν ακριβώς τις ίδιες περιττές αρμονικές της βασικής τους συχνότητας. (α) Ποιος είναι ο λόγος των μηκών τους; (β) Ο ημι-ανοικτός σωλήνας μπορεί να έχει άρτιες αρμονικές;

			

			Άσκηση 6.2: Ηχητικός ανοικτός και από τα δύο άκρα σωλήνας έχει θεμελιώδη συχνότητα ν1 = 200Hz , όταν η ταχύτητα του ήχου του αέρα είναι 333m/sec. Ποια η συχνότητα της δεύτερης αρμονικής του σωλήνα , αν θερμανθεί ο αέρας, έτσι ώστε η ταχύτητα του ήχου γίνει 343m/sec. Θεωρήστε αμελητέα τη θερμική διαστολή του σωλήνα.

			

			Άσκηση 6.3: H ένταση ενός ήχου 10m μακριά από γραμμική πηγή είναι 100dB. Πόσα dB έντασης θα έχει ο ήχος 20m μακριά από τη γραμμική πηγή; (δίνεται η στάθμη αναφοράς έντασης Io = 10-12W/m2). Να λύσετε την ίδια άσκηση, αν η πηγή του ήχου είναι σημειακή.

			

			Άσκηση 6.4: Πόσα dB έντασης μειώνεται ένας ήχος, αν διπλασιαστεί η απόσταση από (α) σημειακή πηγή, και β) γραμμική πηγή ήχου;

			

			Άσκηση 6.5: Ένας γραμμικός ηλεκτρικός σπινθήρας μήκους L = 1m εκπέμπει ηχητικό κύμα συνολικής ισχύος P = 2,4×103W. Να υπολογίσετε τη συνολική ένταση του ήχου σε απόσταση r1 = 12m από τον ηλεκτρικό σπινθήρα. Αν έχουμε ένα μετρητή dΒ ηχητικής έντασης με χρήσιμη επιφάνεια ανίχνευσης 3cm2 και τον τοποθετήσουμε σε απόσταση r2 = 20m από τον σπινθήρα, πόσα dΒ θα μετρήσει;

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

		

	
		
			7. Βασικά στοιχεία εργαστηριακών μετρήσεων και ανάλυσης

			

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται τα βασικά εκείνα στοιχεία που αφορούν στη μετρητική διαδικασία και στην ανάλυση και αποτύπωση των πειραματικών αποτελεσμάτων, στα πλαίσια της διεξαγωγής των εργαστηριακών ασκήσεων , που παρουσιάζονται στο επόμενο κεφάλαιο του παρόντος συγγράμματος. Αρχικά γίνεται περιγραφή των μονάδων των φυσικών μεγεθών και των συντομογραφιών τους (επιστημονική γραφή, συνηθέστερα προθέματα μονάδων), καθώς και των διάφορων συστημάτων μονάδων και των σχέσεων μεταξύ τους. Στη συνέχεια παρουσιάζονται τα αίτια και οι κατηγορίες των συνηθέστερων σφαλμάτων που υπεισέρχονται στη μετρητική διαδικασία, καθώς και ο τρόπος υπολογισμού και αντιμετώπισής τους, ενώ γίνεται αναφορά στον τρόπο σύγκρισης τιμών φυσικών ποσοτήτων και αναγραφής των σημαντικών ψηφίων των αποτελεσμάτων των μετρήσεων. Η τελευταία εννοιολογικά ενότητα είναι αφιερωμένη στην αποτύπωση των πειραματικών αποτελεσμάτων υπό τη μορφή γραφικών παραστάσεων και στην εξαγωγή από αυτές τιμών για τα μετρούμενα φυσικά μεγέθη (κλίση / διατομή), με έμφαση στις απλές γραμμικές σχέσεις και στο μετασχηματισμό συγκεκριμένων παραδειγμάτων απλών μη-γραμμικών σχέσεων σε γραμμικές.

			

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Δεν απαιτείται κάποια πρότερη γνώση για τις έννοιες που παρουσιάζονται στο κεφάλαιο αυτό. Οι ενδιαφερόμενοι φοιτητές μπορούν επίσης να ανατρέξουν στη βιβλιογραφία που αναφέρεται στο τέλος του παρόντος κεφαλαίου. 

			

			1. Συστήματα μονάδων

			

			Το αποτέλεσμα μιας μέτρησης οποιασδήποτε φυσικής ποσότητας είναι ένας αριθμός, ο οποίος και χαρακτηρίζει το μέγεθός της. Ο αριθμός αυτός από μόνος του δε σημαίνει τίποτα, αν δε συνοδεύεται από την κατάλληλη φυσική μονάδα μέτρησης της συγκεκριμένης ποσότητας. Επιπλέον τα αποτελέσματα των μετρήσεων μιας, ή και περισσοτέρων φυσικών ποσοτήτων, θα πρέπει να συνοδεύονται από μονάδες μέτρησης που ανήκουν στο ίδιο σύστημα μονάδων. Εδώ θα παρουσιαστούν τα διάφορα συστημάτων μονάδων και οι σχέσεις μεταξύ τους. Αξίζει να σημειωθεί ότι αυτή η προσπάθεια δεν αποτελεί μια πλήρη και λεπτομερή παρουσίαση όλων των μονάδων και συστημάτων, οπότε έμφαση θα δοθεί σε εκείνα τα συστήματα μονάδων και φυσικά μεγέθη τα όποια οι φοιτητές θα χρησιμοποιήσουν κατά τη διάρκεια των εργαστηριακών ασκήσεων.  

			Κατά τη διάρκεια της ιστορίας , οι άνθρωποι χρησιμοποίησαν διάφορες μονάδες για τη μέτρηση των φυσικών ποσοτήτων, οι οποίες, συχνά, διέφεραν μεταξύ τους. Έτσι, για παράδειγμα, ακόμα και σήμερα σε κάποιες χώρες για τη μέτρηση μεγάλων μηκών χρησιμοποιείται ευρέως το μίλι (mile) και για τη μάζα η ουγγιά (ounce) ενώ σε άλλες χώρες αντιστοίχως το χιλιόμετρο (km) και το χιλιόγραμμο (kg – στην Ελληνική καθομιλουμένη «κιλό»). Για την αντιμετώπιση τέτοιων αντιθέσεων, η επιστημονική κοινότητα υιοθέτησε τη χρήση των λεγόμενων μετρικών μονάδων, και αντίστοιχων συστημάτων, για τη μέτρηση των φυσικών μεγεθών. Μη-μετρικές μονάδες επισήμως δε χρησιμοποιούνται για επιστημονικούς σκοπούς, αλλά έχει οριστεί η σχέση τους με τις αντίστοιχες μετρικές. Τα μετρικά συστήματα μονάδων έχουν ως βάση τους τις μονάδες των θεμελιωδών φυσικών ποσοτήτων, όπως το μέτρο (m) για το μήκος, το χιλιόγραμμο (kg) για τη μάζα και το δευτερόλεπτο (s ή sec2) για το χρόνο. Θεμελιώδεις φυσικές ποσότητες ονομάζονται εκείνες που δεν ορίζονται με τη βοήθεια άλλων ποσοτήτων. Παράγωγες (μη-θεμελιώδεις) είναι εκείνες οι φυσικές ποσότητες που οι διαδικασίες ορισμού τους βασίζονται σε άλλες φυσικές ποσότητες. Παραδείγματα ποσοτήτων που θεωρούνται παράγωγες είναι η ταχύτητα, η επιτάχυνση και ο όγκος. 

			
				2	 Στο βιβλίο αυτό χρησιμοποιείται το σύμβολο sec.

			

			Επιπλέον επιστήμονες, οι οποίοι έχουν να κάνουν με μετρήσεις μικρών μεγεθών, προτιμούν να μετρούν το μήκος σε εκατοστά (cm) και τη μάζα σε γραμμάρια (g). Αντιθέτως, επιστήμονες και μηχανικοί , οι οποίοι αντιμετωπίζουν σχετικά μεγάλα μεγέθη, έχουν υιοθετήσει για μονάδα μέτρησης του μήκους το μέτρο (m) και της μάζας το χιλιόγραμμο (kg). Αποτέλεσμα τέτοιων διαφορών υπήρξε η δημιουργία δύο βασικών μετρικών συστημάτων, του MKS και του CGS. Όλα τα συστήματα μονάδων, μετρικά και μη-μετρικά, συνδέθηκαν μέσω Διεθνών Συνθηκών, αποτέλεσμα των οποίων υπήρξε η δημιουργία του Διεθνούς Συστήματος μονάδων, το οποίο καλείται SI, από τα αρχικά των δύο πρώτων λέξεων του Γαλλικού του ονόματος (Système International d’ unités). Το SI σήμερα αποτελεί το σύστημα που χρησιμοποιείται ευρύτατα [1], και είναι εκείνο που θα χρησιμοποιηθεί για τους σκοπούς του εργαστηρίου: όλες, δηλαδή, οι φυσικές ποσότητες θα εκφράζονται και θα παρουσιάζονται σε μονάδες του SI.

			

			1.1. Σύστημα μονάδων SI

			

			Την βάση του συστήματος SI αποτελούν επτά θεμελιώδεις μονάδες, οι οποίες έχουν οριστεί κατά  απόλυτο τρόπο, χωρίς αναφορά σε άλλες μονάδες [2]. Αυτές δίνονται στον πίνακα 7.1.
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			Πίνακας 7.1 Οι θεμελιώδεις μονάδες του συστήματος SI.

			

			

			Οι υπόλοιπες μονάδες του SI είναι παράγωγες μονάδες, και ορίζονται αλγεβρικά μέσω των θεμελιωδών μονάδων. Για παράδειγμα, η μονάδα της δύναμης στο SI είναι το Newton (N) και ορίζεται ως «η δύναμη που απαιτείται για την επιτάχυνση μάζας ενός χιλιόγραμμου με ρυθμό ένα μέτρο το δευτερόλεπτο ανά δευτερόλεπτo» (μέσω της γνωστής σχέσης [image: 5439.png], όπου F η δύναμη, m η μάζα και α η επιτάχυνση). Συνεπώς η αλγεβρική σχέση για το N είναι [image: 5446.png]. Υπάρχουν 22 παράγωγες μονάδες στο SI, οι συνηθέστερες των οποίων δίνονται στο Παράρτημα. Αξίζει να σημειωθεί ότι στο SI η ταχύτητα μετριέται σε m/sec (m⋅sec-1 – μέσω της σχέσης [image: 5453.png], όπου S το διάστημα και t ο χρόνος), η επιτάχυνση μετριέται σε m/sec2 (m⋅sec-2 – μέσω της σχέσης [image: 5460.png], όπου u η ταχύτητα και t ο χρόνος) και ο όγκος μετριέται σε m3.

			

			1.2. Συστήματα μονάδων MKS και CGS

			

			Το σύστημα μονάδων MKS βασίζεται, όπως και το SI, σε θεμελιώδεις μονάδες όπως το μέτρο (m) για το μήκος, το χιλιόγραμμο (kg) για τη μάζα και το δευτερόλεπτο (sec) για το χρόνο, από τα αρχικά των οποίων (Meter, Kilogram, Second) προέρχεται και η ονομασία του. Κατά κύριο λόγο, λοιπόν, μοιράζεται με το SI τις ίδιες παράγωγες μονάδες.

			Αντίστοιχα,  η ονομασία του συστήματος μονάδων CGS προέρχεται από τις τρεις από τις θεμελιώδεις μονάδες στις οποίες βασίζεται, το εκατοστόμετρο (cm – Centimeter) για το μήκος, το γραμμάριο (g – Gram) για τη μάζα και το δευτερόλεπτο (sec – Second) για το χρόνο. Οι παράγωγες μονάδες του CGS προκύπτουν από αυτές τις θεμελιώδεις μονάδες, με βάση τις ίδιες σχέσεις μεταξύ των φυσικών ποσοτήτων όπως στο SI (και το MKS). Επειδή, όπως είναι γνωστό, το ένα μέτρο έχει 100 εκατοστόμετρα και το χιλιόγραμμο 1000 γραμμάρια, οι παράγωγες μονάδες του CGS σχετίζονται, συνήθως, με τις αντίστοιχες του SI (αλλά και του MKS) με κάποια δύναμη του 10. Για παράδειγμα, η μονάδα της δύναμης στο CGS είναι το dyne (dyn) και ορίζεται ως «η δύναμη που απαιτείται για την επιτάχυνση μάζας ενός γραμμαρίου με ρυθμό ένα εκατοστόμετρο το δευτερόλεπτο ανά δευτερόλεπτο» (μέσω πάλι της γνωστής σχέσης [image: 5468.png]). Συνεπώς η αλγεβρική σχέση για το dyn είναι [image: 5479.png]. Αφού 1g = 0,001kg και 1cm = 

0,01m, από την παραπάνω σχέση προκύπτει ότι: 1dyn = 0,00001N = 10-5N.

			Οι συνηθέστερες μονάδες στο CGS, καθώς και οι παράγοντες μετατροπής τους στο SI, δίνονται στο Παράρτημα. Προσοχή θα πρέπει να δοθεί στο γεγονός ότι αρκετές μονάδες του CGS έχουν περισσότερες από μια ονομασίες Για παράδειγμα η μονάδα μέτρησης του ηλεκτρικού φορτίου, το Franklin (Fr) απαντάται και ως Statcoulomb. Τέλος θα πρέπει να σημειωθεί ότι στο CGS η ταχύτητα μετριέται σε cm/sec (cm⋅sec-1 – μέσω της σχέσης [image: 5492.png], όπου S το διάστημα και t ο χρόνος), η επιτάχυνση μετριέται σε cm/sec2 (cm⋅sec-2 – μέσω της σχέσης [image: 5505.png], όπου u η ταχύτητα και t ο χρόνος) και ο όγκος μετριέται σε cm3.

			

			

			2. Συντομογραφίες μονάδων

			

			Το αποτέλεσμα της μέτρησης πολύ μικρών ή πολύ μεγάλων φυσικών ποσοτήτων, εκφρασμένο σε μονάδες ενός συστήματος μέτρησης, είναι, αντίστοιχα, ένας πολύ μικρός ή πολύ μεγάλος αριθμός. Για παράδειγμα, η απόσταση Ρεθύμνου – Ηρακλείου είναι περίπου 80.000m, εκφρασμένη σε μονάδες του SI, ή 8.000.000cm, εκφρασμένη σε μονάδες του CGS. Χάριν συντομίας, και επειδή δεν είναι βολικός ο χειρισμός τέτοιων αριθμών, καταφεύγουμε συνήθως σε ένα από τα εξής:

			- χρήση της λεγόμενης επιστημονικής γραφής των αριθμών (στις ίδιες μονάδες), ή

			- έκφραση του αποτελέσματος σε υποπολλαπλάσια ή πολλαπλάσια των βασικών μονάδων.

			Ο τρόπος με τον οποίο γίνονται αυτές οι χρήσιμες μετατροπές παρουσιάζεται αναλυτικά παρακάτω.  

			

			2.1. Επιστημονική γραφή (scientific notation) – Δυνάμεις του 10

			

			Ένας οποιοσδήποτε αριθμός μπορεί να εκφραστεί, ισοδύναμα, ως το γινόμενο ενός άλλου αριθμού με κάποια δύναμη του 10. Για παράδειγμα, ο αριθμός 150 μπορεί να αναλυθεί ως εξής: 150 = 1,5×100 = 1,5×102, αφού 100 = 102). Η γραφή 1,5×102 ονομάζεται επιστημονική γραφή του αριθμού 150. Κατ’ αναλογία, η επιστημονική γραφή των 80.000m, που είναι η απόσταση Ρεθύμνου – Ηρακλείου, είναι 8,0×104m (80.000 = 8,0×10.000 = 8,0×104, αφού 10.000 = 104). Η μονάδα (m) παρέμεινε η ίδια, αλλά ο αριθμός (80.000) εκφράστηκε με την επιστημονική γραφή του. Υπενθυμίζεται ότι 10x ισούται με «1» ακολουθούμενο από x μηδενικά, ενώ 10-x ισούται με «0,» ακολουθούμενο από x-1 μηδενικά, για παράδειγμα: 107 = 10.000.000 («1» ακολουθούμενο από 7 μηδενικά), και 10-7 = 0,0000001 («0,» ακολουθούμενο από 7-1 = 6 μηδενικά).

			

			2.2. Πολλαπλάσια και υποπολλαπλάσια μονάδων – Ειδικά προθέματα

			

			Συχνά γίνεται χρήση πολλαπλασίων ή υποπολλαπλασίων μιας δεδομένης μονάδας και σχετίζονται με αυτήν με κάποια δύναμη του 10. Για παράδειγμα, είναι συνηθέστερο οι μεγάλες αποστάσεις να εκφράζονται σε χιλιόμετρα (km), όπου: 1km = 1.000m = 103m. Έτσι, η απόσταση Ρεθύμνου – Ηρακλείου είναι 80km (= 80.000m).

			Εκτός ορισμένων εξαιρέσεων, πολλαπλάσια ή υποπολλαπλάσια των βασικών μονάδων δημιουργούνται με την προσθήκη ενός προθέματος (prefix) στις βασικές μονάδες, το οποίο και υποδηλώνει μέσω ποιας δύναμης του 10 σχετίζονται με τη βασική μονάδα. Στο προηγούμενο παράδειγμα, το πρόθεμα που χρησιμοποιήθηκε είναι το kilo- (χιλιο-) με σύμβολο k, το οποίο πάντα σημαίνει ×103 (π.χ. 1kV πάντα σημαίνει ×103V). Τα συνηθέστερα προθέματα που χρησιμοποιούνται διεθνώς δίνονται στον πίνακα 7.2.
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			Πίνακας 7.2 Τα συνηθέστερα προθέματα μονάδων και οι αντίστοιχες δυνάμεις του 10.

			

			

			3. Είδη σφαλμάτων

			

			Είναι γεγονός ότι καμιά μέτρηση δεν είναι απολύτως ακριβής. Η ακρίβειά της περιορίζεται από διάφορους παράγοντες, που προσθέτονται, για να δώσουν ένα ολικό σφάλμα. Έχει επικρατήσει η άποψη ότι τα σφάλματα, και ο υπολογισμός, τους αποτελούν ένα δύσκολο κομμάτι της μετρητικής διαδικασίας. Αυτό, εν γένει, δεν είναι αληθές, πόσο μάλλον στη συγκεκριμένη περίπτωση, όπου για τους σκοπούς του παρόντος βιβλίου, το ενδιαφέρον θα επικεντρωθεί σε βασικά είδη σφαλμάτων και αντίστοιχους απλούς υπολογισμούς. Η κατανόηση, όμως, της ύλης που ακολουθεί είναι απαραίτητη, γιατί υπολογισμοί σφαλμάτων θα χρειαστεί να γίνονται σε κάθε εργαστηριακή άσκηση.  

			Τα σφάλματα, ανάλογα με την αιτία και τον τρόπο που υπεισέρχονται στις μετρήσεις, μπορούν να χωριστούν σε τρεις γενικές κατηγορίες:

			

			3.1. Ακούσια σφάλματα – Λάθη

			

			Ο παρατηρητής, κυρίως λόγω της απειρίας του, μπορεί να εισαγάγει στις μετρήσεις του λάθη, που προέρχονται από εσφαλμένη ανάγνωση των οργάνων, ή από τη λανθασμένη καταγραφή των μετρήσεων. Τέτοιου είδους αβλεψίες δε νοούνται σφάλματα με την επιστημονική έννοια του όρου, και θα πρέπει να καταβάλλεται προσπάθεια εκ μέρους του παρατηρητή για την εξάλειψή τους. Μερικοί χρήσιμοι κανόνες για την αποφυγή αβλεψιών: 

			- να γίνεται η καταγραφή της μέτρησης άμεσα σε ειδικό τετράδιο και να σημειώνονται οι αντίστοιχες μονάδες,

			- να πραγματοποιούνται οι μετρήσεις με τη συμμετοχή όλων των Φοιτητών της ομάδας, και

			- να γίνεται αξιολόγηση της κάθε μέτρησης. Για παράδειγμα, στην περίπτωση της μέτρησης του χρόνου ελεύθερης πτώσης, εάν όλες οι μετρήσεις για δεδομένο ύψος πτώσης και συγκεκριμένη μάζα, είναι περίπου 200msec, μια μέτρηση με αποτέλεσμα 10msec δεν είναι φυσιολογική, και σημαίνει ότι έγινε κάποιο λάθος.

			

			3.2. Συστηματικά σφάλματα

			

			Αυτά τα σφάλματα επηρεάζουν πάντα με τον ίδιο τρόπο όλες τις μετρήσεις μιας δεδομένης φυσικής ποσότητας, και οφείλονται κυρίως:

			- Στις ατέλειες των οργάνων μέτρησης: τα όργανα που χρησιμοποιούνται στις μετρήσεις δεν είναι απαλλαγμένα από σφάλματα, και εισαγάγουν στις μετρήσεις κάποιο σφάλμα, το οποίο δεν μπορεί να αποφευχθεί , όσες φορές κι αν πραγματοποιηθεί η αντίστοιχη μέτρηση. Για παράδειγμα, όταν για τη μέτρηση διαφόρων μηκών χρησιμοποιείται ένας στρεβλωμένος ή λανθασμένα βαθμονομημένος χάρακας, τότε όλες οι μετρήσεις θα περιέχουν το ίδιο σφάλμα. Τέτοιου είδους σφάλματα μπορούν να αποφευχθούν με τον έλεγχο και τη σωστή βαθμονόμηση των οργάνων, ή με διορθωτικούς υπολογισμούς κατά την επεξεργασία των μετρήσεων.

			- Στις ειδικές συνθήκες περιβάλλοντος που επικρατούν κατά τη διάρκεια ενός πειράματος: για παράδειγμα, εάν χρησιμοποιούμε ένα όργανο το οποίο ο κατασκευαστής το έχει βαθμονομήσει στους 20°C, και η θερμοκρασία στο χώρο του εργαστηρίου είναι 25°C, τότε υπάρχει το ενδεχόμενο οι ενδείξεις του οργάνου να είναι εσφαλμένες. Άλλοτε πάλι, τέτοια σφάλματα οφείλονται στο ότι δεν παίρνουμε υπόψη όλες τις παραμέτρους που επηρεάζουν τις μετρήσεις. Αν, για παράδειγμα, υπολογιστεί η ταχύτητα του ήχου, μετρώντας πόσο χρόνο κάνει ο ήχος να διατρέξει μια ορισμένη απόσταση, χωρίς να ληφθεί υπόψη η ταχύτητα και θερμοκρασία του αέρα, το αποτέλεσμα της μέτρησης θα περιέχει κάποιο σφάλμα.

			- Στην αδυναμία του παρατηρητή να αναγνώσει με ακρίβεια το αποτέλεσμα μιας μέτρησης: Το αποτέλεσμα μιας μέτρησης εξαρτάται και από τη θέση από την οποία βλέπουμε το όργανο. Ένα τυπικό παράδειγμα τέτοιου σφάλματος φαίνεται στο σχήμα 7.1, όπου το σφάλμα προκύπτει τόσο από τη θέση του οργάνου όσο και από τη θέση παρατήρησης.

			- Στη χρήση προσεγγιστικών εξισώσεων για διάφορους υπολογισμούς: τέτοια σφάλματα είναι θεωρητικής φύσεως και προκύπτουν έμμεσα κατά την ανάλυση των αποτελεσμάτων των μετρήσεων. Ένα χαρακτηριστικό παράδειγμα είναι η χρήση της εξίσωσης:

			[image: 5554.png] (7.1)

			

			για τον υπολογισμό της περιόδου, Τ, του απλού εκκρεμούς, η οποία είναι προσεγγιστική σχέση και ισχύει μόνο για μικρές γωνίες μετατόπισης. 

			

			[image: Sxima_7_1]

			

			Σχήμα 7.1 Παράδειγμα συστηματικού σφάλματος λόγω της θέσης παρατήρησης του οργάνου μέτρησης. Το παρατηρούμενο μήκος, r2, είναι, σ’ αυτή τη περίπτωση, μικρότερο από το πραγματικό μήκος, r1 που θα ήταν το αποτέλεσμα της μέτρησης αν ο χάρακας βρισκόταν σε επαφή με το αντικείμενο.

			

			

			3.3. Τυχαία ή στατιστικά σφάλματα

			

			Ακόμα κι αν εξαλειφθούν όλα τα ακούσια ή τα συστηματικά σφάλματα, οι μετρήσεις θα περιέχουν σφάλματα, τα οποία υπεισέρχονται κατά τυχαίο τρόπο. Αυτά οφείλονται σε συνδυασμό διάφορων αστάθμητων παραγόντων, όπως:

			- Ατέλειες του πειράματος, ή της πειραματικής διάταξης, αφού  κανένας δε σχεδίασε ακόμα το τέλειο πείραμα…

			- Ατέλειες των αισθήσεων του παρατηρητή: Κάθε φορά που επαναλαμβάνεται μια μέτρηση, το αποτέλεσμα είναι διαφορετικό, αφού δεν είναι πάντα ο ίδιος χρόνος που χρειάζεται ο παρατηρητής, για να αντιδράσει σε ένα ερέθισμα, όπως, για παράδειγμα, στο να πατήσει το κουμπί του χρονομέτρου για τη μέτρηση της περιόδου του απλού εκκρεμούς.

			- Ακαθόριστες μεταβολές των πειραματικών συνθηκών: Υπάρχουν τυχαίοι παράγοντες που επηρεάζουν, έστω και ανεπαίσθητα, την εξέλιξη ενός φαινομένου.

			

			

			

			

			

			4. Υπολογισμός και αντιμετώπιση σφαλμάτων

			

			Συνήθως είναι δύσκολο να καθοριστεί το μέγεθος των συστηματικών σφαλμάτων σε ένα πείραμα. Για παράδειγμα, στην περίπτωση ενός στρεβλωμένου χάρακα, που αναφέρθηκε παραπάνω, είναι δύσκολο να ξέρει κανείς αν το σφάλμα είναι 1mm ή 3mm, εκτός κι αν συγκριθεί ο χάρακας με έναν άλλο που είναι πραγματικά αξιόπιστος. Αντίθετα, όταν υπάρχουν μόνο τυχαία σφάλματα, οι μετρήσεις μπορούν να δώσουν, κατά καλή προσέγγιση, το μέγεθος του τυχαίου σφάλματος. Για την αξιόπιστη εκτίμηση των τυχαίων σφαλμάτων, χρησιμοποιούνται στατιστικές μέθοδοι και υπολογισμοί, και υπάρχει σχετικό κομμάτι της Στατιστικής, που είναι γνωστό ως Θεωρία Σφαλμάτων [3]. Υπολογισμοί βασικών μεγεθών, που καλύπτουν τις ανάγκες του εργαστηρίου, περιγράφονται στις επόμενες παραγράφους.

			

			4.1. Μέση τιμή και απόκλιση από τη μέση τιμή

			

			Από τα παραπάνω γίνεται αντιληπτό ότι δεν είναι δύσκολο με μια μέτρηση να γνωρίζουμε την πραγματική τιμή ενός φυσικού μεγέθους. Αν όμως πραγματοποιηθεί ένας μεγάλος αριθμός μετρήσεων ενός μεγέθους Χ, τότε αποδεικνύεται ότι η τιμή:

			[image: 5570.png] (7.2)

			έχει τη μεγαλύτερη πιθανότητα να είναι η πραγματική τιμή του μεγέθους Χ. Η τιμή [image: 5579.png] ονομάζεται μέση τιμή του μεγέθους Χ. Στην εξίσωση 7.2, n είναι το συνολικό πλήθος των μετρήσεων και Χi είναι το αποτέλεσμα της i μέτρησης, όπου i = 1, 2, 3, …, n. Για μια συγκεκριμένη μέτρηση Χi η διαφορά:

			[image: 5586.png] (7.3)

			ονομάζεται απόκλιση από τη μέση τιμή, μπορεί να είναι θετική ή αρνητική, και δίνει ένα μέτρο του σφάλματος μιας δεδομένης μέτρησης Χi.

			

			4.2. Τυπική απόκλιση

			

			Η τυπική απόκλιση, σ, παρέχει ένα μέτρο της διασποράς, άρα και της αξιοπιστίας των μετρήσεων Χi, και ορίζεται από την εξίσωση:

			[image: 5593.png] (7.4)

			

			Για την κατανόηση της φυσικής σημασίας της τυπικής απόκλισης, ας θεωρήσουμε το παράδειγμα της μέτρησης του χρόνου πτώσης, t, ενός σώματος από ένα συγκεκριμένο ύψος. Έστω ότι πραγματοποιούνται δύο σετ μετρήσεων, και το κάθε σετ περιέχει 10 μετρήσεις. Συνεπώς στη συγκεκριμένη περίπτωση, n = 10 και i = 1, 2, …, 10 και για τα δύο σετ μετρήσεων. Αναλυτικά οι μετρήσεις δίνονται στον πίνακα 7.3. 

			Παρατηρούμε ότι, αν και η μέση τιμή [image: 5600.png] και στις δύο περιπτώσεις είναι η ίδια, η τυπική απόκλιση, σ, διαφέρει: Η τυπική απόκλιση είναι μικρότερη για το πρώτο σετ μετρήσεων. Κατά συνέπεια οι μετρήσεις του πρώτου σετ είναι πιο αξιόπιστες, παρόλο που η μέση τιμή, και για τα δύο σετ, είναι η ίδια. Αυτό γίνεται πιο φανερό, όταν αναπαραστήσουμε γραφικά τις μετρήσεις σε έναν άξονα (σχήμα 7.2). Παρατηρούμε ότι οι τιμές του πρώτου σετ μετρήσεων είναι λιγότερο διεσπαρμένες γύρω από τη μέση τιμή απ’ ό,τι οι τιμές του δεύτερου σετ. Από το σχήμα 7.2, είναι προφανής η άμεση σύνδεση της τυπικής απόκλισης με τη διασπορά των μετρήσεων γύρω από τη μέση τιμή.
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			Πίνακας 7.3 Δύο τυπικά σετ μετρήσεων του χρόνου πτώσης ενός σώματος από δεδομένο ύψος. Η μέση τιμή για τα δύο σετ είναι ίδια, αλλά η διασπορά είναι διαφορετική.

			[image: Sxima_7_2]

			

			Σχήμα 7.2 Γραφική αναπαράσταση των μετρήσεων του πίνακα 8.3. Τα δύο σετ μετρήσεων έχουν την ίδια μέση τιμή (0,365sec), αλλά η διασπορά του σετ 1 είναι μικρότερη από αυτή του σετ 2. Οι τιμές του σετ 1 είναι λιγότερο διεσπαρμένες γύρω από τη μέση τιμή απ’ ότι οι τιμές του σετ 2.

			

			

			4.3. Απόλυτο και σχετικό σφάλμα

			

			Κάθε όργανο μέτρησης μπορεί να καταγράψει μια φυσική ποσότητα με μια συγκεκριμένη ακρίβεια. Για παράδειγμα, ένα απλό χρονόμετρο μπορεί να καταγράψει χρόνους με ακρίβεια 0,1 sec. Έτσι, μια μέτρηση του χρόνου που απαιτείται, για να θερμανθεί μια ποσότητα νερού με ένα τέτοιο χρονόμετρο, θα δώσει αποτέλεσμα π.χ. 25,1sec. Τότε, λόγω της ακρίβειας του οργάνου, μπορούμε να πούμε ότι το αποτέλεσμα της μέτρησης κυμαίνεται μεταξύ 25,0sec και 25,2sec, και η μέτρηση καταγράφεται με τη μορφή 25,1±0,1sec. Το τυχαίο σφάλμα των ±0,1sec ονομάζεται απόλυτο σφάλμα. Γενικά, αν η φυσική ποσότητα που μετριέται είναι Χ  και το απόλυτο σφάλμα ΔΧ, η μέτρηση καταγράφεται ως:

			[image: 5675.png] (7.5)

			Το σχετικό σφάλμα ορίζεται ως

			[image: 5687.png] (7.6)

			

			και , συνήθως , εκφράζεται σε μορφή εκατοστιαίου ποσοστού. Για το παραπάνω παράδειγμα, το σχετικό σφάλμα είναι: [image: 5694.png]. Αν χρησιμοποιούνταν το ίδιο χρονόμετρο για τη μέτρηση ενός μεγαλύτερου χρονικού διαστήματος, π.χ. 180,4sec, το απόλυτο σφάλμα θα παρέμενε το ίδιο, δηλαδή ΔΧ = ±0,1sec, το σχετικό σφάλμα, όμως,  θα ήταν [image: 5704.png]. Συνεπώς η δεύτερη μέτρηση θα ήταν σχετικά πιο ακριβής, παρόλο που πραγμα-

			

			τοποιήθηκε με το ίδιο όργανο, με την ίδια, δηλαδή, απόλυτη ακρίβεια.

			

			4.4. Σύγκριση ποσοτήτων

			

			Σε αρκετές εργαστηριακές ασκήσεις, ένα από τα ζητούμενα είναι ο πειραματικός προσδιορισμός της τιμής μιας γνωστής φυσικής ποσότητας. Για παράδειγμα, στην εργαστηριακή άσκηση μελέτης του απλού εκκρεμούς ζητείται, μεταξύ άλλων, να γίνει ο υπολογισμός της τιμής της επιτάχυνσης της βαρύτητας, g. Ένας τρόπος αξιολόγησης τέτοιων πειραματικών αποτελεσμάτων είναι η σύγκρισή τους με τη θεωρητικά γνωστή τιμή της συγκεκριμένης ποσότητας, μέσω του υπολογισμού της εκατοστιαίας διαφοράς από τη γνωστή τιμή:

			% διαφορά από τη γνωστή τιμή = [image: 5711.png] (7.7)

			Επίσης υπάρχει περίπτωση η ίδια φυσική ποσότητα να μπορεί να προσδιοριστεί με δύο διαφορετικούς τρόπους, π.χ. μέσω μιας εξίσωσης και μέσω μιας γραφικής παράστασης. Σε αυτή την περίπτωση η ακόλουθη εξίσωση χρησιμοποιείται, για να υπολογισθεί η εκατοστιαία διαφορά μεταξύ των δύο μετρήσεων:

			% διαφορά δύο μετρήσεων = [image: 5719.png] (7.8)

			

			4.5. Διάδοση σφαλμάτων στους υπολογισμούς

			

			Υπάρχουν περιπτώσεις στις οποίες το φυσικό μέγεθος που ενδιαφέρει δε μετριέται άμεσα, αλλά προκύπτει σαν αποτέλεσμα υπολογισμών, βάσει κάποιας μαθηματικής σχέσης, όπου χρησιμοποιούνται μια, ή περισσότερες, άμεσα μετρούμενες ποσότητες. Σε τέτοιες περιπτώσεις, τα σφάλματα των άμεσα μετρούμενων ποσοτήτων διαδίδονται μέσου των υπολογισμών στο τελικό αποτέλεσμα. Στην παράγραφο αυτή θα αναλυθεί η απλούστερη μέθοδος υπολογισμού του σφάλματος ενός μεγέθους, που προκύπτει μέσω απλών μαθηματικών πράξεων, πρόσθεση, αφαίρεση, πολλαπλασιασμό και διαίρεση, μεταξύ άμεσα μετρούμενων ποσοτήτων, και είναι η μέθοδος του μέγιστου δυνατού σφάλματος.

			

			4.5.1. Πρόσθεση και αφαίρεση ποσοτήτων

			

			Ας θεωρήσουμε ένα φυσικό μέγεθος C, το οποίο είναι το άθροισμα των άμεσα μετρούμενων ποσοτήτων Α και Β, δηλαδή C = Α + Β, και έστω ότι μετρήθηκε ότι Α = 44,2 ± 0,3 και Β = 39,5 ± 0,1. Αυτό σημαίνει ότι το απόλυτο σφάλμα της μέτρησης για τα Α και Β είναι ΔΑ = 0,3 και ΔΒ = 0,1 αντίστοιχα (οι μονάδες των μεγεθών Α, Β και C δεν αναφέρονται καθώς το παράδειγμα είναι γενικευμένο και επίσης είναι οι ίδιες για την περίπτωση της πρόσθεσης και αφαίρεσης ποσοτήτων). Το άθροισμα των Α και Β είναι 83,7 χωρίς το σφάλμα. Το σφάλμα υπολογίζεται από την ακόλουθη σχέση:

			[image: 5726.png] (7.9)

			όπου [image: 5733.png] είναι το μέγιστο δυνατό απόλυτο σφάλμα του αθροίσματος, δηλαδή του φυσικού μεγέθους Γ. Στο συγκεκριμένο παράδειγμα ΔΑ + ΔΒ = 0,4 (= ΔC), οπότε η τιμή του φυσικού μεγέθους γράφεται ως [image: 5740.png].

			Το ίδιο ισχύει και στην περίπτωση που το φυσικό μέγεθος C είναι η διαφορά των άμεσα μετρούμενων ποσοτήτων Α και Β, δηλαδή όταν C = Α – Β:

			[image: 5748.png] (7.10)

			Όταν, λοιπόν, δύο ποσότητες αφαιρούνται τα απόλυτα σφάλματά τους προστίθενται. Για το συγκεκριμένο παράδειγμα πάλι, η τιμή του φυσικού μεγέθους γράφεται ως [image: 5757.png].

			

			4.5.2. Πολλαπλασιασμός και διαίρεση ποσοτήτων

			

			Ας θεωρήσουμε τώρα ότι το φυσικό μέγεθος C είναι το γινόμενο των άμεσα μετρούμενων ποσοτήτων Α και Β, δηλαδή C = Α · Β. Τότε:

			[image: 5769.png]

			[image: 5781.png] (7.11)

			όπου [image: 5788.png], [image: 5797.png], και [image: 5804.png] τα σχετικά σφάλματα των ποσοτήτων Α, Β και C αντίστοιχα. Επειδή ο όρος [image: 5812.png] 

			

			είναι μικρός σε σύγκριση με τους υπόλοιπους μπορεί να παραλειφθεί, οπότε από την εξίσωση 7.11 προκύπτει ότι: 

			[image: 5819.png] (7.12) 

			

			Αντίστοιχα, στην περίπτωση που το φυσικό μέγεθος C είναι το πηλίκο των άμεσα μετρούμενων ποσοτήτων Α και Β, δηλαδή , όταν [image: 5826.png], έχουμε:

			[image: 5833.png] (7.13)

			 απ’ όπου , αν χρησιμοποιήσουμε τη διωνυμική ανάπτυξη για τον όρο [image: 5841.png] και παραλείψουμε τους όρους 2ης τάξης και άνω, παίρνουμε τελικά:

			[image: 5850.png] (7.14) 

			

			Συνεπώς, στην περίπτωση πολλαπλασιασμού ή διαίρεσης ποσοτήτων το μέγιστο δυνατό σχετικό σφάλμα του αποτελέσματος, [image: 5862.png], είναι ίσο με το άθροισμα των σχετικών σφαλμάτων των επιμέρους ποσοτήτων.

			

			5. Σημαντικά ψηφία

			

			Το γεγονός ότι τα αποτελέσματα των μετρήσεων περιέχουν σφάλματα , και ότι τα φυσικά μεγέθη μετρούνται με συγκεκριμένη ακρίβεια, πρέπει να λαμβάνεται υπόψη, όταν καταγράφονται τα αποτελέσματα των μετρήσεων. Ας υποθέσουμε ότι πραγματοποιείται μέτρηση του μήκους ενός αντικειμένου με ένα χάρακα, ο οποίος έχει ακρίβεια 1mm, και ότι το αποτέλεσμα της μέτρησης είναι 38mm. Αυτό σημαίνει ότι το μήκος του αντικειμένου είναι μεταξύ 37mm και 39mm. Δεν υπάρχει νόημα να καταγραφεί η μέτρηση ως 38,2mm ή 38,4mm, ακόμα κι αν το μήκος του αντικειμένου δεν είναι 38mm ακριβώς (σχήμα 7.3), διότι αυτό θα σήμαινε ότι η μέτρηση έγινε με ακρίβεια 0,1mm, κάτι που στην περίπτωση αυτή δεν είναι αληθές. Η μέτρηση έχει δύο ψηφία για το μήκος του αντικειμένου (το «3» και το «8»), τα οποία λέγονται σημαντικά ψηφία. Τα αποτελέσματα των μετρήσεων πρέπει πάντα να γράφονται με τόσα σημαντικά ψηφία όσα πράγματι μπορούν να μετρηθούν, με βάση την ακρίβεια του οργάνου μέτρησης. Τα ψηφία μιας αριθμητικής ποσότητας είναι σημαντικά, μόνον όταν είναι αποτέλεσμα μιας πραγματικής μέτρησης ή ενός υπολογισμού, που βασίζεται σε πραγματικές μετρήσεις.

			[image: Sxima_7_3]

			

			Σχήμα 7.3 Μέτρηση μήκους με χάρακα ακρίβειας 1mm. Το αποτέλεσμα της μέτρησης καταγράφεται ως 38mm, ακόμα κι αν το μετρούμενο μήκος δεν είναι 38mm ακριβώς, λόγω της ακρίβειας του χάρακα.

			

			

			Ο αριθμός των σημαντικών ψηφίων είναι ο ίδιος, όποια μονάδα κι αν χρησιμοποιηθεί για την έκφραση του μεγέθους. Έτσι, ένα μήκος 8,9m (δύο σημαντικά ψηφία, τα «8» και «9»),  μπορεί να γραφεί και με τη μορφή 8,9×103mm ή 0,0089km, αφού και οι δύο τελευταίοι αριθμοί έχουν τα ίδια σημαντικά ψηφία. Τα μηδενικά , στη δεύτερη περίπτωση, χρειάζονται μόνο, για να τοποθετήσουν την υποδιαστολή. Αντιθέτως, το ίδιο μήκος δε θα μπορούσε να γραφεί ως 8.900mm, αφού, στην περίπτωση αυτή θα είχε τέσσερα σημαντικά ψηφία («8», «9», «0» και «0») και όχι δύο. Το ψηφίο «0» είναι σημαντικό, μόνον όταν είναι αποτέλεσμα μέτρησης, π.χ. 65,0m.

			Αν, κατά τη διάρκεια θεωρητικών υπολογισμών, προκύψουν αριθμοί με πολλά ψηφία, τότε στρογγυλοποιείται το αποτέλεσμα, ώστε να έχει τόσα σημαντικά ψηφία όσα είναι και τα σημαντικά ψηφία των αριθμών που προκύπτουν από τις μετρήσεις. Έστω, για παράδειγμα, ότι γίνεται μέτρηση του χρόνου που χρειάζεται ένα όχημα που κινείται με σταθερή ταχύτητα, για να διανύσει μια απόσταση, π.χ. 12m, και το αποτέλεσμα είναι 8,2sec (ακρίβεια 0,1sec). Σε περίπτωση στην οποία  ζητηθεί να βρεθεί ο χρόνος στον οποίο διένυσε το όχημα το [image: 5881.png] της απόστασης, δηλαδή 4m, η απάντηση [image: 5890.png] είναι λανθασμένη, διότι υποδηλώνει ότι γνωρίζουμε το χρόνο με ακρίβεια 0,001sec, κάτι που δεν είναι αλήθεια. Στη συγκεκριμένη περίπτωση, η σωστή απάντηση θα ήταν 2,7sec, δηλαδή το αποτέλεσμα του υπολογισμού θα πρέπει να δύο σημαντικά ψηφία, όσα και αυτά της μέτρησης του χρόνου. 

			Τέλος ας υποθέσουμε ότι δύο μήκη Α και Β έχουν μετρηθεί με διαφορετική ακρίβεια, π.χ. Α = 52,1mm (ακρίβεια 0,1mm) και Β = 39,03mm (ακρίβεια 0,01mm), και ότι πρέπει να υπολογιστεί το άθροισμα και η διαφορά τους. Είναι λάθος να γραφεί: Α + Β = 91,13mm, διότι θα σήμαινε ότι το δεύτερο δεκαδικό ψηφίο στο μήκος Α είναι το μηδέν, ενώ στην πραγματικότητα είναι άγνωστο. Έτσι, το άθροισμα γράφεται Α + Β = 91,1mm, δηλαδή με τόσα σημαντικά ψηφία όσα έχει και το μήκος που μετρήθηκε με τη μικρότερη ακρίβεια. Αντίστοιχα, η διαφορά των δύο μηκών είναι  Α – Β = 13,1mm και όχι 13,07mm. Συνεπώς, στους υπολογισμούς με μεγέθη που μετρήθηκαν με διαφορετική ακρίβεια (διαφορετικό αριθμό σημαντικών ψηφίων), το πόσα σημαντικά ψηφία θα έχει το αποτέλεσμα καθορίζεται από το μέγεθος που μετρήθηκε με τη μικρότερη ακρίβεια.  

			

			

			6. Κατασκευή γραφικών παραστάσεων

			

			Στις εργαστηριακές ασκήσεις συνήθως μελετάται το πώς μεταβάλλεται κάποιο φυσικό μέγεθος σε συνάρτηση με κάποιο άλλο, με σκοπό τη μελέτη του φυσικού νόμου που διέπει τη σχέση τους. Συχνά η μεταβολή ενός φυσικού μεγέθους εξαρτάται από περισσότερους από έναν παράγοντες. Επομένως για τη μελέτη του φαινομένου θα πρέπει να κρατηθούν όλοι οι άλλοι παράγοντες σταθεροί, εκτός από εκείνον του οποίου την επίδραση θέλουμε να μετρήσουμε. Επίσης συνήθως ένα από τα ζητούμενα είναι ο πειραματικός προσδιορισμός κάποιας σταθεράς. Η σχέση δύο φυσικών ποσοτήτων διερευνάται καλύτερα, όταν τα πειραματικά αποτελέσματα παρουσιαστούν με τη μορφή γραφικής παράστασης. Με την επεξεργασία των γραφικών παραστάσεων, και μέσω κάποιων απλών υπολογισμών, είναι δυνατός ο προσδιορισμός φυσικών σταθερών ή τιμών άλλων ποσοτήτων, βάσει των πειραματικών αποτελεσμάτων. Η ενότητα αυτή είναι αφιερωμένη στη σωστή κατασκευή και επεξεργασία των γραφικών παραστάσεων. Έμφαση θα δοθεί στις απλές γραμμικές σχέσεις και στο μετασχηματισμό συγκεκριμένων παραδειγμάτων απλών μη-γραμμικών σχέσεων σε γραμμικές, ενώ, στο Παράρτημα, δίνεται μία σύνοψη χρήσιμων αλγεβρικών, γεωμετρικών και τριγωνομετρικών σχέσεων. 

			Για τη δημιουργία μιας σωστής γραφικής παράστασης, τα παρακάτω βήματα θα πρέπει να ακολουθούνται προσεκτικά:

			- Οι γραφικές παραστάσεις πρέπει πάντοτε να σχεδιάζονται σε χιλιοστομετρικό χαρτί (χαρτί «μιλιμετρέ»). Το χιλιοστομετρικό χαρτί θα πρέπει να είναι γραμμικό, εκτός κι αν στις οδηγίες της εργαστηριακής άσκησης αναφέρεται η χρήση άλλου χιλιοστομετρικού χαρτιού, π.χ. λογαριθμικό.

			- Σχεδιάζονται οι άξονες (x-άξονας και y-άξονας) έτσι, ώστε να συμπίπτουν με έντονες γραμμές του χιλιοστομετρικού χαρτιού, οι οποίες αντιστοιχούν σε εκατοστά. Η αρχή των αξόνων δεν είναι απαραίτητο να συμπίπτει με την άκρη του χιλιοστομετρικού χαρτιού, ενώ θα πρέπει να υπάρχει αρκετός χώρος για τυχόν επέκταση των αξόνων ή αρνητικές τιμές. 

			- Η κλίμακα των αξόνων θα πρέπει να είναι τέτοια, ώστε η καμπύλη που θα σχεδιαστεί να είναι ευκρινής, να καλύπτει όλη την έκταση του διαγράμματος και, ταυτόχρονα, να χωράει σ’ αυτό. Δεν είναι απαραίτητο η αρχή των αξόνων να συμπίπτει με την αρχή της κλίμακας, δηλαδή με το σημείο (0,0). Σε κάθε άξονα θα πρέπει να τοποθετούνται μερικές χαρακτηριστικές τιμές σε τακτά διαστήματα.

			- Σε κάθε άξονα θα πρέπει να αναγράφεται το αντίστοιχο μέγεθος συνοδευόμενο από τις μονάδες μέτρησης. Υπενθυμίζεται ότι στον x-άξονα, που ονομάζεται και άξονας των τετμημένων, απεικονίζεται η ανεξάρτητη μεταβλητή, ενώ στον y-άξονα, που ονομάζεται και άξονας των τεταγμένων, απεικονίζεται η εξαρτημένη μεταβλητή. Για παράδειγμα, για μια συνάρτηση, y = f(x), με «x» συμβολίζεται η ανεξάρτητη μεταβλητή, η οποία και μεταβάλλεται αυθαίρετα, ενώ με «y» συμβολίζεται η εξαρτημένη μεταβλητή.

			- Τα σημεία τοποθετούνται κατ’ αντιστοιχία με τα ζεύγη των τιμών των μετρήσεων. Τα σημεία θα πρέπει να απεικονίζονται με ομοιόμορφο και ευδιάκριτο τρόπο, ενώ θα πρέπει να αποφεύγεται η αναγραφή των αντίστοιχων τιμών πάνω στους άξονες ή τα ίδια τα σημεία, εκτός από τις περιπτώσεις στις οποίες αυτό εξυπηρετεί την επεξεργασία των δεδομένων. Αν στο ίδιο γράφημα τοποθετηθούν σημεία δύο, ή και περισσότερων σετ μετρήσεων, θα πρέπει να χρησιμοποιούνται διαφορετικά σύμβολα για κάθε σετ, ώστε ο διαχωρισμός να είναι εμφανής. Αν η κλίμακες των δύο σετ είναι πολύ διαφορετικές, ή αν οι τιμές των σημείων είναι πολύ κοντινές, συνιστάται η δημιουργία διαφορετικών γραφικών παραστάσεων. 

			- Ο σχεδιασμός της καμπύλης της γραφικής παράστασης θα πρέπει να γίνεται με τη βοήθεια κατάλληλου οργάνου ,π.χ. χάρακας, και, για τις ανάγκες του εργαστηρίου, με γνώμονα τη νοητή εκείνη καμπύλη που ορίζεται από τα σημεία που έχουν τοποθετηθεί. Προσαρμογή καμπυλών στα πειραματικά δεδομένα με χρήση λογισμικών πακέτων ή μαθηματικών μεθόδων, π.χ. μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων, δεν απαιτείται, και το πρόβλημα της εκλογής της πιο κατάλληλης καμπύλης αφήνεται στην κρίση του Φοιτητή. Η καμπύλη θα πρέπει να είναι ομαλή, και να σχεδιάζεται έτσι, ώστε να υπάρχουν σημεία εκατέρωθεν της καμπύλης κατά ομοιόμορφο τρόπο. Το ότι η καμπύλη δεν περνά από όλα τα σημεία, δείχνει απλά ότι στις μετρήσεις υπεισέρχονται σφάλματα. Σχεδιασμός καμπύλης δε σημαίνει ένωση των σημείων της γραφικής παράστασης.

			

			6.1. Γραφικές παραστάσεις γραμμικών σχέσεων

			

			Όταν η σχέση μεταξύ δύο φυσικών μεγεθών είναι γραμμική , μπορεί να περιγραφεί από μια εξίσωση, η οποία έχει τη γενική μορφή:

			[image: 5897.png] (7.15)

			Μια τέτοια εξίσωση ονομάζεται γραμμική εξίσωση, το διάγραμμα της οποίας είναι μια ευθεία γραμμή, όπως φαίνεται στο σχήμα 7.4. Η μεταβλητή x είναι η ανεξάρτητη μεταβλητή και y η εξαρτημένη μεταβλητή. Στην εξίσωση 7.15, με Α συμβολίζεται η κλίση της ευθείας, ενώ Β είναι η απόσταση μεταξύ του σημείου τομής της ευθείας με τον y-άξονα και του σημείου (0,0), και ονομάζεται διατομή της ευθείας.

			Για το σημείο που η ευθεία τέμνει τον y-άξονα ισχύει ότι x = 0 ,όπως για όλα τα σημεία που βρίσκονται πάνω στον y-άξονα, και y = Β, όπως προκύπτει εάν θέσουμε x = 0 στην εξίσωση 7.15. Οι συντεταγμένες, λοιπόν, του σημείου  αυτού είναι (0,Β). Ομοίως, οι συντεταγμένες του σημείου στο οποίο η ευθεία τέμνει τον x-άξονα είναι (– Β/Α,0). Η αρχή των αξόνων έχει συντεταγμένες (0,0).

			Έστω θ η γωνία που σχηματίζει η ευθεία με τον x-άξονα, όπως φαίνεται στο σχήμα 7.4. Η κλίση της ευθείας Α ισούται με την εφαπτομένη της γωνίας θ, δηλαδή ισχύει ότι:  

			[image: 5905.png] (7.16)

			Η εξίσωση 7.16 είναι πολύ σημαντική για την ανάλυση των εργαστηριακών μετρήσεων, αφού, πολύ συχνά, ζητείται ο προσδιορισμός κάποιας φυσικής σταθεράς, ή άλλης ποσότητας, μέσω γραφικών παραστάσεων. Για τον υπολογισμό της κλίσης, θα πρέπει να επιλέγονται δύο σχετικώς απομακρυσμένα σημεία της ευθείας, για παράδειγμα,  τα σημεία (x1,y1) και (x2,y2) στο σχήμα 7.4. Αυτά τα σημεία δε θα πρέπει να είναι σημεία που προκύπτουν από τις μετρήσεις, και τυγχάνει να βρίσκονται πάνω στην ευθεία. Θεωρώντας το τρίγωνο που σχηματίζεται από τα σημεία (x1,y1), (x2,y2) και (x2,y1) στο σχήμα 7.4, η κλίση της ευθείας είναι:

			[image: 5912.png] (7.17)

			
Τα μήκη των δύο κάθετων πλευρών του τριγώνου μπορούν να μετρηθούν αμέσως για τον υπολογισμό της κλίσης. Είναι σημαντικό να τονιστεί ότι σε γραφήματα, στα οποία στον x- και y-άξονα παριστάνονται φυσικά μεγέθη, αυτά πρέπει να μπαίνουν με τις μονάδες μέτρησής τους. Τότε, αν η κλίση της ευθείας βρεθεί με τη χρήση της tanθ, πρέπει ο αδιάστατος αυτός αριθμός να συνοδεύεται από το λόγο των μονάδων των αντίστοιχων φυσικών ποσοτήτων (μονάδα μέτρησης φυσικού μεγέθους του y-άξονα δια τη μονάδα μέτρησης φυσικού μεγέθους του x-άξονα).  

			

			[image: Sxima_7_4]

			

			Σχήμα 7.4 Η γραφική παράσταση της γραμμικής σχέσης y = Ax + B είναι μια ευθεία γραμμή, με κλίση Α και διατομή Β. Η ευθεία τέμνει τον y-άξονα στο σημείο (0,Β) και τον x-άξονα στο σημείο (– Β/Α,0). Αν θ είναι η γωνία που σχηματίζει η ευθεία με τον x-άξονα, τότε η κλίση Α = tanθ.

			

			

			6.2. Μη-γραμμικές σχέσεις

			

			Κάποιες φορές η σχέση μεταξύ δύο φυσικών μεγεθών, που μελετώνται στο εργαστήριο, δεν είναι γραμμική, και δεν μπορεί να περιγραφεί από την εξίσωση 7.15. Για παράδειγμα, στην περίπτωση της ελεύθερης πτώσης ενός σώματος, η εξίσωση που συνδέει το ύψος, h, από το οποίο αφήνεται το σώμα να πέσει, με το χρόνο πτώσης, t, είναι: 

			[image: 5926.png] (7.18)

			

			όπου g η επιτάχυνση της βαρύτητας. Τα h και t συνδέονται μέσω μιας μη-γραμμικής σχέσης, συγκεκριμένα με μια σχέση δυνάμεως: το h είναι ανάλογο του t2 (και όχι του t), οπότε η γραφική παράσταση του h συναρτήσει του t δεν είναι μια ευθεία γραμμή, αλλά μια παραβολή. Για τη μελέτη τέτοιων περιπτώσεων εφαρμόζεται μια διαδικασία αλλαγής μεταβλητών, ώστε η μη-γραμμική εξίσωση να πάρει τη μορφή γραμμικής εξίσωσης και να μπορεί να αναπαρασταθεί με μια ευθεία γραμμή. Γενικά, μια τέτοια διαδικασία ονομάζεται ανόρθωση πριν την γραφική παράσταση.

			Μια κοινή σχέση δυνάμεως μεταξύ δύο μεταβλητών είναι της γενικής μορφής:

			[image: 5934.png] (7.19)

			όπου y και x είναι η εξαρτημένη και η ανεξάρτητη μεταβλητή αντίστοιχα, Γ είναι μια σταθερά και n είναι ο εκθέτης που μπορεί να είναι θετικός ή αρνητικός, ακέραιος ή κλασματικός (π.χ. στην περίπτωση [image: 5943.png] ο εκθέτης είναι [image: 5955.png]). Με την παραδοχή xn → Χ, η εξίσωση 7.19 μετασχηματίζεται στην

			[image: 5967.png] (7.20)

			δηλαδή σε μια γραμμική σχέση. Για το παράδειγμα της ελεύθερης πτώσης, κάνοντας την αλλαγή μεταβλητής t2 → t´, η μη-γραμμική εξίσωση 7.18 παίρνει τη γραμμική μορφή:

			[image: 5974.png] (7.21)

			Η γραφική παράσταση του h συναρτήσει του t´ είναι μια ευθεία γραμμή με κλίση [image: 5983.png] και διατομή Β = 0. 

			

			Σχέσεις δυνάμεων μπορεί να μετασχηματιστούν σε γραμμική μορφή κάνοντας χρήση των λογαρίθμων. Για παράδειγμα, λογαριθμίζοντας και τα δύο μέλη της εξίσωσης 7.19 έχουμε: 

			[image: 5990.png]

			[image: 5998.png] (7.22)

			Θέτοντας log y → Y, log x → Χ και log Γ → m, η εξίσωση 7.22 γράφεται στην γραμμική μορφή:

			[image: 6005.png] (7.23)

			η οποία όταν απεικονιστεί διαγραμματικά δίνει μια ευθεία γραμμή με κλίση n και διατομή m. Ορισμοί των λογαρίθμων καθώς και βασικές τους ιδιότητες δίνονται στο Παράρτημα.

			

			

			7. Παράδειγμα

			

			Κλείνοντας το σημαντικό τούτο κεφάλαιο, κρίνεται σκόπιμη η παρουσίαση ενός παραδείγματος που αφορά στην κατασκευή και επεξεργασία μιας γραφικής παράστασης. Ας υποθέσουμε ότι γίνεται μέτρηση της περιόδου, Τ, ενός απλού εκκρεμούς για διαφορετικά μήκη, L. Η μετατόπιση από τη θέση ισορροπίας σε όλες τις μετρήσεις είναι η ίδια, ενώ η μάζα του αναρτημένου σώματος παραμένει σταθερή. Το συνολικό μήκος του εκκρεμούς L μπορεί να αναλυθεί σε δύο επιμέρους μήκη: L = Lo + Lx, όπου Lo είναι το μετρούμενο, κάθε φορά, μήκος ενώ το Lx παραμένει άγνωστο (η επιλογή αυτή εξηγείται αναλυτικά στην εργαστηριακή άσκηση 3). Η ακρίβεια στη μέτρηση του μήκους είναι 0,01 m ενώ η περίοδος μετριέται με ακρίβεια 0,1sec. Με βάση τα παραπάνω, η περίοδος του εκκρεμούς συνδέεται με τα Lo και Lx μέσω της εξίσωσης:

			[image: 6012.png] (7.24)

			

			όπου g είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας. Το ζητούμενο είναι η παρουσίαση των μετρήσεων με τη μορφή γραφικής παράστασης με βάση την εξίσωση 7.24 και ο προσδιορισμός, μέσω της γραφικής παράστασης, του g και του Lx.

			Η γραφική παράσταση των μετρήσεων φαίνεται στο σχήμα 7.5. Η σχέση μεταξύ Lo και Τ είναι μη-γραμμική (Lo ανάλογο του [image: 6019.png]). Για την κατασκευή της γραφικής παράστασης έγινε η παραδοχή x → [image: 6027.png], οπότε η εξίσωση 7.24 μετασχηματίζεται στη γραμμική μορφή y = Αx + Β, όπου y → Lo, Α → [image: 6036.png] και Β → – Lx. Η καμπύλη, λοιπόν, είναι μια ευθεία γραμμή, η οποία δεν περνάει από όλα τα σημεία, λόγω των πειραματικών σφαλμάτων. Η ευθεία γραμμή έχει σχεδιαστεί έτσι ώστε το πλήθος των σημείων που βρίσκονται πάνω από την ευθεία να είναι, κατά το δυνατόν, ίσο με το πλήθος των σημείων που βρίσκονται κάτω από αυτή. Τα σημεία των μετρήσεων απεικονίζονται με κύκλους. Η ευθεία αυτή σχηματίζει γωνία θ με τον x-άξονα και έχει κλίση [image: 6051.png] και διατομή [image: 6065.png]. 

			

			Ο υπολογισμός του Lx γίνεται με την απευθείας  μέτρηση της διατομής στη γραφική παράσταση, δηλαδή της απόστασης μεταξύ του σημείου τομής της ευθείας με τον y-άξονα και του σημείου (0,0). Όπως φαίνεται από το σχήμα 7.5 , Lx = 0,05m. Για τον πειραματικό προσδιορισμό του g πρέπει να υπολογιστεί η κλίση της ευθείας. Για το σκοπό αυτό , επιλέγονται δύο απομακρυσμένα σημεία της ευθείας, τα οποία έχουν συντεταγμένες (0,4 , 0,05) και (2,0 , 0,45) , και συμβολίζονται με τετράγωνα στη γραφική παράσταση. Η κλίση της ευθείας είναι [image: 6072.png]. Συνεπώς [image: 6081.png]. Η τιμή αυτή του g μπορεί να συγκριθεί με τη γνωστή τιμή 9,81m/sec2 

και να υπολογιστεί η εκατοστιαία διαφορά από τη γνωστή τιμή, μέσω της εξίσωσης 7.7: % διαφορά από τη γνωστή τιμή = [image: 6088.png].

			

			[image: Sxima_7_5]

			

			Σχήμα 7.5 Τυπική γραφική παράσταση των μετρήσεων της περιόδου Τ του απλού εκκρεμούς για διαφορετικά μήκη Lo.
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			8. Εργαστηριακές ασκήσεις

			

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται εργαστηριακές ασκήσεις που έχουν σχεδιαστεί έτσι ώστε να καλύπτουν ευρύ φάσμα των εννοιών που έχουν παρουσιαστεί μέχρι στιγμής (κεφάλαια 1–6). Για κάθε εργαστηριακή άσκηση, εκτός της περιγραφής της πειραματικής διαδικασίας και των οργάνων που θα χρησιμοποιηθούν, υπάρχει μια σύντομη αναφορά των στόχων του πειράματος, καθώς και συνοπτική παρουσίαση της προαπαιτούμενης γνώσης, δηλαδή των βασικών θεωρητικών αρχών και εξισώσεων που αφορούν στην συγκεκριμένη άσκηση. Για την πληρέστερη θεωρητική περιγραφή, υπάρχουν παραπομπές σε κάθε εργαστηριακή άσκηση στα αντίστοιχα τμήματα των κεφαλαίων 1–6 του παρόντος βιβλίου. Τέλος, και για διευκόλυνση, δίνονται πίνακες συμπλήρωσης των πειραματικών αποτελεσμάτων, όπου αυτό κρίνεται σκόπιμο.

			

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Η προαπαιτούμενη γνώση δίνεται, κατά περίπτωση, σε κάθε εργαστηριακή άσκηση. 

			

			Η Φυσική είναι μια πειραματική επιστήμη. Οι μεγαλύτερες ανακαλύψεις έχουν σημειωθεί μέσω της παρατήρησης και σωστά σχεδιασμένων και εκτελεσμένων πειραμάτων. Το πείραμα είναι αλληλουχία πράξεων, που ο παρατηρητής εκτελεί με σκοπό την κατανόηση και ερμηνεία των φυσικών φαινομένων. Μέσω των πειραμάτων διαψεύδονται ή επιβεβαιώνονται οι νόμοι και οι θεωρίες που επινοεί ο άνθρωπος στην προσπάθειά του να περιγράψει και να διατυπώσει τις σχέσεις μεταξύ των φυσικών μεγεθών. Μια θεωρία είναι έγκυρη μόνον όταν οι προβλέψεις της συμφωνούν με την «πραγματικότητα», δηλαδή με τα πειραματικά αποτελέσματα. Το πείραμα λοιπόν παίζει κυρίαρχο ρόλο στη Φυσική.

			Πρωταρχικός σκοπός των εκπαιδευτικών εργαστηριακών ασκήσεων είναι η πληρέστερη κατανόηση των φυσικών φαινομένων που διδάσκονται στο θεωρητικό μέρος του αντίστοιχου μαθήματος. Με τη διεξαγωγή των εργαστηριακών ασκήσεων οι Φοιτητές έχουν την ευκαιρία να δουν στην πράξη τη συμπεριφορά των φυσικών μεγεθών και την εξάρτησή τους από άλλα. Επιπρόσθετα, οι εργαστηριακές δραστηριότητες έχουν ως στόχο οι Φοιτητές:

			- Να εξασκηθούν στην ακριβή παρατήρηση και μέτρηση, καταγράφοντας σωστά τα πειραματικά αποτελέσματα,

			- Να εξοικειωθούν με τη συνδεσμολογία και χρήση οργάνων και συσκευών, και να μπορούν να εκτελούν σωστά τις οδηγίες, σύμφωνα με τους κανόνες ασφάλειας

			- Να είναι σε θέση να παρουσιάσουν τα πειραματικά αποτελέσματα σε μορφή γραπτών εργαστηριακών αναφορών, να σχεδιάζουν γραφικές παραστάσεις και να σχολιάζουν τα πειραματικά αποτελέσματα διατυπώνοντας τα συμπεράσματά τους

			- Να μπορούν να κρίνουν την αξιοπιστία των πειραματικών αποτελεσμάτων μέσω υπολογισμών των σφαλμάτων που υπεισέρχονται στις μετρήσεις

			- Να μάθουν να λειτουργούν ως μέλος μιας ομάδας και να αναλαμβάνουν πρωτοβουλίες 

			Οι ασκήσεις έχουν σχεδιαστεί, ώστε να είναι δυνατόν να εκτελεστούν κατά τη διάρκεια ενός εργαστηριακού δίωρου. Η οργάνωση κάθε άσκησης έγινε έτσι ώστε να δίνεται έμφαση στις μετρήσεις, την ανάλυση και την ερμηνεία των πειραματικών δεδομένων. Έχει καταβληθεί προσπάθεια, ώστε οι εργαστηριακές ασκήσεις να παρουσιάζονται όσο το δυνατόν ομοιόμορφα.

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

		

	
		
			Εργαστηριακή άσκηση 1: Κίνηση και δυνάμεις τριβής

			

			Σύνοψη

			Στόχος της εργαστηριακής άσκησης είναι η μελέτη της κίνησης σε επίπεδο (δύο διαστάσεις) και ο πειραματικός προσδιορισμός των συντελεστών στατικής τριβής και τριβής ολισθήσεως για διάφορες επιφάνειες.

			

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Η προαπαιτούμενη γνώση γι αυτήν την εργαστηριακή άσκηση συνοψίζεται στα στοιχεία θεωρίας που παρουσιάζονται στην επόμενη παράγραφο. Για τις έννοιες που παρουσιάζονται εδώ μπορείτε επίσης να ανατρέξετε στην παράγραφο 2 του κεφαλαίου 1 και στις παραγράφους 2 και 7 του κεφαλαίου 2 του παρόντος βιβλίου. 

			

			1. Στοιχεία θεωρίας

			

			1.1. Κίνηση σε επίπεδο

			

			Για τη μελέτη της κίνησης ενός σώματος σε ένα επίπεδο (δύο διαστάσεις) θα χρησιμοποιηθεί η πειραματική διάταξη του σχήματος 8.1.

			

			[image: Sxima_8_1]

			

			Σχήμα 8.1 Πειραματική διάταξη κεκλιμένου επιπέδου για τη μελέτη της κίνησης σε δύο διαστάσεις, και για τον υπολογισμό του συντελεστή στατικής τριβής.

			

			

			Μια σφαίρα μάζας m αφήνεται να κυλήσει πάνω σε ένα δρομέα από τη θέση Α (ύψος h1) στη θέση Β (ύψος h1). Στη συνέχεια η σφαίρα κυλά πάνω στην επιφάνεια του κεκλιμένου επίπεδου από τη θέση Β στη θέση Γ. Στη θέση Β η σφαίρα έχει αρχική ταχύτητα, uo, η οποία δίνεται από τη σχέση:

			[image: 6110.png] (8.1)

			όπου g η επιτάχυνση της βαρύτητας και Δh = h1 – h2. Η κίνηση της σφαίρας από τη θέση Β στη θέση Γ μπορεί να αναλυθεί σε άξονες x και y (βλέπε σχήμα 8.1) και, θεωρώντας ότι η σφαίρα κυλά χωρίς τριβή, ισχύουν τα εξής:	

			Κατά τον x-άξονα: η σφαίρα εκτελεί ευθύγραμμη ομαλή κίνηση με σταθερή ταχύτητα ux = uo. Για την x-συνιστώσα της θέσης της σφαίρας σε κάθε στιγμή ισχύει:

			[image: 6117.png] (8.2)

			συνεπώς, κατά τον x-άξονα, η σφαίρα διανύει ίσα διαστήματα σε ίσους χρόνους. Η ολική απόσταση που διένυσε η σφαίρα κατά τον x-άξονα, lx, λέγεται οριζόντιο βεληνεκές και είναι: 

			[image: 6125.png] (8.3)

			όπου tολ ο συνολικός χρόνος κίνησης της σφαίρας από τη θέση Β στη θέση Γ.

			Κατά τον y-άξονα: ασκείται στη σφαίρα σταθερή δύναμη ίση με mgsinθ, όπου θ η γωνία του κεκλιμένου επιπέδου. Κατά αυτόν τον άξονα η σφαίρα εκτελεί ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση με σταθερή επιτάχυνση αy = gsinθ. Για την y-συνιστώσα της θέσης και της ταχύτητας της σφαίρας σε κάθε στιγμή, ισχύουν οι εξής σχέσεις, αντίστοιχα:

			[image: 6134.png] (8.4)

			[image: 6147.png] (8.5)

			Η ολική απόσταση που διένυσε η σφαίρα κατά τον y-άξονα είναι: 

			[image: 6159.png] (8.6)

			

			Κατά την κίνηση της σφαίρας στο επίπεδο xy το μέτρο της συνισταμένης ταχύτητας σε κάθε χρονική στιγμή είναι:

			[image: 6166.png] (8.7)

			

			Συνδυάζοντας τις εξισώσεις 8.2 και 8.4 προκύπτει η ακόλουθη εξίσωση:

			[image: 6175.png] (8.8)

			

			η οποία συνδέει τις x- και y-συνιστώσες της θέσης της σφαίρας σε κάθε χρονική στιγμή, περιγράφοντας έτσι την τροχιά της σφαίρας. Η εξίσωση 8.8 ονομάζεται εξίσωση τροχιάς του βλήματος και, αφού τα αy και uo είναι σταθερά, είναι της γενικής μορφής:

			[image: 6182.png] (8.9)

			που είναι εξίσωση παραβολής, με [image: 6190.png]. Άρα η τροχιά που διαγράφει η σφαίρα κατά την κίνησή της στο κεκλιμένο επίπεδο είναι παραβολική.

			

			1.2. Δυνάμεις τριβής

			

			Οι δυνάμεις , που δρουν μεταξύ επιφανειών που βρίσκονται σε σχετική κίνηση,  λέγονται δυνάμεις κινητικής τριβής. Οι δυνάμεις τριβής, που δρουν μεταξύ επιφανειών που είναι ακίνητες μεταξύ τους, λέγονται δυνάμεις στατικής τριβής. Για τις δυνάμεις τριβής μεταξύ δύο οποιωνδήποτε ξερών, αλίπαντων επιφανειών ισχύουν, μέσα σε κάποια όρια, οι εξής δύο εμπειρικοί νόμοι:

			 - Είναι, κατά προσέγγιση, ανεξάρτητες του εμβαδού επαφής, και

			 - Είναι ανάλογες της δύναμης που κάθε σώμα εξασκεί πάνω στο άλλο κάθετα προς την κοινή επιφάνειά τους.

			Για τη μελέτη της δύναμης στατικής τριβής, ας θεωρήσουμε ένα σώμα μάζας m, που ηρεμεί πάνω στο κεκλιμένο επίπεδο του σχήματος 8.2.α. Ο λόγος του μέτρου της δύναμης στατικής τριβής, fs, προς το μέτρο της κάθετης δύναμης, R, ονομάζεται συντελεστής στατικής τριβής, μs. Αν αυξηθεί η γωνία θ του κεκλιμένου επιπέδου σιγά-σιγά, για κάποια γωνία θs, το σώμα μόλις που θα αρχίσει να κινείται. Γι’ αυτήν την γωνία θs και μόνον, ισχύει ότι:

			[image: 6197.png] (8.10)

			Άρα η μέτρηση της γωνίας θs στην οποία μόλις αρχίζει η κίνηση προσφέρει μια απλή πειραματική μέθοδο για τον προσδιορισμό του συντελεστή στατικής τριβής μεταξύ δύο επιφανειών.

			Όταν έχει αρχίσει η κίνηση, το σώμα ολισθαίνει στο κεκλιμένο επίπεδο. Ο λόγος του μέτρου της τριβής ολισθήσεως, fk, προς το μέτρο της κάθετης δύναμης, R, ονομάζεται συντελεστής τριβής ολισθήσεως, μk. Για τη μελέτη της τριβής ολισθήσεως, ας θεωρήσουμε τη διάταξη του σχήματος 8.2.β. Σώμα μάζας m συνδέεται με αβαρές νήμα με ένα σώμα μάζας m´ μέσω μιας λείας τροχαλίας. Όταν η μάζα m´ κρεμαστεί ελεύθερα, η μάζα m, που είναι αρχικά ακίνητη, αρχίζει να ολισθαίνει με επιτάχυνση:

			[image: 6204.png] (8.11)

			

			Με τέτοια επιτάχυνση, α, το σώμα διανύει διάστημα S σε χρόνο t, που συνδέονται με τη σχέση: 

			[image: 6211.png] (8.12)

			

			Αν δεν υπήρχαν δυνάμεις τριβής, η επιτάχυνση, [image: 6219.png], του σώματος θα ήταν:

			[image: 6228.png] (8.13)

			και το σώμα θα διένυε το ίδιο διάστημα S σε χρόνο t´ (≠ t), όπου

			[image: 6240.png] (8.14)

			Από τις εξισώσεις 8.11 έως 8.14 προκύπτει ότι:

			[image: 6252.png] (8.15)

			

			[image: Sxima_8_2]

			

			Σχήμα 8.2 (α) Ανάλυση των δυνάμεων που ασκούνται στο σώμα πάνω στο κεκλιμένο επίπεδο, και (β) πειραματική διάταξη για τον υπολογισμό του συντελεστή τριβής ολισθήσεως.

			

			

			Συνεπώς με τη μέτρηση του χρόνου t από την πειραματική διάταξη του σχήματος 8.2.β και τον θεωρητικό υπολογισμό του χρόνου t´, είναι δυνατός ο προσδιορισμός του συντελεστή τριβής ολισθήσεως μεταξύ δύο επιφανειών.

			

			

			2. Πειραματική διαδικασία & μετρήσεις

			

			Σ’ αυτήν την εργαστηριακή άσκηση θα χρησιμοποιηθούν τα εξής:

			Χιλιοστομετρικό χαρτί και χαρτί αποτύπωσης (καρμπόν)

			Μεταλλική σφαίρα

			Παραλληλεπίπεδα από αλουμίνιο

			Ξύλινο παραλληλεπίπεδο μάζας m = 1,1kg

			Χρονόμετρο

			Να είστε προσεκτικοί με τον χειρισμό της πλάκας γυαλιού. Το γυαλί έχει λειανθεί κατάλληλα για την αποφυγή τραυματισμών.

			

			2.1. Κίνηση σε επίπεδο

			

			Στην πειραματική διάταξη του σχήματος 8.1, τοποθετήστε το κεκλιμένο επίπεδο σε δεδομένη γωνία θ και αφήστε την μεταλλική σφαίρα να κυλήσει στο δρομέα από δεδομένο ύψος. Δοκιμάστε διαφορετικές γωνίες και ύψη, έτσι ώστε η διαδρομή της σφαίρας στην επιφάνεια του κεκλιμένου επιπέδου να καλύπτει όσο το δυνατόν περισσότερο χώρο. Μετρήστε το Δh. Στη συνέχεια τοποθετήστε χιλιοστομετρικό χαρτί στο κεκλιμένο επίπεδο, καλύπτοντας την διαδρομή της σφαίρας πάνω σ’ αυτό, με τους x- και y-άξονες παράλληλους με τις πλευρές του κεκλιμένου επιπέδου. Πάνω από το χιλιοστομετρικό χαρτί προσαρμόστε το χαρτί αποτύπωσης και κατόπιν αφήστε τη σφαίρα να κυλήσει από το ύψος του δρομέα το οποίο έχετε επιλέξει. Βγάλτε το χαρτί αποτύπωσης και σιγουρευτείτε ότι η τροχιά της σφαίρας είναι εμφανώς αποτυπωμένη στο χιλιοστομετρικό χαρτί.

			

			2.2. Ανεξαρτησία της δύναμης τριβής από το εμβαδόν επαφής

			

			Για να διαπιστωθεί πειραματικά η ανεξαρτησία της δύναμης τριβής από το εμβαδόν επαφής, θα χρησιμοποιηθεί η διάταξη του κεκλιμένου επιπέδου και τα μεταλλικά παραλληλεπίπεδα. Τα παραλληλεπίπεδα έχουν την ίδια μάζα , αλλά διαφορετικό εμβαδόν επαφής (σχέση εμβαδού επαφής μεταξύ τους 1:1,5:3). Με το κεκλιμένο επίπεδο στην οριζόντια θέση, τοποθετήστε ένα παραλληλεπίπεδο σε δεδομένη θέση στο κεκλιμένο επίπεδο. Αυξήστε σιγά-σιγά τη γωνία θ, μέχρι το σώμα μόλις που θα αρχίσει να κινείται, και καταγράψτε τη γωνία για την οποία αυτό συμβαίνει. Επαναλάβετε και για τα υπόλοιπα παραλληλεπίπεδα, τοποθετώντας τα πάντα στην ίδια θέση στο κεκλιμένο επίπεδο. Για την καταγραφή των αποτελεσμάτων των μετρήσεων, χρησιμοποιήστε τον πίνακα 8.1.

			

			2.3. Προσδιορισμός συντελεστή στατικής τριβής

			

			Για τον πειραματικό προσδιορισμό του συντελεστή στατικής τριβής μεταξύ διαφόρων επιφανειών θα χρησιμοποιηθεί η διάταξη του κεκλιμένου επιπέδου, ένα από τα μεταλλικά παραλληλεπίπεδα αλουμινίου και πλάκες διαφόρων επιφανειών. Προσαρμόστε μια πλάκα στις αντίστοιχες υποδοχές πάνω στο κεκλιμένο επίπεδο. Με το κεκλιμένο επίπεδο στην οριζόντια θέση, τοποθετήστε ένα μεταλλικό παραλληλεπίπεδο πάνω στην πλάκα σε δεδομένη θέση. Αυξήστε σιγά-σιγά τη γωνία θ, μέχρι το σώμα μόλις που θα αρχίσει να κινείται , και καταγράψτε τη γωνία για την οποία αυτό συμβαίνει. Για το ίδιο παραλληλεπίπεδο, επαναλάβετε για τις υπόλοιπες επιφάνειες, τοποθετώντας το πάντα στην ίδια θέση πάνω στην πλάκα. Για την καταγραφή των αποτελεσμάτων των μετρήσεων, χρησιμοποιήστε τον πίνακα 8.2.

			

			

			

			2.4. Προσδιορισμός συντελεστή τριβής ολισθήσεως

			

			Για τον πειραματικό προσδιορισμό του συντελεστή τριβής ολισθήσεως , θα χρησιμοποιηθεί η διάταξη του σχήματος 8.2.β και το ξύλινο παραλληλεπίπεδο. Τοποθετήστε το παραλληλεπίπεδο πάνω στην ξύλινη επιφάνεια και αναρτήστε γνωστή μάζα m′ μέσω του νήματος και της τροχαλίας. Κρατήστε το παραλληλεπίπεδο ακίνητο και στη συνέχεια αφήστε το να κινηθεί υπό την επίδραση της μάζας. Μετρήστε το διάστημα S που διένυσε και το χρόνο t, στον οποίο το διένυσε. Για μεγαλύτερη ακρίβεια στον προσδιορισμό του συντελεστή τριβής ολισθήσεως, επαναλάβετε τη μέτρηση 5 συνολικά φορές για το ίδιο διάστημα, υπολογίζοντας τη μέση τιμή [image: 6267.png] και την τυπική απόκλιση σ. Για την καταγραφή των αποτελεσμάτων των μετρήσεων, χρησιμοποιήστε τον πίνακα 8.3.

			

			Ανάλυση αποτελεσμάτων – Ερωτήσεις

			

			Κίνηση σε επίπεδο

			- Ποιο το απόλυτο σφάλμα στη μέτρηση του ύψους h; Υπολογίστε την αρχική ταχύτητα uo θεωρώντας g = 9,81m/sec2. Σχολιάστε την αξιοπιστία του υπολογισμού της αρχικής ταχύτητας με βάση το σφάλμα στη μέτρηση του ύψους.

			- Αφού η κίνηση της σφαίρας στον x-άξονα είναι ευθύγραμμη ομαλή, 1cm στο χιλιοστομετρικό χαρτί αναλογεί σε σταθερό χρονικό διάστημα (Δt). Στα ίδια χρονικά διαστήματα, τι παρατηρείτε όσον αφορά τις αποστάσεις στον y-άξονα; Εξηγήστε.

			- Να κατασκευαστεί η γραφική παράσταση της τετραγωνικής ρίζας των αποστάσεων στον y-άξονα σαν συνάρτηση του χρόνου που μετριέται με μονάδα το Δt.  Τι είδους καμπύλη είναι; Εξηγήστε. Από αυτή τη γραφική παράσταση, να υπολογιστεί το g (βάσει της εξίσωσης 8.4 και λαμβάνοντας υπόψη ότι αy = gsinθ).

			- Να υπολογιστεί η % διαφορά της τιμής του g που υπολογίστηκε από τη γραφική παράσταση από την γνωστή τιμή του g (9,81m/sec2).

			- Ποιοι οι πιθανοί λόγοι που η τιμή του g που υπολογίσατε διαφέρει από τη γνωστή τιμή;  

			

			Ανεξαρτησία της δύναμης τριβής από το εμβαδόν επαφής

			- Ποιο το απόλυτο σφάλμα στη μέτρηση της γωνίας;

			- Συγκρίνετε μεταξύ τους τις γωνίες για τις οποίες τα μεταλλικά παραλληλεπίπεδα μόλις αρχίζουν να κινούνται; Τι παρατηρείτε; Αιτιολογείστε. Σχολιάστε την αξιοπιστία των μετρήσεών σας με βάση το σφάλμα στη μέτρηση της γωνίας.

			

			Προσδιορισμός συντελεστή στατικής τριβής

			- Υπολογίστε το συντελεστή στατικής τριβής μεταξύ αλουμινίου και των διάφορων επιφανειών. Σχολιάστε την αξιοπιστία των μετρήσεών σας με βάση το σφάλμα στη μέτρηση της γωνίας. Παρουσιάστε τα αποτελέσματα των μετρήσεων σας σε μια ποιοτική γραφική παράσταση, όπου ο x-άξονας να αντιστοιχεί στις διάφορες επιφάνειες και ο y-άξονας στις τιμές του συντελεστή στατικής τριβής.

			

			Προσδιορισμός συντελεστή τριβής ολισθήσεως

			- Ποιο το απόλυτο σφάλμα στη μέτρηση του διαστήματος S και του χρόνου t;

			- Υπολογίστε τον χρόνο t´ (όπως περιγράφεται στην παράγραφο 1.2) και στη συνέχεια υπολογίστε τον συντελεστή τριβής ολισθήσεως (βάσει της εξίσωσης 8.15). Σχολιάστε την αξιοπιστία του αποτελέσματος, με βάση την τυπική απόκλιση που υπολογίσατε, και σε συνάρτηση με το απόλυτο σφάλμα της μέτρησης του διαστήματος.
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			Πίνακας 8.1 Καταγραφή μετρήσεων για την ανεξαρτησία της δύναμης τριβής από το εμβαδόν επαφής.
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			Πίνακας 8.2 Καταγραφή μετρήσεων για τον υπολογισμό του συντελεστή στατικής τριβής.
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							Μέση τιμή [image: 6472.png](sec)

						
							
							
					

					
							
							Τυπική απόκλιση σ (sec)

						
							
							
					

				
			

			

			Πίνακας 8.3 Καταγραφή μετρήσεων για τον υπολογισμό του συντελεστή τριβής ολισθήσεως.

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

		

	
		
			Εργαστηριακή άσκηση 2: Ελατήριο Hooke

			

			Σύνοψη

			Αυτή είναι η πρώτη μιας σειράς εργαστηριακών ασκήσεων που αποσκοπούν στη μελέτη της απλής αρμονικής κίνησης. Εδώ θα μελετηθεί η κίνηση ενός σώματος , το οποίο είναι αναρτημένο σε ένα ελατήριο. Συγκεκριμένα θα εξεταστεί η σχέση της μετατόπισης του ελατηρίου σε συνάρτηση με τη μάζα του αναρτημένου σώματος (νόμος του Hooke), και θα υπολογιστούν πειραματικά ο χρόνος ημιζωής και η σταθερά απόσβεσης της φθίνουσας αρμονικής ταλάντωσης του σώματος (λόγω τριβών).

			

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Η προαπαιτούμενη γνώση γι αυτήν την εργαστηριακή άσκηση συνοψίζεται στα στοιχεία θεωρίας που παρουσιάζονται στην επόμενη παράγραφο. Για τις έννοιες που παρουσιάζονται εδώ μπορείτε επίσης να ανατρέξετε στις παραγράφους 2 και 7 του κεφαλαίου 3 του παρόντος βιβλίου. 

			

			1. Στοιχεία θεωρίας

			

			Οποιαδήποτε κίνηση , που επαναλαμβάνεται κατά ίσα χρονικά διαστήματα , λέγεται περιοδική κίνηση, και συνίσταται στην παλινδρομική μετατόπιση ενός σώματος γύρω από μία θέση ισορροπίας. Αν ένα σώμα παλινδρομεί πάνω στην ίδια τροχιά, λέγεται ότι εκτελεί ταλάντωση. Ένα χαρακτηριστικό παράδειγμα ταλάντωσης είναι η κίνηση ενός σώματος που προσδέθηκε σε ένα ελατήριο, η μελέτη της οποίας και αποτελεί το αντικείμενο μελέτης αυτής της εργαστηριακής άσκησης.

			Όταν ένα σώμα μάζας m αναρτηθεί στο ελεύθερο άκρο ενός κατακόρυφου ιδανικού ελατηρίου φυσικού μήκους L (σχήμα 8.3.α), το άλλο άκρο του οποίου είναι συνδεδεμένο σε σταθερό σημείο, το ελατήριο τεντώνεται κατά απόσταση y και ασκεί πάνω στο σώμα μία δύναμη, F, που δίνεται από τη σχέση:

			[image: 6483.png] (8.16)

			όπου k μια σταθερά που λέγεται σταθερά δυνάμεως του ελατηρίου. Το αρνητικό πρόσημο στην εξίσωση 8.16 υποδηλώνει ότι η φορά της δύναμης είναι πάντα αντίθετη προς τη μετατόπιση y του άκρου του ελατηρίου. Η δύναμη F είναι μια δύναμη επαναφοράς και ανάλογη της μετατόπισης y, οπότε η κίνηση του σώματος υπό την επίδραση αυτής της δύναμης θα είναι απλή αρμονική κίνηση.

			Η εξίσωση 8.16 είναι γνωστή ως ο νόμος του Hooke και ισχύει δεδομένου ότι η παραμόρφωση του ελατηρίου (τέντωμα ή συμπίεση) δεν είναι πολύ μεγάλη. Η σταθερά k είναι ένα μέτρο της σκληρότητας του ελατηρίου, με τα πολύ σκληρά ελατήρια να έχουν μεγάλες τιμές του k. Όταν το σύστημα ελατηρίου – μάζας ηρεμεί (θέση ισορροπίας) η δύναμη F ισούται με το βάρος της μάζας Β = mg (όπου g η επιτάχυνση της βαρύτητας), δηλαδή ισχύει:

			[image: 6490.png] (8.17)

			Σύμφωνα με την εξίσωση 8.17 η σχέση μεταξύ του Β και του y είναι γραμμική, συνεπώς η γραφική παράσταση του B ως συνάρτηση του y είναι μια ευθεία γραμμή με κλίση Α = – k. Από μια τέτοια γραφική παράσταση μπορεί κανείς να υπολογίσει τη σταθερά k.

			Έστω ότι, όταν το σύστημα ελατηρίου–μάζας ηρεμεί , εκτρέπουμε το σώμα κατά απόσταση Αο από τη θέση ισορροπίας του. Αν το σώμα μετατοπιστεί προς τα κάτω (πάνω), η δύναμη που ασκεί το ελατήριο πάνω στο σώμα έχει φορά προς τα πάνω (κάτω). Και στις δύο περιπτώσεις η δύναμη δίνεται από την εξίσωση 8.16. Αφήνοντας το σώμα ελεύθερο να κινηθεί υπό την επίδραση αυτής της δύναμης, και δεδομένου ότι δεν υπάρχουν τριβές, το σώμα θα εκτελέσει απλή αρμονική ταλάντωση γύρω από τη θέση ισορροπίας (σχήμα 8.3.β). Η μέγιστη απομάκρυνση από τη θέση ισορροπίας λέγεται πλάτος της ταλάντωσης, Αο. Προσέξτε ότι υπάρχει μία θέση, στην οποία το ελατήριο είναι χαλαρωμένο και δεν εξασκεί δύναμη πάνω στο σώμα, η οποία είναι η θέση ισορροπίας του συστήματος ελατηρίου – μάζας. Η περίοδος της ταλάντωσης, Τ, δίνεται από τη σχέση: 

			[image: 6497.png] (8.18)

			

			Μέχρι τώρα υποθέσαμε ότι δεν εξασκούνται δυνάμεις τριβής στο σύστημα ελατηρίου – μάζας, κάτι που δεν είναι αλήθεια, αφού, εάν ίσχυε κάτι τέτοιο, το σώμα θα ταλαντευόταν έπ’ άπειρο με αμείωτο πλάτος (Αο σταθερό). Στην πραγματικότητα το πλάτος της ταλάντωσης μειώνεται και, εν τέλει, μηδενίζεται λόγω τριβών από την αντίσταση του αέρα ή άλλων εσωτερικών δυνάμεων. Με την επίδραση τέτοιων δυνάμεων εξασθένησης η ταλάντωση φθίνει βαθμιαία και λέγεται φθίνουσα αρμονική ταλάντωση. 

			

			[image: Sxima_8_3]

			

			Σχήμα 8.3 (α) Κατακόρυφο ιδανικό ελατήριο φυσικού μήκους L, και η μετατόπιση y λόγω αναρτημένου σώματος μάζας m, και (β) η πειραματική διάταξη για τον προσδιορισμό της σταθεράς b.

			

			

			Συνήθως η δύναμη εξασθένησης, Fd, είναι ανάλογη της ταχύτητας του σώματος, u, και έχει φορά αντίθετη απ’ αυτήν, δηλαδή:

			[image: 6512.png] (8.19)

			όπου b μια θετική σταθερά που λέγεται σταθερά απόσβεσης, και εξαρτάται από το σχήμα και μέγεθος του ταλαντούμενου σώματος καθώς και από τις ιδιότητες του μέσου στο οποίο γίνεται η ταλάντωση. Η συνολική δύναμη, τώρα, που δρα στο σώμα είναι ΣF = F + Fd.

			Μια σημαντική χαρακτηριστική ποσότητα της εκθετικής μείωσης ενός φυσικού μεγέθους είναι ο χρόνος ημιζωής, που ορίζεται ως ο χρόνος που απαιτείται για τον υποδιπλασιασμό της αρχικής τιμής του φυσικού μεγέθους (δηλαδή της τιμής του για t = 0). Στη συγκεκριμένη περίπτωση ο χρόνος ημιζωής της ταλάντωσης του σώματος, t1/2, είναι ο χρόνος που απαιτείται , για να μειωθεί το πλάτος ταλάντωσης στο μισό (Αο/2) και δίνεται από την σχέση:

			[image: 6521.png] (8.20)

			

			Σύμφωνα με την εξίσωση 8.20 η σχέση μεταξύ του t1/2 και του m είναι γραμμική, συνεπώς, η γραφική παράσταση του t1/2 σαν συνάρτηση του m (για ένα δεδομένο ελατήριο και για σταθερή μετατόπιση) είναι μια ευθεία γραμμή με κλίση [image: 6533.png]. Από μια τέτοια γραφική παράσταση μπορεί κανείς να υπολογίσει τη σταθερά b.

			

			

			2. Πειραματική διαδικασία & μετρήσεις

			

			Σ’ αυτήν την εργαστηριακή άσκηση θα χρησιμοποιηθούν τα εξής:

			Δύο ελατήρια διαφορετικού k

			Κατακόρυφος ορθοστάτης

			Χρονόμετρο

			Διάφορες μάζες

			Προσέξτε, ώστε οι αναρτώμενες μάζες να μην προκαλέσουν μόνιμη παραμόρφωση των ελατηρίων.

			

			2.1. Προσδιορισμός της σταθεράς δυνάμεως ελατηρίου

			

			Τοποθετήστε ένα ελατήριο στον ορθοστάτη και κρεμάστε μια γνωστή μάζα από το ελεύθερο άκρο του ελατηρίου. Στη συνέχεια μετρήστε την μετατόπιση (επιμήκυνση) y από τη θέση του φυσικού μήκους του ελατηρίου, όταν το σύστημα ελατηρίου – μάζας ηρεμεί. Για μεγαλύτερη ακρίβεια στον προσδιορισμό της σταθεράς k, επαναλάβετε για 6 διαφορετικές μάζες. Πραγματοποιήστε την ίδια διαδικασία και για το δεύτερο ελατήριο. Για την καταγραφή των αποτελεσμάτων των μετρήσεων, χρησιμοποιήστε τον πίνακα 8.4.

			

			2.1. Προσδιορισμός της σταθεράς απόσβεσης

			

			Τοποθετήστε ένα ελατήριο στον ορθοστάτη και κρεμάστε μια γνωστή μάζα από το ελεύθερο άκρο του ελατηρίου. Αφήστε το σώμα να ηρεμήσει. Στη συνέχεια επιμηκύνετε το ελατήριο κατά απόσταση Αο (πλάτος ταλάντωσης) από τη θέση ισορροπίας του συστήματος, μετατοπίζοντας τη μάζα. Αφήστε τη μάζα ελεύθερη να ταλαντωθεί , και μετρήστε με το χρονόμετρο το χρόνο ημιζωής t1/2, δηλαδή το χρόνο που απαιτείται για να μειωθεί το πλάτος ταλάντωσης στο μισό (Αο/2). Για μεγαλύτερη ακρίβεια, να πραγματοποιηθούν 3 μετρήσεις του χρόνου ημιζωής και να υπολογιστεί η μέση τιμή [image: 6545.png] καθώς και η τυπική απόκλιση σ. Επαναλάβετε για 3 διαφορετικές μάζες για το ίδιο πλάτος ταλάντωσης Αο. Πραγματοποιήστε την ίδια διαδικασία και για το δεύτερο ελατήριο. Για την καταγραφή των αποτελεσμάτων των μετρήσεων, χρησιμοποιήστε τον πίνακα 8.5.

			

			Ανάλυση αποτελεσμάτων – Ερωτήσεις

			

			Προσδιορισμός της σταθεράς δυνάμεως ελατηρίου

			- Ποιο το απόλυτο σφάλμα στη μέτρηση της επιμήκυνσης y;

			- Να κατασκευαστούν οι γραφικές παραστάσεις του βάρους της αναρτημένης μάζας Β συναρτήσει της επιμήκυνσης y και για τα δύο ελατήρια χωριστά. Τι είδους καμπύλες είναι; Από αυτές τις γραφικές παραστάσεις να υπολογιστεί η σταθερά k και για τα δύο ελατήρια. Υπολογίστε την % διαφορά από τη γνωστή τιμή για κάθε ελατήριο. Θεωρήστε ότι g = 10m/sec2.

			- Βρείτε την αναμενόμενη επιμήκυνση από τα διαγράμματα για δύο τυχαίες μάζες (διαφορετικές από αυτές που χρησιμοποιήθηκαν στις μετρήσεις).

			

			Προσδιορισμός της σταθεράς απόσβεσης

			- Ποιο το απόλυτο σφάλμα στη μέτρηση του πλάτους ταλάντωσης;

			- Ποιο το απόλυτο σφάλμα στη μέτρηση του χρόνου ημιζωής; Σχολιάστε την αξιοπιστία των αποτελεσμάτων της μέτρησης του χρόνου ημιζωής, με βάση την τυπική απόκλιση που υπολογίσατε και σε συνάρτηση με το απόλυτο σφάλμα της μέτρησης του πλάτους ταλάντωσης.

			- Να κατασκευαστούν οι γραφικές παραστάσεις του χρόνου ημιζωής t1/2 συναρτήσει της αναρτημένης μάζας m και για τα δύο ελατήρια χωριστά. Τι είδους καμπύλες είναι; Από αυτές τις γραφικές παραστάσεις να υπολογιστεί η σταθερά b και για τα δύο ελατήρια. 

			- Βρείτε τον αναμενόμενο χρόνο ημιζωής από τα διαγράμματα για δύο τυχαίες μάζες (διαφορετικές από αυτές που χρησιμοποιήθηκαν στις μετρήσεις).
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			Πίνακας 8.4 Καταγραφή μετρήσεων για τον προσδιορισμό της σταθεράς δυνάμεως ελατηρίου k.
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			Πίνακας 8.5 Καταγραφή μετρήσεων για τον προσδιορισμό της σταθεράς απόσβεσης b.

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

		

	
		
			Εργαστηριακή άσκηση 3: Απλό εκκρεμές

			

			Σύνοψη

			Σ’ αυτή την εργαστηριακή άσκηση θα μελετηθεί η απλή αρμονική κίνηση μέσω του παραδείγματος του απλού εκκρεμούς. Συγκεκριμένα, θα εξεταστεί η εξάρτηση της περιόδου του εκκρεμούς από το συνολικό μήκος του εκκρεμούς, τη γωνία μετατόπισης και τη μάζα του αναρτημένου σώματος.

			

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Η προαπαιτούμενη γνώση γι αυτήν την εργαστηριακή άσκηση συνοψίζεται στα στοιχεία θεωρίας που παρουσιάζονται στην επόμενη παράγραφο. Για τις έννοιες που παρουσιάζονται εδώ μπορείτε επίσης να ανατρέξετε στην παράγραφο 4 του κεφαλαίου 3 του παρόντος βιβλίου. 

			

			1. Στοιχεία θεωρίας

			

			Το ιδανικό απλό εκκρεμές (σχήμα 8.4.α) αποτελείται από ένα υλικό σημείο μάζας m, που εξαρτάται από ένα αβαρές, μη εκτατό νήμα μήκους L. Όταν το εκκρεμές μετατοπιστεί από τη θέση ισορροπίας κατά μια γωνία θ και αφεθεί ελεύθερο, αιωρείται υπό την επίδραση της βαρύτητας, με τη μάζα m να διαγράφει κυκλικό τόξο ακτίνας L. Η δύναμη, F, η οποία ασκείται κατά μήκος του κυκλικού τόξου που διαγράφει η μάζα, έχει αντίθετη φορά από τη μετατόπιση, και δίνεται από τη σχέση:

			[image: 6633.png] (8.21)

			όπου g η επιτάχυνση της βαρύτητας.

			Για μικρές γωνίες θ, ισχύει η προσέγγιση sinθ ≈ θ, οπότε η εξίσωση 8.21 γίνεται:

			[image: 6641.png] (8.22)

			δηλαδή, για μικρές γωνίες μετατόπισης θ και μόνον, η δύναμη επαναφοράς είναι ανάλογη της μετατόπισης, οπότε η κίνηση του απλού εκκρεμούς είναι απλή αρμονική. Αγνοώντας την τριβή της μάζας με τον αέρα, η περίοδος του εκκρεμούς, Τ, δίνεται από τη σχέση:

			[image: 6648.png] (8.23)

			

			Για μεγάλες γωνίες μετατόπισης η κίνηση μπορεί να αποκλίνει σημαντικά από την απλή αρμονική.

			Τα παραπάνω ισχύουν για το ιδανικό απλό εκκρεμές. Το εκκρεμές που χρησιμοποιείται στο πείραμα δεν είναι ιδανικό: στην πραγματικότητα το νήμα δεν είναι αβαρές και μη εκτατό, υπάρχουν τριβές λόγω του αέρα, ενώ, τέλος, η μάζα m δεν είναι σημειακή αλλά έχει κάποιες διαστάσεις. Σ’ αυτή τη περίπτωση το μήκος L ορίζεται ως η απόσταση μεταξύ του σημείου στήριξης του νήματος και του κέντρου βάρους της αναρτημένης μάζας.

			Στο συγκεκριμένο πείραμα το κέντρο βάρους του αναρτημένου σώματος δεν είναι γνωστό, κατά συνέπεια το L δεν είναι γνωστό. Για να παρακαμφθεί αυτή η δυσκολία, χρησιμοποιούμε το ακόλουθο τέχνασμα (σχήμα 8.4.β): κάνουμε έναν μικρό και σφικτό κόμπο στο νήμα, οπότε το άγνωστο μήκος L μπορεί να αναλυθεί ως εξής:

			[image: 6655.png] (8.24)

			όπου Lo η απόσταση μεταξύ του σημείου στήριξης του νήματος και του κόμπου και Lx η απόσταση μεταξύ του κόμπου και του κέντρου βάρους της αναρτημένης μάζας. Το μήκος Lο μπορεί να μετρηθεί με μεγάλη ακρίβεια, ενώ το Lx παραμένει μια άγνωστη παράμετρος. Αντικαθιστώντας στην εξίσωση 8.23 έχουμε τελικά ότι:

			[image: 6662.png] (8.25)

			Η εξίσωση 8.25 με την παραδοχή Lo → y και T2 → x είναι της γενικής μορφής [image: 6670.png], όπου [image: 6679.png] και [image: 6691.png]. Η σχέση, δηλαδή, μεταξύ του Lo και του Τ2 είναι γραμμική, συνεπώς η γραφική παράσταση του Lo σαν συνάρτηση του Τ2 είναι μια ευθεία γραμμή με κλίση Α και διατομή Β. Από μια τέτοια γραφική παράσταση μπορεί κανείς να υπολογίσει τόσο το g όσο και το Lx.

			Η εξίσωση 8.25 είναι απολύτως ισοδύναμη με την εξίσωση 8.23 και ισχύουν οι ίδιοι περιορισμοί όσο αφορά την γωνία μετατόπισης θ (μικρές γωνίες μετατόπισης). Όπως φαίνεται από την εξίσωση 8.25 (και την ισοδύναμή της 8.23) η περίοδος του εκκρεμούς είναι ανεξάρτητη από τη μάζα του αναρτημένου σώματος. 

			

			[image: Sxima_8_4]

			

			Σχήμα 8.4 (α) Ιδανικό απλό εκκρεμές σημειακής μάζας m, που εξαρτάται από ένα αβαρές, μη εκτατό νήμα μήκους L, και (β) φυσικό (μη-ιδανικό) εκκρεμές.

			

			

			2. Πειραματική διαδικασία & μετρήσεις

			

			Σ’ αυτήν την εργαστηριακή άσκηση θα χρησιμοποιηθούν τα εξής:

			Εκκρεμές με αναρτημένη μάζα 0,03kg

			Χάρακας

			Χρονόμετρο

			Διάφορες μάζες

			

			2.1. Σχέση μεταξύ της περιόδου και του μήκους του εκκρεμούς

			

			Για την πειραματική μελέτη της σχέσης μεταξύ της περιόδου του εκκρεμούς, Τ, και του μήκους του, L, θα χρησιμοποιηθεί το χρονόμετρο για τη μέτρηση της περιόδου του εκκρεμούς για 5 διαφορετικά μήκη, πάντα για την ίδια γωνία μετατόπισης θ = 10°. Για μεγαλύτερη ακρίβεια, για κάθε μήκος να πραγματοποιηθούν 5 μετρήσεις της περιόδου και να υπολογιστεί η μέση τιμή, [image: 6710.png], καθώς και η τυπική απόκλιση, σ. Για την καταγραφή των αποτελεσμάτων των μετρήσεων, χρησιμοποιήστε τον πίνακα 8.6.

			Προσοχή: το μήκος το οποίο θα μετρηθεί είναι το Lo, όπως έχει ήδη εξηγηθεί παραπάνω.

			

			2.2. Σχέση μεταξύ της περιόδου του εκκρεμούς και της γωνίας μετατόπισης

			

			Για την πειραματική μελέτη της σχέσης μεταξύ της περιόδου του εκκρεμούς, Τ, και της γωνίας μετατόπισης, θ, θα μετρηθεί η περίοδος του εκκρεμούς για 6 διαφορετικές γωνίες, κρατώντας το μήκος του εκκρεμούς σταθερό. Για μεγαλύτερη ακρίβεια, για κάθε γωνία να πραγματοποιηθούν 5 μετρήσεις της περιόδου και να υπολογιστεί η μέση τιμή, [image: 6718.png], καθώς και η τυπική απόκλιση, σ. Για την καταγραφή των αποτελεσμάτων των μετρήσεων, χρησιμοποιήστε τον πίνακα 8.7.

			

			2.3. Σχέση μεταξύ της περιόδου του εκκρεμούς και της αναρτημένης μάζας

			

			Για την πειραματική μελέτη της σχέσης μεταξύ της περιόδου του εκκρεμούς, Τ, και της μάζας του αναρτημένου σώματος, m, θα μετρηθεί η περίοδος του εκκρεμούς για 4 διαφορετικές μάζες, για την ίδια γωνία μετατόπισης θ = 10° και το ίδιο μήκος εκκρεμούς. Για μεγαλύτερη ακρίβεια, για κάθε μάζα να πραγματοποιηθούν 5 μετρήσεις της περιόδου και να υπολογιστεί η μέση τιμή, [image: 6726.png], καθώς και η τυπική απόκλιση, σ. Για την καταγραφή των αποτελεσμάτων των μετρήσεων, χρησιμοποιήστε τον πίνακα 8.8.

			

			Ανάλυση αποτελεσμάτων – Ερωτήσεις

			

			Σχέση μεταξύ της περιόδου και του μήκους του εκκρεμούς

			- Ποιο το απόλυτο σφάλμα στη μέτρηση του μήκους Lo και της περιόδου Τ ; Σχολιάστε την αξιοπιστία των αποτελεσμάτων της μέτρησης της περιόδου, με βάση την τυπική απόκλιση που υπολογίσατε.

			- Να κατασκευαστεί η γραφική παράσταση του Lo συναρτήσει του [image: 6734.png]. Τι είδους καμπύλη είναι; Εξηγήστε.

			- Να κατασκευαστεί η γραφική παράσταση του Lo συναρτήσει του [image: 6741.png]. Τι είδους καμπύλη είναι; Από αυτή τη γραφική παράσταση να υπολογιστούν το g και το Lx (βάσει της εξίσωσης 8.25).

			- Να υπολογιστεί η % διαφορά της τιμής του g που υπολογίστηκε από τη γραφική παράσταση από τη γνωστή τιμή του g (9,81 m/sec2).

			- Ποιοι οι πιθανοί λόγοι που η τιμή του g που υπολογίσατε διαφέρει από τη γνωστή τιμή;  

			

			Σχέση μεταξύ της περιόδου του εκκρεμούς και της γωνίας μετατόπισης

			- Ποιο το απόλυτο σφάλμα στη μέτρηση της γωνίας μετατόπισης; Σχολιάστε την αξιοπιστία των αποτελεσμάτων της μέτρησης της περιόδου, με βάση την τυπική απόκλιση που υπολογίσατε.

			- Πώς αλλάζει η περίοδος του εκκρεμούς, καθώς μεταβάλλεται η γωνία μετατόπισης; Από ποια γωνία και πάνω , παρατηρείται αισθητή αλλαγή της περιόδου; Αιτιολογήστε.

			

			Σχέση μεταξύ της περιόδου του εκκρεμούς και της αναρτημένης μάζας

			- Σχολιάστε την αξιοπιστία των αποτελεσμάτων της μέτρησης της περιόδου, με βάση την τυπική απόκλιση που υπολογίσατε.

			- Πώς αλλάζει η περίοδος του εκκρεμούς, καθώς μεταβάλλεται η μάζα του αναρτημένου σώματος; Αιτιολογήστε.  
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			Πίνακας 8.6 Καταγραφή μετρήσεων για τη σχέση μεταξύ Τ και L.
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			Πίνακας 8.7 Καταγραφή μετρήσεων για τη σχέση μεταξύ Τ και θ.
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			Πίνακας 8.8 Καταγραφή μετρήσεων για τη σχέση μεταξύ Τ και m.

			

		

	
		
			Εργαστηριακή άσκηση 4: Επαλληλία αρμονικών κινήσεων

			Σύνοψη

			Στόχος της εργαστηριακής άσκησης είναι η μελέτη της επαλληλίας απλών αρμονικών κινήσεων (ταλαντώσεων). Για το σκοπό αυτό θα χρησιμοποιηθεί μια γεννήτρια κυματομορφών και ένας παλμογράφος, ο οποίος είναι ένα από τα σημαντικότερα εργαστηριακά όργανα.

			

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Η προαπαιτούμενη γνώση γι αυτήν την εργαστηριακή άσκηση συνοψίζεται στα στοιχεία θεωρίας που παρουσιάζονται στην επόμενη παράγραφο. Για τις έννοιες που παρουσιάζονται εδώ μπορείτε επίσης να ανατρέξετε στις παραγράφους 1, 5 και 6 του κεφαλαίου 3 του παρόντος βιβλίου. 

			

			1. Στοιχεία θεωρίας

			

			Όταν ένα σωματίδιο εκτελεί απλή αρμονική κίνηση (ταλάντωση) γύρω από μια θέση ισορροπίας, η εγκάρσια μετατόπιση (απομάκρυνση) από τη θέση ισορροπίας, y, μπορεί να περιγραφεί από την εξίσωση: 

			[image: 6852.png] (8.26)

			όπου y η μετατόπιση του σωματιδίου σε χρόνο t, ω είναι η κυκλική (γωνιακή) συχνότητα και φ η αρχική φάση. Η σταθερά Αο ονομάζεται πλάτος της ταλάντωσης και αντιπροσωπεύει τη μέγιστη μετατόπιση, ενώ ισχύει:

			[image: 6864.png] (8.27)

			

			όπου ν η συχνότητα και Τ η περίοδος της ταλάντωσης. Όταν ένα σωματίδιο κινείται κάτω από την ταυτόχρονη αλληλεπίδραση δύο αρμονικών ταλαντώσεων, η απομάκρυνση του σωματιδίου σε δεδομένη χρονική στιγμή είναι απλώς το διανυσματικό άθροισμα των απομακρύνσεων των δύο επιμέρους ταλαντώσεων. Αυτή η διαδικασία της διανυσματικής πρόσθεσης των απομακρύνσεων ενός σωματιδίου λέγεται επαλληλία (ή υπέρθεση).

			

			1.1. Επαλληλία ταλαντώσεων σε μια διάσταση

			

			Η απλούστερη περίπτωση είναι η επαλληλία δύο απλών αρμονικών κινήσεων ίδιου πλάτους και συχνότητας σε μία διάσταση. Για παράδειγμα, θεωρούμε δύο τέτοιες αρμονικές κινήσεις [image: 6878.png] και [image: 6885.png], οι οποίες έχουν διαφορετικές αρχικές φάσεις, φ1 και φ2 αντίστοιχα. Σύμφωνα με την αρχή της επαλληλίας, η συνιστάμενη μετατόπιση θα είναι [image: 6893.png]. Ανάλογα με τη διαφορά φάσης Δφ (= φ1 – φ2) μεταξύ τους, μπορούμε να διακρίνουμε τις παρακάτω περιπτώσεις:

			

			Δφ = 0 (ίδια αρχική φάση φ = φ1 = φ2)

			Τότε έχουμε:

			[image: 6901.png]

			δηλαδή το σωματίδιο θα εκτελεί ταλάντωση με διπλάσιο πλάτος, αλλά με την ίδια συχνότητα και αρχική φάση με τις αρχικές ταλαντώσεις (σχήμα 8.5.α).

			

			Δφ = π (π.χ. φ1 = π, φ2= 0)

			[image: 6909.png]

			που σημαίνει ότι οι ταλαντώσεις αλληλοεξουδετερώνονται (σχήμα 8.5.β).

			

			0 < Δφ < π (φ1 ≠ φ2)

			[image: 6916.png]

			δηλαδή το σωματίδιο θα εκτελεί ταλάντωση με πλάτος [image: 6923.png], με την ίδια συχνότητα με τις αρχικές ταλαντώσεις και αρχική φάση [image: 6930.png] (σχήμα 8.5.γ).

			

			Μια ιδιαίτερη περίπτωση είναι η υπέρθεση δύο αρμονικών κινήσεων ίδιου πλάτους αλλά με παραπλήσιες συχνότητες, για παράδειγμα y1 = Aosinω1t και y1 = Aosinω1t (φ1 = φ2 = 0). Στην περίπτωση αυτή η συνιστάμενη μετατόπιση είναι:

			[image: 6938.png]	 (8.28)

			Το αποτέλεσμα είναι μία ταλάντωση με συχνότητα [image: 6949.png] (γρήγορη ταλάντωση), με πλάτος [image: 6962.png] που ταλαντώνεται με συχνότητα [image: 6975.png] (αργή ταλάντωση). Μία τέτοια σύνθετη ταλάντωση φαίνεται στο σχήμα 8.5.δ, όπου με τη συνεχή γραμμή δίνεται η γρήγορη ημιτονοειδής ταλάντωση, διαμορφωμένη από μία αργή συνημιτονοειδή ταλάντωση (ταλαντούμενο πλάτος), η οποία δίνεται με τη διακεκομμένη γραμμή. Ακουστικά, τέτοιου είδους υπέρθεση μπορούμε να παρατηρήσουμε, όταν γίνεται επαλληλία δύο ήχων με παραπλήσια συχνότητα, οπότε και θα ακούσουμε μια περιοδική αυξομείωση του ήχου. Οι αυξομειώσεις αυτές λέγονται διακροτήματα.

			

			[image: Sxima_8_5]

			

			Σχήμα 8.5 Επαλληλία ταλαντώσεων σε μια διάσταση: (α) Δφ = 0, (β) Δφ = π, (γ) 0 < Δφ < π. Οι ταλαντώσεις έχουν ίδιο πλάτος και συχνότητα. (δ) Επαλληλία ταλαντώσεων σε μια διάσταση, που έχουν ίδιο πλάτος αλλά παραπλήσιες συχνότητες (δημιουργία διακροτήματος).

			

			

			1.2. Επαλληλία ταλαντώσεων σε δύο διαστάσεις

			

			Μέχρι τώρα , εξετάσαμε την επαλληλία δύο αρμονικών κινήσεων σε μία διάσταση. Τώρα θα μελετήσουμε την επαλληλία αρμονικών κινήσεων σε δύο διαστάσεις, και , συγκεκριμένα, την κίνηση ενός σωματιδίου υπό την επίδραση της επαλληλίας δύο κάθετων αρμονικών κινήσεων. Στην γενική περίπτωση, θεωρούμε τις κάθετες ταλαντώσεις [image: 6990.png] και [image: 6998.png] στον x-άξονα και y-άξονα, αντίστοιχα. Το αποτέλεσμα της υπέρθεσης των κάθετων αυτών ταλαντώσεων εξαρτάται τόσο από τη σχέση που έχουν μεταξύ τους τα πλάτη και οι συχνότητές τους, όσο και από τη διαφορά φάσης τους Δφ (= φx – φy). Σε κάθε περίπτωση το σωματίδιο θα κινείται σε μία κλειστή τροχιά διαγράφοντας μία καμπύλη στο επίπεδο xy.

			Μερικές χαρακτηριστικές περιπτώσεις αναλύονται παρακάτω:

			

			Αx ≠ Ay, ωx = ωy = ω, Δφ = nπ (n = 0, 1, 2, 3,…)

			Τότε [image: 7007.png], η οποία είναι η εξίσωση μιας ευθείας γραμμής με κλίση [image: 7014.png] και περνά από την αρχή των αξόνων (το 

			

			πρόσημο +/– ισχύει για άρτια / περιττά πολλαπλάσια του π, αντίστοιχα). Ένα τέτοιο παράδειγμα φαίνεται στο σχήμα 8.6.α.

			

			Αx = Ay = Α, ωx = ωy = ω, Δφ = (2n+1)[image: 7021.png] (n = 0, 1, 2, 3,…)

			Τότε x2 + y2 = A2, η οποία είναι η εξίσωση ενός κύκλου με ακτίνα Α και κέντρο που συμπίπτει με την αρχή των αξόνων. Ένα τέτοιο παράδειγμα φαίνεται στο σχήμα 8.6.β.

			

			Αx ≠ Ay = Α, ωx = ωy = ω, Δφ ≠ 0

			Τότε [image: 7028.png], η οποία είναι η γενική εξίσωση μιας έλλειψης (παράδειγμα στο 

			

			σχήμα 8.6.γ). Για την περίπτωση Δφ = π/2 η παραπάνω γενικευμένη εξίσωση της έλλειψης παίρνει τη γνώριμη μορφή [image: 7037.png], δηλαδή μιας έλλειψης με κύριους άξονες που συμπίπτουν με τους x- και y-άξονες (παράδειγμα στο σχήμα 

			

			8.6.δ).

			

			[image: Sxima_8_6]

			

			Σχήμα 8.6 Χαρακτηριστικές περιπτώσεις επαλληλίας ταλαντώσεων σε δύο διαστάσεις: (α) ευθεία γραμμή, (β) κύκλος, (γ) έλλειψη, και (δ) έλλειψη με κύριους άξονες που συμπίπτουν με τους x- και y-άξονες.

			

			

			Στη γενική περίπτωση όπου οι κάθετες ταλαντώσεις έχουν διαφορετικές συχνότητες, η προκύπτουσα κίνηση είναι περίπλοκη. Η κίνηση του σωματιδίου δε θα είναι καν αρμονική, εκτός κι αν οι συχνότητες είναι ο λόγος δύο ακεραίων, δηλαδή [image: 7058.png]= 1, 2, 3… Τέτοιες περίπλοκες καμπύλες λέγονται καμπύλες Lissajous (Λισαζού), από το όνομα του Γάλλου φυσικού Jules Antoine Lissajous ο οποίος πρώτος επέδειξε τέτοιες καμπύλες το 1857. Μερικές χαρακτηριστικές καμπύλες Lissajous, καθώς και οι ταλαντώσεις που τις παράγουν δίνονται στο σχήμα 8.7. Τέτοιου είδους περίπλοκες εικόνες μπορούν να διαβαστούν από ένα παλμογράφο με δύο κανάλια εισόδου και δυνατότητα λειτουργίας σε «x-y mode».

			

			[image: Sxima_8_7]

			

			Σχήμα 8.7 (α) – (δ): χαρακτηριστικές καμπύλες Lissajous, καθώς και οι ταλαντώσεις που τις παράγουν.

			

			

			2. Πειραματική διαδικασία & μετρήσεις

			

			Σ’ αυτήν την εργαστηριακή άσκηση θα χρησιμοποιηθούν τα εξής:

			Γεννήτρια κυματομορφών (Fourier Synthesizer - FS). Το FS παρουσιάζεται αναλυτικά στο Παράρτημα

			Παλμογράφος

			Καλώδια τύπου «μπανάνα» – BNC

			Συνδέστε την είσοδο trigger του παλμογράφου με την αντίστοιχη έξοδο του FS. Το εξωτερικό trigger (external trigger) είναι απαραίτητο για όλες τις μετρήσεις, καθώς παρέχει σταθερή φάση παρακολούθησης στα δύο κανάλια του αθροίσματος των αρμονικών και της κάθε αρμονικής που πρόκειται να προσθέσει. Η σύνδεση του trigger απαιτεί σύνδεση τόσο του βύσματος σήματος (κόκκινο) όσο και του βύσματος γείωσης (μαύρο). Στα δύο κανάλια εισόδου του παλμογράφου συνδέεται τις αρμονικές που χρειάζεστε ανάλογα με τις απαιτήσεις της άσκησης. Η σύνδεση αυτή δεν απαιτεί χρήση γείωσης (μαύρο βύσμα).

			Για την μέτρηση συχνότητας με τον παλμογράφο εργαστείτε  ως εξής: ρυθμίστε την κλίμακα του χρόνου , ώστε να εμφανίζονται 1–2 περίοδοι του κύματος. Μετρήστε πόσα divisions (div) αντιστοιχούν σε μία περίοδο, δηλαδή ανάμεσα σε δύο διαδοχικά μέγιστα (ελάχιστα). Πολλαπλασιάζοντας με την αντίστοιχη κλίμακα (sec/div ή msec/div) έχετε την περίοδο σε sec (msec), και μπορείτε να υπολογίσετε τη συχνότητα σε Hz.

			

			2.1. Μέτρηση συχνοτήτων με τον παλμογράφο

			

			Μετρήστε τη συχνότητα της θεμελιώδους και των άρτιων αρμονικών (2η, 4η κ.τ.λ.) του FS. Για την καταγραφή των αποτελεσμάτων των μετρήσεων, χρησιμοποιήστε τον πίνακα 8.9.

			

			2.2. Επαλληλία ταλαντώσεων σε μία διάσταση

			

			Χρησιμοποιήστε την λειτουργία «ADD» του παλμογράφου , για να παράγετε το αποτέλεσμα της επαλληλίας, yR, των ακόλουθων κυματομορφών (τοποθετώντας την y1 στο κανάλι 1 του παλμογράφου και την y2 στο κανάλι 2 του παλμογράφου):

			[image: 7077.png] [image: 7086.png] [image: 7094.png]

			

			Σε κάθε περίπτωση , μετρήστε το πλάτος (σε V ή mV) και τη συχνότητα (σε Hz) τόσο των επιμέρους αρμονικών (y1, y2) όσο και του αποτελέσματος (yR). Για την καταγραφή των αποτελεσμάτων των μετρήσεων, χρησιμοποιήστε τον πίνακα 8.10. Αποτυπώστε τις κυματομορφές που δημιουργήσατε σε χιλιοστομετρικό χαρτί με, όσο δυνατόν, μεγαλύτερη ακρίβεια.

			

			2.3. Διακροτήματα

			

			Χρησιμοποιήστε τη λειτουργία «ADD» του παλμογράφου , για να δημιουργήστε διακροτήματα ως αποτέλεσμα της επαλληλίας δύο αρμονικών y1 και y2 της επιλογής σας, με ίδιο πλάτος και αρχική φάση , αλλά με παραπλήσιες συχνότητες. Μετρήστε το πλάτος (σε V ή mV) και τη συχνότητα (σε Hz) των επιμέρους αρμονικών που χρησιμοποιήσατε , για να φτιάξετε διακροτήματα. Μετρήστε τις χαρακτηριστικές συχνότητες των διακροτημάτων, [image: 7102.png] (συχνότητα γρήγορης ταλάντωσης) και [image: 7109.png] (συχνότητα αργής ταλάντωσης). Για την καταγραφή των αποτε-

			

			λεσμάτων των μετρήσεων, χρησιμοποιήστε τον πίνακα 8.11. Αποτυπώστε τα διακροτήματα που δημιουργήσατε σε χιλιοστομετρικό χαρτί με, όσο δυνατόν, μεγαλύτερη ακρίβεια.

			

			2.4. Επαλληλία κάθετων ταλαντώσεων – Καμπύλες Lissajous

			

			Χρησιμοποιήστε τη λειτουργία «x-y» του παλμογράφου , για να δημιουργήστε:

			- μία ευθεία γραμμή, μία έλλειψη και έναν κύκλο (σχήμα 8.6), και

			- δύο από τις καμπύλες Lissajous του σχήματος 8.7,

			συνθέτοντας τις κυματομορφές που δίνονται δίπλα σε κάθε σχήμα, αντίστοιχα. Μετρήστε το πλάτος (σε V ή mV) και τη συχνότητα (σε Hz) των επιμέρους αρμονικών (y1, y2) που χρησιμοποιήσατε, για να φτιάξετε τα παραπάνω σχήματα. Για την καταγραφή των αποτελεσμάτων των μετρήσεων, χρησιμοποιήστε τον πίνακα 8.12. Αποτυπώστε τα σχήματα που δημιουργήσατε σε χιλιοστομετρικό χαρτί με, όσο δυνατόν, μεγαλύτερη ακρίβεια. Δίπλα από κάθε σχήμα, να αναφέρετε τις αντίστοιχες εξισώσεις των κυματομορφών που χρησιμοποιήσατε. 

			

			Ανάλυση αποτελεσμάτων – Ερωτήσεις

			

			Μέτρηση συχνοτήτων με τον παλμογράφο

			- Ποιο το απόλυτο σφάλμα στη μέτρηση της περιόδου; Ποιο το μέγιστο δυνατό σχετικό σφάλμα στον υπολογισμό της συχνότητας;

			- Να υπολογιστεί η % διαφορά της τιμής της συχνότητας που μετρήσατε από τη γνωστή τιμή για κάθε αρμονική.

			

			Επαλληλία ταλαντώσεων σε μία διάσταση

			- Ποιο το απόλυτο σφάλμα στη μέτρηση του πλάτους;

			- Σχολιάστε το αποτέλεσμα που παρατηρείτε βασιζόμενοι στη θεωρία.

			

			Διακροτήματα

			- Σχολιάστε το αποτέλεσμα που παρατηρείτε βασιζόμενοι στη θεωρία.

			- Υπολογίστε τις χαρακτηριστικές συχνότητες των διακροτημάτων, [image: 7116.png] και [image: 7123.png], χρησιμοποιώντας τις γνωστές 

			

			τιμές για τις συχνότητες ν1 και ν2 των αρμονικών που χρησιμοποιήσατε. Να υπολογιστεί η % διαφορά μεταξύ των μετρήσεων και των υπολογισμών σας.
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			Πίνακας 8.9 Καταγραφή μετρήσεων για την μέτρηση συχνοτήτων με τον παλμογράφο.
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			Πίνακας 8.10 Καταγραφή μετρήσεων για την επαλληλία ταλαντώσεων σε μία διάσταση.
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			Πίνακας 8.11 Καταγραφή μετρήσεων για την δημιουργία διακροτημάτων.
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			Πίνακας 8.12 Καταγραφή μετρήσεων για την επαλληλία κάθετων ταλαντώσεων.

			

			

			

			

			

		

	
		
			Εργαστηριακή άσκηση 5: Ελεύθερη πτώση

			

			Σύνοψη

			Στόχος της εργαστηριακής άσκησης είναι η μελέτη της ελεύθερης πτώσης και ο πειραματικός προσδιορισμός της τιμής της επιτάχυνσης της βαρύτητας, g.

			

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Η προαπαιτούμενη γνώση γι αυτήν την εργαστηριακή άσκηση συνοψίζεται στα στοιχεία θεωρίας που παρουσιάζονται στην επόμενη παράγραφο. Για τις έννοιες που παρουσιάζονται εδώ μπορείτε επίσης να ανατρέξετε στην παράγραφο 2 του κεφαλαίου 1 του παρόντος βιβλίου. 

			

			1. Στοιχεία θεωρίας

			

			Το πιο τυπικό παράδειγμα ομαλά επιταχυνόμενης κίνησης είναι εκείνο ενός σώματος που πέφτει ελεύθερα προς τη Γη. Δεδομένου του γεωγραφικού σημείου, και αν το ύψος από το οποίο πέφτει το σώμα δεν είναι πολύ μεγάλο, η επιτάχυνση παραμένει σταθερή κατά τη διάρκεια της πτώσης. Η ιδανική αυτή κίνηση, στην οποία αγνοείται η αντίσταση του αέρα, ονομάζεται ελεύθερη πτώση.

			Η επιτάχυνση ενός σώματος που πέφτει ελεύθερα υπό την επίδραση της βαρύτητας της Γης, ονομάζεται επιτάχυνση της βαρύτητας και συμβολίζεται με το γράμμα g. Κοντά στην επιφάνεια της Γης το μέτρο της είναι περίπου 9,81m/sec2 και έχει κατεύθυνση προς το κέντρο της Γης. Αν και για τους σκοπούς του μαθήματος η επιτάχυνση της βαρύτητας θα θεωρείται σταθερή, αξίζει να σημειωθεί ότι αυτό δεν είναι αλήθεια: η τιμή του g μεταβάλλεται τόσο με το ύψος από την επιφάνεια της Γης, όσο και με το γεωγραφικό πλάτος. Συγκεκριμένα, μειώνεται με την αύξηση του ύψους, ενώ αυξάνεται καθώς προχωρούμε από τον ισημερινό (γεωγραφικό πλάτος 0°), όπου έχει και την μικρότερη τιμή, προς έναν από τους πόλους (γεωγραφικό πλάτος 90°), όπου έχει και τη μεγαλύτερη τιμή.

			Ας θεωρήσουμε ένα σώμα μάζας m που είναι ακίνητο και αφήνεται να πέσει ελεύθερα σ’ ένα επίπεδο (σχήμα 8.8.α). Η κίνηση του σώματος (ελεύθερη πτώση) περιγράφεται από τις εξισώσεις:

			[image: 7334.png] (8.29)

			[image: 7341.png] (8.30)

			

			όπου u η ταχύτητα του σώματος, h το ύψος του κέντρου βάρους του σώματος από το επίπεδο πτώσης και t ο χρόνος πτώσης. Παρατηρούμε ότι στις παραπάνω σχέσεις δεν υπεισέρχεται η μάζα του σώματος. Αυτό σημαίνει ότι στην ελεύθερη πτώση, τόσο η ταχύτητα όσο και ο χρόνος πτώσης του σώματος είναι ανεξάρτητα από τη μάζα του. Συνεπώς, αγνοώντας την αντίσταση του αέρα, όλα τα σώματα, ανεξαρτήτως μεγέθους, μάζας ή συστάσεως, πέφτουν από δεδομένο ύψος στον ίδιο χρόνο.

			Η εξίσωση 8.30 με την παραδοχή h → y και t2 → x είναι της γενικής μορφής y = Ax + B, όπου [image: 7349.png] και [image: 7356.png]

. Η σχέση, δηλαδή, μεταξύ του h και του t2 είναι γραμμική, συνεπώς η γραφική παράσταση του h σαν συνάρτηση του t2 είναι μια ευθεία γραμμή με κλίση Α ([image: 7364.png]) και διατομή Β ([image: 7371.png]). Από μια τέτοια γραφική παράσταση μπορεί να 

προσδιοριστεί πειραματικά η επιτάχυνση της βαρύτητας g.

			

			

			2. Πειραματική διαδικασία & μετρήσεις

			

			Σ’ αυτήν την εργαστηριακή άσκηση θα χρησιμοποιηθούν τα εξής:

			Διάταξη με ορθοστάτη, μηχανισμό άφεσης και πλάκα υποδοχής

			Χάρακας

			Ψηφιακό χρονόμετρο

			Δύο σφαίρες με διαφορετικές μάζες

			

			Η πειραματική διάταξη ελεύθερης πτώσης φαίνεται στο σχήμα 8.8.β. Τοποθετήστε την πλάκα υποδοχής ακριβώς κάτω από τον μηχανισμό άφεσης. Μπορείτε να τοποθετήσετε την πλάκα υποδοχής σε ένα χάρτινο κύβο χωρίς οροφή, ώστε η σφαίρα να μην κυλάει μακριά μετά την πτώση της. Τοποθετήστε μια από της ατσάλινες σφαίρες μέσα στην υποδοχή του μηχανισμού άφεσης πατώντας τον άξονα του ελατηρίου και σφίγγοντας ελαφρά τη βίδα που κρατάει το ελατήριο συμπιεσμένο και την σφαίρα ακίνητη. 

			

			[image: Sxima_8_8]

			

			Σχήμα 8.8 (α) Ελεύθερη πτώση σώματος μάζας m από ύψος h, και (β) η πειραματική διάταξη για την μελέτη της ελεύθερης πτώσης.

			

			

			Ανοίξτε την τροφοδοσία του χρονομέτρου και επιλέξτε τη μέθοδο μέτρησης «gate». Επιλέξτε χρονική διακριτική ικανότητα 1msec. Χτυπήστε ελαφρά την πλάκα υποδοχής με το χέρι σας, ώστε να μηδενίσετε τα ηλεκτρονικά του χρονομέτρου ελεύθερης πτώσης. Πατήστε το κουμπί «reset», για να μηδενίσετε την ένδειξη του χρονομέτρου. Χαλαρώστε την βίδα που συγκρατεί την σφαίρα στο μηχανισμό άφεσης. Η σφαίρα πρέπει να πέσει στην μέση της πλάκας υποδοχής. Αν όχι, ευθυγραμμίστε την πλάκα και δοκιμάστε ξανά. Μόλις η σφαίρα φύγει από την θέση της στο μηχανισμό άφεσης το χρονόμετρο, αρχίζει την μέτρηση, η οποία ολοκληρώνεται, όταν η σφαίρα χτυπήσει την πλάκα υποδοχής. Η ένδειξη είναι ο χρόνος πτώσης της σφαίρας. 

			

			2.1. Ανεξαρτησία χρόνου πτώσης από τη μάζα

			

			Για τον καθορισμό της σχέσης μεταξύ του χρόνου πτώσης από τη μάζα του σώματος, τοποθετήστε τον ορθοστάτη έτσι ώστε το ύψος h να είναι 1m. Γι’ αυτό το ύψος, μετρήστε το χρόνο πτώσης και για τις δύο σφαίρες. Για μεγαλύτερη ακρίβεια, για κάθε σφαίρα να πραγματοποιηθούν 10 μετρήσεις του χρόνου πτώσης και να υπολογιστεί η μέση τιμή [image: 7388.png], καθώς και η τυπική απόκλιση, σ. Για την καταγραφή των αποτελεσμάτων των μετρήσεων, χρησιμοποιήστε τον πίνακα 8.13.

			

			2.2. Πειραματικός προσδιορισμός της επιτάχυνσης της βαρύτητας

			

			Για τον πειραματικό προσδιορισμό της επιτάχυνσης της βαρύτητας, χρησιμοποιήστε την μία από τις δύο σφαίρες και μετρήστε χρόνο πτώσης για 5 διαφορετικά ύψη (1,0m, 0,8m, 0,6m, 0,5m και 0,4m). Για μεγαλύτερη ακρίβεια, για κάθε ύψος να πραγματοποιηθούν 10 μετρήσεις του χρόνου πτώσης και να υπολογιστεί η μέση τιμή [image: 7400.png], καθώς και η τυπική απόκλιση, σ. Για την καταγραφή των αποτελεσμάτων των μετρήσεων, χρησιμοποιήστε τον πίνακα 8.14.

			

			

			

			Ανάλυση αποτελεσμάτων – Ερωτήσεις

			

			Ανεξαρτησία χρόνου πτώσης από τη μάζα

			- Ποιο το απόλυτο σφάλμα στη μέτρηση του ύψους h και του χρόνου πτώσης t; Σχολιάστε την αξιοπιστία των αποτελεσμάτων της μέτρησης του χρόνου πτώσης, με βάση την τυπική απόκλιση που υπολογίσατε..

			- Συγκρίνετε τις μέσες τιμές του χρόνου πτώσης που υπολογίσατε για τις δύο σφαίρες. Τι παρατηρείτε; Αιτιολογήστε.

			

			Πειραματικός προσδιορισμός της επιτάχυνσης της βαρύτητας

			- Σχολιάστε την αξιοπιστία των αποτελεσμάτων της μέτρησης του χρόνου πτώσης, με βάση την τυπική απόκλιση που υπολογίσατε.

			- Να κατασκευαστεί η γραφική παράσταση του h συναρτήσει του [image: 7412.png]. Τι είδους καμπύλη είναι; Εξηγήστε.

			- Να κατασκευαστεί η γραφική παράσταση του h συναρτήσει του [image: 7419.png] (βάσει της εξίσωσης 8.30). Τι είδους καμπύλη είναι; Από αυτή τη γραφική παράσταση να υπολογιστεί το g (μέσω της κλίσης της πειραματικά προσδιοριζόμενης ευθείας).

			- Να υπολογιστεί η % διαφορά της τιμής του g που υπολογίστηκε από τη γραφική παράσταση από τη γνωστή τιμή του g (9,81m/sec2).

			- Ποιοι οι πιθανοί λόγοι που η τιμή του g που υπολογίσατε διαφέρει από τη γνωστή τιμή;  
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			Πίνακας 8.13 Καταγραφή μετρήσεων για την ανεξαρτησία του χρόνου πτώσης από τη μάζα του σώματος.
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			Πίνακας 8.14 Καταγραφή μετρήσεων για τον πειραματικό προσδιορισμό της επιτάχυνσης της βαρύτητας.

			

			

			

		

	
		
			Εργαστηριακή άσκηση 6: Στάσιμα κύματα σε χορδή Ι

			

			Σύνοψη

			Αυτή είναι η πρώτη μιας σειράς εργαστηριακών ασκήσεων που αποσκοπούν στη μελέτη των στάσιμων κυμάτων σε μηχανικά μέσα. Εδώ θα μελετηθούν τα στάσιμα κύματα που δημιουργούνται σε τεντωμένη χορδή έπειτα από αρμονική διέγερση. Θα υπολογιστούν πειραματικά η ταχύτητα διάδοσης του κύματος στη χορδή, καθώς και η γραμμική πυκνότητα και η τάση της χορδής.

			

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Η προαπαιτούμενη γνώση γι αυτήν την εργαστηριακή άσκηση συνοψίζεται στα στοιχεία θεωρίας που παρουσιάζονται στην επόμενη παράγραφο. Για τις έννοιες που παρουσιάζονται εδώ μπορείτε επίσης να ανατρέξετε στην παράγραφο 4 του κεφαλαίου 5 του παρόντος βιβλίου. 

			

			1. Στοιχεία θεωρίας

			

			Για ένα οδεύον αρμονικό κύμα η εγκάρσια μετατόπιση της διαταραχής, ή, απλούστερα, η μετατόπιση y περιγράφεται από την ακόλουθη εξίσωση, η οποία λέγεται και κυματική συνάρτηση (ή κυματοσυνάρτηση): 

			[image: 7498.png] (8.31)

			όπου y η μετατόπιση ενός σωματιδίου στη θέση x σε χρόνο t, ω είναι η κυκλική (γωνιακή) συχνότητα και φ η αρχική φάση. Η σταθερά Αο ονομάζεται πλάτος του κύματος και αντιπροσωπεύει τη μέγιστη μετατόπιση της διαταραχής. Η σταθερά k ονομάζεται κυματάριθμος, μετριέται σε 1/m (m-1), και είναι ένα μέτρο του πόσο γρήγορα διαδίδεται η διαταραχή στο μέσο, ενώ το πρόσημό της καθορίζει αν το κύμα κινείται προς την «θετική» (–k) ή την «αρνητική» (+k) κατεύθυνση. Για τη κυκλική συχνότητα και τον κυματάριθμο ισχύουν οι γνωστές σχέσεις [image: 7505.png] και [image: 7513.png] όπου ν, Τ και λ η συχνότητα, η περίοδος και το μήκος κύματος, αντίστοιχα.

			Η ταχύτητα διάδοσης του κύματος ονομάζεται φασική ταχύτητα, και ισχύει:

			[image: 7520.png] (8.32)

			Η φασική ταχύτητα μετριέται σε m/sec (m⋅sec-1) και δε θα πρέπει να συγχέεται με τη σωματιδιακή ταχύτητα u, η οποία είναι η ταχύτητα των σωματιδίων γύρω από τη θέση ισορροπίας, και μπορεί να υπολογιστεί παραγωγίζοντας την εξίσωση 8.31 ως προς το χρόνο (με x σταθερό). 

			Ας θεωρήσουμε δύο αρμονικά κύματα, y1 και y2, με το ίδιο πλάτος, την ίδια συχνότητα και την ίδια αρχική φάση (φ1 = φ2 = 0), τα οποία οδεύουν σε αντίθετες κατευθύνσεις, δηλαδή [image: 7528.png] και [image: 7537.png]. Η υπέρθεση δύο τέτοιων κυμάτων δίνει ένα συνιστάμενο κύμα:

			[image: 7549.png]

			[image: 7561.png] (8.33)

			

			Η εξίσωση 8.33 περιγράφει την κυματοσυνάρτηση ενός στάσιμου κύματος. Το κύμα αυτό έχει πλάτος [image: 7568.png] και κυκλική συχνότητα ω. Καθένα από τα σωματίδια του μέσου διάδοσης πάλλεται, εκτελώντας απλή 

αρμονική κίνηση με την ίδια συχνότητα ω, αλλά με διαφορετικό πλάτος ανάλογα με τη θέση του x στο μέσο διάδοσης (το πλάτος είναι συνάρτηση του x). Το στάσιμο κύμα, λοιπόν, διαφέρει από ένα οδεύον κύμα, διότι στο οδεύον κύμα όλα τα σωματίδια ταλαντώνονται με απλή αρμονική κίνηση με το ίδιο πλάτος και την ίδια συχνότητα. Αφού το πλάτος του στάσιμου κύματος είναι [image: 7576.png], το μέγιστο πλάτος θα είναι 2Αο, το οποίο θα είναι προφανώς το πλά-

τος ταλάντωσης μερικών μόνο σωματιδίων και όχι όλων, και συγκεκριμένα εκείνων των οποίων η θέση x πληροί τον όρο [image: 7583.png], όταν δηλαδή:  

			[image: 7591.png], m = 0, 1, 2, … (8.34)

			Εκείνες οι θέσεις όπου η μετατόπιση είναι πάντα μέγιστη (για όλους τους χρόνους) ονομάζονται κοιλίες.

			Παρόμοια, υπάρχουν θέσεις , όπου το πλάτος του στάσιμου κύματος είναι πάντα μηδενικό, δηλαδή υπάρχουν μερικά σωματίδια τα οποία είναι πάντα ακίνητα. Αυτό συμβαίνει όταν [image: 7598.png], δηλαδή:

			[image: 7606.png], n = 1, 3, 5, … (8.35)

			

			Εκείνες οι θέσεις , όπου η μετατόπιση είναι πάντα μηδενική (για όλους τους χρόνους), ονομάζονται δεσμοί. Σε ένα στάσιμο κύμα, λοιπόν, υπάρχουν σωματίδια που είναι πάντα ακίνητα, ενώ τα υπόλοιπα σωματίδια κινούνται πάνω-κάτω με μεγάλη ταχύτητα (σωματιδιακή ταχύτητα u), με αποτέλεσμα ο παρατηρητής να βλέπει μόνο την περιβάλλουσα της κυματομορφής.

			Ένα χαρακτηριστικό παράδειγμα στάσιμων κυμάτων είναι αυτά που δημιουργούνται, όταν διεγείρονται τεντωμένες χορδές, που είναι στερεωμένες και στα δύο άκρα. Μια τέτοια πειραματική διάταξη παραγωγής στάσιμων κυμάτων σε τεντωμένες χορδές φαίνεται στο σχήμα 8.9.α. Αφού τα άκρα της χορδής είναι στερεωμένα, αυτά τα σημεία θα είναι πάντα δεσμοί. Αυτό το γεγονός επιβάλλει ότι για τη δημιουργία στάσιμου κύματος θα πρέπει το μήκος της χορδής, L, να είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του μισού μήκους κύματος, δηλαδή: 

			[image: 7613.png], n = 1, 2, 3, … (8.36)

			Η χορδή, λοιπόν, μπορεί να ταλαντωθεί σχηματίζοντας μόνο μερικά (δηλαδή όχι άπειρα) χαρακτηριστικά σχήματα ταλάντωσης. Αυτά ονομάζονται κανονικοί τρόποι ταλάντωσης ή ιδιοκαταστάσεις της χορδής και σε καθέναν από αυτούς αντιστοιχεί μία συχνότητα, η οποία ονομάζεται ιδιοσυχνότητα.

			Η ταχύτητα διάδοσης του κύματος σε μία τεντωμένη χορδή (φασική ταχύτητα) δίνεται από τη σχέση:

			[image: 7621.png] (8.37)

			

			όπου Τ η τάση της χορδής και ρ η γραμμική πυκνότητά της. Η τάση της χορδής είναι ένα μέτρο του πόσο τεντωμένη είναι η χορδή και μετριέται σε Ν, ενώ η γραμμική πυκνότητα μετριέται σε kg/m (μάζα ανά μήκος).

			Από την εξίσωση 8.32 (όσο κι από την εξίσωση 11.6.7) φαίνεται ότι η ταχύτητα διάδοσης του κύματος uph είναι η ίδια για όλες τις συχνότητες. Από τις εξισώσεις 8.32, 8.36 και 8.37 μπορούμε να υπολογίσουμε τις ιδιοσυχνότητες της χορδής:

			[image: 7630.png], n = 1, 2, 3 … (8.38)

			

			Η χαμηλότερη ιδιοσυχνότητα ν1 (n = 1, δηλαδή λ = 2L) ονομάζεται θεμελιώδης ή βασική συχνότητα. Οι υπόλοιπες ιδιοσυχνότητες είναι ακέραια πολλαπλάσια της θεμελιώδους, δηλαδή ν2 = 2ν1, ν3 = 3ν1, … κ.ο.κ. Η θεμελιώδης συχνότητα και οι υπόλοιπες ιδιοσυχνότητες αποτελούν αυτό που ονομάζουμε αρμονική σειρά: η θεμελιώδης (ν1) είναι η πρώτη αρμονική, η ιδιοσυχνότητα ν2 (n = 2) είναι η δεύτερη αρμονική κτλ. Τα στάσιμα κύματα που αντιστοιχούν στις 5 πρώτες ιδιοσυχνότητες φαίνονται στο σχήμα 8.9.β.

			Για δεδομένο n και με την παραδοχή  νn → y και [image: 7645.png] → x η εξίσωση 8.38 είναι της γενικής μορφής y = Ax + B, όπου [image: 7659.png] και [image: 7666.png]. Η σχέση, δηλαδή, μεταξύ του νn και του [image: 7674.png] είναι γραμμική, συνεπώς η γραφική παράσταση του νn σαν συνάρτηση του [image: 7681.png] είναι μια ευθεία γραμμή με κλίση Α ([image: 7689.png]) και διατομή Β ([image: 7696.png]). Από μια τέτοια γραφική παράσταση μπορεί να προσδιοριστεί πειραματικά η γραμμική πυκνότητα της χορδής ρ. 

			

			[image: Sxima_8_9]

			

			Σχήμα 8.9 (α) Πειραματική διάταξη παραγωγής στάσιμων κυμάτων σε τεντωμένες χορδές, και (β) τα στάσιμα κύματα που αντιστοιχούν στους 5 πρώτους κανονικούς τρόπους ταλάντωσης.

			

			

			Αντίστοιχα, η γραφική παράσταση του νn σαν συνάρτηση του [image: 7711.png] είναι μια ευθεία γραμμή με κλίση [image: 7719.png]και διατομή [image: 7728.png]. Από μια τέτοια γραφική παράσταση μπορεί να προσδιοριστεί πειραματικά η τάση της χορδής Τ.

			

			

			2. Πειραματική διαδικασία & μετρήσεις

			

			Σ’ αυτήν την εργαστηριακή άσκηση θα χρησιμοποιηθεί η πειραματική διάταξη του σχήματος 8.9.α. Για την πειραματική διάταξη αυτή, η τάση της χορδής, Τ, ισούται με το βάρος, Β, της αναρτημένης μάζας m, δηλαδή Τ = Β = mg, όπου g η επιτάχυνση της βαρύτητας. Επίσης θα χρησιμοποιηθούν τα εξής:

			Γεννήτρια συχνοτήτων

			Μηχανικός κυματοδηγός

			Ρυθμιστής πλάτους ταλάντωσης

			Χάρακας

			Διάφορες μάζες

			Χορδές με γραμμικές πυκνότητες: μαύρη 1,53g/m, κίτρινη 3,16g/m, πράσινη 5,13g/m, μπλε 7,07g/m, κόκκινη 10,32g/m και άσπρη 16,08g/m.

			Στηρίξτε το ένα άκρο της χορδής στο συνδετήρα που βρίσκεται στην αριστερή άκρη του τραπεζιού. Περάστε τη χορδή από την τροχαλία που βρίσκεται στη δεξιά άκρη του τραπεζιού και αναρτήστε μία μάζα από το ελεύθερο άκρο της. Τοποθετήστε τον μηχανικό κυματοδηγό κάτω από τη χορδή και κοντά στο συνδετήρα. Για να παρατηρήσετε τα στάσιμα κύματα, θα πρέπει να αλλάζετε αργά τη συχνότητα τροφοδοσίας του μηχανικού κυματοδηγού, ρυθμίζοντας ταυτόχρονα και το πλάτος της ταλάντωσής του.  

			

			2.1. Υπολογισμός της φασικής ταχύτητας

			

			Για τον υπολογισμό της φασικής ταχύτητας uph τοποθετήστε μία χορδή ενδιάμεσης γραμμικής πυκνότητας και αναρτήστε μάζα 500g. Αρχίσετε να αυξάνετε σιγά-σιγά την συχνότητα τροφοδοσίας του μηχανικού κυματοδηγού, ώστε να παρατηρήσετε τους 5 πρώτους κανονικούς τρόπους ταλάντωσης (n = 1, 2, 3, 4, και 5), καταγράφοντας την αντίστοιχη συχνότητα στην οποία τους παρατηρήσατε (ιδιοσυχνότητα νn της ταλάντωσης). Μετρήστε το μήκος της χορδής L και υπολογίστε το μήκος κύματος λ για τον κάθε τρόπο ταλάντωσης. Για την καταγραφή των αποτελεσμάτων των μετρήσεων, χρησιμοποιήστε τον πίνακα 8.15.

			

			2.2. Πειραματικός προσδιορισμός της γραμμικής πυκνότητας

			

			Για τον πειραματικό προσδιορισμό της γραμμικής πυκνότητας ρ τοποθετήστε μία χορδή ενδιάμεσης γραμμικής πυκνότητας και αναρτήστε μια γνωστή μάζα. Μετρήστε το μήκος της χορδής L. Αρχίσετε να αυξάνετε σιγά-σιγά τη συχνότητα τροφοδοσίας του μηχανικού κυματοδηγού, ώστε να παρατηρήσετε έναν κανονικό τρόπο ταλάντωσης (π.χ. για n = 1) , και καταγράψτε τη συχνότητα στην οποία τον παρατηρήσατε (ιδιοσυχνότητα της ταλάντωσης νn). Για την ίδια χορδή, επαναλάβετε τη διαδικασία για 4 επιπλέον μάζες, πάντα για τον ίδιο τρόπο ταλάντωσης (ίδιο n). Για την καταγραφή των αποτελεσμάτων των μετρήσεων, χρησιμοποιήστε τον πίνακα 8.16.

			

			2.2. Πειραματικός προσδιορισμός της τάσης

			

			Για τον πειραματικό προσδιορισμό της τάσης Τ τοποθετείστε μία χορδή γνωστής γραμμικής πυκνότητας και αναρτήστε μια μάζα. Μετρήστε το μήκος της χορδής L. Αρχίσετε να αυξάνετε σιγά-σιγά την συχνότητα τροφοδοσίας του μηχανικού κυματοδηγού, ώστε να παρατηρήσετε έναν κανονικό τρόπο ταλάντωσης (π.χ. για n = 1) και καταγράψτε την συχνότητα στην οποία τον παρατηρήσατε (ιδιοσυχνότητα της ταλάντωσης νn). Για την ίδια αναρτημένη μάζα, επαναλάβετε την διαδικασία για 4 επιπλέον χορδές, πάντα για τον ίδιο τρόπο ταλάντωσης (ίδιο n). Για την καταγραφή των αποτελεσμάτων των μετρήσεων, χρησιμοποιήστε τον πίνακα 8.17.

			

			Ανάλυση αποτελεσμάτων – Ερωτήσεις

			

			Για την ανάλυση των αποτελεσμάτων θεωρήστε ότι g = 10m/sec2.

			

			Υπολογισμός της φασικής ταχύτητας

			- Ποιο το απόλυτο σφάλμα στη μέτρηση του μήκους L της χορδής, άρα και του μήκους κύματος λ, και της ιδιοσυχνότητας  νn ;

			- Υπολογίστε τη φασική ταχύτητα uph για τον κάθε τρόπο ταλάντωσης (βάσει της εξίσωσης 8.32). Τι παρατηρείτε; Αιτιολογήστε..

			- Ποιο το μέγιστο δυνατό σχετικό σφάλμα στον υπολογισμό της φασικής ταχύτητας; Υπολογίστε τη μέση τιμή, [image: 7741.png], καθώς και η τυπική απόκλιση, σ. Σχολιάστε την αξιοπιστία των αποτελεσμάτων, με βάση την τυπική απόκλιση που υπολογίσατε.

			

			Πειραματικός προσδιορισμός της γραμμικής πυκνότητας

			- Να κατασκευαστεί η γραφική παράσταση των ιδιοσυχνοτήτων νn σαν συνάρτηση του Τ. Τι είδους καμπύλη είναι; Εξηγήστε.

			- Να κατασκευαστεί η γραφική παράσταση των ιδιοσυχνοτήτων νn σαν συνάρτηση του [image: 7753.png]. Τι είδους καμπύλη είναι; Από αυτή τη γραφική παράσταση να υπολογιστεί η γραμμική πυκνότητα της χορδής ρ (μέσω της κλίσης της πειραματικά προσδιοριζόμενης ευθείας).

			- Να υπολογιστεί η % διαφορά της τιμής του ρ που υπολογίστηκε από τη γραφική παράσταση από την γνωστή τιμή.

			- Ποιοι οι πιθανοί λόγοι που η τιμή του ρ που υπολογίσατε διαφέρει από τη γνωστή τιμή;  

			

			Πειραματικός προσδιορισμός της τάσης

			- Να κατασκευαστεί η γραφική παράσταση των ιδιοσυχνοτήτων νn σαν συνάρτηση του ρ. Τι είδους καμπύλη είναι; Εξηγήστε.

			- Να κατασκευαστεί η γραφική παράσταση των ιδιοσυχνοτήτων νn σαν συνάρτηση του [image: 7760.png]. Τι είδους καμπύλη είναι; 

Από αυτή τη γραφική παράσταση να υπολογιστεί η τάση της χορδής Τ  (μέσω της κλίσης της πειραματικά προσδιοριζόμενης ευθείας).

			- Να υπολογιστεί η % διαφορά της τιμής του Τ που υπολογίστηκε από τη γραφική παράσταση από την γνωστή τιμή.

			- Ποιοι οι πιθανοί λόγοι που η τιμή του Τ που υπολογίσατε διαφέρει από τη γνωστή τιμή;
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			Πίνακας 8.15 Καταγραφή μετρήσεων για τον υπολογισμό της φασικής ταχύτητας uph.
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			Πίνακας 8.16 Καταγραφή μετρήσεων για τον πειραματικό προσδιορισμό της γραμμικής πυκνότητας ρ.
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			Πίνακας 8.17 Καταγραφή μετρήσεων για τον πειραματικό προσδιορισμό της τάσης Τ.

			

			

			

			

		

	
		
			Εργαστηριακή άσκηση 7: Στάσιμα κύματα σε χορδή ΙΙ

			

			Σύνοψη

			Στόχος αυτής της εργαστηριακής άσκησης είναι η μελέτη του φαινομένου του συντονισμού και των στάσιμων κυμάτων σε τεντωμένη χορδή έπειτα από αρμονική διέγερση.

			

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Η προαπαιτούμενη γνώση γι αυτήν την εργαστηριακή άσκηση συνοψίζεται στα στοιχεία θεωρίας που παρουσιάζονται στην επόμενη παράγραφο. Για τις έννοιες που παρουσιάζονται εδώ μπορείτε επίσης να ανατρέξετε στην παράγραφο 5 του κεφαλαίου 5 του παρόντος βιβλίου. 

			

			1. Στοιχεία θεωρίας

			

			Όπως είδαμε στην προηγούμενη εργαστηριακή άσκηση, όταν μία τεντωμένη χορδή διεγείρεται αρμονικά, η χορδή ταλαντώνεται σε μία ιδιοσυχνότητα, και δημιουργείται ένα στάσιμο κύμα. Όλα τα σωματίδια από τα οποία αποτελείται η χορδή ταλαντώνονται επάνω-κάτω με την ίδια συχνότητα, εκτός από τα σημεία όπου υπάρχουν δεσμοί, τα οποία παραμένουν ακίνητα. Τα σημεία , όπου το πλάτος ταλάντωσης είναι μέγιστο, λέγονται κοιλίες. Μπορούμε, λοιπόν, να θεωρήσουμε ότι το στάσιμο κύμα αποτελείται από ένα μεγάλο αριθμό απλών αρμονικών ταλαντωτών (ταλαντούμενα σωματίδια), οι οποίοι ταλαντώνονται παράλληλα ο ένας με τον άλλο στο ίδιο επίπεδο (σχήμα 8.10.α). Αφού όμως οι δεσμοί παραμένουν ακίνητοι, στο στάσιμο κύμα δε διαδίδεται ενέργεια κατά μήκος του κύματος. 

			Εάν συνεχίζουμε να προσθέτουμε ενέργεια στο σύστημα, και δεδομένου ότι οι απώλειες είναι αμελητέες, το πλάτος ταλάντωσης των σωματιδίων θα αυξάνει συνεχώς. Η συχνότητα του κύματος θα παραμένει σταθερή, αφού εξαρτάται μόνο από το μήκος της χορδής. Το πλάτος της ταλάντωσης θα είναι μεγαλύτερο, όταν η συχνότητα τροφοδοσίας (οδήγησης) είναι ίση, ή σχεδόν ίση, με μία από τις ιδιοσυχνότητες του συστήματος. Το φαινόμενο αυτό ονομάζεται συντονισμός, και οι αντίστοιχες ιδιοσυχνότητες του συστήματος λέγονται συχνότητες συντονισμού. Στο σχήμα 8.10.β, φαίνεται η απόκριση ενός τέτοιου συστήματος ως συνάρτηση της συχνότητας οδήγησης. Το πλάτος της ταλάντωσης γίνεται μέγιστο, όταν η συχνότητα οδήγησης συμπίπτει ακριβώς με μία από τις συχνότητες συντονισμού. Εάν οι ταλαντώσεις δεν προκαλούνται κοντά σε μια συχνότητα συντονισμού, η ενέργεια δε μεταδίδεται αποδοτικά από τον τροφοδότη στο σύστημα.

			Για τη μελέτη του συντονισμού σε τεντωμένη χορδή , ας θεωρήσουμε την πειραματική διάταξη του σχήματος 8.10.γ. Μία μεταλλική χορδή μήκους L και γραμμικής πυκνότητας ρ συγκρατείται τεντωμένη κρεμώντας σώμα μάζας m από διάφορες εγκοπές στο αριστερό άκρο της. Η πειραματική διάταξη έχει σχεδιαστεί , έτσι ώστε η θέση κάθε εγκοπής να λειτουργεί πολλαπλασιαστικά πάνω στο βάρος του σώματος, Β, με συνέπεια η τάση της χορδής να είναι:

			Τ = (θέση εγκοπής) ⋅ B (8.39)

			Για παράδειγμα, η τάση της χορδής για αναρτημένη μάζα στην 1η εγκοπή είναι Τ = 1⋅Β, για αναρτημένη μάζα στην 2η εγκοπή είναι Τ = 2⋅Β, κ.ο.κ.

			Η διέγερση της χορδής γίνεται κοντά στο δεξί άκρο της χορδής μέσω ενός οδηγού διέγερσης, ο οποίος είναι ουσιαστικά ένας μαγνήτης που διεγείρει την χορδή σε συγκεκριμένη συχνότητα. Ο οδηγός διέγερσης είναι συνδεδεμένος με μια γεννήτρια συχνοτήτων, μέσω της οποίας γίνεται η επιλογή της συχνότητας διέγερσης. Η ανίχνευση γίνεται από έναν οδηγό ανίχνευσης, ο οποίος είναι ένας μαγνήτης ίδιος με τον οδηγό διέγερσης, που είναι συνδεδεμένος με έναν παλμογράφο. Η ανίχνευση συνίσταται στη μέτρηση του πλάτους ταλάντωσης στις θέσεις όπου εμφανίζονται κοιλίες (σχήμα 8.10.γ). Το πλάτος ταλάντωσης γίνεται μέγιστο στην περίπτωση του συντονισμού, όταν δηλαδή η συχνότητα διέγερσης συμπίπτει ακριβώς με μια από τις ιδιοσυχνότητες της χορδής, οι οποίες δίνονται από την σχέση:

			[image: 7868.png], n = 1, 2, 3 … (8.40)

			

			[image: Sxima_8_10]

			

			Σχήμα 8.10 (α) Το στάσιμο κύμα αποτελείται από ένα μεγάλο αριθμό απλών αρμονικών ταλαντωτών (ταλαντούμενα σωματίδια), οι οποίοι ταλαντώνονται παράλληλα ο ένας με τον άλλο στο ίδιο επίπεδο, (β) το πλάτος της ταλάντωσης γίνεται μέγιστο , όταν η συχνότητα οδήγησης συμπίπτει ακριβώς με μία από τις συχνότητες συντονισμού, και (γ) η πειραματική διάταξη (αριστερά). Η ανίχνευση συνίσταται στη μέτρηση του πλάτους ταλάντωσης στις θέσεις όπου εμφανίζονται κοιλίες (δεξιά).

			

			

			Για δεδομένο n και με την παραδοχή ότι νn → y και [image: 7883.png] → x η εξίσωση 8.40 είναι της γενικής μορφής y = Ax + B όπου Α[image: 7890.png] και Β = 0. Η σχέση, δηλαδή, μεταξύ του νn και του [image: 7898.png] είναι γραμμική, συνεπώς η γραφική παράσταση του νn σαν συνάρτηση του [image: 7905.png] είναι μια ευθεία γραμμή με κλίση Α ([image: 7913.png]) και διατομή Β ([image: 7922.png]). Από μια τέτοια γραφική παράσταση μπορεί να προσδιοριστεί πειραματικά η γραμμική πυκνότητα της χορδής ρ.

			

			

			2. Πειραματική διαδικασία & μετρήσεις

			

			Σ’ αυτήν την εργαστηριακή άσκηση θα χρησιμοποιηθούν τα εξής:

			Παλμογράφος

			Γεννήτρια συχνοτήτων

			Οδηγός ανίχνευσης και οδηγός διέγερσης

			Μεταλλική χορδή

			Διάφορες μάζες

			Προσέξτε, ώστε οι αναρτώμενες μάζες να μην προκαλέσουν μόνιμη παραμόρφωση της χορδής.

			Τοποθετήστε τα στηρίγματα της χορδής 60cm μακριά από το άλλο (L = 0,6m). Αναρτήστε μία μάζα σε μια εγκοπή και ρυθμίστε την χορδή ώστε να είναι οριζόντια. Τοποθετήστε τον οδηγό διέγερσης περίπου 5cm μακριά από το ένα στήριγμα. Ρυθμίστε την πηγή συχνοτήτων να παράγει ημιτονοειδές κύμα, έτσι ώστε να φαίνεται στον παλμογράφο στην υποδιαίρεση των 5mV/div. Τοποθετήστε τον οδηγό ανίχνευσης ανάλογα με τον τρόπο ταλάντωσης σύμφωνα με το σχήμα 8.10.γ. Για να βρείτε τις συχνότητες συντονισμού, θα πρέπει να αλλάζετε αργά τη συχνότητα του οδηγού διέγερσης.

			

			2.1. Χαρτογράφηση των στάσιμων κυμάτων

			

			Για τη χαρτογράφηση των στάσιμων κυμάτων, αναρτήστε γνωστή μάζα στην 1η εγκοπή και τοποθετήστε αρχικά τον οδηγό ανίχνευσης στο μέσον της χορδής, όπου για τον 1ο κανονικό τρόπο ταλάντωσης (n = 1) υπάρχει κοιλία. Αρχίσετε να αυξάνετε σιγά-σιγά την συχνότητα οδήγησης, ώστε να παρατηρήσετε συντονισμό (μεγιστοποίηση του πλάτους ταλάντωσης). Έχοντας βρει τη συχνότητα συντονισμού, τοποθετήστε τον οδηγό ανίχνευσης όσο πιο κοντά μπορείτε σε κάποιο από τα στηρίγματα και μετακινήστε τον οδηγό ανίχνευσης κατά μήκος της χορδής, καταγράφοντας τη θέση των δεσμών και των κοιλιών. Επαναλάβετε τη διαδικασία για τους 3 πρώτους τρόπους ταλάντωσης (n = 1, 2, 3) πάντα για την ίδια αναρτημένη μάζα στην ίδια εγκοπή. Υπολογίστε το μήκος κύματος λ για τον κάθε τρόπο ταλάντωσης.

			

			2.2. Πειραματικός προσδιορισμός της γραμμικής πυκνότητας

			

			Για τον πειραματικό προσδιορισμό της γραμμικής πυκνότητας ρ, αναρτήστε μια γνωστή μάζα στην 1η εγκοπή και τοποθετήστε αρχικά τον οδηγό ανίχνευσης στο μέσον της χορδής, όπου για τον 1ο κανονικό τρόπο ταλάντωσης (n = 1) υπάρχει κοιλία. Αρχίσετε να αυξάνετε σιγά-σιγά τη συχνότητα οδήγησης , ώστε να παρατηρήσετε συντονισμό (μεγιστοποίηση του πλάτους ταλάντωσης) και καταγράψτε τη συχνότητα στην οποία τον παρατηρήσατε (ιδιοσυχνότητα ν1). Για τον ίδιο τρόπο ταλάντωσης, επαναλάβετε την διαδικασία, τοποθετώντας την αναρτημένη μάζα στις υπόλοιπες εγκοπές. Επαναλάβετε τη διαδικασία για τους 3 πρώτους τρόπους ταλάντωσης (n = 1, 2, 3), πάντα για την ίδια αναρτημένη μάζα. Για την καταγραφή των αποτελεσμάτων των μετρήσεων, χρησιμοποιήστε τους πίνακες 8.18–8.20.

			

			Ανάλυση αποτελεσμάτων – Ερωτήσεις

			

			Για την ανάλυση των αποτελεσμάτων θεωρήστε ότι g = 10m/sec2.

			

			

			Χαρτογράφηση των στάσιμων κυμάτων

			- Ποιο το απόλυτο σφάλμα στη μέτρηση του μήκους L της χορδής ,άρα και του μήκους κύματος λκαι της συχνότητας συντονισμού;

			- Με βάση τις μετρήσεις σας , απεικονίστε το στάσιμο κύμα σε χιλιοστομετρικό χαρτί για τους 3 πρώτους τρόπους συντονισμού, όπου ο x-άξονας να είναι η απόσταση (μήκος χορδής) και ο y-άξονας το πλάτος του κύματος (σε mV). Στα διαγράμματα να αναγράφεται το αντίστοιχο μήκος κύματος.

			

			Πειραματικός προσδιορισμός της γραμμικής πυκνότητας

			- Για έναν τρόπο ταλάντωσης (π.χ. n = 1), να κατασκευαστεί η γραφική παράσταση των ιδιοσυχνοτήτων νn σαν συνάρτηση του Τ. Τι είδους καμπύλη είναι; Εξηγήστε.

			- Να κατασκευαστούν οι γραφικές παραστάσεις των ιδιοσυχνοτήτων νn σαν συνάρτηση του [image: 7934.png] για τους 3 πρώτους τρόπους ταλάντωσης σε χωριστά διαγράμματα. Τι είδους καμπύλες είναι; Από αυτές τις γραφικές παραστάσεις να υπολογιστεί η γραμμική πυκνότητα της χορδής ρ. Συμφωνούν μεταξύ τους οι τιμές του ρ που υπολογίσατε από τις 3 γραφικές παραστάσεις; Σχολιάστε.

			- Για δεδομένη τάση , και χρησιμοποιώντας την τιμή του ρ που υπολογίσατε, να υπολογιστούν θεωρητικά οι τιμές των ιδιοσυχνοτήτων νn (βάσει της εξίσωσης 8.40). Συμφωνούν με τις πειραματικές τιμές; Αιτιολογήστε. Για κάθε ιδιοσυχνότητα να υπολογιστεί η % διαφορά της πειραματικής τιμής από τη θεωρητική τιμή.
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			Πίνακας 8.18 Καταγραφή μετρήσεων για τον πειραματικό προσδιορισμό της γραμμικής πυκνότητας για n = 1.
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			Πίνακας 8.19 Καταγραφή μετρήσεων για τον πειραματικό προσδιορισμό της γραμμικής πυκνότητας για n = 2.
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			Πίνακας 8.20 Καταγραφή μετρήσεων για τον πειραματικό προσδιορισμό της γραμμικής πυκνότητας για n = 3.

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

		

	
		
			Εργαστηριακή άσκηση 8: Στάσιμα κύματα σε ελατήριο και ελάσματα

			

			Σύνοψη

			Σ’ αυτήν την εργαστηριακή άσκηση θα μελετηθούν, ποιοτικά παρά ποσοτικά, τα εγκάρσια στάσιμα κύματα σε μεταλλικά ελάσματα, καθώς και τα διαμήκη στάσιμα κύματα σε ελατήριο.

			

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Η προαπαιτούμενη γνώση γι αυτήν την εργαστηριακή άσκηση συνοψίζεται στα στοιχεία θεωρίας που παρουσιάζονται στην επόμενη παράγραφο. Για τις έννοιες που παρουσιάζονται εδώ μπορείτε επίσης να ανατρέξετε στην παράγραφο 4 του κεφαλαίου 5 και στην παράγραφο 1 του κεφαλαίου 6 του παρόντος βιβλίου. 

			

			1. Στοιχεία θεωρίας

			

			Όταν ένα κύμα διαδίδεται σε ένα μηχανικό μέσο, μπορούμε να διακρίνουμε διαφορετικά είδη κυμάτων, ανάλογα με τη σχέση της κίνησης των σωματιδίων του μέσου με τη διεύθυνση διάδοσης του κύματος. Αν οι κινήσεις των σωματιδίων που μεταφέρουν το κύμα είναι κάθετες προς τη διεύθυνση διάδοσης του ίδιου του κύματος, τότε έχουμε ένα εγκάρσιο κύμα. Παράδειγμα εγκάρσιου κύματος είναι αυτό που δημιουργείται, όταν τεθεί σε ταλάντωση το ένα άκρο τεντωμένου νήματος, του οποίου το άλλο άκρο είναι στερεωμένο σε σταθερό σημείο. Αν όμως η κίνηση των σωματιδίων γίνεται κατά μήκος της διεύθυνσης διάδοσης του κύματος, τότε έχουμε ένα διάμηκες κύμα. Για παράδειγμα, όταν ένα κατακόρυφο τεντωμένο ελατήριο τεθεί σε ταλάντωση πάνω–κάτω στο ένα άκρο, κατά μήκος του ελατηρίου διαδίδεται ένα διάμηκες κύμα. Οι σπείρες του ελατηρίου ταλαντώνονται εμπρός–πίσω στη διεύθυνση στην οποία διαδίδεται η διαταραχή κατά μήκος του ελατηρίου, και δημιουργούνται συσπειρώσεις και αραιώματα.

			Διαμήκη στάσιμα κύματα σε τεντωμένο ελατήριο μπορούν να δημιουργηθούν με την πειραματική διάταξη του σχήματος 8.11.α. Το ένα άκρο του ελατηρίου στηρίζεται στον ορθοστάτη ενώ το άλλο άκρο τοποθετείται σε μηχανικό κυματοδηγό. Ανάλογα με τη συχνότητα διέγερσης, θα παρατηρήσετε ότι ορισμένα τμήματα του ελατηρίου φαίνονται να είναι ακίνητα (δεσμοί) ενώ άλλα κινούνται με μέγιστο πλάτος (κοιλίες), όπως φαίνεται στο σχήμα 8.11.β.

			

			[image: Sxima_8_11]

			

			Σχήμα 8.11 (α) Πειραματική διάταξη για δημιουργία διαμηκών στάσιμων κυμάτων σε τεντωμένο ελατήριο, και (β) δεσμοί και κοιλίες σε διάμηκες στάσιμο κύμα σε τεντωμένο ελατήριο.

			

			

			Καθώς η συχνότητα διέγερσης αυξάνει ο αριθμός των δεσμών και των κοιλιών αυξάνει και η απόστασή τους γίνεται ολοένα και μικρότερη. Όπως και στο παράδειγμα των στάσιμων κυμάτων σε τεντωμένη χορδή, στάσιμα κύματα θα δημιουργηθούν σε συγκεκριμένες συχνότητες μόνον (ιδιοσυχνότητες). Επειδή το ελατήριο έχει τεντωθεί κατά απόσταση x, σε σχέση με το φυσικό του μήκος, το ρόλο της τάσης, Τ, εδώ παίζει η δύναμη επαναφοράς που ασκείται στο ελατήριο, της οποίας το μέτρο σύμφωνα με το νόμο του Hooke είναι:

			[image: 8023.png] (8.41)

			όπου k η σταθερά δυνάμεως του ελατηρίου. Κατ’ αντιστοιχία με την περίπτωση της χορδής, οι ιδιοσυχνότητες, νn, του ελάσματος είναι ανάλογες της τάσης του ελατηρίου, δηλαδή:

			[image: 8031.png] (8.42)

			Αυτό σημαίνει ότι, καθώς αυξάνεται η τάση, δηλαδή το ελατήριο τεντώνεται περισσότερο, ένας δεδομένος τρόπος ταλάντωσης θα παρατηρείται για μεγαλύτερη συχνότητα διέγερσης.

			Εκτός από τεντωμένες χορδές και ελατήρια, στάσιμα κύματα δημιουργούνται σε πληθώρα συστημάτων, όπως λ.χ. σε σωλήνες, μεμβράνες, και ράβδους ή ελάσματα. Μια απλή πειραματική διάταξη για τη μελέτη των εγκάρσιων στάσιμων κυμάτων σε λεπτά ελάσματα φαίνεται στο σχήμα 8.12.α. Μεταλλικά ελάσματα διαφόρων μηκών (σχήμα 8.12.β) τοποθετούνται σε μηχανικό κυματοδηγό με συνδετήρα που βρίσκεται κάτω από το κοινό σημείο των ελασμάτων. Ο μηχανικός οδηγός διέγερσης είναι συνδεδεμένος με μια γεννήτρια συχνοτήτων μέσω της οποίας γίνεται η επιλογή της συχνότητας διέγερσης. Κατ’ αυτόν τον τρόπο, η διέγερση γίνεται στο ένα άκρο του ελάσματος, το οποίο θεωρείται σταθερό, ενώ το άλλο άκρο του ελάσματος είναι ελεύθερο. Όπως και στο παράδειγμα των στάσιμων κυμάτων σε τεντωμένη χορδή, εγκάρσια στάσιμα κύματα θα δημιουργηθούν σε συγκεκριμένες συχνότητες μόνον (ιδιοσυχνότητες). Για παράδειγμα, για τη δεδομένη διάταξη, οι δύο πρώτοι κανονικοί τρόποι ταλάντωσης ενός ελάσματος φαίνονται στο σχήμα 8.12.γ. Το πλάτος ταλάντωσης του ελάσματος γίνεται μέγιστο στην περίπτωση του συντονισμού, όταν, δηλαδή, η συχνότητα διέγερσης συμπίπτει ακριβώς με μια από τις ιδιοσυχνότητες του ελάσματος.

			

			[image: Sxima_8_12]

			

			Σχήμα 8.12 (α) Πειραματική διάταξη για δημιουργία στάσιμων κυμάτων σε ελάσματα, (β) τα ελάσματα σε κάτοψη, και (γ) οι δύο πρώτοι κανονικοί τρόποι ταλάντωσης (στάσιμα κύματα) ενός ελάσματος.

			

			

			Κατ’ αντιστοιχία με την περίπτωση της χορδής, οι ιδιοσυχνότητες, νn, του ελάσματος εξαρτώνται από το μήκος του ελάσματος, L, καθώς και από την πυκνότητα και την ελαστικότητά του. Στην περίπτωση των ελασμάτων, όμως, οι ιδιοσυχνότητες εξαρτώνται επίσης και από το πάχος των ελασμάτων, καθώς και από το σχήμα τους. Για τη συγκεκριμένη περίπτωση των λεπτών ελασμάτων:

			[image: 8046.png] (8.43)

			

			Αυτό σημαίνει ότι, καθώς αυξάνεται η συχνότητα διέγερσης (άρα μειώνεται το μήκος κύματος της διέγερσης), θα συντονίζονται κατά σειρά ολοένα και μικρότερα σε μήκος ελάσματα, με το μεγαλύτερο έλασμα να συντονίζεται στη χαμηλότερη συχνότητα. Αξίζει, τέλος, να σημειωθεί ότι οι ιδιοσυχνότητες των ελασμάτων δεν είναι απλή αρμονική ακολουθία όπως οι ιδιοσυχνότητες των χορδών. Συγκεκριμένα, αν η συχνότητα του πρώτου τρόπου ταλάντωσης είναι ν1, η συχνότητα του δεύτερου τρόπου ταλάντωσης θα είναι ν2 = 6,27ν1, του τρίτου τρόπου ταλάντωσης ν3 = 17,55ν1 κ.ο.κ. Η αναλυτική περιγραφή αυτού του φαινομένου είναι, όμως, έξω από τον σκοπό της παρούσας εργαστηριακής άσκησης.

			

			

			2. Πειραματική διαδικασία & μετρήσεις

			

			Σ’ αυτήν την εργαστηριακή άσκηση θα χρησιμοποιηθούν τα εξής:

			Γεννήτρια συχνοτήτων

			Μηχανικός κυματοδηγός

			Ελατήριο

			Χάρακας

			Ελάσματα με μήκος: 0,07m, 0,08m, 0,09m, 0,11m, 0,12m και 0,13m

			

			2.1. Στάσιμα κύματα σε ελάσματα

			

			Μετρήστε το μήκος του κάθε ελάσματος. Τοποθετήστε τα ελάσματα στο μηχανικό κυματοδηγό και αρχίσετε να αυξάνετε σιγά-σιγά την συχνότητα διέγερσης ώστε να παρατηρήσετε συντονισμό (μεγιστοποίηση του πλάτους ταλάντωσης). Καταγράψτε τη συχνότητα συντονισμού για τον πρώτο τρόπο ταλάντωσης, ν1, των ελασμάτων. Για την καταγραφή των αποτελεσμάτων των μετρήσεων, χρησιμοποιήστε τον πίνακα 8.21.

			

			2.2. Στάσιμα κύματα σε ελατήριο

			

			Μετρήστε το φυσικό μήκος του ελατηρίου. Τοποθετήστε τη μία άκρη του ελατηρίου στο μηχανικό κυματοδηγό και την άλλη άκρη στον ορθοστάτη. Τεντώστε το ελατήριο κατά γνωστή απόσταση x. Αρχίσετε να αυξάνετε σιγά-σιγά την συχνότητα διέγερσης, ώστε να παρατηρήσετε διαμήκη στάσιμα κύματα. Καταγράψτε τη συχνότητα για την οποία εμφανίζονται τέσσερα διαδοχικά στάσιμα κύματα, μετρώντας τον αριθμό των δεσμών και κοιλιών. Επαναλάβετε τη διαδικασία, τεντώνοντας το ελατήριο κατά τρεις συνολικά διαφορετικές αποστάσεις, αλλάζοντας δηλαδή την τάση του ελατηρίου, πάντα για τους ίδιους τρόπους ταλάντωσης , για τον ίδιο, δηλαδή, αριθμό δεσμών και κοιλιών). Για την καταγραφή των αποτελεσμάτων των μετρήσεων, χρησιμοποιήστε τον πίνακα 8.22.

			

			Ανάλυση αποτελεσμάτων – Ερωτήσεις

			

			Στάσιμα κύματα σε ελάσματα

			- Κάντε το γράφημα που συνδέει τη συχνότητα συντονισμού με το μήκος του ελάσματος. Τι παρατηρείτε; Αιτιολογήστε.

			

			Στάσιμα κύματα σε ελατήριο

			- Ποιο το απόλυτο σφάλμα στη μέτρηση του φυσικού μήκους του ελατηρίου και της μετατόπισης x; Ποιο το απόλυτο σφάλμα στη μέτρηση της συχνότητας;

			- Για τον ίδιο τρόπο ταλάντωσης (για τον ίδιο, δηλαδή, αριθμό δεσμών και κοιλιών) να κατασκευαστεί η γραφική παράσταση των ιδιοσυχνοτήτων σαν συνάρτηση του [image: 8053.png]. Τι είδους καμπύλη είναι; Εξηγήστε.

			- Για δεδομένη μετατόπιση (δεδομένη τάση) να κατασκευαστεί η γραφική παράσταση του αριθμού των δεσμών σαν συνάρτηση της συχνότητας του μηχανικού κυματοδηγού. Τι είδους καμπύλη είναι; Εξηγήστε. 

			

			

			
				
					
					
					
					
					
					
					
				
				
					
							
							1ος τρόπος ταλάντωσης
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			Πίνακας 8.21 Καταγραφή μετρήσεων για τη μελέτη των στάσιμων κυμάτων σε ελάσματα.
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			Πίνακας 8.22 Καταγραφή μετρήσεων για τη μελέτη των στάσιμων κυμάτων σε ελατήριο.

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

			

		

	
		
			9. Παράρτημα μαθηματικών εννοιών & εργαστηριακών οργάνων

			

			Μονάδες μέτρησης

			

			
				
					
					
					
					
				
				
					
							
							Σύμβολο

						
							
							Ονομασία

						
							
							Μέγεθος

						
							
							Βασικές μονάδες

						
					

					
							
							Hz

						
							
							Χερτζ (Hertz)

						
							
							Συχνότητα

						
							
							sec-1

						
					

					
							
							N

						
							
							Νιούτον (Newton)

						
							
							Δύναμη

						
							
							kg·m·sec-2

						
					

					
							
							J

						
							
							Τζουλ (Joule)

						
							
							Ενέργεια

						
							
							kg·m2·sec-2

						
					

					
							
							W

						
							
							Βατ (Watt)

						
							
							Ισχύς

						
							
							kg·m2·sec-3

						
					

					
							
							V

						
							
							Βολτ (Volt)

						
							
							Ηλεκτρικό δυναμικό

						
							
							kg·m2·sec-3·A-1

						
					

					
							
							°C

						
							
							Βαθμός Κελσίου (degree Celsius)

						
							
							Θερμοκρασία

						
							
							K

						
					

					
							
							Ω

						
							
							Ομ (Ohm)

						
							
							Ηλεκτρική αντίσταση

						
							
							kg·m2·sec-3·A-2

						
					

					
							
							Pa

						
							
							Πασκάλ (Pascal)

						
							
							Πίεση

						
							
							kg·m-1·sec-2

						
					

					
							
							C

						
							
							Κουλόμπ (Coulomb)

						
							
							Ηλεκτρικό φορτίο

						
							
							A·sec

						
					

					
							
							F

						
							
							Φαράντ (Farad)

						
							
							Ηλεκτρική χωρητικότητα

						
							
							kg-1·m-2·sec4·A2

						
					

				
			

			

			Πίνακας 9.1 Οι συνηθέστερες παράγωγες μονάδες του συστήματος SI.

			

			

			
				
					
					
					
					
					
				
				
					
							
							Σύμβολο

						
							
							Ονομασία

						
							
							Μέγεθος

						
							
							Βασικές μονάδες

						
							
							Μετατροπή στο SI

						
					

					
							
							dyn

						
							
							Δύνη (Dyne)

						
							
							Δύναμη

						
							
							g·cm·sec-2

						
							
							10-5N

						
					

					
							
							erg

						
							
							Έργιο (Erg)

						
							
							Ενέργεια

						
							
							g·cm2·sec-2

						
							
							10-7J

						
					

					
							
							Bi

						
							
							Μπιό (Biot)

						
							
							Ηλεκτρικό ρεύμα

						
							
							g1/2·cm1/2·sec-1

						
							
							10A

						
					

					
							
							statV

						
							
							Στάτβολτ (statvolt)

						
							
							Ηλεκτρικό δυναμικό

						
							
							g1/2·cm1/2·sec-1

						
							
							2,9979×102V

						
					

					
							
							ba

						
							
							Μπαρί (Barye)

						
							
							Πίεση

						
							
							g·cm-1·sec-2

						
							
							10-1Pa

						
					

					
							
							Fr

						
							
							Φράνκλιν (Franklin)

						
							
							Ηλεκτρικό φορτίο

						
							
							g1/2·cm3/2·sec-1

						
							
							3,3356×10-10C

						
					

				
			

			

			Πίνακας 9.2 Οι συνηθέστερες μονάδες του CGS και οι παράγοντες μετατροπής τους στο SI.

			

			

			Μαθηματική επισκόπηση

			

			Δυνάμεις

			

			Για τον πολλαπλασιασμό δυνάμεων του x ισχύει:

			[image: 8154.png] (9.1)

			Για παράδειγμα: [image: 8161.png]

			Για τη διαίρεση δυνάμεων του x ισχύει:

			[image: 8169.png] (9.2)

			Για παράδειγμα: [image: 8178.png]

			Δύναμη με κλασματικό εκθέτη αντιστοιχεί με μια ρίζα, όπως παρακάτω:

			[image: 8190.png] (9.3)

			Για παράδειγμα: [image: 8202.png], [image: 8209.png], [image: 8217.png]

			Για την ύψωση μιας δύναμης σε μια άλλη δύναμη ισχύει:

			[image: 8224.png] (9.4)

			Για παράδειγμα: [image: 8232.png]

			

			

			

			Λογάριθμοι

			

			Έστω μια ποσότητα x που είναι εκφρασμένη ως δύναμη μιας άλλης ποσότητας α:

			[image: 8240.png]	(9.5)

			Ο αριθμός α ονομάζεται βάση. Ο λογάριθμος του x ως προς βάση α είναι ίσος με τον εκθέτη στον οποίο πρέπει να υψωθεί η βάση, έτσι ώστε να ικανοποιείται η έκφραση [image: 8247.png], δηλαδή:

			[image: 8254.png] (9.6)

			Ο αριθμός x καλείται ο αντιλογάριθμος του y, δηλαδή:

			[image: 8262.png] (9.7)

			Οι δύο βάσεις που χρησιμοποιούνται συχνότερα είναι η βάση 10, που ονομάζεται κοινή λογαριθμική βάση, και η βάση e (= 2,718…), που ονομάζεται φυσική (ή Νεπέρια) λογαριθμική βάση. Για τους κοινούς λογάριθμους:

			[image: 8271.png] (9.8)

			Συνήθως στη γραφή των κοινών λογαρίθμων η βάση δεν αναγράφεται, π.χ. log5 αντί log105. Για τους φυσικούς (ή Νεπέριους) λογάριθμους:

			[image: 8283.png] (9.9)

			Συνήθως στη γραφή των φυσικών λογαρίθμων η βάση δεν αναγράφεται, π.χ. ln5 αντί lne5. 

			

			Παραδείγματα των παραπάνω:

			- log24 = 1,380, έτσι ώστε antilog1,380 = 101,380 = 24.

			- ln24 = 3,178, έτσι ώστε antiln3,178 = e3,178 = 24.

			

			Η μετατροπή μεταξύ κοινών και φυσικών λογαρίθμων γίνεται μέσω της σχέσης:

			[image: 8295.png] (9.10)

			Τέλος, μερικές χρήσιμες ιδιότητες των λογαρίθμων είναι οι ακόλουθες:

			[image: 8302.png] (9.11)

			[image: 8310.png] (9.12)

			[image: 8317.png] (9.13)

			[image: 8325.png] (9.14)

			[image: 8333.png] (9.15)

			

			Γεωμετρία

			

			Εμβαδόν & όγκος

			

			Εμβαδόν και όγκος των συνηθέστερων γεωμετρικών σχημάτων και σωμάτων όπως δίνονται στο σχήμα 9.1.

			- Εμβαδόν ορθογωνίου: [image: 8340.png].

			- Εμβαδόν κύκλου: [image: 8347.png] (περίμετρος: [image: 8355.png]), εμβαδόν κυκλικού τομέα γωνίας θ (γραμμοσκιασμένη περιοχή σχήματος 9.1.β): [image: 8364.png] (μήκος τόξου γωνίας θ: [image: 8376.png]).

			- Εμβαδόν έλλειψης: [image: 8390.png].

			- Εμβαδόν τριγώνου: [image: 8397.png].

			- Όγκος σφαίρας: [image: 8405.png], εμβαδόν: [image: 8412.png].

			- Όγκος ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου: [image: 8420.png], συνολικό εμβαδόν: [image: 8428.png] (συνολική περιμετρική απόσταση: [image: 8435.png]).

			- Όγκος κώνου: [image: 8442.png], συνολικό εμβαδόν: [image: 8450.png].

			- Όγκος κυλίνδρου: [image: 8461.png], συνολικό εμβαδόν: [image: 8474.png].

			

			[image: Sxima_9_1]

			

			Σχήμα 9.1 Συνηθέστερα γεωμετρικά σχήματα: (α) ορθογώνιο, (β) κύκλος (L το μήκος τόξου της γωνίας θ), (γ) έλλειψη, (δ) τρίγωνο, και συνηθέστερα γεωμετρικά σώματα: (ε) σφαίρα, (στ) ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο, (ζ) κώνος, (η) πυραμίδα με τετραγωνική βάση, (θ) κύλινδρος.

			

			

			Εξισώσεις καμπυλών

			

			Εξισώσεις των συνηθέστερων καμπυλών , όπως δίνονται στο σχήμα 9.2.

			- Ευθεία γραμμή: [image: 8494.png], όπου Α η κλίση της με [image: 8502.png], Β η διατομή, και [image: 8509.png]

			- Έλλειψη με κέντρο στο σημείο (0,0), όπως στο σχήμα 9.2.β (κανονική μορφή έλλειψης): [image: 8518.png], όπου Α και Β τα μήκη του μεγάλου και του μικρού ημιάξονα, αντίστοιχα.

			- Κύκλος με κέντρο στο σημείο (0,0), όπως στο σχήμα 9.2.γ: [image: 8526.png], όπου r η ακτίνα. Αν το κέντρο του κύκλου βρίσκεται σε σημείο (xο,yο) τότε: [image: 8533.png].

			- Παραβολή, όπως στο σχήμα 9.2.δ: [image: 8540.png], Α και Β σταθερές.

			- Υπερβολή, όπως στο σχήμα 9.2.δ (ισοσκελής υπερβολή στους καρτεσιανούς άξονες): [image: 8549.png], C σταθερά.

			

			[image: Sxima_9_2]

			

			Σχήμα 9.2 Συνηθέστερες καμπύλες: (α) ευθεία γραμμή, (β) έλλειψη, (γ) κύκλος, (δ) παραβολή, (ε) υπερβολή.

			

			

			Τριγωνομετρία

			

			Ορισμοί τριγωνομετρικών συναρτήσεων

			

			Οι τρεις βασικές τριγωνομετρικές συναρτήσεις είναι το ημίτονο, το συνημίτονο και η εφαπτομένη. Ακολουθείται ο συμβολισμός sin για το ημίτονο, cos για το συνημίτονο και tan για την εφαπτομένη. Για τον ορισμό τους, ας θεωρήσουμε το ορθογώνιο τρίγωνο του σχήματος 9.3, όπου a η απέναντι πλευρά της γωνίας θ, η b η προσκείμενη πλευρά της γωνίας θ και c η υποτείνουσα του τριγώνου. 

			Ως προς τη γωνία θ, οι βασικές τριγωνομετρικές συναρτήσεις ορίζονται ως εξής:

			[image: 8570.png] (9.16)

			[image: 8582.png] (9.17)

			[image: 8589.png] (9.18)

			

			[image: Sxima_9_3]

			

			Σχήμα 9.3 Ορθογώνιο τρίγωνο, με κάθετες πλευρές a και b και υποτείνουσα c (για τον ορισμό των βασικών τριγωνομετρικών σχέσεων).

			

			

			Σύμφωνα με το Πυθαγόρειο θεώρημα, για ένα ορθογώνιο τρίγωνο ισχύει:

			[image: 8605.png] (9.19)

			Από τους ορισμούς των τριγωνομετρικών σχέσεων και το Πυθαγόρειο θεώρημα, προκύπτει ότι:

			[image: 8613.png] (9.20)

			[image: 8621.png] (9.21)

			

			Η συντέμνουσα (csc), η τέμνουσα (sec) και η συνεφαπτομένη (cot) της γωνίας θ ορίζονται ως εξής:

			[image: 8628.png] (9.22)

			[image: 8635.png] (9.23)

			[image: 8643.png] (9.24)

			

			Ιδιότητες τριγωνομετρικών συναρτήσεων

			

			Οι βασικές ιδιότητες των τριγωνομετρικών συναρτήσεων δίνονται στον πίνακα 9.3 (π = 180°):

			

			

			
				
					
					
					
					
					
					
				
				
					
							
							
							- θ

						
							
							π/2 ± θ

						
							
							π ± θ

						
							
							3π/2 ± θ

						
							
							2kπ ± θ

							(k = 1, 2, 3, …)

						
					

					
							
							sin

						
							
							– sinθ

						
							
							cosθ

						
							
							[image: 8745.png]sinθ

						
							
							– cosθ

						
							
							± sinθ

						
					

					
							
							cos

						
							
							cosθ

						
							
							[image: 8760.png]sinθ

						
							
							– cosθ

						
							
							± sinθ

						
							
							cosθ

						
					

					
							
							tan

						
							
							– tanθ

						
							
							[image: 8775.png]cotθ

						
							
							± tanθ

						
							
							[image: 8783.png]cotθ

						
							
							± tanθ

						
					

					
							
							csc

						
							
							– cscθ

						
							
							secθ

						
							
							[image: 8794.png]cscθ

						
							
							– secθ

						
							
							± cscθ

						
					

					
							
							sec

						
							
							secθ

						
							
							[image: 8803.png]cscθ

						
							
							– secθ

						
							
							± cscθ

						
							
							secθ

						
					

					
							
							cot

						
							
							– cotθ

						
							
							[image: 8814.png]tanθ

						
							
							± cotθ

						
							
							[image: 8825.png]tanθ

						
							
							± cotθ

						
					

				
			

			

			Πίνακας 9.3 Βασικές ιδιότητες τριγωνομετρικών συναρτήσεων (π = 180°).

			

			

			Τριγωνομετρικές ταυτότητες

			

			[image: 8833.png] (9.25)

			[image: 8840.png] (9.26)

			[image: 8848.png] (9.27)

			[image: 8857.png] (9.28)

			[image: 8869.png] (9.29)

			[image: 8881.png] (9.30)

			[image: 8888.png] (9.31)

			[image: 8896.png] (9.32)

			[image: 8903.png] (9.33)

			[image: 8911.png] (9.34)

			

			Άθροισμα, διαφορά & γινόμενο τριγωνομετρικών συναρτήσεων

			

			[image: 8919.png] (9.35)

			[image: 8926.png] (9.36)

			[image: 8933.png] (9.37)

			[image: 8941.png] (9.38)

			[image: 8950.png] (9.39)

			[image: 8962.png] (9.40)

			

			Τριγωνομετρικές σχέσεις τριγώνου

			

			Για ένα οποιοδήποτε τρίγωνο (σχήμα 9.4) ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις:

			[image: 8974.png] (9.41)

			- Νόμος ημίτονων:

			[image: 8981.png] (9.42)

			

			- Νόμος συνημίτονων:

			[image: 8989.png], [image: 8996.png], [image: 9004.png] (9.43)

			- Νόμος εφαπτομένων:

			[image: 9011.png], [image: 9018.png], [image: 9025.png] (9.44)

			

			[image: Sxima_9_4]

			

			Σχήμα 9.4 Τρίγωνο με πλευρές Α, B και C και γωνίες α, β και γ.

			

			

			Fourier synthesizer

			

			Είναι γνωστό ότι κάθε περιοδική κυματομορφή μπορεί να εκφραστεί σαν ένα άπειρο άθροισμα (με διαφορετικά «βάρη») από τριγωνομετρικές συναρτήσεις, που αποτελούνται από ημίτονο ή συνημίτονο μιας βασικής συχνότητας και τα ημίτονα ή συνημίτονα των αρμονικών της. Με το Pasco Model WA-9307A Fourier synthesizer (FS), η παραπάνω μαθηματική πρόταση μπορεί να μελετηθεί σε βάθος, προσθέτοντας μια σειρά από ημιτονοειδείς κυματομορφές και παρατηρώντας την σύνθετη κυματομορφή σε ένα παλμογράφο.

			Το FS μπορεί να χρησιμοποιηθεί με κάθε παλμογράφο, αρκεί αυτός να έχει δύο κανάλια συν εξωτερικό trigger. Με τέτοιο παλμογράφο μπορεί κανείς να ελέγχει τη συνολική κυματομορφή (το άθροισμα όλων των αρμονικών) στο ένα κανάλι και ταυτόχρονα να βλέπει την κάθε αρμονική, που είναι έτοιμος να προσθέσει στο συνολικό άθροισμα, στο άλλο κανάλι. Απαραίτητο θεωρείται το εξωτερικό trigger (external trigger) το οποίο παρέχει σταθερή φάση παρακολούθησης στα δύο κανάλια του αθροίσματος των αρμονικών και της κάθε αρμονικής που πρόκειται να προσθέσει. 

			Το FS φαίνεται στο σχήμα 9.5.α. Το FS παρέχει θεμελιώδη κυματομορφή συχνότητας 440Hz (βασική συχνότητα) και τις αρμονικές αυτής μέχρι και την ένατη. Η θεμελιώδης παρέχεται δύο φορές. Οι διακόπτες ελέγχου (controls) του FS είναι τοποθετημένοι σε δέκα στήλες. Κάθε στήλη διακοπτών ελέγχου ελέγχει μία από τις δέκα ανεξάρτητες κυματομορφές. Η χρήση κάθε διακόπτη ελέγχου σε κάθε μια από τις δέκα στήλες παρουσιάζεται στο σχήμα 9.5.β. Οι διακόπτες ελέγχου για κάθε μια κυματομορφή είναι ακριβώς ίδιοι για κάθε κυματομορφή εκτός από τις δύο πρώτες που αντιστοιχούν στη βασική συχνότητα: οι κυματομορφές της βασικής συχνότητας έχουν δύο επιπλέον διακόπτες ελέγχου όπως φαίνεται από το σχήμα 9.5.β. Αντίθετα από τις υψηλότερες αρμονικές, οι δύο βασικές (440Ηz) μπορεί να παρέχουν τριγωνικές ή τετραγωνικές κυματομορφές. Οι έξοδοι του summing amplifier και του trigger φαίνονται με λεπτομέρεια στο σχήμα 9.5.γ.

			Όταν πειραματίζεστε, περιοδικά πατάτε το κουμπί RESET (κάτω αριστερά). Μικρές πτώσεις τάσεως στο δίκτυο μπορούν να επηρεάσουν την ψηφιακή ροή του FS και τελικά να έχουν φαινόμενα ροής φάσεως μεταξύ των συντιθέμενων κυματομορφών. Πατώντας το κουμπί RESET, θα εξαλείφετε τέτοιου είδους φαινόμενα.

			Το πλάτος των κυματομορφών των δύο βασικών συχνοτήτων (οι δύο στήλες με ταμπέλα 1) και της δεύτερης και τρίτης αρμονικής (οι στήλες με ταμπέλα 2 και 3) μπορούν να φθάσουν τα 2V (peak-to-peak). Τα πλάτη των υψηλότερων αρμονικών φθάνουν περίπου το 1V (peak-to-peak). Αυτό επιτρέπει να έχει κανείς καλύτερο έλεγχο του πλάτους των υψηλότερων αρμονικών, που συχνά είναι απαραίτητο για τη σύνθεση Fourier.

			

			[image: Sxima_9_5]

			

			Σχήμα 9.5 (α) Fourier Synthesizer (FS) Pasco Model WA-9307A, (β) οι διακόπτες ελέγχου, και (γ) οι έξοδοι του summing amplifier και του trigger.
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