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			Πρόλογος

			Στόχος του παρόντος ηλεκτρονικού συγγράματος είναι η παρουσίαση των βασικών φυσικών και μαθηματικών αρχών της Δυναμικής των Κατασκευών, με έμφαση σε θέματα Αντισεισμικής Μηχανικής, κατά τρόπο απλό και κατανοητό. Απευθύνεται, κατά κύριο λόγο, σε πολιτικούς μηχανικούς και τεχνολόγους δομικούς μηχανικούς και γι’ αυτό περιλαμβάνει πακέτα λογισμικού Η/Υ σε γλώσσα προγραμματισμού Java που μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την εκπόνηση σωρείας παραδειγμάτων με εφαρμογές στην αντισεισμική ανάλυση. Προαπαιτούμενες γνώσεις περιλαμβάνουν τα βασικά κεφάλαια της Στατικής (ανάλυση ισοστατικών και υπερστατικών φορέων, μέθοδος των δυνάμεων, μέθοδος των μετακινήσεων, κ.λπ..) καθώς και των Μαθηματικών (θεωρία μητρώων, τεχνικές επίλυσης διαφορικών εξισώσεων). Εκτός από την ανάπτυξη του θεωρητικού υποβάθρου της δυναμικής με παραδείγματα σεισμικής απόκρισης απλών κατασκευών που αποτελούν τον βασικό κορμό, το παρόν βιβλίο περιέχει και ενότητες με πιο προηγμένα θέματα δυναμικής ανάλυσης, καθώς και υλικό πάνω στις σύγχρονες αντιλήψεις σχετικά με την προσομοίωση πλαισίων, τη χρήση των φασμάτων για αντισεισμικό σχεδιασμό και στοιχεία αντισεισμικής μηχανικής. 

		

	
		
			Πρόσβαση στο εκπαιδευτικό λογισμικό 

			Στην ηλεκτρονική διεύθυνση:

			http://dynasoft.civil.auth.gr/

			Απαιτείται ‘φόρτωση’ του ελέυθερου λογισμικού Java από τη διεύθυνση

			https://www.java.com/en/download

			Ταυτόχρονα, πρέπει το λογισμικό να μπει στη λίστα «trusted sites» ή στο «exception site list» του Η/Υ του χρήστη. Αυτό γίνεται με εκ νέου πρόσβαση από το control panel java, όπου προσθέτουμε:

			https://www.java.com/en/download/faq/exception_sitelist.xml

		

	
		
			Κεφάλαιο 1: Εισαγωγή στη Δυναμική των Κατασκευών

			1.1 Χρονικώς Μεταβαλλόμενα Φορτία 

			Φυσικά φαινόμενα, όπως ισχυροί σεισμοί ή τυφώνες, μπορεί να αποβούν καταστροφικά για το δομημένο περιβάλλον. Από την άλλη πλευρά, δυναμικά φορτία που προέρχονται από ανθρώπινες δραστηριότητες είναι πιο πιθανό να δημιουργήσουν προβλήματα λειτουργικότητας, λόγω της δυσμενούς επίδρασής τους σε ανθρώπους και εξοπλισμό. Κανονιστικά πλαίσια παρέχουν πληροφορίες στον μελετητή μηχανικό σχετικά με συγκεκριμένες κατηγορίες δυναμικών διεγέρσεων κατά τρόπο που να επιτρέπουν τον προσδιορισμό των φορτίων που αυτές επιβάλλουν στις κατασκευές (ATC-06 1978; EΝ 1998 2004). Τα φορτία αυτά τότε χαρακτηρίζονται ως αιτιοκρατικά (deterministic). Παρά ταύτα, σε κάποιες περιπτώσεις ιδιαίτερου ενδιαφέροντος, απαιτείται η διεξαγωγή μετρήσεων και η χρήση ικανοποιητικού αριθμού καταγραφών για τον ακριβή προσδιορισμό της δυναμικής φόρτισης. Μία τέτοια περίπτωση είναι οι σεισμικές επιταχύνσεις του εδάφους, οι οποίες μπορούν να χαρακτηρισθούν ως τυχαίες ή στοχαστικές (random or stochastic), λόγω της πολυπλοκότητας του συστήματος διάρρηξης του υπεδάφους που τις δημιουργεί. 

			Μία από τις απλούστερες μορφές δυναμικής φόρτισης είναι η αρμονική (ημιτονοειδής) ταλάντωση. Τέτοιου τύπου διέγερση παράγεται, για παράδειγμα, από τη λειτουργία μηχανολογικού εξοπλισμού. Πειραματικές μετρήσεις μπορούν να προσδιορίσουν το εύρος και τη συχνότητά της, ενώ η θεωρία των αρμονικών ταλαντώσεων παρέχει τις διαφορικές εξισώσεις που περιγράφουν το πρόβλημα (Biggs, 1965). Άλλες κατηγορίες διέγερσης έχουν πιο σύνθετη μορφή. Μπορεί να είναι μη-περιοδικές ή να διαρκούν ελάχιστα δευτερόλεπτα, όπως οι διεγέρσεις τύπου πλήγματος (impulse). Για παράδειγμα, διεγέρσεις πλήγματος δημιουργούνται από εκρήξεις ή από κρούσεις κατά την έμπηξη πασάλων θεμελίωσης.

			Κλασσικό παράδειγμα μη-περιοδικής διέγερσης, μεγαλύτερης χρονικής διάρκειας από αυτής του πλήγματος, είναι η σεισμική. Η ισχυρή εδαφική κίνηση που την παράγει είναι εξαιρετικά πολύπλοκη και εμπεριέχει το στοιχείο της τυχαιότητας. Γι’ αυτό εντάσσεται στην κατηγορία των τυχαίων διαδικασιών (random processes). Στην ίδια κατηγορία εντάσσονται και τα φορτία λόγω ανέμων και λόγω θαλάσσιων κυματισμών, καθώς και οι διεγέρσεις στις γέφυρες λόγω της κυκλοφορίας οχημάτων. Τέλος, στο Σχήμα 1.1 δίδονται τρείς χαρακτηριστικές περιπτώσεις δυναμικών διεγέρσεων.

			Μία κατηγοριοποίηση των δυναμικών φορτίων, ανάλογα με την προέλευσή τους και την μετέπειτα χρονική τους εξέλιξη, δίδεται παρακάτω:

			
					Περιβαλλοντικά / Ανθρώπινη δραστηριότητα

					Περιοδικά / Mη-περιοδικά

					Πλήγματα / Μεγάλης χρονικής διάρκειας

					Τυχηματικά / Αιτιοκρατικά.
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			Σχήμα 1.1 Τρεις βασικές κατηγορίες δυναμικών διεγέρσεων.

			1.2 Προσομοίωση των Φορέων

			Οι κατασκευές που ενδιαφέρουν τον μηχανικό συχνά παρουσιάζουν μεγάλη πολυπλοκότητα, καθιστώντας πρακτικά ανεφάρμοστη την εισαγωγή όλων των σχετικών δεδομένων που αφορούν στην επίλυση του δυναμικού προβλήματος. Είναι επιβεβλημένη συνεπώς η επιλογή ενός απλοποιημένου αριθμητικού μοντέλου (ή προσομοιώματος), το οποίο να περιλαμβάνει μόνον τα πιο σημαντικά χαρακτηριστικά της πραγματικής κατασκευής (Clough and Penzien, 1975; Chopra, 2000; Chopra, 2004), και κυρίως αυτά που είναι βασικά για τον σχεδιασμό ή την αποτίμηση της συμπεριφοράς της.

			Στο πλαίσιο της δυναμικής των κατασκευών, η υπολογιστική δυσκολία συνδέεται άμεσα με το πλήθος των βαθμών ελευθερίας (ΒΕ) που απαιτούνται για τον προσδιορισμό και την περιγραφή της απόκρισης του φορέα (Argyris and Mlejnek, 1991). Οι βαθμοί ελευθερίας (degrees-of-freedom, DOF) περιλαμβάνουν μετακινήσεις και στροφές στο επίπεδο ή στον χώρο. Για παράδειγμα, μία αξονικά ατενής δοκός στο επίπεδο (y, z) με δύο μάζες, η κάθε μία εκ των οποίων μπορεί να κινηθεί κατά δύο διευθύνσεις (y και z) και να στραφεί γύρω από τον άξονα x, παρουσιάζει συνολικά έξι ΒΕ, όπως φαίνεται στο Σχήμα 1.2.
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			Σχήμα 1.2 Σύστημα έξι βαθμών ελευθερίας (ΒΕ).

			Η πλέον βασική τεχνική απλοποίησης του υπό μελέτη φορέα είναι η χρήση συγκεντρωμένων μαζών (lumped mass), σύμφωνα με την οποία η διανεμημένη μάζα (distributed mass) του πραγματικού συστήματος θεωρείται ότι συγκεντρώνεται σε κάποια επιλεγμένα σημεία (ή κόμβους). Για παράδειγμα, εάν θεωρηθεί ότι η μάζα των υποστυλωμάτων του τετραώροφου επίπεδου πλαισίου του Σχήματος 1.3 είναι αμελητέα σε σύγκριση με τις μάζες των διαφραγμάτων, τότε η συγκέντρωση της ολικής μάζας (με οριζόντια μεταφορική ελευθερία κίνησης μόνο) κάθε ορόφου στο κέντρο βάρους των διαφραγμάτων είναι αποδεκτή. Επιπλέον, εάν εξεταστεί μόνο η μεταφορική συνιστώσα της απόκρισης του φορέα, τότε το απλοποιημένο μοντέλο του φορέα καταλήγει σε ένα σύστημα τεσσάρων ΒΕ.
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			Σχήμα 1.3 Διακριτοποίηση ενός πλαισιακού φορέα με την τεχνική συγκεντρωμένων μαζών.

			Η τεχνική των συγκεντρωμένων μαζών δεν εφαρμόζεται επιτυχώς σε γραμμικούς ή επιφανειακούς φορείς με ομοιόμορφη κατανομή μάζας και δυσκαμψίας. Σε αυτές τις περιπτώσεις, μία από τις πλέον διαδεδομένες τεχνικές διακριτοποίησης είναι η μέθοδος των πεπερασμένων στοιχείων (finite element method, FEM), σύμφωνα με την οποία η κατασκευή διαιρείται σε στοιχειώδη τμήματα (πεπερασμένα στοιχεία) που συνδέονται μέσω κόμβων (Bathe and Wilson, 1976). Οι κόμβοι επιτρέπουν τη μετατόπιση και τη στροφή κατά τρόπο που να προσομοιώνει την κίνηση της πραγματικής κατασκευής. Οι δυνατότητες κίνησης των κόμβων προσδιορίζουν το σύνολο των ΒΕ του φορέα, ενώ η μάζα του συστήματος συγκεντρώνεται στα επιμέρους πεπερασμένα στοιχεία με τρόπο που είναι συμβατός με την όλη δυναμική ανάλυση.
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			Σχήμα 1.4 Διακριτοποίηση πλάκας-προβόλου με εννέα επιφανειακά πεπερασμένα στοιχεία.

			1.3 Μόρφωση Εξισώσεων Δυναμικής Ισορροπίας 

			Οι διαφορικές εξισώσεις που διέπουν την κίνηση των δυναμικών συστημάτων μπορούν να προκύψουν με διαφορετικούς τρόπους, καταλήγουν όμως στο ίδιο αποτέλεσμα (Hurty and Rubinstein, 1964). Ο πιο θεμελιώδης τρόπος είναι η εφαρμογή της συνθήκης της δυναμικής ισορροπίας του φορέα υπό μελέτη (ουσιαστικά η αρχή του D’Alembert που προκύπτει από τον δεύτερο νόμο του Νεύτωνα). Δύο άλλες ενεργειακού τύπου μέθοδοι που μπορούν να χρησιμοποιηθούν βασίζονται αντίστοιχα στην αρχή των δυνατών έργων και στην αρχή του Hamilton. Κάποιες από αυτές (όπως η αρχή του Hamilton), είναι πιο κατάλληλες για την μελέτη πολύπλοκων συστημάτων, ενώ κάποιες άλλες (όπως η αρχή του D’Alembert) είναι πιο εύκολα εφαρμόσιμες στη μελέτη διακριτοποιημένων συστημάτων με περιορισμένο αριθμό ΒΕ.

			Μία σύντομη παρουσίαση των τριών παραπάνω μεθόδων θα γίνει με αφορμή τη μελέτη του απλούστερου δυναμικού συστήματος με ένα ΒΕ, δηλαδή του μονοβάθμιου ταλαντωτή (ΜΒΤ) (single degree-of-freedom oscillator, SDOF). Το ιδεατό αυτό μηχανικό σύστημα απαρτίζεται από μάζα, αποσβεστήρα, και ελατήριο. Η συγκεντρωμένη μάζα [image: ]συνδέεται με ελατήριο δυστένειας [image: ] και με έναν μηχανισμό απώλειας ενέργειας, δηλαδή τον ιξώδη αποσβεστήρα με συντελεστή απόσβεσης [image: ]. Το σύστημα υποβάλλεται σε εξωτερική δύναμη [image: ], η οποία αναγκάζει το μηχανικό σύστημα να ταλαντωθεί. Ανά πάσα χρονική στιγμή, πέρα της εξωτερικής διέγερσης του συστήματος, αναπτύσσονται και πρόσθετες δυνάμεις, της αδράνειας, της απόσβεσης και της ελαστικής επαναφοράς που αντιτίθενται στην κίνηση.

			Εάν η χρονικά μεταβαλλόμενη απόκριση του φορέα είναι [image: ], η ταχύτητα [image: ]και η επιτάχυνση [image: ], τότε η δύναμη αδράνειας είναι ανάλογη της επιτάχυνσης,[image: ], η δύναμη ιξώδους απόσβεσης είναι ανάλογη της ταχύτητας, [image: ], ενώ η δύναμη επαναφοράς ανάλογη της μετατόπισης,[image: ].
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			Σχήμα 1.5 Μηχανικό σύστημα μάζας, αποσβεστήρα και ελατηρίου με ένα ΒΕ. 

			1.3.1 Αρχή του D’Alembert

			Η αρχή αυτή συνδέεται με τον δεύτερο νόμο του Νεύτωνα, σύμφωνα με τον οποίο ο ρυθμός μεταβολής της ορμής μίας κινούμενης μάζας [image: ], ισούται με το σύνολο των δυνάμεων που δρουν πάνω σε αυτήν. Στην περίπτωση του μονοβάθμιου συστήματος που εξετάζεται εδώ, η αρχή αυτή διατυπώνεται ως εξής:

			
				
					[image: ]
				

			

			Κατ’ αυτό τον τρόπο, προκύπτει μία εξίσωση δυναμικής ισορροπίας, σύμφωνα με την οποία για κάθε χρονική στιγμή [image: ] η εξωτερική δράση ισούται με το άθροισμα των δυνάμεων αδρανείας, απόσβεσης και επαναφοράς.

			1.3.2 Αρχή των Δυνατών Εργων

			Σύμφωνα με την αρχή αυτή, εάν σε ελαστικό σώμα στο οποίο δρα ένα σύστημα δυνάμεων επιβληθεί μία δυνητική (ή υποθετική/ιδεατή) παραμόρφωση που δεν παραβιάζει τις συνοριακές συνθήκες, τότε το συνολικό έργο που παράγεται από το σύστημα των δυνάμεων ισούται με μηδέν. Συνεπώς, εάν στο μονοβάθμιο σύστημα επιβληθεί η ιδεατή μετακίνηση (virtual displacement) [image: ] η οποία δεν παραβιάζει τις συνθήκες στήριξης, τα σημεία εφαρμογής όλων των δυνάμεων που ενεργούν μετατοπίζονται, με αποτέλεσμα να παραχθεί το συνολικό έργο του μηχανικού συστήματος

			
				
					[image: ]
				

			

			από το οποίο προκύπτει η Εξίσωση δυναμικής ισορροπίας (1.1) ξανά. Στην παραπάνω διατύπωση του δυνητικού έργου [image: ], το αρνητικό πρόσημο σημαίνει πως η δύναμη αντιτίθεται στην ιδεατή μετατόπιση [image: ]. Επίσης, χάριν συντομίας παραλείφθηκε ο δείκτης του χρόνου [image: ] στην Εξίσωση (1.2).

			1.3.3 Αρχή του Hamilton

			Σύμφωνα με την αρχή αυτή, εάν σε ένα ελαστικό σώμα και για το χρονικό διάστημα [image: ] αθροισθεί η μεταβολή της κινητικής και δυναμικής του ενέργειας, τότε πάνω στο έργο που παράγουν οι εξωτερικές μη-συντηρητικές δυνάμεις το άθροισμα των μεταβολών ισούται με μηδέν. Ορίζοντας συνεπώς ως [image: ] την κινητική ενέργεια του σώματος, ως [image: ] τη δυναμική του ενέργεια στην οποία συμπεριλαμβάνονται οι δυνάμεις επαναφοράς και τυχόν εξωτερικές συντηρητικές δράσεις, ως [image: ] το έργο που παράγεται από εξωτερικές μη-συντηρητικές δράσεις και από τις δυνάμεις απόσβεσης, και τέλος ως [image: ] τη μεταβολή (variation), η εξίσωση που προκύπτει για τον μονοβάθμιο ταλαντωτή είναι:

			
				
					[image: ]
				

			

			Εύκολα αποδεικνύεται τώρα πως οι μεταβολές των ενεργειακών όρων στην παραπάνω εξίσωση είναι [image: ]. Μετά από τις παραπάνω αντικαταστάσεις και την παραγοντική ολοκλήρωση του πρώτου όρου της εξίσωσης του Hamilton, προκύπτει η εξίσωση
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			Λαμβάνοντας υπόψη ότι η παραπάνω σχέση ισχύει για οποιαδήποτε, μη-μηδενική, αλλά αυθαίρετη μεταβολή [image: ], τότε ο όρος μέσα στις αγκύλες της Εξίσωσης (1.4) πρέπει να μηδενίζεται. Συνεπώς καταλήγουμε πάλι στην ίδια Εξίσωση δυναμικής ισορροπίας (1.1) που προέκυψε από την εφαρμογή των δύο προηγούμενων μεθόδων.

			1.4 Σεισμικότητα Γεωγραφικών Περιοχών 

			Φυσικά φαινόμενα, όπως οι ισχυροί σεισμοί, μπορούν να αποβούν καταστροφικά για το δομημένο περιβάλλον. Στην ευρύτερη περιοχή της Νοτιοανατολικής Ευρώπης και της Δυτικής Ασίας, οι σεισμοί από ιστορικούς χρόνους ήταν ενδημικό πρόβλημα, η αντιμετώπιση του οποίου στη σύγχρονη εποχή συνιστά πλέον εθνική επιταγή για κάθε κράτος και απαιτεί υψηλό επίπεδο τεχνογνωσίας, οικονομικής δραστηριότητας και κοινωνικής οργάνωσης. 

			Οι παλαιότερες πρακτικές για συμβατικές κατασκευές, που στο στάδιο της προμελέτης αντιμετώπιζαν τα σεισμικά φορτία ως ψευδο-στατικά και εκ των υστέρων προστίθεντο αδρανειακά φορτία, τα οποία ήταν ανάλογα με το γινόμενο της μάζας επί την εκτιμώμενη επιτάχυνση του συστήματος, είναι πλέον ανεπαρκείς. Το ίδιο φυσικά ισχύει και για μεγάλα και σημαντικά έργα, όπως γέφυρες, φράγματα, βιομηχανικές εγκαταστάσεις, νοσοκομειακά συγκροτήματα, κ.λπ. Αυτό αντανακλάται πλέον και στους σύγχρονους αντισεισμικούς κανονισμούς, όπου εκτός κάποιων εξαιρέσεων, απαιτείται πλήρης δυναμική ανάλυση της κατασκευής (ΕΝ 1998:2004). Οπως αναφέρθηκε και προηγουμένως, η δυναμική ανάλυση των κατασκευών επιβάλλεται από το γεγονός ότι πολλά είδη καταπονήσεων, όπως πρωτίστως ο σεισμός, εξελίσσονται χρονικά παρουσιάζοντας έντονες διακυμάνσεις, τόσο σε επίπεδο εύρους τιμών όσο και στο συχνοτικό τους περιεχόμενο. 

			1.4.1 Γένεση και Διάδοση Σεισμών

			Σύμφωνα με την επικρατούσα επιστημονική αντίληψη, το αίτιο των σεισμών είναι η διάρρηξη των λιθοσφαιρικών πλακών που απαρτίζουν το εξωτερικό στερεό κέλυφος της γης. Το πάχος της λιθόσφαιρας κυμαίνεται από 70 έως 100 km, περιλαμβάνει δε τον φλοιό και το εξωτερικό στρώμα του μανδύα, τη λεγόμενη ασθενόσφαιρα. Η ασθενόσφαιρα έχει μεγαλύτερη πυκνότητα από τον φλοιό και βρίσκεται σε ημίρευστη κατάσταση. Η λιθόσφαιρα δεν είναι ενιαία, αλλά απαρτίζεται από 15 περίπου τεκτονικές πλάκες που συνθέτουν την επιφάνεια της γης. Τα όρια μεταξύ των πλακών σχηματίζουν ζώνες με συστήματα διάρρηξης. Πιο συγκεκριμένα, οι λιθοσφαιρικές πλάκες επιπλέουν πάνω στην ασθενόσφαιρα και παρουσιάζουν σχετικές μετατοπίσεις της τάξεως μερικών cm ανά έτος, που οφείλονται σε ρεύματα μεταφοράς του ημίρευστου υλικού της ασθενόσφαιρας (Bullen and Bolt, 1985; Villaverde, 2009). Τα ρεύματα αυτά ασκούν εφαπτομενικές πιέσεις στις κάτω επιφάνειες των πλακών, προκαλώντας είτε τη σύγκλισή τους (ηπειρωτικό σύστημα διάρρηξης), είτε την απόκλισή τους (ωκεάνιο σύστημα διάρρηξης). Το Σχήμα 1.6 δίδει μία απλή εικόνα του μηχανισμού διάρρηξης μεταξύ δύο τεκτονικών πλακών.

			Η γένεση των σεισμών (Lee et al., 2002) ακολουθεί τα εξής βήματα: (i) σύγκρουση τεκτονικών πλακών, (ii) τριβές και εμπλοκή των πετρωμάτων σε ορισμένα σημεία (κλείθρα), (iii) σταδιακή παραμόρφωση των πετρωμάτων και συσσώρευση δυνητικής ενέργειας, (iv) υπέρβαση της αντοχής των πετρωμάτων, (v) θραύση πετρωμάτων στα κλείθρα και δημιουργία σεισμικού ρήγματος, (vi) μετατροπή της δυνητικής ενέργειας σε κινητική, και (ζ) εκπομπή ελαστικών (ή σεισμικών) κυμάτων. Η σεισμικότητα σε παγκόσμιο επίπεδο και σε ετήσια βάση συνοψίζεται σε χάρτες όπως αυτός του Σχήματος 1.7.
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			Σχήμα 1.6 Απλοποιημένο γεωφυσικό μοντέλο της ζώνης διάρρηξης.

			Τα σεισμικά κύματα που μεταφέρουν την ενέργεια από το σεισμικό ρήγμα μέχρι την επιφάνεια του εδάφους είναι αρχικά χωρικού τύπου. Όπως φαίνεται στο Σχήμα 1.8, τα σεισμικά κύματα κατατάσσονται σε δύο είδη, τα διαμήκη (pressure ή P-waves), που δημιουργούν πίεση/ελκυσμό κατά μήκος της διεύθυνσης διάδοσης τους και τα εγκάρσια (shear ή S-waves), που παρουσιάζουν ταλαντώσεις μέσα στο επίπεδο που είναι κάθετο προς τη διεύθυνση διάδοσης (Graff, 1975). Η ταχύτητες μετάδοσης των χωρικών κυμάτων μέσω των υπερκείμενων πετρωμάτων είναι της τάξεως των 5-13 km/sec για τα διαμήκη και των 3-6 km/sec για τα εγκάρσια κύματα. Καθώς τα χωρικά κύματα πλησιάζουν την επιφάνεια της γης, ανακλώνται και διαθλώνται μέσω των μαλακών εδαφικών στρωμάτων, με αποτέλεσμα οι κυρίαρχες επιφανειακές δονήσεις να οφείλονται σε οριζοντίως πολωμένα, εγκάρσια ελαστικά κύματα (SH-waves). Ταυτόχρονα, δημιουργείται και μία σωρεία επιφανειακών κυμάτων, όπως τα κύματα του Rayleigh λόγω της ελεύθερης επιφάνειας, και τα κύματα του Love όταν έχουμε ένα βραχώδες υπόβαθρο με υπερκείμενο μαλακό εδαφικό στρώμα (Miklowitz, 1978). Η ταχύτητες διάδοσης όλων αυτών των σεισμικών κυμάτων μέσα από τα εδαφικά στρώματα των τελευταίων 100-300 m πριν την επιφάνεια της γης είναι πλέον χαμηλές, δηλαδή της τάξεως των 0.2-1.0 km/sec. Τέλος, το Σχήμα 1.9 δείχνει μία απλοποιημένη, αλλά συνολική εικόνα του σεισμικού φαινομένου, ξεκινώντας από τις εστίες του σεισμού (υπόκεντρα) και καλύπτοντας τη διαδρομή (εστιακή απόσταση) μέχρι την επιφάνεια του εδάφους. Σημειώνουμε πως οι οριζόντιες προβολές της εστίας και της εστιακής απόστασης πάνω στην ελεύθερη επιφάνεια της γης είναι αντίστοιχα το επίκεντρο και η επικεντρική απόσταση.
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			Σχήμα 1.7 Παγκόσμιος χάρτης σεισμικότητας για το πρώτο δίμηνο του έτος 2015.

			Σήμερα, το μέγεθος ενός σεισμού μετράται με το Μέγεθος Σεισμικής Ροπής (Mw) , το οποίο αντικατέστησε την κλίμακα Richter. Οπως είναι γνωστό, παλαιότερα, η ισχύς ενός σεισμού δινόταν από το μέγεθος Μ της κλίμακας Richter που είχε επινοηθεί από το 1934 (Bullen and Bolt, 1985). Το μέγεθος αυτό αποτελεί μέτρο της σεισμικής ενέργειας που εκλύεται από την εστία του σεισμού και ακολούθως διαχέεται μέσα από τη γη με τη μορφή σεισμικών κυμάτων. Μεταξύ της εκλυόμενης ενέργειας Ε (σε erg) και του μεγέθους M υπάρχει η εξής εμπειρική σχέση: [image: ]. Η σχέση αυτή ορίζει πως για κάθε επιπλέον βαθμό της κλίμακας Richter, η εκλυόμενη ενέργεια αυξάνει 28 φορές περίπου. Εικάζεται πως οι ισχυρότεροι σεισμοί από ιστορικούς χρόνους και μετά ήσαν αυτοί του Σαν Φρανσίσκο της Καλιφόρνια το 1906 [image: ], της Αλάσκα το 1964 [image: ], του Τόκιο το 1923 [image: ], της Λισσαβώνας το 1755 [image: ] και της Χιλής το 1960 [image: ]. Η διάρκεια των ισχυρών σεισμών κυμαίνεται από λίγα δευτερόλεπτα μέχρι 4 min που παρατηρήθηκε για τον σεισμό της Αλάσκα του 1964.

			+
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			Σχήμα 1.8 Μηχανισμός διάδοσης των σεισμικών κυμάτων προς την επιφάνεια της γης.

			Συμπληρωματικά, οι πολιτικοί μηχανικοί εξάγουν χρήσιμα συμπεράσματα και από την ένταση του σεισμού, που είναι ένα ποιοτικό μέτρο εκτίμησης των επιπτώσεων του σεισμού στο δομημένο περιβάλλον, ειδικά για τους ιστορικούς σεισμούς όπου δεν υπάρχουν ενόργανες μετρήσεις. Για τον σκοπό αυτό χρησιμοποιείται η δωδεκαβάθμια τροποποιημένη κλίμακα Mercalli (MM), η δωδεκαβάθμια κλίμακα Medvedev-Sponheuer-Karnik (MSK) και η επταβάθμια ιαπωνική κλίμακα. (JMA). Για τις δύο πρώτες, οι βλάβες αρχίζουν όταν η κλίμακα βρίσκεται μεταξύ 6-7, η δε πλήρης καταστροφή (ισοπέδωση και γεωλογικές ανακατατάξεις) σημειώνονται όταν η κλίμακα φθάσει το 12. Επιπλέον, οι κλίμακες ταξινομούν (με υποκειμενικό τρόπο) τις επιπτώσεις του σεισμού στους ανθρώπους, στα κτίρια και στο φυσικό περιβάλλον

			1.4.2 Βασικές Αρχές του Αντισεισμικού Σχεδιασμού

			Οι τρεις επιστημονικές περιοχές που εμπλέκονται στην κατανόηση και αντιμετώπιση του φυσικού φαινομένου των σεισμών είναι η τεχνική σεισμολογία (γένεση και διάδοση των σεισμών), η εδαφομηχανική (σεισμικές δράσεις στην διεπιφάνεια εδάφους-θεμελίωσης) και η αντισεισμική τεχνολογία (σεισμική απόκριση των κατασκευών). Ακολούθως, χαράσσεται η στρατηγική αντιμετώπισης του σεισμικού κινδύνου στο επίπεδο έργων του πολιτικού μηχανικού, ο οποίος καλείται να σχεδιάσει και να επιβλέψει την κατασκευή αντισεισμικών κατασκευών. Αυτή η στρατηγική συνοψίζεται στην εξής σειρά γενικών κανόνων (Αναστασιάδης, 1989):
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			Σχήμα 1.9 Βασικός μηχανισμός γένεσης σεισμών και είδη σεισμών.

			
					Η μορφή του κτιρίου θα πρέπει να είναι συμπαγής, χωρίς πτερύγια, με ομοιόμορφη κατανομή της δυσκαμψίας καθ’ ύψος.

					Τα φέροντα στοιχεία θα πρέπει να είναι συμμετρικά τοποθετημένα στην κάτοψη, πλησίον της περιμέτρου, δίχως διακοπές καθ’ ύψος. Επιδιώκεται κατά κανόνα ένας δύσκαμπτος σκελετός με συζευγμένα πλαίσια, τοιχεία και πυρήνες.

					Για τις πλάκες οροφής, επιδιώκεται η διαφραγματική λειτουργία και θα πρέπει να αποφεύγονται οι μεγάλες οπές και η ανισοσταθμία.

					Για τη μάζα της κατασκευής, επιδιώκεται ομοιόμορφη κατανομή καθ’ ύψος και θα πρέπει να αποφεύγεται η συγκέντρωση μαζών σε υψηλούς ορόφους.

					Η θεμελίωση θα πρέπει να είναι μονολιθική για να μην παρουσιάζονται διαφορικές μετακινήσεις. Επίσης, θα πρέπει να υπάρχουν συνδετήριες δοκοί μεταξύ των πεδίλων, καθώς και τοιχεία προσαρμογής σε ανισοσταθμίες και σε περιοχές ασυνέχειας του εδαφικού υποστρώματος. Τέλος, σε περίπτωση ακατάλληλων εδαφών, θα πρέπει να γίνεται χρήση πασσάλων.

					Οι τοιχοποιίες θα πρέπει να τοποθετούνται συμμετρικά και να συμμετέχουν στη δυσκαμψία του φορέα.

					Η πλαστιμότητα είναι άκρως επιθυμητή και επιτυγχάνεται μέσω της κατάλληλης όπλισης των διατομών για κατασκευές από σκυρόδεμα και μέσω σωστού σχεδιασμού των συνδέσμων για μεταλλικές κατασκευές. Επίσης, θα πρέπει να λαμβάνονται μέτρα για την αποφυγή ψαθυρής θραύσης και τοπικών αστοχιών.

			

			1.5 Ειδικά Θέματα της Δυναμικής των Κατασκευών 

			Η κλασική θεωρία της δυναμικής των κατασκευών (Αναστασιάδης, 1983; Κατσικαδέλης, 2002; Μπέσκος, 2004) παρέχει τις μεθόδους για την αναλυτική επίλυση των εξισώσεων κίνησης μίας κατασκευής, οι οποίες όμως περιορίζονται σε περιπτώσεις απλών γραμμικών συστημάτων. Αντίθετα, η ευρύτατη χρήση των ηλεκτρονικών υπολογιστών (Η/Υ) σε συνδυασμό με την ταυτόχρονη ανάπτυξη λογισμικού για αριθμητική ανάλυση βασισμένου στη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων, καθιστούν πλέον υπόθεση ρουτίνας την επίλυση ρεαλιστικών προσομοιωμάτων (μοντέλων) με πολύ μεγάλο αριθμό βαθμών ελευθερίας (ΒΕ) χρησιμοποιώντας λογισμικό του εμπορίου, όπως π.χ. το πρόγραμμα SAP2000 (2014). Επίσης, δίδεται και η δυνατότητα να ληφθούν υπ’ όψη φαινόμενα μη-γραμμικής συμπεριφοράς του υλικού της κατασκευής, όταν το εύρος της δυναμικής φόρτισης υπερβεί κάποια όρια.

			Τα παραπάνω ισχύουν υπό την προϋπόθεση πως είναι δυνατή η μόρφωση των μητρώων δυσκαμψίας, μάζης και απόσβεσης που χαρακτηρίζουν το σύστημα, καθώς και ο προσδιορισμός του διανύσματος της φόρτισης. Υπάρχουν όμως περιπτώσεις, όπου είτε η φόρτιση είτε κάποια χαρακτηριστικά του συστήματος, δεν είναι απολύτως γνωστά και προσδιορίσιμα. Τυπικό παράδειγμα είναι ο σεισμός, όπου το στοιχείο της τυχαιότητας είναι έντονο, με αποτέλεσμα ότι μελλοντικές καταγραφές δονήσεων θα διαφέρουν από τις ήδη υπάρχουσες καταγραφές. Αυτές οι περιπτώσεις φόρτισης είναι γνωστές ως τυχαίες ή στοχαστικές διεργασίες (random processes) και αντιμετωπίζονται με τη βοήθεια της θεωρίας της στοχαστικής δυναμικής ανάλυσης (stochastic dynamics). Οσον αφορά την ίδια την κατασκευή, υπάρχουν περιπτώσεις όπου οι παράμετροι του συστήματος παρουσιάζουν τυχαιότητα (μεγάλη ανομοιογένεια στην αντοχή του υλικού, μεγάλες αποκλίσεις στις διαστάσεις των επιμέρους δομικών στοιχειών, κ.λπ.). Τα τελευταία χρόνια η μελέτη δυναμικών συστημάτων με τυχαίες παραμέτρους (parametric random vibrations) έχει αρχίσει να ενδιαφέρει τους ερευνητές (Μανώλης και Κολιόπουλος, 2004), καθώς συμπεριλαμβάνει και τα προβλήματα της στοχαστικής δυναμικής ευστάθειας (stochastic dynamic stability).

			Η ταξινόμηση των τρόπων μελέτης των κατασκευών μπορεί να γίνει σε σχέση με τους τρεις βασικούς παράγοντες του προβλήματος, δηλαδή τη φόρτιση, το ίδιο το δυναμικό σύστημα και την απόκρισή του. Στις περισσότερες περιπτώσεις, η φόρτιση και το σύστημα θεωρούνται γνωστά (έστω και με στατιστικό τρόπο) και το ζητούμενο είναι ο προσδιορισμός της απόκρισης. Μία άλλη κατηγορία προβλημάτων, γνωστά ως προβλήματα αναγνώρισης (identification problems), αφορά περιπτώσεις στις οποίες η καταπόνηση και η προκύπτουσα απόκριση είναι γνωστές, το δε ζητούμενο είναι ο προσδιορισμός των παραμέτρων του δυναμικού συστήματος. Τέτοιες περιπτώσεις παρουσιάζονται όταν, για παράδειγμα, τοποθετούμε όργανα μέτρησης της απόκρισης κατασκευών (όπως π.χ., σε γέφυρες, κτίρια, πύργους, κ.λπ.) για συγκεκριμένου τύπου φορτία με σκοπό την επαλήθευση των τιμών των παραμέτρων που χρησιμοποιήθηκαν κατά τον σχεδιασμό της κατασκευής.

			Ενας επιπλέον τρόπος ταξινόμησης της ανάλυσης αφορά την ύπαρξη ή όχι μη-γραμμικής συμπεριφοράς στο δυναμικό σύστημα. Η μη-γραμμικότητα κατά κανόνα χαρακτηρίζει το δυναμικό σύστημα, αλλά μπορεί να αφορά και τον μηχανισμό φόρτισης. Η πρώτη περίπτωση, η οποία εμφανίζεται ενίοτε στις περιπτώσεις ισχυρής σεισμικής δράσης, είναι και η πλέον επίπονη, καθώς οι μη-γραμμικές διαφορικές εξισώσεις που προκύπτουν δύσκολα επιλύονται και πολλές φορές οδηγούν σε απλουστεύσεις και σε προσεγγιστικές λύσεις. Επιπλέον, είναι δυνατόν να εμφανισθούν φαινόμενα χάους (chaotic motions) για διάφορες περιπτώσεις μη-γραμμικού νόμου υλικού. Καθώς η κάλυψη θεμάτων μη-γραμμικότητας εμφανίζει μεγάλες μαθηματικές δυσκολίες, θα παρατεθούν μόνο λίγα και εισαγωγικού χαρακτήρα στοιχεία στα επόμενα κεφάλαια.

			Τέλος, σημειώνουμε πως στο τέλος του βιβλίου παρατίθεται η σχετική βιβλιογραφία, ελληνική και διεθνής, προς όφελος του αναγνώστη που επιθυμεί να μελετήσει τα θέματα της δυναμικής ανάλυσης σε μεγαλύτερο βάθος ή να ενημερωθεί περαιτέρω για νεότερες εξελίξεις της αντισεισμικής τεχνολογίας.

		

	
		
			ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2: ΜΟΝΟΒΑΘΜΙΑ ΔΥΝΑΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ

			2.1 Βασικές Έννοιες

			Οι κατασκευές αποτελούν συστήματα πολλών (συνήθως εκατοντάδων ή χιλιάδων) βαθμών ελευθερίας (ΒΕ) και κατά συνέπεια η προσομοίωσή τους από μονοβάθμιους ταλαντωτές (single-degree-of freedom, SDF) είναι εφικτή μόνο σε εξαιρετικές περιπτώσεις. Παρά ταύτα, υπάρχουν περιπτώσεις κατασκευών, όπως οι υδατόπυργοι ή τα μονώροφα πλαίσια με αβαρή υποστυλώματα, τα οποία προσομοιώνονται ικανοποιητικά ως συστήματα ενός βαθμού ελευθερίας, δηλαδή ως SDF. Επιπλέον, η μελέτη της συμπεριφοράς μονοβάθμιων δυναμικών συστημάτων υπό τη δράση διαφόρων μορφών δυναμικής καταπόνησης, οδηγεί στην κατανόηση των κύριων συνιστωσών του δυναμικού προβλήματος και παρέχει τη βάση για τη μελέτη πιο σύνθετων συστημάτων.

			Ως παράδειγμα αναφέρουμε το επίπεδο διατμητικό πλαίσιο του Σχήματος 2.1, το οποίο υπόκειται σε μεταφορική δυναμική διέγερση f(t). Το άκαμπτο ζύγωμα φέρει το σύνολο των φορτίων βαρύτητας w, ενώ τα υποστυλώματα θεωρούνται αβαρή. Συνεπώς η μάζα του συστήματος θεωρείται συγκεντρωμένη στο κέντρο μάζας του ζυγώματος. 

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 2.1 Μονοβάθμιο διατμητικό πλαίσιο και δυνάμεις που αναπτύσσονται υπό δυναμική φόρτιση.

			Στο παραπάνω σχήμα, w είναι το συνολικό βάρος του συστήματος (σε kN) από το οποίο προκύπτει η μάζα m = w/g , όπου g είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας σε m/s2. Οι μονάδες της μάζας είναι σε tn = kN s2/m. Η μεταφορική δυσκαμψία k του ταλαντωτή (σε kN/m), προκύπτει από τη σύνθεση των μεταφορικών δυσκαμψιών των υποστυλωμάτων. Ο συντελεστής ιξώδους απόσβεσης c (σε kN s/m) εκφράζει τους διάφορους μηχανισμούς απώλειας ενέργειας του συστήματος και εξαρτάται κυρίως από το υλικό του φορέα, τον τρόπο κατασκευής και τον τρόπο θεμελίωσης.

			Σύμφωνα με την αρχή του D’Alembert, σε κάθε χρονική στιγμή, οι δυνάμεις που δρουν στη μάζα του ταλαντωτή βρίσκονται σε δυναμική ισορροπία. Αυτές οι δυνάμεις περιλαμβάνουν τη δύναμη αδράνειας fI(t) = m[image: ], τη δύναμη απόσβεσης fD(t) = c[image: ], την ελαστική δύναμη επαναφοράς fS(t) = ku(t) και την εξωτερική διέγερση f(t). Συνεπώς,

			
				
					[image: ]
				

			

			Η παραπάνω γραμμική διαφορική εξίσωση δευτέρου βαθμού που περιγράφει τη μετάθεση του πλαισίου ταυτίζεται με εκείνη που προέκυψε από τη μελέτη του αρχέτυπου ταλαντωτή πό με ένα ΒΕ, που απαρτίζεται μάζα – αποσβεστήρα – ελατήριο, του Κεφαλαίου 1. Πρέπει να σημειωθεί ότι στην περίπτωση στατικού φορτίου fST, η παραπάνω εξίσωση μεταπίπτει στην κλασσική στατική εξίσωση ισορροπίας, ku = f. Συνεπώς, η δυσκαμψία του ταλαντωτή μπορεί να προσδιορισθεί ως η στατική δύναμη που απαιτείται για μοναδιαία μετατόπιση του SDF για u = 1, k = f.

			2.1.1 Παράδειγμα εφαρμογής Ι

			Tο διατμητικό πλαίσιο Α-Β-Γ-Δ του Σχήματος 2.2 φέρει άκαμπτο ζύγωμα και αβαρή υποστυλώματα κοινής διατομής τα οποία στηρίζονται με πάκτωση στο Α και άρθρωση στο Δ. Θεωρώντας ότι το διανεμημένο φορτίο q, περιλαμβάνει και τα ίδια βάρη, να υπολογισθούν η συνολική μάζα και η δυσκαμψία του μονοβάθμιου φορέα.

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 2.2 Μονώροφο πλαίσιο διατμητικού τύπου και ισορροπία του ζυγώματος. 

			
					Υπολογισμός μάζας: [image: ]

					Υπολογισμός μεταφορικής δυσκαμψίας πλαισίου: k = kAB+kΔΓ, όπου k είναι η στατική μεταφορική δύναμη fST που απαιτείται για μοναδιαία μετατόπιση. Από τη θεωρία στατικής ανάλυσης φορέων, προκύπτει ότι για μοναδιαία διαφορική μετακίνηση μεταξύ βάσης και κορυφής, u = 1, τα υποστυλώματα αναπτύσσουν καμπτικές ροπές (M) και τέμνουσες (V), ανάλογα με τις συνθήκες στήριξής τους, ως ακολούθως:
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			Κατά συνέπεια, η μεταφορική δυσκαμψία του συστήματος ισούται με:

			
				
					[image: ]
				

			

			Σημείωση: Εαν η μάζα των υποστυλωμάτων δεν είναι αμελητέα, θα μπορούσε να θεωρηθεί ότι ισοκατανέμεται στους κόμβους αρχής και τέλους των υποστυλωμάτων. Κατά συνέπεια, στη μάζα λόγω των φορτίων του ζυγώματος θα έπρεπε να προστεθεί και η μισή μάζα των υποστυλωμάτων.

			2.2 Ελεύθερη Ταλάντωση χωρίς Απόσβεση 

			Η απλούστερη δυνατή μορφή ταλάντωσης μονοβάθμιου ταλαντωτή προκύπτει όταν η εξωτερική διέγερση f(t) είναι μηδενική. Σε αυτή την περίπτωση, η ταλάντωση οφείλεται στην επιβολή τη χρονική στιγμή t=0, αρχικής μετατόπισης [image: ] ή/και αρχικής ταχύτητας [image: ]. Μετά την απομάκρυνση από την αρχική θέση ισορροπίας, το σύστημα αφήνεται να ταλαντωθεί ελεύθερα. Περαιτέρω απλούστευση προκύπτει αν υποτεθεί ότι είναι μηδενική και η απόσβεση του ταλαντωτή (c = 0). Στην περίπτωση αυτή η εξίσωση της ταλάντωσης είναι:

			
				
					[image: ]
				

			

			Η λύση της ανωτέρω ομογενούς γραμμικής διαφορικής εξίσωσης δευτέρου βαθμού, έχει τη μορφή [image: ]. Mε απλή αντικατάσταση, προκύπτει η χαρακτηριστική εξίσωση

			
				
					[image: ]
				

			

			Χρησιμοποιώντας την ταυτότητα του Euler: [image: ], έχουμε τελικά

			
				
					[image: ]
				

			

			όπου [image: ]και [image: ].

			Η σχέση (2.3) αποτελεί την εξίσωση αρμονικής ταλάντωσης εύρους R και κυκλικής συχνότητας ω. Είναι εύκολο να αποδειχθεί πως τα εύρη ταλάντωσης R1 και R2 προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες [image: ] και [image: ], μέσω των σχέσεων [image: ]. 

			Αντικαθιστώντας, η Εξίσωση (2.3) παίρνει την τελική της μορφή:

			
				
					[image: ]
				

			

			Κατά συνέπεια, η ελεύθερη ταλάντωση του μονοβάθμιου συστήματος χωρίς απόσβεση είναι μία αρμονική κίνηση της οποίας το εύρος (που παραμένει αμείωτο με την πάροδο του χρόνου) εξαρτάται από τις αρχικές συνθήκες, ενώ η συχνότητά της εξαρτάται από τα μηχανικά του χαρακτηριστικά (μάζα και δυσκαμψία). Για το λόγο αυτό, η συγκεκριμένη συχνότητα με την οποία ταλαντώνεται ελεύθερα ο μονοβάθμιος ταλαντωτής, ανεξάρτητα από το είδος της αρχικής διατάραξης, ονομάζεται ιδιοσυχνότητα ωο του ταλαντωτή, ενώ ο χρόνος για την εκτέλεση μίας πλήρους ελεύθερης ταλάντωσης, καλείται ιδιοπερίοδος Το:

			
				
					[image: ]
				

			

			Στο Σχήμα 2.3 δίδεται η γραφική παράσταση της ελεύθερης ταλάντωσης του SDF και σημειώνονται οι βασικότερες παράμετροι που την προσδιορίζουν. 
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			Σχήμα 2.3 Γραφική παράσταση ελεύθερης ταλάντωσης SDF χωρίς απόσβεση.

			2.2.1 Παράδειγμα εφαρμογής ΙΙ

			Το πλαίσιο του Σχήματος 2.4 φέρει αβαρή υποστυλώματα κοινής τετραγωνικής διατομής 30/30 cm. Το μέτρο ελαστικότητας του υλικού κατασκευής είναι E = 25∙109 N/m2. Στο ζύγωμα ενεργεί αρχικά μία στατική μεταφορική δύναμη fst = 174.75 kN, η οποία προκαλεί αρχική μετατόπιση u0, και κατόπιν το σύστημα αφήνεται να ταλαντωθεί ελεύθερα. Να υπολογισθεί η ιδιοπερίοδος του ταλαντωτή και να προσδιορισθεί η θέση και η ταχύτητα του ζυγώματος μετά παρέλευση χρόνου t = 0.5 sec. Για απλοποίηση των πράξεων, η τιμή της επιτάχυνσης της βαρύτητας να ληφθεί ως g = 10 m/s2.

			
					Μετατροπή των μονάδων σε kN και σε m:A = 30cm = 0.3m, Ε = 25∙109 N/m2 = 25∙106 kN/m2


					Υπολογισμός της μάζας:Συνολικό βάρος w = q∙L = 10∙10 = 100 kN
Μάζα m = w/g = 100/10 = 10 kN∙sec2/m = 10 tn


					Υπολογισμός της δυσκαμψίας:[image: ]
Σχήμα 2.4 Μονώροφο πλαίσιο διατμητικού τύπου με ανισοϋψείς στύλους.
Η συνολική δυσκαμψία προέρχεται από τη συνεισφορά της μονοπάκτου δοκού ΑΒ και της αμφιπάκτου δοκού ΓΔ, δηλαδή k = kAB + kΓΔ. Η ροπή αδράνειας της κοινής τετραγωνικής διατομής είναι: I = a4/12 = 0.34/12 = 6.75∙10-4 m4. Συνεπώς,
kAB = 3∙EI/h3 = 3∙ (2.5∙107) ( 6.75∙10-4) / 33 =1875 kN/m
kΓΔ = 12∙EI/h3 = 12∙ (2.5∙107) ( 6.75∙10-4) / 53 = 1620 kN/m
k = 1875 + 1620 = 3495 kN/m


					Υπολογισμός ιδιοσυχνότητας και ιδιοπεριόδουΙδιοσυχνότητα [image: ] 
Ιδιοπερίοδος Τ0 = 2π/ω0 = 0.34 sec


					Υπολογισμός της εξίσωσης κίνησης:Λόγω της στατικής μεταφορικής δύναμης, προκαλείται αρχική μετατόπιση 
[image: ]
Η αρχική ταχύτητα θεωρείται μηδενική. Οι εξισώσεις μετατόπισης και ταχύτητας της ταλάντωσης που προκύπτουν είναι: 
[image: ] και 
[image: ] 


					Υπολογισμός μετάθεσης και ταχύτητας του ταλαντωτή για t = 0.5 s:u(0.5) = 0.05 (-0.997) = -5. 10-2 m
[image: ]= -0.93( 0.08) = -7.4. 10-2 m/s.


			

			2.3 Ελεύθερη Ταλάντωση με Απόσβεση 

			Είναι φανερό ότι η απουσία μηχανισμού απώλειας ενέργειας στη θεώρηση της Ενότητας 2.2, οδήγησε στο μη ρεαλιστικό αποτέλεσμα μίας επ’ άπειρο συνεχιζόμενης ταλάντωσης. Στην πραγματικότητα, όλα τα δυναμικά συστήματα καταναλώνουν ενέργεια κατά την ταλάντωσή τους, με μηχανισμούς οι οποίοι είναι πολύ πιο σύνθετοι από τον ιξώδη αποσβεστήρα που παρουσιάστηκε στην προσομοίωση με SDF του Κεφαλαίου 1. Στις δομικές κατασκευές, η απώλεια ενέργειας οφείλεται στην τριβή των συνδέσμων του φέροντος οργανισμού και του συστήματος θεμελίωσης με το έδαφος, στις τριβές και την φθορά των στοιχείων πλήρωσης, την εμφάνιση πλαστικών αρθρώσεων καθώς και των μηχανισμών υστέρησης όταν ο φορέας εισέρχεται στην ανελαστική περιοχή απόκρισης. Για λόγους απλότητας, συχνά θεωρείται ότι το συλλογικό αποτέλεσμα όλων αυτών των μηχανισμών δύναται να αποδοθεί υπό τη μορφή ισοδύναμου ιξώδους αποσβεστήρα, όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.5, με κατάλληλη επιλογή του συντελεστή απόσβεσης c (kN∙s/m). 
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			Σχήμα 2.5 Ελεύθερη ταλάντωση πλαισίου ως μονοβάθμιου συστήματος με απόσβεση. 

			Εάν στο φορέα επιβληθούν αρχικές συνθήκες [image: ] και [image: ], η εξίσωση που προκύπτει είναι:

			
				
					[image: ]
				

			

			με χαρακτηριστική εξίσωση mr2 + cr + k = 0 και δύο ρίζες:

			[image: ]

			Για την εκτέλεση ταλάντωσης, οι ρίζες του τριωνύμου πρέπει να είναι μιγαδικές και αυτό συμβαίνει μόνον όταν το πρόσημο της διακρίνουσας είναι αρνητικό, δηλαδή η τρίτη περίπτωση: 

			[image: ]

			Η απαιτούμενη ποσότητα απόσβεσης για να αποτραπεί η ελεύθερη ταλάντωση προκύπτει από μηδενική τιμή της διακρίνουσας και καλείται κρίσιμη απόσβεση ccr και ισούται με:

			
				
					[image: ]
				

			

			Οταν ο ταλαντωτής διαθέτει απόσβεση μεγαλύτερη της κρίσιμης, τότε όταν αφεθεί ελεύθερος μετά την αρχική απομάκρυνσή του από τη θέση ισορροπίας, θα επανέλθει σταδιακά στη θέση αυτή δίχως να την υπερβεί.

			Σε πρακτικές εφαρμογές χρησιμοποιείται ευρύτατα ένας άλλος δείκτης απόσβεσης που καλείται ποσοστό κρίσιμης απόσβεσης ξ και ορίζεται ως:
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			Είναι φανερό ότι για δυνατότητα ελεύθερης ταλάντωσης πρέπει ξ < 1.0. Η λύση της διαφορικής εξίσωσης δυναμικής ισορροπίας (2.6) για ξ < 1.0 παίρνει τη μορφή:

			
				
					[image: ]
				

			

			όπου οι συντελεστές καθορίζονται με βάση τις αρχικές συνθήκες ως εξής:

			
				
					[image: ]
				

			

			Η αποσβεσμένη ιδιοσυχνότητα ταλάντωσης είναι μικρότερη της ιδιοσυχνότητας χωρίς απόσβεση (ωd < ω0), ενώ το αντίστροφο ισχύει για τις ιδιοπεριόδους (Τd > Τ0). Τα μεγέθη αυτά συνδέονται με τις ακόλουθες σχέσεις:

			
				
					[image: ]
				

			

			Από τα παραπάνω προκύπτει ότι η ελεύθερη ταλάντωση με απόσβεση του μονοβάθμιου ταλαντωτή διαφέρει από την αντίστοιχη ταλάντωση χωρίς απόσβεση (i) ως προς τη συχνότητα (ή περίοδο) ταλάντωσης και (ii) ως προς το γεγονός ότι το εύρος βαίνει μειούμενο με την πάροδο του χρόνου, λόγω της παρουσίας του εκθετικού όρου. Στο Σχήμα 2.6, δίνεται η γραφική παράσταση της ελεύθερης ταλάντωσης με απόσβεση του πλαισίου και σημειώνονται οι βασικότερες παράμετροι που την προσδιορίζουν. 
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			Σχήμα 2.6 Ελεύθερη ταλάντωση μονοβάθμιου ταλαντωτή με απόσβεση.

			Στα συνήθη δομικά έργα το ποσοστό κρίσιμης απόσβεσης ξ, κυμαίνεται σε πολύ μικρές τιμές (2% – 8 %) ανάλογα με το υλικό, τον τύπο της κατασκευής και τον τρόπο θεμελίωσης επί του εδάφους. Τυπικές τιμές του ξ, ανάλογα με το είδος κατασκευής, παρέχονται και στον Ελληνικό Αντισεισμικό Κανονισμό (ΕΑΚ 2003). Για παράδειγμα, σε μεταλλικές κατασκευές με συγκολλήσεις λαμβάνεται ξ = 2% , ενώ σε τυπικές κατασκευές οπλισμένου σκυροδέματος λαμβάνεται ξ = 5%. Οπως προκύπτει και από το Σχήμα 2.7, για το παραπάνω εύρος τιμών του ξ, οι διαφορές μεταξύ των κυκλικών συχνοτήτων ω0 και ωd (ή αντίστοιχα των περιόδων Τ0 και Τd), είναι αμελητέα.

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 2.7 Επίδραση της απόσβεσης στην ιδισυχνότητα μοναβάθμιου ταλαντωτή.

			Η εκθετική περιβάλλουσα του μειούμενου εύρους ταλάντωσης είναι R exp(-ξω0t ), οπότε ο λόγος της μέγιστης μετάθεσης (εύρους) Rj και Rj+1 δύο διαδοχικών κύκλων ταλάντωσης j και j+1, ικανοποιεί την λογαριθμική σχέση:

			
				
					[image: ]
				

			

			 

			Η τελευταία ισότητα ισχύει με πολύ ικανοποιητική προσέγγιση για τις μικρές τιμές του ξ του ενδιαφέροντος του πολιτικού μηχανικού. Η ίδια ποσότητα δ (που καλείται λογαριθμική απομείωση εύρους), μπορεί να υπολογισθεί απ’ ευθείας από τον λόγο των μεγίστων μετά την μεσολάβηση n κύκλων ταλάντωσης ως εξής:
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			Είναι προφανές ότι όσο μεγαλύτερη απόσβεση διαθέτει ένα σύστημα, τόσο πιο γρήγορα μειώνεται το εύρος ταλάντωσης και το σύστημα φθάνει σε κατάσταση ηρεμίας. Για παράδειγμα, σύμφωνα με την Εξίσωση (2.12), οι κύκλοι ελεύθερης ταλάντωσης n(0.5) που απαιτούνται ώστε το αρχικό εύρος ταλάντωσης να μειωθεί στο μισό, είναι οι εξής:

			
				
					[image: ]
				

			

			Αυτό σημαίνει για ένα σύστημα με ξ = 5%, το εύρος μειώνεται κατά 50% για κάθε 2.2 κύκλους ελεύθερης ταλάντωσης.

			Οι παραπάνω σχέσεις χρησιμοποιούνται ευρύτατα για τον πειραματικό προσδιορισμό των δυναμικών χαρακτηριστικών υφιστάμενων κατασκευών. Προς τον σκοπό αυτό, το σύστημα διαταράσσεται από τη θέση ισορροπίας και κατόπιν αφήνεται να ταλαντωθεί ελεύθερα, ενώ ταυτόχρονα καταγράφεται η κίνησή του, όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.8. 
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			Σχήμα 2.8 Καταγραφή της ελεύθερης ταλάντωσης μίας υφιστάμενης κατασκευής.

			Ο υπολογισμός αυτός ακολουθεί τα εξής βήματα: 

			
					Υπολογίζεται ο χρόνος που απαιτείται για την ολοκλήρωση πλήρους κύκλου ταλάντωσης Τd, οπότε ωd = 2π/Τd. 

					Υπολογίζεται η λογαριθμική απομείωση δ (για παράδειγμα, ln(R1/R4) = 3δ). 

					Με γνωστό το δ υπολογίζεται το ξ = 2π/δ. 

					Με γνωστά τα ξ και ωd, υπολογίζονται τα [image: ] και Τ0 = 2π/ω0

			

			2.3.1 Παράδειγμα εφαρμογής ΙΙΙ 

			Υδατόπυργος ύψους h = 10m και χωρητικότητας V = 50 m3 στηρίζεται σε ένα υποστύλωμα κυκλικής διατομής με διάμετρο D, όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.9.

			
					Για τον πειραματικό προσδιορισμό των δυναμικών του χαρακτηριστικών, πληρώνεται με νερό και του επιβάλλεται αρχική μετατόπιση y(0) = 5cm υπό τη δράση στατικής οριζόντιας δύναμης Fst. Κατόπιν αφήνεται να εκτελέσει ελεύθερη ταλάντωση, σύμφωνα με τις μετρήσεις του Σχήματος 2.9. Να προσδιορισθούν: (i) Το ποσοστό κρίσιμης απόσβεσης ξ, (ii) η ιδιοσυχνότητα ωd και η ιδιοπερίοδος Td με απόσβεση, και (iii) η ιδιοσυχνότητα ω0 και η ιδιοπερίοδος T0 χωρίς απόσβεση.

					Υποθέτοντας ότι η ταλαντούμενη μάζα σκυροδέματος mb αντιστοιχεί στο 10% της μάζας του νερού mw, να υπολογισθούν: (i) Η στατική δύναμη fst, που απαιτήθηκε για την επιβολή της αρχικής μετατόπισης u(0) = 5cm και (ii) η διάμετρος D του κυκλικού υποστυλώματος. 

			

			Σημείωση: Η μεταφορική δυσκαμψία προβόλου ισούται με την δυσκαμψία μονόπακτης δοκού. Η ροπή αδράνειας κυκλικής διατομής ισούται I=π*D4/64. Να ληφθούν οι τιμές Ε = 2.5*107 kNm2 και g = 10 m/s2.

			Η διαδικασία επίλυσης έχει ως εξής: 

			
				
					[image: ]
				

			

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 2.9 Υδατόπυργος ως SDF και η απόκρισή του σε ελέυθερη ταλάντωση. 

			
					 Τα πειραματικά αποτελέσματα ελεύθερης ταλάντωσης αφορούν στο σύστημα με απόσβεση. Από το διάγραμμα, ο χρόνος ολοκλήρωσης για μία πλήρη ταλάντωση εκτιμάται ως Td = 1.0 s. Η ιδιοπερίοδος αυτή αντιστοιχεί σε ιδιοσυχνότητα με απόσβεση ωd = (2π)/Td = 6.283 rad/s. Συγκρίνοντας το εύρος δυο διαδοχικών κύκλων ταλάντωσης, βρίσκουμε με βάση την Εξίσωση (2.11):ln(5/2) = 2πξ → ξ = ln(2.5)/2π = 0.146 → ξ = 15%
Εφαρμόζοντας την Εξίσωση (2.10) έχουμε:
[image: ], και συνεπώς
[image: ]


					Λαμβάνοντας υ’π’ όψη ότι το ειδικό βάρος του νερού είναι ρ = 10 kN/m3, τότε το βάρος και η μάζα του νερού όταν ο υδατόπυργος είναι πλήρης υπολογίζεται ως:Bw = V (10 kN/m3) = 500 kN → mw = Bw/g = 50 tn
Σε αυτήν προστίθεται και η μάζα σκυροδέματος 	mb = 10% mw = 5 tn
Συνεπώς, η συνολική ταλαντούμενη μάζα είναι 	mtot = mb + mw = 55 tn
Ο υπολογισμός της μάζας σε συνδυασμό με τον πειραματικό προσδιορισμό της ιδιοσυχνότητας χωρίς απόσβεση ω0, επιτρέπει τον υπολογισμό της δυσκαμψίας ως εξής: 
[image: ]
Επομένως, fst = k∙ust = (2221.22)(0.05) = 111.06 kN. 
Επειδή όμως έχουμε πως η δυσκαμψία k = (3EI/h3) = 2221.22 , έχουμε πως 
[image: ]


			

			2.4 Ταλάντωση λόγω Εδαφικού Κραδασμού 

			Μία από τις σημαντικότερες μορφές διέγερσης των κατασκευών αποτελεί η ισχυρή εδαφική κίνηση λόγω σεισμικής δράσης. Υπάρχουν όμως και περιπτώσεις, συνήθως μικρότερης σημασίας, που ο εδαφικός κραδασμός οφείλεται σε άλλα αίτια (υπόγειες εκρήξεις, εργασίες διάνοιξης σήραγγες, κ.λπ). Σε κάθε περίπτωση, η υπερκείμενη κατασκευή υπόκειται σε καταναγκασμένες ταλαντώσεις, χωρίς να είναι όμως προφανής η παρουσία εξωτερικής φόρτισης στην εξίσωση δυναμικής ισορροπίας κατά D’Alembert. Μία επαναδιατύπωση όμως της διαφορικής εξίσωσης, με κατάλληλη επιλογή της μεταβλητής ταλάντωσης, αποκαλύπτει ότι η εδαφική δράση μπορεί να θεωρηθεί ως μία ισοδύναμη μεταφορική διέγερση της μάζας του συστήματος.

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 2.10 Διατμητικού τύπου πλαίσιο ως SDF υπό εδαφική κίνηση. 

			Έστω το μονοβάθμιο πλαίσιο του Σχήματος 2.10, το οποίο υπόκειται σε εδαφικό κραδασμό ug(t). Σε κάθε χρονική στιγμή, η συνολική μετατόπιση του φορέα από την αρχική θέση ισορροπίας ut, απαρτίζεται από την εδαφική μετατόπιση ug και την σχετική μετατόπιση μεταξύ εδάφους και ζυγώματος u ως εξής: 

			
				
					[image: ]
				

			

			Η εξίσωση δυναμικής ισορροπίας της ταλαντούμενης μάζας του ζυγώματος είναι ανάλογη αυτής της ελεύθερης ταλάντωσης, καθώς περιλαμβάνει μόνο τις δυνάμεις αδράνειας fI, απόσβεσης fD και επαναφοράς fS ως 

			fI + fD + fS = 0		

			Η διαφορά σε σχέση με την Εξίσωση (2.6) προκύπτει από το γεγονός ότι οι δυνάμεις που αναπτύσσονται στα υποστυλώματα και τον αποσβεστήρα οφείλονται στη σχετική μετατόπιση [image: ]και σχετική ταχύτητα [image: ], αντίστοιχα, ενώ η δύναμη αδράνειας ενεργοποιείται από την συνολική επιτάχυνση [image: ] του συστήματος. Αντικαθιστώντας την κάθε συνιστώσα στην παραπάνω σχέση, έχουμε πως 

			m[image: ]+ c[image: ]+ ku(t) = 0

			Παραγωγίζοντας δύο φορές την Εξίσωση (2.14), προκύπτει ότι 

			[image: ]

			όπου [image: ]είναι η εδαφική επιτάχυνση. Συνδυάζοντας τις δύο παραπάνω σχέσεις, η εξίσωση δυναμικής ισορροπίας του ταλαντωτή προκύπτει ως:

			
				
					[image: ]
				

			

			Σύμφωνα με την Εξίσωση (2.15), η απόκριση ενός ταλαντωτή υπό εδαφικό κραδασμό ταυτίζεται με την απόκριση θεωρώντας αμετακίνητη τη βάση του, υπό τη δράση ισοδύναμου μεταφορικού σεισμικού φορτίου fg(t). Το σεισμικό αυτό φορτίο είναι ανάλογο της ταλαντούμενης μάζας και της εδαφικής επιτάχυνσης, Σχήμα 2.11. Η διαπίστωση αυτή εξηγεί και τον λόγο για τον οποίο οι αντισεισμικοί κανονισμοί χρησιμοποιούν τη μέγιστη εδαφική επιτάχυνση ως κύριο παράγοντα διαμόρφωσης των σεισμικών δράσεων. 

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 2.11 Αντιστοιχία εδαφικής κίνησης και διέγερσης μάζας SDF.

			Το γεγονός ότι η μάζα του συστήματος δρα μόνο ως ένας βαθμωτός πολλαπλασιαστής, σημαίνει ότι το σεισμικό φορτίο μεταφέρει τα χαρακτηριστικά της εδαφικής επιτάχυνσης ως προς τη διάρκεια, τη μορφή, και το συχνοτικό περιεχόμενο. Συνεπώς, τα αποτελέσματα της μελέτης των καταναγκασμένων ταλαντώσεων υπό τη δράση διάφορων μορφών διεγέρσεων που θα αναφερθούν στις επόμενες ενότητες, μπορούν να εφαρμοσθούν και στην περίπτωση του εδαφικού κραδασμού υπό την προϋπόθεση ότι η μορφή της εκάστοτε διέγερσης προσομοιάζει τη μορφή της εδαφικής επιτάχυνσης.

			2.5 Ταλάντωση λόγω Αρμονικής Διέγερσης 

			Αρκετά είδη περιοδικής διέγερσης παρουσιάζουν μία κυρίαρχη συχνότητα και μπορούν να δοθούν υπό την μορφή αρμονικής συνάρτησης ως [image: ], όπου [image: ] Ω είναι η (εξωτερική) συχνότητα διέγερσης. Αρμονικές διεγέρσεις είναι δυνατόν να προέλθουν από την λειτουργία βαρέων μηχανημάτων ή από τη δράση κυματισμών στενού φάσματος σε λιμενικά έργα. Βέβαια, στη δράση περιβαλλοντικών φορτίων, και ιδιαίτερα των σεισμικών φορτίων, συνυπάρχουν πολλές διαφορετικές συχνότητες και συνεπώς είναι εξαιρετικά σπάνιες οι περιπτώσεις στις οποίες η διέγερση θα μπορούσε, έστω και οριακά, να θεωρηθεί ως απλή αρμονική. Εξαίρεση θα μπορούσε να αποτελέσει η οριακή περίπτωση διάδοσης εδαφικού κραδασμού μέσα από έντονα χαλαρά εδάφη τα οποία, σε συνδυασμό με κατάλληλες τοπογραφικές συνθήκες, να επιτρέπουν τη διάδοση της κίνησης με συγκεκριμένη συχνότητα, δηλαδή την κυρίαρχη συχνότητα του ίδιου του εδαφικού σχηματισμού.

			Παρά τους περιορισμούς που προαναφέρθηκαν, η αρμονική διέγερση του Σχήματος 2.12 αποτελεί θεμελιώδη μορφή διέγερσης στη δυναμική των κατασκευών καθώς, λόγω της μαθηματικής της απλότητας, επιτρέπει τη διερεύνηση πολύ σημαντικών παραμέτρων της γενικής καταναγκασμένης ταλάντωσης. Επιπλέον είναι γνωστό ότι μέσω του μετασχηματισμού Fourier, σύνθετες μορφές διέγερσης μπορούν να αναλυθούν σε ένα άθροισμα αρμονικών συνιστωσών και κατά συνέπεια, μέσα στο πλαίσιο της γραμμικής ανάλυσης, το τελικό τους αποτέλεσμα να συντεθεί ως η επαλληλία των αρμονικών ταλαντώσεων των επιμέρους συνιστωσών.

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 2.12 Αρμονική διέγερση μονοβάθμιου ταλαντωτή.

			Η εξίσωση δυναμικής ισορροπίας λόγω αρμονικής διέγερσης του SDF προκύπτει ως:

			
				
					[image: ]
				

			

			Η λύση της εξίσωσης αποτελείται από δύο επιμέρους συνιστώσες, τη λύση της ομογενούς uc εξίσωσης καθώς και τη μερική λύση up , δηλαδή

			
				
					[image: ]
				

			

			H πρώτη συνιστώσα uc(t) προέρχεται από το γενικό ολοκλήρωμα της ομογενούς λύσης με μηδενική φόρτιση και αντιστοιχεί σε ελεύθερη ταλάντωση με απόσβεση:

			
				
					[image: ]
				

			

			Πρέπει να σημειωθεί ότι οι παραπάνω σταθερές C1 και C2 θα πρέπει να υπολογισθούν από την πλήρη λύση της Εξίσωσης (2.17) και δεν ταυτίζονται με τις αντίστοιχες σταθερές R1 και R2 της ελεύθερης ταλάντωσης με απόσβεση της Εξίσωσης (2.9). Σύμφωνα με τη λύση (2.18), το εύρος της ομογενούς συνιστώσας της ταλάντωσης uc(t) σχεδόν μηδενίζεται μετά από λίγους κύκλους. Για τον λόγο αυτό, η uc(t) καλείται μεταβατική ταλάντωση και συχνά σε εφαρμογές του μηχανικού, παραλείπεται. Αυτό φυσικά δεν ισχύει στην οριακή περίπτωση μηδενικής απόσβεσης. 

			Η δεύτερη συνιστώσα λύση up(t) προέρχεται από το ειδικό ολοκλήρωμα της Εξίσωσης (2.16) και εκφράζει τη συμπεριφορά του συστήματος υπό συνεχή διέγερση. Η παραμένουσα συνιστώσα up(t) είναι αρμονική με συχνότητα ίση με την συχνότητα της διέγερσης Ω [image: ]. Θέτοντας β το λόγο της συχνότητας διέγερσης προς την ιδιοσυχνότητα του ταλαντωτή, [image: ], η λύση up(t) ισούται με:

			
				
					[image: ]
				

			

			όπου η διαφορά φάσης θ ορίζεται από τη σχέση [image: ].Οι παραπάνω ταλαντώσεις δίδονται στο Σχήμα 2.13.

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 2.13 Αρμονική διέγερση και παραμένουσα ταλάντωση μονοβάθμιου ταλαντωτή.

			To εύρος της παραμένουσας ταλάντωσης ρ, μπορεί να συσχετιστεί με τη στατική μετάθεση ust που θα ανέπτυσσε το σύστημα υπό τη δράση στατικού φορτίου, ίσου με τη μέγιστη τιμή διέγερσης (fst = f0) ως

			
				
					[image: ]
				

			

			Ο συντελεστής δυναμικής ενίσχυσης D(β,ξ) εκφράζει κατά πόσο μεγαλύτερη (ή μικρότερη) είναι η μέγιστη παραμένουσα αρμονική μετάθεση του συστήματος από την αντίστοιχη στατική. Συνεπώς, αποτελεί ταυτόχρονα και έναν δείκτη του λάθους που θα κάνει ο μελετητής αν επιλέξει να επιλύσει με μεθόδους στατικής, ένα πρόβλημα που στην πραγματικότητα είναι δυναμικό. Συγκρίνοντας τις Εξισώσεις (2.19) και (2.20) προκύπτει ότι ο συντελεστής D(β,ξ) ισούται με

			
				
					[image: ]
				

			

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 2.14: Συντελεστής δυναμικής ενίσχυσης D(ξ,β) της απόκρισης SDF.

			Στο Σχήμα 2.14 παρατηρούνται τα εξής σημεία:

			
					Οταν η συχνότητα διέγερσης τείνει στο μηδέν (β → 0), η διέγερση ταυτίζεται με την ισοδύναμη στατική φόρτιση και συνεπώς η δυναμική απόκριση τείνει στη στατική (D → 1).

					Οταν η συχνότητα διέγερσης προσεγγίζει την ιδιοσυχνότητα του ταλαντωτή (β → 1), τότε έχουμε το φαινόμενο του συντονισμού με έντονη δυναμική ενίσχυση, και το εύρος της παραμένουσας ταλάντωσης είναι πολλαπλάσιο του στατικού. Η ενίσχυση εξαρτάται από το διαθέσιμο ποσοστό απόσβεσης (D → 1/2ξ).

					Οταν η συχνότητα διέγερσης υπερβεί κατά πολύ την ιδιοσυχνότητα του ταλαντωτή (β > 2), τότε το δυναμικό σύστημα δεν μπορεί να ακολουθήσει τις εναλλαγές της διέγερσης, με αποτέλεσμα το εύρος ταλάντωσης να γίνει μικρότερο της στατικής απόκρισης, και για β > 3, να τείνει στο μηδέν (D → 0). 

					Μηδενίζοντας την πρώτη παράγωγο της συνάρτησης D(β,ξ) ως προς β, αποδεικνύεται ότι η τιμή του β που μεγιστοποιεί τον συντελεστή δυναμικής ενίσχυσης δεν είναι β = 1, αλλά[image: ]


			

			 

			Εάν Dmax είναι η μέγιστη τιμή του συντελεστή δυναμικής ενίσχυσης για δεδομένο ξ, εύκολα αποδεικνύεται ότι οι τιμές β1 και β2 που αντιστοιχούν στην τιμή [image: ], έχουν μεταξύ τους τη συχνοτική απόσταση

			
				
					[image: ]
				

			

			Το ενεργειακό φορτίο της αρμονικής ταλάντωσης είναι ανάλογο του τετραγώνου του εύρους, και για τον λόγο αυτό η ποσότητα Δβ καλείται διάστημα υποδιπλασιασμού ισχύος, Σχήμα 2.15.

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 2.15: Διάστημα υποδιπλασιασμού ισχύος της απόκρισης SDF σε αρμονική διέγερση.

			Οι ιδιότητες του συντελεστή ενίσχυσης επιτρέπουν την πειραματική εκτίμηση των δυναμικών χαρακτηριστικών υφιστάμενων κατασκευών μέσω μηχανικών δονητών, με δυνατότητα ελεγχόμενης μεταβολής της συχνότητας διέγερσης. Προς τον σκοπό αυτό, εγκαθίσταται σύστημα ηλεκτρομηχανικού διεγέρτη με καταγραφικό δίκτυο και αρχίζοντας με την μικρότερη δυνατή τιμή συχνότητας διέγερσης, επιχειρείται σταδιακή σάρωση όλου του διαθέσιμου εύρους των συχνοτήτων. Για κάθε συχνότητα διέγερσης, το σύστημα αφήνεται να ταλαντωθεί για αρκετούς κύκλους ώστε να απαλειφθεί η παροδική συνιστώσα και καταγράφεται η παραμένουσα ταλάντωση. Το διάγραμμα του εύρους ταλάντωσης για κάθε τιμή της [image: ] έχει μορφή ανάλογη του σχήματος 2.15. Σύμφωνα με την Εξίσωση (2.22), η συχνότητα που αντιστοιχεί στο μέγιστο εύρος ταλάντωσης umax είναι [image: ], ενώ η διαφορά των συχνοτήτων [image: ] και [image: ] που αντιστοιχούν σε εύρος ταλάντωσης [image: ] ισούται με [image: ].

			Σημείωση: Όπως αναφέρθηκε και στην προηγούμενη ενότητα, όλα τα αποτελέσματα που αφορούν στην ταλάντωση λόγω αρμονικής διέγερσης μπορούν να εφαρμοσθούν και στην περίπτωση εδαφικού κραδασμού, υπό την προϋπόθεση ότι η εδαφική κίνηση ug(t) είναι αρμονική με συχνότητα [image: ]. Αν με τον όρο PGA συμβολιστεί η μέγιστη εδαφική επιτάχυνση (Peak Ground Acceleration), τότε το σεισμικό φορτίο που προκύπτει στο ισοδύναμο μονοβάθμιο σύστημα σταθερής βάσης (Σχήμα 2.16) είναι το εξής: [image: ]

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 2.16 Διατμητικού τύπου πλαίσιο ως SDF υπό αρμονική εδαφική διέγερση.

			2.5.1 Παράδειγμα εφαρμογής ΙV

			Ο υδατόπυργος του Παραδείγματος 2.3.1 υπόκειται σε αρμονικό εδαφικό κραδασμό με ταχύτητα εδάφους vg =10·cos(3πt) (σε cm/sec). Να υπολογισθεί η μέγιστη μετατόπιση και η ροπή βάσης όταν ο υδατόπυργος είναι (i) πλήρης, με την πειραματικά προσδιορισμένη τιμή του ξ και (ii) κενός, λαμβάνοντας ξ = 0. Η διαδικασία επίλυσης ξεκινάει από τη συνάρτηση εδαφικής ταχύτητας, vg = 0.1·cos(3πt), από την οποία προκύπτει η αντίστοιχη συνάρτηση εδαφικής επιτάχυνσης ag = -0.3·π·sin(3πt), που με τη σειρά της διαμορφώνει (Σχήμα 2.16) την σεισμική διέγερση ως fg(t) = - m ag(t).

			
					Έχουμε [image: ]fg = -mt· ag = -55 [-0.3·π· sin(3πt)] = 51.83·sin(3πt).
Επίσης, [image: ]
Σύμφωνα με την Εξίσωση (2.20), η μέγιστη παραμένουσα μετακίνηση είναι umax= uPo= [image: ] 
Η αντίστοιχη ροπή βάσης είναι: 
Mmax = Vmax·h = (k·uPo)·h = (2221.23·0.0182)·10 = 405.31 kNm
Τώρα έχουμε πως [image: ] 
και τέλος
fg = -mb· ag = -5 [-0.3*π* sin(3πt)] = 4.712·sin(3πt)
Πρέπει να σημειωθεί ότι στην προκειμένη περίπτωση μηδενικής απόσβεσης η λύση της ομογενούς δεν είναι παροδική και συνεπώς πρέπει να ληφθεί υπόψη η συνολική λύση της Εξίσωσης (2.19). Θέτοντας όπου ξ = 0 στις Εξισώσεις (2.18) και (2.19), η λύση της εξίσωσης δυναμικής ισορροπίας προκύπτει ως [image: ]. Ο μηδενισμός της παραγώγου της παραπάνω σχέσης αποκαλύπτει ότι τα μέγιστα προκύπτουν τις χρονικές στιγμές [image: ]. Για το συγκεκριμένο παράδειγμα και για k = 1, παρουσιάζεται η μέγιστη μετακίνηση κατά τη χρονική στιγμή t = 2π/( 21.08+3π) = 0.206 sec ως ίση με umax = 3.57 *10-3 m, η οποία τώρα προκαλεί ροπή βάσης Mmax = 79.21 kNm. Τέλος, οι τιμές που προκύπτουν είναι 34.5% μεγαλύτερες από αυτές που υπολογίζονται εαν αγνοηθεί η συνεισφορά της ομογενούς λύσης, οπότε θα είχαμε:
συντελεστή δυναμικής ενίσχυσης [image: ], 
μέγιστη μετάθεση [image: ], και 
μέγιστη ροπή Mmax = 58.9 kNm.


			

			2.6 Ταλάντωση σε Διέγερση Πλήγματος 

			Τα πλήγματα είναι μία ιδιαίτερη κατηγορία διεγέρσεων, πολύ μικρής χρονικής διάρκειας συγκρινόμενες με την ιδιοπερίοδο των κατασκευών στις οποίες επιδρούν. Στις διεγέρσεις τύπου πλήγματος περιλαμβάνονται και αυτές που δημιουργούν οι εκρήξεις ή οι κρούσεις κατά την έμπηξη πασάλων θεμελίωσης. Λόγω ακριβώς της μικρής διάρκειας του πλήγματος, η μέγιστη απόκριση του ταλαντωτή συμβαίνει πολύ γρήγορα χωρίς να προλάβουν να ενεργοποιηθούν οι μηχανισμοί απώλειας ενέργειας και να επηρεάσουν σε αξιόλογο βαθμό την κίνησή του. Είναι συνήθης πρακτική, κατά συνέπεια, να αγνοείται η απόσβεση στη μελέτη διέγερσης πλήγματος. Μολονότι οι μορφές πλήγματος ρεαλιστικών φορτίων είναι αρκετά σύνθετες, η μελέτη της απόκρισης κατασκευών στη δράση εξιδανικευμένων μορφών πλήγματος (ορθογωνικό, ημιτονοειδές, τριγωνικό, κ.λπ), παρουσιάζει εξαιρετικό ενδιαφέρον σε εφαρμογές πολιτικού μηχανικού.

			2.6.1. Ορθογωνικό πλήγμα

			Έστω μονοβάθμιος ταλαντωτής χωρίς απόσβεση, ο οποίος υπόκειται στη δράση του ορθογωνικού πλήγματος του Σχήματος 2.17. Η μελέτη της απόκρισης του συστήματος και ο προσδιορισμός των τιμών αιχμής, απαιτεί τη διάκριση δύο χρονικών φάσεων κατά τις οποίες ο ταλαντωτής εκτελεί διαδοχικά την καταναγκασμένη και την ελεύθερη ταλάντωση. Η πρώτη φάση αφορά το χρονικό διάστημα δράσης του πλήγματος, t £ t1, οπότε και έχουμε καταναγκασμένη ταλάντωση. Η δεύτερη φάση αφορά το χρονικό διάστημα που ακολουθεί, t > t1, οπότε και έχουμε ελεύθερη ταλάντωση με αρχικές συνθήκες ίσες με τη μετατόπιση και ταχύτητα του συστήματος κατά το τέλος της πρώτης φάσης. Όπως θα αποδειχθεί παρακάτω, η μέγιστη τιμή μετάθεσης που ενδιαφέρει άμεσα τον μελετητή μηχανικό, είναι δυνατόν να συμβεί κατά τη διάρκεια της πρώτης ή της δεύτερης φάσης της μετάθεσης, ανάλογα με τον λόγο της διάρκειας του πλήγματος (t1) προς την ιδιοπερίοδο του ταλαντωτή (Τ0=2π/ωο).

			Κατά τη διάρκεια της πρώτης φάσης 0 £ t £ t1, η διέγερση είναι σταθερή f(t) = fo, οπότε η εξίσωση δυναμικής ισορροπίας είναι:

			
				
					[image: ]
				

			

			Το ειδικό ολοκλήρωμα της Εξίσωσης (2.24) είναι up(t) = fo/k, οπότε η γενική λύση που προκύπτει από τον συνδυασμό της λύσης της ομογενούς με τη μερική λύση, είναι η εξής:

			
				
					[image: ]
				

			

			Εάν υποτεθεί ότι οι αρχικές συνθήκες της πρώτης φάσης του προβλήματος είναι μηδενικές, δηλαδή [image: ], τότε έχουμε R1 = 0, R2 = fo/k και συνεπώς

			
				
					[image: ]
				

			

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 2.17 Ορθογωνικό πλήγμα χρονικής διάρκειας t1 και έντασης fo.

			Η παραπάνω λύση καλύπτει τη μετάθεση του ταλαντωτή για t £ t1. Θέτοντας την πρώτη παράγωγο της u(t) ίση με μηδέν, το μέγιστο της μετάθεσης προκύπτει τη χρονική στιγμή t = π/ω και είναι ίσο με

			
				
					[image: ]
				

			

			Με δεδομένο ότι ο όρος fo/k παριστά τη στατική μετάθεση, ο συντελεστής δυναμικής ενίσχυσης στην περίπτωση ορθογωνικού πλήγματος είναι ίσος με δύο. Αυτό βέβαια υπό την προϋπόθεση ότι η διάρκεια της πρώτης φάσης θα είναι τουλάχιστον ίση με τον απαιτούμενο χρόνο εμφάνισης του μεγίστου, δηλαδή t1 ³ π/ω = Tο/2.

				Κατά τη δεύτερη φάση ταλάντωσης t > t1, η δράση του πλήγματος έχει ολοκληρωθεί και το σύστημα εκτελεί πλέον μία ελεύθερη ταλάντωση με αρχικές συνθήκες τη μετατόπιση και ταχύτητα του τέλους της πρώτης φάσης. Θέτοντας t2 = t - t1, έχουμε

			
				
					[image: ]
				

			

			για t > t1, όπου [image: ]. Με την προϋπόθεση ότι t1 < Tο/2, η μέγιστη τιμή μετάθεσης στην δεύτερη φάση ισούται με

			
				
					[image: ]
				

			

			2.6.2. Τριγωνικό πλήγμα

			Έστω μονοβάθμιος ταλαντωτής χωρίς απόσβεση που υπόκειται στη δράση του τριγωνικού πλήγματος του Σχήματος 2.17. Και στην περίπτωση αυτή, η μελέτη της μετάθεσης του συστήματος και ο προσδιορισμός των τιμών αιχμής, απαιτεί τη διάκριση δύο διαδοχικών χρονικών φάσεων.

			Κατά τη διάρκεια της πρώτης φάσης, όταν t £ t1, ο ταλαντωτής εκτελεί καταναγκασμένη ταλάντωση με την εξίσωση δυναμικής ισορροπίας.

			
				
					[image: ]
				

			

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 2.18 Τριγωνικό πλήγμα χρονικής διάρκειας t1 και έντασης fo.

			Το ειδικό ολοκλήρωμα της Εξίσωσης (2.30) είναι της μορφής [image: ], οπότε η γενική λύση για (0 £ t £ t1) που προκύπτει από τον συνδυασμό της ομογενούς με την μερική λύση είναι η εξής:

			
				
					[image: ]
				

			

			Εάν οι αρχικές συνθήκες της πρώτης φάσης είναι μηδενικές [image: ], τότε ισχύει πως R1 = [image: ], οπότε και έχουμε

			
				
					[image: ]
				

			

				Κατά τη δεύτερη φάση ταλάντωσης t > t1, η δράση του πλήγματος έχει τερματισθεί και το σύστημα εκτελεί ελεύθερη ταλάντωση με αρχικές συνθήκες τη μετατόπιση και ταχύτητα του τέλους της πρώτης φάσης. Θέτοντας t = t1 στην Εξίσωση (2.32) καθώς και στην πρώτη παράγωγό της, εύκολα αποδεικνύεται ότι

			
				
					[image: ]
				

			

			Θέτοντας t2 = t - t1, η λύση της δεύτερης φάσης για t > t1 είναι

			
				
					[image: ]
				

			

			Τέλος, ο χρόνος εμφάνισης της μεγίστης απόκρισης εξαρτάται από τον λόγο της διάρκειας του πλήγματος t1 προς την ιδιοπερίοδο του ταλαντωτή Το και πιο συγκεκριμένα, (i) όταν t1/To > 0.4, η μέγιστη απόκριση συμβαίνει στην πρώτη φάση, και (ii) όταν t1/To < 0.4, η μέγιστη απόκριση συμβαίνει στη δεύτερη φάση

			2.6.3. Ημιτονοειδές πλήγμα

			Εστω μονοβάθμιος ταλαντωτής χωρίς απόσβεση, ο οποίος υπόκειται στη δράση του ημιτονοειδούς πλήγματος του Σχήματος 2.18, διάρκειας ίσης με την ημιπερίοδο της διέγερσης. Οι αρχικές συνθήκες για t = 0, θεωρούνται μηδενικές.

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 2.19 Ημιτονοειδές πλήγμα χρονικής διάρκειας t1 και έντασης fo.

			Κατά τη διάρκεια της πρώτης φάσης, όταν t £ t1, ο ταλαντωτής εκτελεί καταναγκασμένη ταλάντωση υπό τη δράση αρμονικού φορτίου της μορφής [image: ]. Η εξίσωση δυναμικής ισορροπίας είναι:

			
				
					[image: ]
				

			

			Σύμφωνα με όσα παρουσιάστηκαν στην Ενότητα 2.5, το ειδικό ολοκλήρωμα της Εξίσωσης (2.34) έχει τη μορφή:

			όπου [image: ]. Επίσης, σύμφωνα με την Εξίσωση (2.21), ο συντελεστής δυναμικής ενίσχυσης για μηδενική απόσβεση είναι [image: ].

			
				
					[image: ]
				

			

			Η διάκριση μεταξύ παραμένουσας και παροδικής συνιστώσας δεν έχει πλέον νόημα, δεδομένου ότι η απόσβεση στο υπ’ όψη σύστημα θεωρείται μηδενική. Ακόμα και σε αντίθετη περίπτωση όμως, η παροδική συνιστώσα δεν θα μπορούσε να θεωρηθεί αμελητέα λόγω της πολύ μικρής διάρκειας της πρώτης φάσης. Λόγω των μηδενικών αρχικών συνθηκών, η γενική λύση προκύπτει ως εξής για 0£ t £ t1:

			 

			
				
					[image: ]
				

			

			Μετά τον τερματισμό της δράσης του πλήγματος, ο ταλαντωτής εκτελεί ελεύθερη ταλάντωση με αρχικές συνθήκες [image: ]και [image: ]. Θέτοντας t2 = t - t1, η λύση της δεύτερη φάσης για t > t1 είναι:

			
				
					[image: ]
				

			

			Η διερεύνηση του χρόνου εμφάνισης της μέγιστης απόκρισης, αποκαλύπτει ότι αυτή εξαρτάται από τις τιμές των παραμέτρων β και t1/To. Λαμβάνοντας όμως υπόψη ότι η διάρκεια t1 ισούται με το μισό της περιόδου της διέγερσης, τότε η παράμετρος β = Το/2t1. Συγκεκριμένα, οι υπολογισμοί αποδεικνύουν:

			
					Όταν t1/To > 0.5, (δηλαδή β < 1), το μέγιστο εμφανίζεται κατά τη διάρκεια της πρώτης φάσης. Συγκεκριμένα, η μέγιστη τιμή προκύπτει από την Εξίσωση (2.36) κάνοντας την αντικατάσταση[image: ]


					Όταν t1/To < 0.5, (δηλαδή β > 1), το μέγιστο εμφανίζεται κατά τη διάρκεια της δεύτερης φάσης και ισούται με[image: ]


					Όταν t1/To = 0.5, (δηλαδή β = 1), το μέγιστο εμφανίζεται στο χρονικό σύνορο των δύο φάσεων t = t1 και ισούται με[image: ]


			

			2.6.4 Συντελεστές δυναμικής μετάθεσης πληγμάτων

			Σε διεγέρσεις τύπου πλήγματος, μπορούν να ορισθούν ως συντελεστές δυναμικής ενίσχυσης οι λόγοι της μέγιστης δυναμικής μετάθεσης προς την αντίστοιχη στατική, D = umax / ust. Για όλα τα είδη πλήγματος που παρουσιάστηκαν στην παρούσα ενότητα, η γραφική παράσταση των συντελεστών δυναμικής ενίσχυσης παρουσιάζεται στο Σχήμα 2.19. Οι συντελεστές αυτοί ισχύουν για ξ = 0 και αποτελούν συναρτήσεις του λόγου της διάρκειας του πλήγματος προς την ιδιοπερίοδο του ταλαντωτή t1/T. 

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 2.20 Συντελεστές δυναμικής ενίσχυσης πλήγματος για ξ = 0.

			2.6.5 Παράδειγμα εφαρμογής V

			Ο υδατόπυργος του παραδείγματος εφαρμογής της Ενότητας 2.3 υπόκειται σε δράση τριγωνικού πλήγματος με αρχική μέγιστη τιμή f0 =10 kN και διάρκεια t1 = 0.2 sec. Θεωρώντας ξ = 0, να υπολογισθεί η μέγιστη μετατόπιση όταν ο υδατόπυργος είναι (i) γεμάτος με νερό και (ii) άδειος. Ποια η διαφορά αν το πλήγμα είναι ημιτονοειδές; 

			Η διαδικασία επίλυσης έχει ως εξής: Σε όλες τις περιπτώσεις, η στατική μετάθεση είναι [image: ]. 

			Όταν ο υδατόπυργος είναι πλήρης, έχουμε 

			ωο = 6.353 rad/sec , Το = 0.989 » 1.0 sec, οπότε και t1/To = 0.2 με ωt1 = 1.271

			Οταν ο υδατόπυργος είναι άδειος, έχουμε

			ωο = 21.08 rad/sec , Το = 0.298 » 0.3 sec, οπότε και t1/To = 0.67 με ωt1 = 4.216

			
					Στην περίπτωση τριγωνικού πλήγματος με t1/To < 0.4, η μέγιστη μετάθεση εμφανίζεται στη δεύτερη φάση της ελεύθερης ταλάντωσης χωρίς απόσβεση. Το εύρος της αρμονικής ταλάντωσης προσδιορίζεται από τις αρχικές συνθήκες της φάσης, [image: ] και [image: ], ως umax = [image: ]Αντικαθιστώντας στην Eξίσωση (2.32) και στην παράγωγό της τον όρο ωt1 = 1.271, προκύπτει 
[image: ]
Συνεπώς, [image: ]


					Στην περίπτωση ημιτονοειδούς πλήγματος, με δεδομένο ότι t1/To = 0.2 < 0.5, η μέγιστη τιμή θα εμφανιστεί κατά τη διάρκεια της δεύτερης φάσης. Θέτοντας β = 0.5/0.2 = 2.5 στην Εξίσωση (2.39), έχουμε:[image: ] 


					Στην περίπτωση τριγωνικού πλήγματος με t1/To > 0.4, η μέγιστη μετάθεση εμφανίζεται στην πρώτη φάση της καταναγκασμένης ταλάντωσης. Η μετάθεση δίνεται από την Εξίσωση (2.32), της οποίας η πρώτη παράγωγος μηδενίζεται (για την περίπτωση που εξετάζουμε) όταν t = 0.11 sec. Η προκύπτουσα μέγιστη τιμή είναι[image: ]


					Στην περίπτωση ημιτονοειδούς πλήγματος, με t1/To = 0.67 > 0.5, η μέγιστη τιμή θα εμφανιστεί κατά τη διάρκεια της πρώτης φάσης. Θέτοντας β = 0.5/0.67 = 0.746 στην Εξίσωση (2.38), έχουμε [image: ]t = 2.69 και ωt = [image: ]t / β = 3.61. Τέλος, αντικαθιστώντας στην Εξίσωση (2.36) έχουμε[image: ]


			

			2.7 Απόκριση Μονοβάθμιου Ταλαντωτή με Ολοκλήρωμα Duhamel

			Στις προηγούμενες παραγράφους ασχοληθήκαμε με περιπτώσεις διεγέρσεων οι οποίες μπορούν να περιγραφούν με συγκεκριμένες μαθηματικές εκφράσεις. Υπάρχουν όμως πολλές περιπτώσεις κατά τις οποίες η διέγερση εμφανίζει εξαιρετικά πολύπλοκη μορφή, η οποία δεν μπορεί να περιγραφεί με αναλυτική μαθηματική σχέση. Στην κατηγορία αυτή, εκτός άλλων, εμπίπτουν και τα εξαιρετικής σπουδαιότητας σεισμικά φορτία, ανεμοπίεση και κυματισμοί. Η περιγραφή τους μπορεί να γίνει μόνο σε ψηφιακή μορφή, κάνοντας χρήση καταγραφών προηγούμενων συμβάντων. Βεβαίως, με δεδομένο το στοιχείο της τυχαιότητας που εμπεριέχουν τα περιβαλλοντικά φορτία, θα υπάρχει πάντα η αμφιβολία του κατά πόσο οι διαθέσιμες καταγραφές είναι αντιπροσωπευτικές των διεγέρσεων που θα υποστεί η υπό μελέτη κατασκευή στην διάρκεια ζωής της. Απαιτείται λοιπόν, μία πιθανοκρατική αντιμετώπιση του προβλήματος με χρήση πλήθους καταγραφών, κατάλληλα επιλεγμένων. Το θέμα αυτό θα εξετασθεί στα πλαίσια συγκεκριμμένης εφαρμογής στο Κεφάλαιο 8.

				Από τα παραπάνω, καθίσταται σαφές ότι είναι αναγκαίο να διατυπωθεί μία μεθοδολογία επίλυσης της δυναμικής μετάθεσης φορέων, η οποία να έχει γενική εφαρμογή (ανεξάρτητα από τη μορφή διέγερσης). Αυτή η μεθοδολογία στηρίζεται στην μετάθεση μονοβάθμιου ταλαντωτή σε μοναδιαίο ορθογωνικό πλήγμα, η οποία προσδιορίζεται από το ολοκλήρωμα του Duhamel.

			2.7.1 Καταναγκασμένη ταλάντωση μοναδιαίου πλήγματος

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 2.21 Ταλάντωση μονοβάθμιου συστήματος υπό δράση μοναδιαίου πλήγματος. 

			Εστω ότι ο φορέας του Σχήματος 2.15 υπόκειται τη χρονική στιγμή t = τ, στη δράση πλήγματος απειροστής διάρκειας ε και μοναδιαίου εμβαδού. Λόγω της ακαριαίας δράσης του πλήγματος, δεν είναι δυνατόν να γίνει διάκριση δύο φάσεων ταλάντωσης, καθώς δεν προλαβαίνουν να ενεργοποιηθούν οι δυνάμεις επαναφοράς και οι δυνάμεις απόσβεσης του ταλαντωτή κατά την πρώτη φάση καταναγκασμένης απόκρισης του ταλαντωτή. Αυτό σημαίνει ότι στην ουσία η απόκριση περιλαμβάνει μόνο μία φάση ελεύθερης ταλάντωσης με αρχικές συνθήκες [image: ], [image: ]. Η τελευταία σχέση προκύπτει από την αρχή της διατήρησης της ορμής. Με αυτές ως αρχικές συνθήκες, η Εξίσωση (2.9) για ελεύθερη ταλάντωση με απόσβεση προσδιορίζει την απόκριση μοναδιαίου πλήγματος h(t-τ) ως:

			
				
					[image: ]
				

			

			Είναι προφανές ότι το κάθε πλήγμα με χρόνο εμφάνισης τ επιδρά στην διαμόρφωση της απόκρισης σε μεταγενέστερο χρόνο, για t ³ τ. Επιπλέον, λόγω της απόσβεσης, η επίδραση του πλήγματος εξασθενεί όσο απομακρυνόμαστε από τον χρόνο δράσης, δηλαδή για μεγάλες τιμές του χρονικού διαστήματος t-τ. Σε περιπτώσεις μη-μοναδιαίου πλήγματος, η απόκριση του συστήματος είναι αυτή που προκύπτει από την εφαρμογή της Εξίσωσης (2.41), πολλαπλασιασμένης επί το εμβαδόν του υπ΄όψη πλήγματος.

			2.7.2 Καταναγκασμένη ταλάντωση σε διέγερση τυχούσας μορφής

			Η προηγούμενη ανάλυση μπορεί να αποτελέσει τη βάση μελέτης πιο σύνθετων μορφών διέγερσης εάν θεωρηθούν ότι συντίθενται από διαδοχικά, μη-μοναδιαία πλήγματα. 

			
				
					[image: ]
				

			

			

			Σχήμα 2.22 Απόκριση γραμμικού μονοβάθμιου ταλαντωτή σε τυχούσα φόρτιση.

			Το άθροισμα της επίδρασης όλων των πληγμάτων συνθέτει τη συνολική απόκριση του συστήματος στην τυχούσα φόρτιση, Σχήμα 2.21. Στο όριο, για απειροστή διάρκεια δράσης κάθε πλήγματος, το άθροισμα μετατρέπεται σε ολοκλήρωμα και η απόκριση του SDF προκύπτει ως εξής:

			
				
					[image: ]
				

			

			Η σχέση (2.42) είναι γνωστή ως ολοκλήρωμα του Duhamel και παρέχει τη δυνατότητα υπολογισμού της μετάθεσης γραμμικού μονοβάθμιου ταλαντωτή σε τυχούσα διέγερση, προσδιορισμένης είτε αναλυτικά είτε ψηφιακά. Κατά συνέπεια θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί για τη μελέτη και όλων των περιπτώσεων φόρτισης που εξετάστηκαν στις προηγούμενες ενότητες.

			Λόγω της ευρύτατης διάδοσης των ηλεκτρονικών υπολογιστών, ο προσδιορισμός της δυναμικής απόκρισης των κατασκευών γίνεται πλέον μέσω αριθμητικών μεθόδων και αλγορίθμων. Στο πλαίσιο του μονοβάθμιου γραμμικού ταλαντωτή αυτό μπορεί να γίνει με δύο εναλλακτικούς τρόπους: (i) Μέσω του αριθμητικού υπολογισμού του ολοκληρώματος του Duhamel (π.χ., με τη μέθοδο ολοκλήρωσης Simpson) ή (ii) μέσω της αριθμητικής ολοκλήρωσης της διαφορικής εξίσωσης ισορροπίας (π.χ., με την μέθοδο Newmark). Τα θέματα αυτά θα αναπτυχθούν σε επόμενα κεφάλαια. 

		

	
		
			Κεφάλαιο 3: Σεισμικές Φορτίσεις και Φάσματα Απόκρισης

			3.1 Η Σεισμική Διέγερση

			Σε πολλές εφαρμογές της δυναμικής των κατασκευών, και ιδιαίτερα σε περιπτώσεις περιβαλλοντικών διεγέρσεων, η διέγερση είναι πολύπλοκη, ραγδαία μεταβαλλόμενη στη διάρκεια του χρόνου και διαθέσιμη μόνο σε ψηφιακή ή αναλογική μορφή, καθώς είναι πρακτικώς αδύνατη η αναλυτική διατύπωσή της. Κατά συνέπεια, δεν είναι δυνατός ο προσδιορισμός της απόκρισης των φορέων με την εφαρμογή αναλυτικών λύσεων. Καλείται πλέον ο μελετητής να καταφύγει σε αριθμητικές μεθόδους υπολογισμού, είτε του ολοκληρώματος του Duhamel της Εξίσωσης (2.42), είτε στην εν χρόνω ολοκλήρωση της διαφορικής εξίσωσης κίνησης (2.15) με την εφαρμογή μίας εκ των μεθόδων που θα δοθούν στο Κεφάλαιο 8. Επιπλέον, για να αντιμετωπισθεί η τυχαιότητα και το απρόβλεπτο του συμβάντος, ο μελετητής μηχανικός καλείται να εξασφαλίσει έναν αριθμό ‘αντιπροσωπευτικών’ ψηφιακών καταγραφών της υπό μελέτη διέγερσης και να προχωρήσει σε επαναληπτική εφαρμογή της μεθοδολογίας. Είναι προφανές ότι για εφαρμογές στην πράξη, η όλη διαδικασία αποτελεί ένα σύνθετο εγχείρημα με υψηλό υπολογιστικό κόστος, ιδιαίτερα στη φάση προκαταρκτικών μελετών όπου απαιτείται συχνή επανάληψη της ανάλυσης για διάφορα σενάρια διέγερσης ή για παραλλαγές του ίδιου του φορέα.

			Εστω, για παράδειγμα, ότι μας ενδιαφέρει η εκτίμηση της σεισμικής συμπεριφοράς κατασκευής η οποία πρόκειται να κατασκευαστεί στην περιοχή των Σεπολίων της Αθήνας. Προς τον σκοπό αυτό επιλέγουμε, ως αντιπροσωπευτική, τη χρήση της καταγραφής της εδαφικής επιτάχυνσης στην περιοχή Σεπολίων κατά τον σεισμό των Αθηνών στις 7 Σεπτεμβρίου 1999. Ενδεικτικά, μία οριζόντια συνιστώσα της καταγραφής παρουσιάζεται στο Σχήμα 3.1. 

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 3.1 Οριζόντια συνιστώσα Splb1-L της εδαφικής επιτάχυνσης του σεισμού των Αθηνών της 7/9/1999 (ΙΤΣΑΚ, καταγραφικός σταθμός Σεπολίων).

			Η παραπάνω κωδικοποίηση (Splb1-L) προέρχεται από το αρχείο καταγραφών του Ινστιτούτου Τεχνικής Σεισμολογίας και Αντισεισμικών Κατασκευών (ΙΤΣΑΚ) στην ηλεκτρονική διεύθυνση http://www.itsak.gr. Με την προϋπόθεση ότι ο φορέας μπορεί να θεωρηθεί ως μονοβάθμιος ταλαντωτής, η εξίσωση δυναμικής ισορροπίας δίνεται από την Εξίσωση (2.15) ως
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			Εφαρμόζοντας το ολοκλήρωμα του Duhamel για το σεισμικό φορτίο fg προκύπτει
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			Με δεδομένη την εδαφική επιτάχυνση [image: ], η επίλυση εξαρτάται από το ποσοστό κρίσιμης απόσβεσης [image: ]και την ιδιοσυχνότητα [image: ] (ή την ιδιοπερίοδο [image: ]) του ταλαντωτή. Συνεπώς, για τιμές [image: ] και [image: ] ( [image: ]), η μετάθεση του μονοβάθμιου ταλαντωτή (ΜΒΤ) υπολογίσθηκε αριθμητικά και παρουσιάζεται στο Σχήμα 3.2 που ακολουθεί.
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			Σχήμα 3.2 Μετάθεση μονοβάθμιου ταλαντωτή στην δράση της οριζόντιας συνιστώσας Splb1-L (ΙΤΣΑΚ, καταγραφικός σταθμός Σεπολίων, Αθήνα, 7/9/1999).

			Σε στάδιο προμελέτης, τυχόν διαφοροποιήσεις της μορφολογίας και των μηχανικών χαρακτηριστικών του φορέα οδηγούν σε μεταβολή της τιμής των ξ, Το και επιβάλουν την επανάληψη του υπολογισμού. Πρέπει να σημειωθεί ότι κατά τη διάρκεια των υπολογισμών, πέραν της μετατόπισης u(t), μπορούν εύκολα να αποθηκευτούν και οι πρόσθετες κινηματικές παράμετροι απόκρισης (όπως η ταχύτητα [image: ] και η επιτάχυνση [image: ]). Λαμβάνοντας υπ’ όψη ότι τα επιταχυνσιογράμματα υπόκεινται σε πυκνή ψηφιοποίηση (συνήθως ανά 0.01 s ή 0.005 s), τα αρχεία αποτελεσμάτων που προκύπτουν περιέχουν δεκάδες χιλιάδες σημεία. Η διαχείριση και επεξεργασία τους διευκολύνεται από το γεγονός ότι από άποψη απαιτήσεων σχεδιασμού, το ενδιαφέρον του μελετητή εστιάζεται στις ακραίες τιμές (τιμές αιχμής), οι οποίες κυρίως προσδιορίζουν τις ροπές και τέμνουσες σχεδιασμού. Κατά συνέπεια, από κάθε επίλυση θα μπορούσαν να αποθηκευτούν μόνον οι τιμές αιχμής, και όχι το σύνολο των τιμών της χρονοϊστορίας απόκρισης του φορέα.

			Με δεδομένο ότι τα συνήθη επαγγελματικά προγράμματα ανάλυσης Η/Υ και διαστασιολόγησης κατασκευών δεν παρέχουν τη δυνατότητα της εν χρόνω ολοκλήρωσης, στη Δυναμική των Κατασκευών, και ιδιαίτερα στη Σεισμική Μηχανική, έχει επικρατήσει η χρήση των φασμάτων απόκρισης (response spectra, S). Με τον όρο φάσμα, εννοείται η γραφική παράσταση του μέγιστου της απόκρισης της κατασκευής (δηλαδή η προσομοίωσή της με μονοβάθμιο ταλαντωτή) στη δράση συγκεκριμένης διέγερσης, για διάφορες τιμές της ιδιοπεριόδου Τ και του ποσοστού κρίσιμης απόσβεσης ξ του μονοβάθμιου ταλαντωτή ως S(ξ,Τ). Είναι προφανές ότι για τη δεδομένη σεισμική διέγερση, η προκύπτουσα φασματική τιμή χαρακτηρίζει ένα σύνολο συστημάτων με διαφορετικά χαρακτηριστικά (m,c,k), αλλά με τις ίδιες τιμές περιόδου και ισοδύναμου ποσοστού κρίσιμης απόσβεσης. Κατά συνέπεια, τα διαγράμματα αυτά μπορούν να θεωρηθούν ως η ‘υπογραφή’ της συγκεκριμένης εδαφικής κίνησης και απεικονίζουν την επίδρασή της στο δομημένο περιβάλλον.

			Από τα παραπάνω προκύπτει ότι τα φάσματα απόκρισης αποτελούν εξαιρετικά εύχρηστο εργαλείο σχεδιασμού, καθώς παρέχουν τη δυνατότητα άμεσου υπολογισμού των αναγκαίων μεγεθών σχεδιασμού, καθιστώντας περιττές τόσο την εξασφάλιση επιταχυνσιογραμμάτων, όσο και την εν χρόνω ολοκλήρωση της εξίσωσης κίνησης. Η μαθηματική ακρίβεια της διαπίστωσης αυτής περιορίζεται στο πλαίσιο της γραμμικής ελαστικής ανάλυσης, και μόνο κατά προσέγγιση στο πλαίσιο ήπιας ανελαστικής συμπεριφοράς του φορέα. Σε μη-γραμμικά δυναμικά συστήματα, η μελέτη των οποίων θα αναπτυχθεί σε επόμενα κεφάλαια, η μαθηματική ακρίβεια επιτυγχάνεται μόνο μέσω της αριθμητικής επίλυσης των αντίστοιχων μη-γραμμικών διαφορικών εξισώσεων δυναμικής ισορροπίας.

			Αξίζει, τέλος, να σημειωθεί ότι η έννοια των φασμάτων απόκρισης μπορεί να επεκταθεί ακόμη και σε περιπτώσεις διεγέρσεων με αναλυτικές λύσεις. Για παράδειγμα, τα διαγράμματα των συντελεστών δυναμικής ενίσχυσης (dynamic load factor D) για διάφορα είδη πλήγματος (Σχήμα 2.14) μπορούν να θεωρηθούν ως γενικευμένα φάσματα απόκρισης πλήγματος για ξ=0. Στην περίπτωση αυτή ο άξονας των τετμημένων αναφέρεται σε τιμές του λόγου t1/T (αντί για Τ), ενώ ο άξονας των τεταγμένων, στον λόγο απόκρισης προς την αντίστοιχη στατική μετακίνηση (umax/ust).

			3.2 Σύνθεση και Ιδιότητες Σεισμικών Φασμάτων 

			Η μέθοδος κατασκευής φασμάτων απόκρισης παρουσιάζεται στο Σχήμα 3.3, λαμβάνοντας ως διέγερση την οριζόντια συνιστώσα Splb1-L του Σχήματος 3.1. Για το συγκεκριμένο παράδειγμα, επιλύθηκαν αριθμητικά μία σειρά από μονοβάθμιους ταλαντωτές με σταθερό ποσοστό κρίσιμης απόσβεσης (ξ = 5%) και μεταβαλλόμενης ιδιοπεριόδου 0.2 s £ T £ 2.0 s. Το γεγονός ότι η εδαφική επιτάχυνση aG(t) και το ποσοστό κρίσιμης απόσβεσης ξ είναι κοινά σε όλες τις επιλύσεις, σημαίνει ότι οι παρατηρούμενες διαφορές στις χρονοϊστορίες μετάθεσης u(t) οφείλονται αποκλειστικά στη διαφοροποίηση των τιμών της ιδιοπεριόδου των ΜΒΤ. 

			Σημειώνουμε πως για την κατασκευή του φάσματος μετατοπίσεων απαιτείται μόνον η μέγιστη τιμή umax από την κάθε χρονο-ιστορία, η οποία αποτελεί την τεταγμένη του φάσματος, ενώ η αντίστοιχη ιδιοπερίοδος Τ αποτελεί την τετμημένη.
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			Σχήμα 3.3 Κατασκευή φάσματος μετατοπίσεων για ξ = 5% της οριζόντιας συνιστώσας Splb1-L (ΙΤΣΑΚ, καταγραφικός σταθμός Σεπολίων, 7/9/1999).

			Στη διεθνή βιβλιογραφία (Villaverde, 2009; Naim, 1989; Bachman, 1988), τα φάσματα απόκρισης συνήθως καλύπτουν ένα μεγαλύτερο εύρος ιδιοπεριόδων από 0.05–5.0 s, για να συμπεριλάβουν και κατασκευές πολύ μεγάλης περιόδου (ουρανοξύστες, γέφυρες). Για τον Ελληνικό χώρο και για συνήθη κτιριακά έργα το άνω όριο της ανάλυσης μπορεί να περιορισθεί στα 2.0–3.0 s. Για κάθε τιμή της περιόδου, το φάσμα απεικονίζει μόνο τη μέγιστη τιμή απόκρισης χωρίς να παρέχει πληροφορίες για τις υπόλοιπες τιμές της χρονοϊστορίας. Παρά ταύτα, η πληροφορία αυτή είναι επαρκής για τον σχεδιασμό κατασκευαστικών συστημάτων με κριτήρια τα οποία δεν περιλαμβάνουν σωρευτικούς μηχανισμούς αστοχίας (κόπωση, βρόχοι υστέρησης, κ.λπ.). Ανάλογα με το πεδίο εφαρμογής, η κρίσιμη ποσότητα σχεδιασμού μπορεί να είναι η ταχύτητα ή η επιτάχυνση απόκρισης. Για τον λόγο αυτό, στα φάσματα η απόκριση είναι δυνατόν να εκφράζεται σε όρους μετατόπισης umax (φάσμα μετατοπίσεων SD), σε όρους ταχύτητας [image: ](φάσμα ταχυτήτων SV) ή σε όρους επιτάχυνσης [image: ] (φάσμα επιταχύνσεων SA), όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.4.
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			Σχήμα 3.4 Φάσματα μετατόπισης, ταχύτητας και επιτάχυνσης για ξ = 5% της οριζόντιας συνιστώσας Splb1-L (ΙΤΣΑΚ, καταγραφικός σταθμός Σεπολίων, 7/9/1999).

			Παρατηρούμε ότι οι τιμές του φάσματος μετατόπισης SD αυξάνουν με την αύξηση της ιδιοπεριόδου. Αυτό ερμηνεύεται από το γεγονός ότι μεγαλύτερες ιδιοπερίοδοι αντιστοιχούν σε πιο εύκαμπτες κατασκευές, και είναι αναμενόμενο η μετατόπισή τους να αυξάνει. Στο παράδειγμα του υδατόπυργου που μας έχει απασχολήσει στο Kεφάλαιο 2 και για σταθερή μάζα ταλάντωσης, αύξηση της ιδιοπεριόδου μπορεί να προέλθει είτε από την αύξηση του ύψους είτε από την μείωση της διατομής υποστυλώματος. Ανεξάρτητα από την αιτία αύξησης της ιδιοπεριόδου, είναι αναμενόμενο ότι υπό τη δράση συγκεκριμένης διέγερσης το βέλος μεταφορικής μετατόπισης θα αυξηθεί. 

			Ανάλογη διαπίστωση δεν προκύπτει από το φάσματα ταχυτήτων SV, στο οποίο παρατηρείται μία σταθεροποίηση και μετά πτώση των τιμών για μεγάλες περιόδους. Ακόμα πιο έντονο είναι το φαινόμενο στο φάσμα επιταχύνσεων SA. Για την κατανόηση αυτής της ‘συμπεριφοράς’ των φασμάτων, θα πρέπει να λάβουμε υπόψη μας ότι τα μεγέθη της ταχύτητας και επιτάχυνσης αφορούν σε χρονικές παραγώγους της κίνησης και συνεπώς, στη διαμόρφωση των τιμών τους παίζει σημαντικό ρόλο και το συχνοτικό περιεχόμενο της απόκρισης. Αυτό μπορεί να γίνει άμεσα κατανοητό αν θεωρήσουμε την οριακή περίπτωση μίας αρμονικής ταλάντωσης, για την οποία ισχύει:
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			Είναι προφανές πως οι μέγιστες τιμές της ταχύτητας και της επιτάχυνσης διαμορφώνονται τόσο από τη μέγιστη μετατόπιση umax αλλά και από την συχνότητα ταλάντωσης ω. Φυσικά, η απόκριση λόγω εδαφικού κραδασμού δεν είναι αρμονική καθώς η διέγερση περιλαμβάνει ταυτόχρονα πολλές συχνότητες (Σχήμα 3.1). Ο μονοβάθμιος ταλαντωτής όμως δρα ως ένα είδος ‘φίλτρου’ και η απόκρισή του περιλαμβάνει πολύ λιγότερες συχνότητες, σε σχέση με την κυρίαρχη την ιδιοσυχνότητά του ωο (Σχήμα 3.2). Στο όριο λοιπόν θα μπορούσαμε να προσεγγίσουμε την απόκριση ως αρμονική, θέτοντας ω = ωο στην σχέση (3.3), όπου μεγάλες τιμές της ιδιοπεριόδου (δηλαδή μεγάλες τιμές του umax) αντιστοιχούν σε μικρές ιδιοσυχνότητες, και σύμφωνα με την Εξίσωση (3.3) οδηγούν σε μειωμένες τιμές αιχμών ταχύτητας και επιτάχυνσης. 

			Η προηγούμενη απλοποιητική θεώρηση της απόκρισης ως αρμονικής, παρέχει την δυνατότητα προσεγγιστικής εκτίμησης των φασμάτων ταχύτητας και επιτάχυνσης μέσω της σχέσης (3.3). Λόγω του προσεγγιστικού τους χαρακτήρα, τα φάσματα αυτά καλούνται φάσμα ψευδο-ταχύτητας (PSV) και φάσμα ψευδο-επιτάχυνσης (PSA), και ορίζονται ως εξής:
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			Στην πραγματικότητα, όπως φαίνεται και από τις χρονοϊστορίες ταλάντωσης του Σχήματος 3.3, η απόκριση των ταλαντωτών στη σεισμική διέγερση περιλαμβάνει πολλές συχνότητες, ιδιαίτερα για δύσκαμπτα συστήματα. Συνεπώς οι προσεγγιστικές σχέσεις της Εξίσωσης (3.4) μεταξύ των φασματικών σχετικών μετατοπίσεων-ταχυτήτων–επιταχύνσεων, έχουν περιορισμένη εφαρμογή. Παρ΄όλα αυτά, εάν ορίσουμε ως φάσμα ψευδο-επιτάχυνσης (PSA) τη μέγιστη συνολική επιτάχυνση [image: ], τότε η σχέση [image: ] ισχύει για μη-αρμονικές ταλαντώσεις, αρκεί η απόσβεση του συστήματος να τείνει στο μηδέν. Αυτό το στοιχείο αποτελεί ικανοποιητική προσέγγιση για συνήθη δομικά έργα, όπου το ποσοστό κρίσιμης απόσβεσης είναι ξ < 10%. Συνεπώς, επαναδιατυπώνοντας την Εξίσωση (3.1) για [image: ], έχουμε πως 
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			Συνεπώς, οι απόλυτες τιμές των ποσοτήτων [image: ]και [image: ] ταυτίζονται και για τις μέγιστες τιμές τους, επαληθεύοντας τη σχέση [image: ]. Συγκρίσεις μεταξύ φασμάτων (SV, SA) και ψευδο-φασμάτων (PSV, PSA) για την οριζόντια συνιστώσα Splb1-L και για ξ = 5% (Σχήμα 3.5) αποδεικνύουν ότι η Εξίσωση (3.4) ισχύει με ικανοποιητική ακρίβεια.Z Η προσέγγιση είναι ιδιαίτερα ακριβής για το φάσμα επιτάχυνσης, ενώ οι μεγαλύτερες διαφορές παρουσιάζονται μεταξύ PSV και SV για περιόδους άνω του 1.5 sec. Με δεδομένο ότι η δεσπόζουσα περίοδος ταλάντωσης (σε s) πολυώροφων κτιρίων μπορεί να εκτιμηθεί με βάση το ύψος τους h(m) ως
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			καθίσταται φανερό ότι η χρήση ψευδο-φασμάτων ταχύτητας είναι επαρκής για κτίρια μέχρι δεκαπέντε ορόφων. Η τριάδα των φασμάτων (SD, PSV, PSA) μπορεί να ενσωματωθεί σε ένα μόνον λογαριθμικό γράφημα (γνωστό ως τριλογαριθμικό φάσμα) με κεκλιμένους άξονες τεταγμένων για τις τιμές SD και PSA. Παρά ταύτα, λόγω της απλής σχέσης (3.4) που τα συνδέει, είναι συνήθης πρακτική το να εξασφαλίζεται μόνο το φάσμα PSA (το οποίο όπως θα δούμε αποτελεί συμβατική παράμετρο σχεδιασμού), από το οποίο και εύκολα προκύπτουν τυχόν απαιτούμενες τιμές PSV και SD. 

			Παρ› όλο που τα φάσματα περιγράφουν την απόκριση μονοβάθμιων ταλαντωτών σε σεισμική δράση, μπορούν να μας δώσουν πληροφορίες και για χαρακτηριστικές τιμές της εδαφικής κίνησης. Για παράδειγμα, στην οριακή περίπτωση ενός τελείως άκαμπτου ταλαντωτή (k → ∞, T → 0), η σχετική μετάθεση u(t) της ταλαντούμενης μάζας σε σχέση με τη βάση στήριξης τείνει στο μηδέν, δηλαδή έχουμε ένα απαραμόρφωτο στερεό σώμα. Συνεπώς, η κίνηση της μάζας ακολουθεί την κίνηση του εδάφους και σύμφωνα με την Εξίσωση (3.1), η συνολική επιτάχυνση [image: ] ταυτίζεται με την εδαφική [image: ]. Τότε έχουμε πως PSA = PGA, όπου PGA είναι η ακραία εδαφική επιτάχυνση (θετική ή αρνητική). Στην αντίθετη περίπτωση ενός εξαιρετικά εύκαμπτου ταλαντωτή (k → 0, T → ∞), τα στοιχεία δυσκαμψίας παραμορφώνονται ελεύθερα χωρίς να αναπτύσσουν διατμητικές δυνάμεις επαναφοράς στη μάζα. Συνεπώς η μάζα παραμένει πρακτικά ακίνητη και η σχετική μετάθεση της βάσης σε σχέση με την μάζα u(t) ταυτίζεται με την εδαφική μετάθεση uG(t) . Τότε έχουμε πως SD = PGD όπου PGD είναι η μέγιστη εδαφική μετατόπιση. Ολες οι ανωτέρω οριακές φασματικές τιμές φαίνονται στο Σχήμα 3.5.
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			Σχήμα 3.5 (a) Σύγκριση μεταξύ φασμάτων και ψευδο-φασμάτων επιτάχυνσης και (b) Εκτιμήσεις μέγιστης εδαφικής μετατόπισης (άνω) και επιτάχυνσης (κάτω) από τα αντίστοιχα φάσματα απόκρισης SD και PSA.

			3.3 Χρήση Φασμάτων στον Αντισεισμικό Σχεδιασμό 

			Η παραγωγή των φασμάτων απόκρισης για κάθε διαθέσιμη καταγραφή ισχυρής εδαφικής κίνησης υπερβαίνει την τεχνογνωσία του μέσου μελετητή μηχανικού. Τα φάσματα που παράγονται περιλαμβάνουν, κατά κανόνα, τα φάσματα ψευδο-επιτάχυνσης (PSΑ), από τα οποία προκύπτουν μέσω της Εξίσωσης (3.4) και οι υπόλοιπες περιπτώσεις του φάσματος. Ήδη αναφέρθηκε πως, ανεξάρτητα από τον τρόπο παρουσίασης, τα φάσματα αποτελούν ένα απαραίτητο εργαλείο για τον σχεδιασμό των κατασκευών απαλλάσσοντας τον μελετητή από την αναγκαιότητα εξασφάλισης καταγραφών διέγερσης και εν χρόνω αριθμητικών ολοκληρώσεων της διαφορικής εξίσωσης δυναμικής ισορροπίας. 

			Για παράδειγμα, ας υποθέσουμε ότι διατμητικό πλαίσιο ταλαντούμενης μάζας m και συνολικής μεταφορικής δυσκαμψίας k (στην οποία έχουν συμπεριληφθεί οι συνεισφορές και των δύο υποστυλωμάτων), πρόκειται να μελετηθεί έναντι της δράσης της οριζόντιας συνιστώσας Splb1-L (Σχήμα 4-1). Προς τον σκοπό αυτό έχουμε εξασφαλίσει το φάσμα ψευδο-επιτάχυνσης PSΑ (το οποίο, σύμφωνα με τη σύγκριση του Σχήματος 3.5, ουσιαστικά συμπίπτει με το φάσμα SΑ του Σχήματος 3.4. Τα συνήθη μεγέθη σχεδιασμού περιλαμβάνουν τις μέγιστες τιμές της τέμνουσας (Vb) και της ροπής (Mb) βάσης, καθώς και της ροπής υποστυλώματος (Mc). Το φάσμα απόκρισης επιτρέπει την εισαγωγή της έννοιας του στατικού φασματικού φορτίου fs, με τη χρήση του οποίου ο σχεδιασμός μεταπίπτει από ένα δυναμικό σε ένα ισοδύναμο στατικό πρόβλημα (Σχήμα 3.6).
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			Σχήμα 3.6 Ισοδύναμo στατικό φασματικό φορτίο επί του πλαισίου.

			Το ισοδύναμο φασματικό φορτίο αντιστοιχεί σε ένα ιδεατό μεταφορικό φορτίο, το οποίο όταν εφαρμοσθεί στατικά στον φορέα, προκαλεί μετατόπιση ίση με τη μέγιστη δυναμική μετατόπιση umax που προκαλεί η πραγματική εδαφική κίνηση. Η μέγιστη αυτή τιμή προκύπτει άμεσα από το διαθέσιμο φάσμα ψευδο-επιτάχυνσης ως umax=SD=PSA /ωο2. Το στατικό φασματικό φορτίο ισούται με:
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			όπου W το βάρος της κατασκευής, g η επιτάχυνση της βαρύτητας και ε = PSA/g o σεισμικός συντελεστής. Ο συντελεστής αυτός ουσιαστικά ταυτίζεται με το φάσμα ψευδο-επιταχύνσεων, εκφρασμένου ως ποσοστό του g. Το γεγονός ότι το φασματικό φορτίο δίδεται ως ποσοστό του βάρους του φορέα μέσω του συντελεστή ε, καθιστά το φάσμα ψευδο-επιταχύνσεων την πλέον δημοφιλή επιλογή (σε σχέση με SD ή PSV) σε μελέτες αντισεισμικού σχεδιασμού. Τα ζητούμενα εντατικά μεγέθη σχεδιασμού υπολογίζονται με τη μέθοδο της φασματικής ανάλυσης ως εξής:
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			όπου ν = 3 για μονόπακτα υποστυλώματα και ν = 6 και για αμφίπακτα.

			Τέλος, πρέπει να σημειωθεί πως η φασματική ανάλυση δεν καταλήγει σε μία στατική μεθοδολογία σχεδιασμού, και να θεωρηθεί ότι αποτελεί μία πραγματικά στατική προσέγγιση του προβλήματος. Αντιθέτως, το φάσμα απόκρισης είναι αποτέλεσμα επίλυσης των εξισώσεων δυναμικής ισορροπίας και αντιστοιχεί σε μέγιστη τιμή απόκρισης που είναι μαθηματικά ακριβής και διαφέρει από την τιμή που προκύπτει από μία εξ’ αρχής στατική θεώρηση του φορέα. 
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			Σχήμα 3.7 Υπολογισμός τέμνουσας βάσης με δυναμική φασματική ανάλυση (άνω: ακριβής) και με στατική ανάλυση (κάτω: λανθασμένη).

			3.3.1 Παράδειγμα εφαρμογής Ι

			Ο υδατόπυργος του Παραδείγματος 2.3, υπόκειται στη δράση της οριζόντιας συνιστώσας Splb1-L (Σεπόλια, 1999) για την οποία δίνεται η τιμή της μέγιστης εδαφικής επιτάχυνσης PGA = 320 cm/s2 καθώς και δύο τιμές του φάσματος ψευδο-επιτάχυνσης PSA (ξ=5%, Τ=0.3) = 935 cm/s2 και PSA (ξ=5%, Τ=1.0) = 153 cm/s2. Θεωρώντας απόσβεση ξ = 5%, να υπολογισθούν οι τέμνουσες βάσεις που προκύπτουν από τη φασματική δυναμική ανάλυση όταν ο υδατόπυργος είναι (i) γεμάτος με νερό και (ii) άδειος. Επίσης, ποιά η διαφορά στα αποτελέσματα εάν η διέγερση θεωρηθεί εξ’ αρχής στατική;

			Η διαδικασία επίλυσης ξεκινάει από προηγούμενες αναλύσεις του υδατόπυργου, όπου προκύπτουν τα ακόλουθα χαρακτηριστικά:

			
					Όταν είναι γεμάτος, η ταλαντούμενη μάζα είναι mtot = 55 tn και η ιδιοπερίοδος είναι To = 0.989 s » 1.0 s. Οπότε, σύμφωνα με την σχέση (3.7), η τέμνουσα βάσης που προκύπτει από τη φασματική ανάλυση είναι:[image: ]
Tο χρονικώς μεταβαλλόμενο μεταφορικό σεισμικό φορτίο είναι ίσο, σύμφωνα με τη σχέση (2.15) με fg(t)=-m ag(t) και παρουσιάζει μέγιστο όταν ag(t) = PGA. Η θεώρηση του φορτίου ως στατικού με τιμή ίση με τη μέγιστη fg,max οδηγεί σε τέμνουσα βάσης με τιμή:
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Σύγκριση των δύο αποτελεσμάτων φανερώνει πως ο συντελεστής δυναμικής ενίσχυσης είναι:
[image: ]


					(β) Οταν η δεξαμενή είναι άδεια, η ταλαντούμενη μάζα είναι mb=5 tn και η ιδιοπερίοδος είναι To = 0.298 s » 0.3 s. H τέμνουσα βάσης από τη φασματική ανάλυση είναι[image: ]
H αντίστοιχη τέμνουσα βάσης που προκύπτει από τη στατική ανάλυση είναι
 
[image: ]
Η σύγκριση των δύο αποτελεσμάτων φανερώνει ότι ο συντελεστής δυναμικής ενίσχυσης είναι ο εξής:
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			3.4 Φάσματα Απόκρισης και Φάσματα Σχεδιασμού 

			Κάθε φάσμα απόκρισης αντιστοιχεί σε συγκεκριμένη καταγραφή και αντανακλά τις ιδιαιτερότητες του κάθε εδαφικού κραδασμού. Αυτός είναι ο λόγος της ακανόνιστης μορφής τους, με τις έντονες αυξομειώσεις των φασματικών τεταγμένων για μικρές μεταβολές της ιδιοπεριόδου. Η εξάρτηση του φάσματος από τα χαρακτηριστικά της μοναδικής αυτής σεισμικής κατεγεγραμμένης διέγερσης περιορίζει κατά πολύ τη χρησιμότητά του, καθώς είναι μαθηματικά βέβαιο πως η συγκεκριμένη ισχυρή σεισμική εδαφική κίνηση δεν πρόκειται να επαναληφθεί στο μέλλον.

			Η αναγκαιότητα της ελαχιστοποίησης της εξάρτησης των παραμέτρων του αντισεισμικού σχεδιασμού από τις ιδιαιτερότητες συγκεκριμένων καταγραφών, οδήγησε στην ανάγκη δημιουργίας φασμάτων σχεδιασμού, τα οποία να είναι πιο ομαλοποιημένα για να έχουν γενικότερη εφαρμογή. Πράγματι, οι σύγχρονοι αντισεισμικοί κανονισμοί, μεταξύ των οποίων και ο Ελληνικός Αντισεισμικός Κανονισμός (ΕΑΚ 2003) που προς το παρόν βρίσκεται σε περίοδο παράλληλης ισχύος με τον Ευροκώδικα 8 (2004) και αναμένεται στο μέλλον να αντικατασταθεί από αυτόν, καθορίζουν τα σεισμικά φορτία του σχεδιασμού μέσω ομαλοποιημένων φασμάτων ψευδο-επιταχύνσεων. Τα φάσματα αυτά προκύπτουν από στατιστική επεξεργασία πολλών καταγραφών ισχυρής εδαφικής κίνησης, η κάθε μία των οποίων παράγει και το δικό της φάσμα απόκρισης. Με δεδομένο ότι οι διαθέσιμες καταγραφές περιλαμβάνουν σεισμούς με έντονες διαφοροποιήσεις ως προς το μέγεθος, τον μηχανισμό γένεσης, τον δρόμο διάδοσης και τις τοπικές εδαφικές συνθήκες, απαιτείται ομαδοποίηση των καταγραφών ώστε να εξασφαλισθεί μία στοιχειώδης ομοιογένεια του δείγματος πριν τη στατιστική ανάλυση.

			Πέραν των σεισμολογικών και εδαφικών χαρακτηριστικών, τα φάσματα σχεδιασμού πρέπει να λαμβάνουν υπόψη πρόσθετους παράγοντες που αφορούν στην υπό μελέτη κατασκευή. Μεταξύ άλλων, αυτοί οι παράγοντες περιλαμβάνουν τη σπουδαιότητα της κατασκευής, το υλικό του φέροντος οργανισμού, το δομικό σύστημα και το είδος της θεμελίωσης. Ο ρόλος των επιμέρους παραγόντων στη διαμόρφωση των φασμάτων σχεδιασμού σχολιάζεται στις επόμενες παραγράφους. 

			3.4.1 Ο ρόλος της σπουδαιότητας της κατασκευής

			Η σπουδαιότητα της κατασκευής είναι ευθέως συνδεδεμένη με τον χρονικό ορίζοντα σεισμικής της προστασίας (χρόνος ζωής). Είναι προφανές ότι έργα περιφερειακής και εθνικής σημασίας σχεδιάζονται για να λειτουργήσουν με ασφάλεια για πολύ μεγαλύτερο χρονικό διάστημα απ’ ότι τα συνήθη δομικά έργα τοπικού ενδιαφέροντος και σημασίας. Με δεδομένο ότι ο σεισμός είναι ένα τυχαίο φαινόμενο, όσο μεγαλύτερος είναι ο χρόνος έκθεσης της κατασκευής στον σεισμικό κίνδυνο, τόσο μεγαλύτερη είναι και η πιθανότητα εμφάνισης ισχυρών ή πολύ ισχυρών εδαφικών κραδασμών. Φάσματα που αντιστοιχούν σε συχνούς (μικρότερου μεγέθους και έντασης) σεισμούς είναι ίσως κατάλληλα για τον σχεδιασμό κατασκευών μικρής σπουδαιότητας (μικρός χρόνος ζωής), ενώ φάσματα που αντιστοιχούν σε σπάνιους σεισμούς ίσως είναι τα ενδεδειγμένα για τον σχεδιασμό έργων μεγάλης σημασίας. 

			Θεωρώντας ότι μία τυχαία μεταβλητή ακολουθεί τη στατιστική κατανομή του Poisson, η συχνότητα εμφάνισής της προσδιορίζεται από την πιθανότητα υπέρβασης κάποιας οριακής τιμής μέσα σε δεδομένο χρονικό διάστημα ή από τη μέση περίοδο επανάληψης της υπόψη τιμής. Ο Πίνακας 3.1 δίνει ενδεικτικές τιμές των παραπάνω στατιστικών παραμέτρων για τέσσερα επίπεδα σεισμικού κινδύνου.

			Στο πλαίσιο του Ευροκώδικα 8 (2004), το επίπεδο του σεισμικού κινδύνου λαμβάνεται υπόψη με έμμεσο τρόπο μέσω του συντελεστή σπουδαιότητας (γ1) της υπό σχεδιασμό κατασκευής. Συγκεκριμένα, το τυπικό φάσμα σχεδιασμού έχει προκύψει για σεισμικές δράσεις με μέση περίοδο επανάληψης τα 475 χρόνια. Αυτό το επίπεδο σεισμικού κινδύνου θεωρείται επαρκές για τον σχεδιασμό συνήθων δομικών έργων, τα οποία έχουν συμβατική διάρκεια ζωής τα 50 χρόνια. Τα κτήρια μεγαλύτερης σπουδαιότητας, ακόμα και για την ίδια διάρκεια ζωής, επιβάλλεται να σχεδιαστούν με αυξημένα επίπεδα ασφαλείας. Προς τον σκοπό αυτό χρησιμοποιείται το ίδιο τυπικό φάσμα πολλαπλασιασμένο επί έναν αυξητικό συντελεστή ο οποίος μπορεί να λάβει μέχρι και την τιμή 1.30. Αντίστοιχη τροποποίηση γίνεται για κατασκευές μικρότερης σημασίας, χρησιμοποιώντας έναν μοναδικό μειωτικό συντελεστή ίσο με 0.85.
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			Πίνακας 3.1 Επίπεδα σεισμικού κινδύνου με πιθανότητα υπέρβασης PR σε χρονική περίοδο TL που αντιστοιχεί σε σεισμό με μέση περίοδο επαναφοράς TR ως [image: ].

			3.4.2 Ο ρόλος της σεισμικής επικινδυνότητας

			Μετά τον καθορισμό της μέσης περιόδου επανάληψης, (εν προκειμένω τα 475 χρόνια), το φάσμα σχεδιασμού πρέπει να λάβει υπόψη τη διαφοροποίηση της σεισμικότητας των περιοχών εφαρμογής του. Στις περιοχές έντονης σεισμικής δραστηριότητας, εμφανίζονται πολύ πιο συχνά εδαφικοί κραδασμοί μεγάλης σφοδρότητας σε σχέση με περιοχές ήπιας σεισμικής δραστηριότητας. Κατά συνέπεια, ανάλογα με την σεισμικότητα των περιοχών, η ίδια περίοδος επανάληψης αντιστοιχεί σε δράσεις διαφορετικής έντασης.

			Ξεκινώντας από την τελευταία ισχύουσα έκδοση του ΕΑΚ (2003), και εφ ΄εξής πλέον στο πλαίσιο του Ευροκώδικα 8 (2004), η Ελληνική επικράτεια έχει χωρισθεί σε τρεις ζώνες Σεισμικής Επικινδυνότητας (Σχήμα 3.8). Για την κάθε μία ζώνη, η σφοδρότητα της αναμενόμενης εδαφικής κίνησης εκφράζεται σε όρους μέγιστης εδαφικής επιτάχυνσης ως ποσοστού του g, δηλαδή PGA=αg, με τις τιμές του συντελεστή α να κυμαίνονται από 0.16 έως 0.36. Οι τιμές αυτές αφορούν τις οριζόντιες συνιστώσες της ισχυρής εδαφικής κίνησης, ενώ η κατακόρυφη συνιστώσα λαμβάνεται ως το 70% της οριζόντιας (σημειώνουμε πως στον Ευροκώδικα 8 (2004) το ποσοστό αυτό έχει αλλάξει σε 90%).

			3.4.3 Ο ρόλος του εδάφους και της θεμελίωσης

			Εχει διαπιστωθεί ότι πέραν των σεισμολογικών παραμέτρων που έχουν ήδη εξετασθεί, κυρίαρχο ρόλο στη διαμόρφωση της εδαφικής κίνησης παίζουν οι τοπικές εδαφικές συνθήκες. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι οι εδαφικές στρώσεις παίζουν τον ρόλο ενός φυσικού δυναμικού φίλτρου, το οποίο αποκόπτει κάποιες συχνότητες ταλάντωσης και ενισχύει κάποιες άλλες. Ταυτόχρονες καταγραφές σεισμικών συμβάντων σε θέσεις σταθμών που αντιστοιχούν σε διαφορετικούς τύπους εδαφών, αποδεικνύουν ότι, κατά κανόνα, στιφροί σχηματισμοί ενισχύουν περισσότερο τις υψηλές συχνότητες (μικρές ιδιοπεριόδους) και μειώνουν τις χαμηλές συχνότητες. Αντίθετα, χαλαροί εδαφικοί σχηματισμοί ενισχύουν τις υψηλότερες συχνότητες (μεγάλες ιδιοπερίοδοι).
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			Σχήμα 3.8 Χάρτης σεισμικής επικινδυνότητας της Ελληνικής Επικράτειας χωρισμένης σε τρείς ζώνες (ΕΑΚ 2003).

			Ο ρόλος αυτός του εδάφους αντικατοπτρίζεται και στα φάσματα απόκρισης και κατ’ αντιστοιχία, στα φάσματα σχεδιασμού. Στον ΕΑΚ (2003) αναγνωρίζονται τέσσερεις βασικές κατηγορίες εδάφους (Α,Β,Γ,Δ) και για κάθε μία κατηγορία προσδιορίζονται δύο τιμές χαρακτηριστικών περιόδων εδάφους, Τ1 και Τ2, που αντιστοιχούν στην αρχή και στο τέλος της ζώνης ενίσχυσης της κάθε κατηγορίας. Εκτός από την κατηγορία εδάφους, για την τελική διαμόρφωση της σεισμικής δράσης, πρέπει να λαμβάνεται υπόψη και η αλληλεπίδραση εδάφους–κατασκευής. Αυτό διατυπώνεται στον ΕΑΚ (2003) μέσω του συντελεστή θεμελίωσης (θ), ο οποίος εκφράζει την ευνοϊκή επιρροή της δύσκαμπτης θεμελίωσης στη μείωση της έντασης της σεισμικής δράσης στον φέροντα οργανισμό.

			3.4.4 Ο ρόλος του υλικού και του δομικού συστήματος

			Εχοντας καθορίσει τη σεισμική διέγερση, τα μεγέθη σχεδιασμού εξαρτώνται από τα δυναμικά χαρακτηριστικά της κατασκευής με βασικό προσομοίωμα τον ΜΒΤ, δηλαδή (Τ, ξ). Τυπικά, τα προτεινόμενα φάσματα σχεδιασμού ισχύουν για ξ = 5%, τιμή που είναι αντιπροσωπευτική για φέροντα οργανισμό από οπλισμένο σκυρόδεμα. Για φορείς από άλλο υλικό απαιτείται η χρήση διαφορετικού ποσοστού απόσβεσης και κατά συνέπεια, τροποποίηση των τιμών του φάσματος σχεδιασμού. Οπως έχει ήδη αναφερθεί στο Κεφάλαιο 2, για δεδομένη ιδιοπερίοδο, μικρά ποσοστά απόσβεσης αντιστοιχούν σε μικρή απορρόφηση ενέργειας και οδηγούν σε αύξηση των μεγεθών απόκρισης. Αντίθετα, μεγαλύτερες τιμές του συντελεστή ξ συνεπάγονται ευμενέστερα μεγέθη απόκρισης. Στον ΕΑΚ (2003) προβλέπονται τιμές ποσοστού απόσβεσης (με σύμβολο το ζ αντί του ξ), ανάλογα με το υλικό (σκυρόδεμα, ξύλο, χάλυβας, κ.λπ), το είδος σύνδεσης (κοχλιωτή, ηλωτή, κ.λπ), την ύπαρξη οπλισμού ή διαζώματος, κ.λπ. Η μεταβολή του φάσματος απόκρισης για ποσοστά απόσβεσης διαφορετικά από 5%, εκφράζεται μέσω του διορθωτικού συντελεστή απόσβεσης η.

			Τα φάσματα σχεδιασμού που προκύπτουν από τη στατιστική επεξεργασία των ελαστικών φασμάτων απόκρισης, υποθέτουν ελαστική ταλάντωση του φορέα και, συνεπώς, είναι κατάλληλα για έναν συντηρητικό ελαστικό σχεδιασμό, ο οποίος (θεωρητικά) δεν επιτρέπει την εμφάνιση έστω και μικρής βλάβης. Λαμβανομένης υπόψη της σπανιότητας εμφάνισης του σεισμού σχεδιασμού, αυτή η απαίτηση οδηγεί συχνά σε οικονομικά ασύμφορες λύσεις, καθώς δεν εκμεταλλεύεται τα μεγάλα περιθώρια ανελαστικής παραμόρφωσης των μελών του υπερστατικού φέροντος οργανισμού πριν την αστοχία τους. Για τον λόγο αυτό, όλα τα σύγχρονα κανονιστικά πλαίσια επιτρέπουν την ελεγχόμενη και σταδιακή εμφάνιση πλαστικών αρθρώσεων, με την προϋπόθεση τήρησης κατασκευαστικών διατάξεων ώστε να εξασφαλισθεί η απαιτούμενη πλαστιμότητα. Η παραπάνω φιλοσοφία σχεδιασμού επιτυγχάνεται στον ΕΑΚ (2003) μέσω της εφαρμογής του συμβατικού ελαστικού σχεδιασμού σε συνδυασμό με τη χρήση εσκεμμένα μειωμένων τιμών του φάσματος σχεδιασμού. Η μείωση αυτή γίνεται με διαίρεση του συμβατικού φάσματος με έναν συντελεστή συμπεριφοράς q (ενιαίο για όλες τις ιδιοπεριόδους). Η προτεινόμενη τιμή του q ποικίλλει ανάλογα με το υλικό και τη μόρφωση του φέροντος οργανισμού. Για παράδειγμα, για πλαίσια ή μικτά συστήματα από οπλισμένο σκυρόδεμα, προτείνεται ο συντελεστής q = 3.5.

			3.4.5 Το φάσμα σχεδιασμού του ΕΑΚ (2003)

			Τα φάσματα σχεδιασμού δίδονται στο Σχήμα 3.9 για τις οριζόντιες συνιστώσες του σεισμού, οι οποίες εκφράζονται σε όρους ψευδο-επιταχύνσεων που καθορίζονται από τις ανάλογες σχέσεις που δίδονται παρακάτω, ως συναρτήσεις των φυσικών περίοδων του εδάφους, που διαιρείται σε κατηγορίες Α-Δ. Οι τιμές των επιμέρους συντελεστών δίδονται, κατά περίπτωση, από πίνακες του ΕΑΚ (2003), η λεπτομερής παρουσίασή των οποίων ξεφεύγει από τους στόχους του παρόντος βιβλίου. Με δεδομένο ότι η επιστημονική γνώση στους τομείς της Τεχνικής Σεισμολογίας, της Εδαφοδυναμικής και της Σεισμικής Μηχανικής αυξάνει ραγδαία, είναι διεθνής πρακτική το να μεταβάλλονται και να επικαιροποιούνται τα κανονιστικά πλαίσια κάθε τρία με πέντε χρόνια. Συνεπώς, η παρουσίαση του φάσματος σχεδιασμού του ΕΑΚ (2003) έχει εκπαιδευτικό χαρακτήρα, ενώ για μελλοντικές εφαρμογές ο μελετητής μηχανικός καλείται να ενημερώνεται και να εφαρμόζει τις εκάστοτε ισχύουσες διατάξεις και την φιλοσοφία του αντισεισμικού σχεδιασμού. Χαρακτηριστικό της παραπάνω κατάστασης είναι πως από τις αρχές του 2014 ο Ευρωκώδικας 8 (2004) ισχύει παράλληλα με τον ΕΑΚ (2003) στην ελληνική επικράτεια.

			Η χρήση του παρακάτω φάσματος ψευδοεπιταχύνσεων του Σχήματος 3.9 δεν επιτρέπει την εκτίμηση των αντίστοιχων φασμάτων ψευδοταχυτήτων PSV(T) και μετατοπίσεων SD(T) μέσω της Εξίσωσης (3.4), καθώς η σχέση αυτή ισχύει μόνο για ελαστικούς ταλαντωτές. Η χρήση του φάσματος για ανελαστικά συστήματα (δηλαδή για τιμές του συντελεστή συμπεριφοράς q > 1.0) περιορίζεται στον προσδιορισμό της μειωμένης δράσης σχεδιασμού,

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 3.9: Ανηγμένο φάσμα [image: ]του ΕΑΚ (2003), σχεδιασμός για τις τιμές [image: ], όπου [image: ].

			Επεξηγήσεις:

			Rd(T) = PSA(T) = φάσμα ψευδο-επιταχύνσεων σχεδιασμού

			γ1 = συντελεστής σπουδαιότητας

			Α = αg = μέγιστη εδαφική επιτάχυνση

			βο = 2.5 = συντελεστής φασματικής ενίσχυσης

			η = διορθωτικός συντελεστής απόσβεσης [image: ]

			θ = συντελεστής θεμελίωσης

			q = συντελεστής συμπεριφοράς κατασκευής

			Τ1, Τ2 = χαρακτηριστικές φασματικές περίοδοι εδάφους

			και όχι για την εκτίμηση των παραμέτρων της πραγματικής ανελαστικής απόκρισης. Μόνη εξαίρεση αποτελεί η μέγιστη αναμενόμενη μετακίνηση του ανελαστικού ταλαντωτή η οποία, σύμφωνα και με τον ΕΑΚ (2003), μπορεί να θεωρηθεί ότι ισούται με την μετακίνηση του αντίστοιχου απεριόριστα ελαστικού συστήματος. Συνεπώς, η μειωμένη φασματική επιτάχυνση (μέσω του q) των ανελαστικών ταλαντωτών δεν μεταφράζεται σε αντίστοιχη μείωση της φασματικής μετατόπισης καθώς η σχέση (3.4) παύει να ισχύει. Όσον αφορά την εκτίμηση της φασματικής ψευδοταχύτητας PSV(T) ανελαστικών ταλαντωτών, δεν υπάρχει κάποια γενικά αποδεκτή μεθοδολογία. 

			Τέλος, για την αποφυγή εμβολισμού γειτονικών κατασκευών κατά τη διάρκεια του σεισμού, είναι ανάγκη να προβλεφθεί μία απόσταση ασφαλείας, γνωστή ως αντισεισμικός αρμός μs. Η απόσταση αυτή προκύπτει από το άθροισμα των μέγιστων μεταθέσεων των δύο φορέων ή, ελλείψει άλλων στοιχείων, λαμβάνεται ως διπλάσιος της φασματικής μετατόπισης της υπόψη κατασκευής. 
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			3.4.6 Παράδειγμα εφαρμογής ΙΙ

			Ο υδατόπυργος του Παραδείγματος 2.3 σχεδιάζεται για σεισμική δράση κατά ΕΑΚ (2003) για σεισμική Ζώνη Ι, έδαφος Β, γ1= q = θ = 1.0. Να υπολογισθούν η μέγιστη μετατόπιση και η ροπή βάσης όταν ο υδατόπυργος είναι: (i) γεμάτος με νερό, λαμβάνοντας ξ = 15% και (ii) άδειος, λαμβάνοντας ξ = 0%. Σε όλες τις περιπτώσεις να τεθεί η επιτάχυνση της βαρύτητας ως g = 10 m/s2. Συνεπώς, για τη διαδικασία επίλυσης, οι ακόλουθοι παράμετροι ισχύουν και για τις δύο εξεταζόμενες περιπτώσεις: 

			Ζώνη Ι → Α = 0.16g = 1.6 m/s2 	

			Εδαφος Β → Τ1 = 0.15 s, Τ2 = 0.60 s

			
					Υδατόπυργος πλήρης ύδατος: m = 55 tn, ωο = 6.355 rad/s, Το = 0.989 sΕπειδή η απόσβεση διαφέρει από την ονομαστική τιμή του 5%, πρέπει να υπολογισθεί o διορθωτικός συντελεστής απόσβεσης ως [image: ]. Επειδή όμως οι ισχύουσες διατάξεις του ΕΑΚ (2003) δεν επιτρέπουν τιμές μικρότερες του 70%, η = 0.7. Ακολούθως, έχοντας πως Το > Τ2, βρισκόμαστε στον κατιόντα κλάδο του φάσματος και συνεπώς: 
[image: ]


					Υδατόπυργος κενός ύδατος: m = 5 tn, ωο = 21.08 rad/s, Το = 0.298 sΛαμβάνοντας ζ=0% , ο συντελεστής απόσβεσης παίρνει την τιμή [image: ] Επειδή Τ1 < Το < Τ2 , βρισκόμαστε στον οριζόντιο κλάδο του φάσματος και συνεπώς
[image: ]
Σημείωση: Εφόσον q = 1, ισχύει η σχέση μεταξύ ψευδοφασμάτων απόκρισης (3.4).


			

			3.4.7 Παράδειγμα εφαρμογής ΙΙΙ

			Το πλαίσιο του παραπάνω Σχήματος 3.10 φέρει αβαρή υποστυλώματα κοινής τετραγωνικής διατομής, με μέτρο ελαστικότητας Ε=107 kN/m2, άκαμπτο ζύγωμα και στηρίζεται με άρθρωση στον κόμβο Α και πάκτωση στον κόμβο Δ. Ο φορέας μελετάται έναντι σεισμού, με το φάσμα σχεδιασμού επιταχύνσεων του ΕΑΚ (2003) για την εξής περίπτωση:
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			Σχήμα 3.10 Αντισεισμικός σχεδιασμός απλής πλαισιακής κατασκευής.

			Ζώνη Ι, έδαφος Β και συντελεστές γ = θ = 1, ξ = 5%, q = 1.

			Να προσδιορισθεί η οικονομικότερη διάσταση διατομής ώστε το άνοιγμα του αντισεισμικού αρμού να μην υπερβαίνει τα 4 cm. Σε όλες τις περιπτώσεις να τεθεί η επιτάχυνση της βαρύτητας ως g = 10 m/s2.

			Στη διαδικασία επίλυσης, η μάζα του συστήματος είναι 

			[image: ]

			Από τον περιορισμό του αρμού έχουμε: 

			[image: ]

			Η οικονομικότερη λύση συνεπάγεται την επιλογή της πλέον εύκαμπτης κατασκευής, η οποία (για δεδομένη μάζα) αντιστοιχεί στη μεγαλύτερη αποδεκτή τιμή της ιδιοπεριόδου. Κατά συνέπεια, η διερεύνηση ξεκινά από τον κατιόντα κλάδο του φάσματος. Οι συντελεστές φάσματος είναι: α = 0.16 (Ζώνη Ι), Τ2 = 0.6 (κατηγορία εδάφους Β): γ = η = θ =1, q=1 

			[image: ]

			Από τις δύο σχέσεις για τη φασματική ψευδοεπιτάχυνση PSΑ(T), έχουμε 0.79/2.85 = T4/3 και συνεπώς T = 0.382 s. 

			Η τιμή αυτή δεν είναι αποδεκτή γιατί Τ< Τ2, οπότε συνεχίζουμε τη διερεύνηση στον οριζόντιο κλάδο του φάσματος. Συνεπώς, έχουμε πως 

			[image: ]

			Από τις δύο σχέσεις για το PSΑ(T), έχουμε: Τ2 = 0.79/4 και συνεπώς T = 0.444 s. Η τιμή αυτή είναι αποδεκτή διότι Τ1<Τ<Τ2, και αντιστοιχεί σε ιδιοσυχνότητα ωο = 14,13 rad/s με συνολική μεταφορική δυσκαμψία

			[image: ]

			Ταυτόχρονα έχουμε τη σχέση 

			[image: ]

			Τέλος, η ζητούμενη διάσταση της διατομής είναι 34.5 cm.

		

	
		
			Κεφάλαιο 4: Πολυβάθμια Δυναμικά Συστήματα

			4.1 Βασικές Έννοιες

			Τα πολυβάθμια δυναμικά συστήματα (ή οι πολυβάθμιοι ταλαντωτές) αποτελούν το βασικό μαθηματικό προσομοίωμα της Δυναμικής των Κατασκευών για την ανάλυση φορέων που απασχολούν την πράξη του πολιτικού μηχανικού. Η βασική προϋπόθεση για την προσομοίωση μίας κατασκευής ως μονοβάθμιου ταλαντωτή είναι πως η μάζα, ο μηχανισμός απόσβεσης, η δυσκαμψία και η εξωτερική διέγερση μπορούν να συγκεντρωθούν κατά τρόπο ώστε η προκύπτουσα κίνηση να δύναται να περιγραφεί από μία και μόνο κινηματική μεταβλητή. Είναι προφανές ότι μόνον σπάνιες περιπτώσεις κατασκευών ενδιαφέροντος του πολιτικού μηχανικού καλύπτουν αυτή την προϋπόθεση. Αντίθετα, η πλειονότητα των κατασκευών παρουσιάζουν χωρικά κατανεμημένες μάζες και στοιχεία δυσκαμψίας, η διακριτοποίηση των οποίων καταλήγει σε συστήματα πολλών βαθμών ελευθερίας κίνησης. Εδώ θα περιοριστούμε στη μελέτη συστημάτων με συγκεντρωμένες μάζες τα οποία εκτελούν μεταφορικές ταλαντώσεις πάνω στο επίπεδο. Τυπικές κατασκευές που εντάσσονται στην κατηγορία αυτή είναι τα επίπεδα πλαίσια διατμητικού τύπου. Η πιο λεπτομερής μελέτη συστημάτων με κατανεμημένες μάζες ή/και δυσκαμψίες ξεφεύγει από τους στόχους του παρόντος βιβλίου, αλλά κάποια εισαγωγικά στοιχεία θα δοθούν στο Κεφάλαιο 5.

			4.2 Συστήματα δυο Βαθμών Ελευθερίας (2-ΒΕ) 

			Το απλούστερο πολυβάθμιο σύστημα είναι αυτό με δύο βαθμούς ελευθερίας (2-ΒΕ), η μελέτη του οποίου αναδεικνύει όλες τις θεμελιώδεις διαφοροποιήσεις στην ανάλυση των πολυβάθμιων ταλαντωτών σε Εξίσωση με τους μονοβάθμιους. Έστω, για παράδειγμα, το διώροφο επίπεδο διατμητικό πλαίσιο του Σχήματος 4.1, το οποίο φέρει άκαμπτα ζυγώματα και αβαρή υποστυλώματα. 
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			Σχήμα 4.1 Διατμητικό πλαίσιο δύο βαθμών ελευθερίας.

			Οι μάζες των ορόφων θεωρούνται συγκεντρωμένες στο μέσον των αντίστοιχων ζυγωμάτων και υπόκεινται σε ανεξάρτητες οριζόντιες δυναμικές διεγέρσεις. Χάριν απλότητας, η απόσβεση του συστήματος θεωρείται αμελητέα. Οι βασικές παραδοχές είναι οι εξής: (i) Άκαμπτα ζυγώματα, (ii) αξονική ατένεια αβαρών υποστυλωμάτων, και (iii) μηδενική απόσβεση. Επίσης έχουμε πως 

			mj = η μάζα στάθμης (ορόφου) j,

			kj = η μεταφορική δυσκαμψία στοιχείων σύνδεσης στάθμης j με την αμέσως χαμηλότερη στάθμη, 

			fj = η εξωτερική διέγερση της στάθμης j, και 

			uj = η μετατόπιση της στάθμης j.

			Για την κατάστρωση των εξισώσεων κίνησης επιχειρούνται τομές των δύο ζυγωμάτων, από τις οποίες προκύπτουν και τα αντίστοιχα διαγράμματα δυναμικής ισορροπίας τους (Σχήμα 4.2). Συνεπώς έχουμε πως 

			fIj = mj[image: ] = η δύναμη αδράνειας μάζας j, και 

			fSj = fSja + fSjb = kj∙(uj – ui) = η ελαστική δύναμη επαναφοράς στάθμης j λόγω των στοιχείων σύνδεσης της στάθμης αυτής με την αμέσως χαμηλότερη στάθμη. 

			Η Εξίσωση αυτή εκφράζει το γεγονός ότι η δύναμη επαναφοράς εξαρτάται από τη σχετική μετατόπιση της κεφαλής από τον πόδα του υποστυλώματος. Από την ισορροπία των αβαρών υποστυλωμάτων εύκολα αποδεικνύεται ότι fSji = - fSij.
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			Σχήμα 4.2 Διαγράμματα δυναμικής ισορροπίας ζυγωμάτων διώροφου πλαισίου (άνω ζύγωμα – αριστερά, κάτω ζύγωμα - δεξιά).

			Από τα διαγράμματα ισορροπίας των δύο ζυγωμάτων προκύπτουν οι ακόλουθες διαφορικές εξισώσεις δυναμικής ισορροπίας:
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			Από τις παραπάνω σχέσεις, γίνονται άμεσα κατανοητές δύο θεμελιώδεις διαφορές μεταξύ των μονοβάθμιων και πολυβάθμιων ταλαντωτών. Κατά πρώτον, παρατηρούμε ότι στην περίπτωση των πολυβάθμιων ταλαντωτών έχουμε ένα σύστημα διαφορικών εξισώσεων, ο αριθμός των οποίων συμπίπτει με τον αριθμό των βαθμών ελευθερίας του ταλαντωτή, αντί για μία μόνον εξίσωση. Επιπλέον, οι εξισώσεις του συστήματος είναι συζευγμένες, καθώς στην κάθε μία από αυτές εμφανίζονται πάνω από μία μεταβλητές. Η σύζευξη αυτή δεν επιτρέπει την αντιμετώπιση της δυναμικής συμπεριφοράς των πολυβάθμιων ταλαντωτών μέσω μίας απλής επαλληλίας επιλύσεων μονοβάθμιων ταλαντωτών.

			Η μαθηματική διατύπωση της δυναμικής ισορροπίας πολυβάθμιων συστημάτων διευκολύνεται μέσω της χρήσης μητρώων. Πράγματι, οι εξισώσεις δυναμικής ισορροπίας του διώροφου πλαισίου (4.1) μπορούν να διατυπωθούν σε μητρωική μορφή ως:

			
				
					[image: ]
				

			

			όπου 

			m = μητρώο μάζας = [image: ],

			k = μητρώο δυσκαμψίας = [image: ]

			f(t) = διάνυσμα διέγερσης = [image: ], και

			u = u(t) = διάνυσμα μετακίνησης =[image: ]

			4.3 Αναπόσβεστη Ελεύθερη Ταλάντωση Συστήματος 2-ΒΕ 

			Έστω ότι το διώροφο πλαίσιο του Σχήματος 4.1 ταλαντώνεται ελεύθερα λόγω επιβεβλημένων αρχικών μετατοπίσεων ή/και ταχυτήτων. Στην περίπτωση αυτή, το διάνυσμα διέγερσης είναι μηδενικό και η Εξίσωση (4.2) μεταπίπτει στην 
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			Αν οι αρχικές συνθήκες είναι κατάλληλες, η ταλάντωση κάθε ζυγώματος θα είναι αρμονική, με κοινή κυκλική συχνότητα ω αλλά διαφορετικό εύρος φj: 
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			Παραγωγίζοντας δύο φορές ως προς τον χρόνο, το αντίστοιχο διάνυσμα επιταχύνσεων προκύπτει ως:
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			Αντικαθιστώντας τις Εξισώσεις (4.4) και (4.5) στην (4.3), έχουμε
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			Με δεδομένο ότι το διάνυσμα των ευρών μετακίνησης φ δεν είναι μηδενικό, τότε για να ισχύει η Εξίσωση (4.6) σε κάθε χρονική στιγμή t, θα πρέπει η ορίζουσα του μητρώου που περιλαμβάνεται στην αγκύλη να ισούται με μηδέν. Συνεπώς,
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			Θέτοντας όπου ω2 = λ, σχηματίζουμε ένα τριώνυμο ως προς λ με δύο λύσεις, τις λ1 = ω12 και λ2 = ω22. Συνεπώς, σε ένα σύστημα 2-ΒΕ υπάρχουν δύο πιθανές συχνότητες ελεύθερης αρμονικής ταλάντωσης (ιδιοσυχνότητες), η ω1 και η ω2. Όπως θα αναδειχθεί στις επόμενες ενότητες, στο πλαίσιο της Δυναμικής των Κατασκευών είναι πολύ σημαντική η σωστή ιεράρχηση – διάταξη των ιδιοσυχνοτήτων. Ως πρώτη ιδιοσυχνότητα θέτουμε πάντα αυτήν με την μικρότερη αριθμητική τιμή (δηλαδή ω1 < ω2).

			Αντικαθιστώντας τις δύο λύσεις που βρήκαμε στην αρχική Εξίσωση (4.6), έχουμε πως
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			Πρέπει να σημειωθεί ότι η Εξίσωση (4.8) προσδιορίζει τις ιδιομορφές φj ως σχέσεις αναλογίας μεταξύ των συνιστωσών τους, και όχι με συγκεκριμένες αριθμητικές τιμές. Είναι συνήθης η πρακτική να τίθεται η μέγιστη (ή η πρώτη) συνιστώσα ίση με την μονάδα και να προκύπτουν οι υπόλοιπες από τις σχέσεις αναλογίες. Συμπερασματικά μπορούμε να πούμε ότι σε κάθε ιδιοσυχνότητα ω1 και ω2, αντιστοιχεί ένα διάνυσμα εύρους ελεύθερης αρμονικής ταλάντωσης, φ1 και φ2 αντίστοιχα, το οποίο ονομάζεται ιδιομορφή και καθορίζει τη μορφή της ταλάντωσης.

			Μία σημαντική διαφορά μεταξύ της ελεύθερης ταλάντωσης των πολυβάθμιων σε Εξίσωση με τους μονοβάθμιους ταλαντωτές μπορεί να αναδειχθεί αν στην Εξίσωση (4.4) τεθεί μηδενική διαφορά φάσης, θ = 0. Αυτό αντιστοιχεί στην περίπτωση μηδενικών αρχικών ταχυτήτων των δύο μαζών, οπότε οι ιδιομορφές φ j συμπίπτουν με τις αρχικές μετακινήσεις. Επειδή οι ιδιομορφές έχουν συγκεκριμένη αναλογία τιμών, συνεπάγεται ότι και για την εκτέλεση αρμονικής ελεύθερης ταλάντωσης οι αρχικές συνθήκες πρέπει να έχουν συγκεκριμένες αναλογίες. Αν οι αρχικές συνθήκες (αναλογίες τιμών αρχικών μετακινήσεων) έχουν την μορφή της φ1 ή της φ2, τότε η συχνότητα της αρμονικής ταλάντωσης συμπίπτει με την πρώτη ιδιοσυχνότητα ω1 ή την δεύτερη ιδιοσυχνότητα ω2. Σε διαφορετική περίπτωση, η ελεύθερη ταλάντωση δεν θα είναι αρμονική. Αυτό έρχεται σε αντίθεση με την συμπεριφορά των μονοβάθμιων ταλαντωτών, οι οποίοι ταλαντώνονται αρμονικά με την ιδιοσυχνότητά τους ανεξάρτητα των αρχικών τους συνθηκών.

				Η παρουσίαση του προβλήματος υπολογισμού των ιδιοσυχνοτήτων και ιδιομορφών του δευτεροβάθμιου ταλαντωτή αποτελεί μία μορφή του γενικότερου προβλήματος της μητρωικής άλγεβρας, γνωστού ως πρόβλημα υπολογισμού ιδιοτιμών και ιδιοδιανυσμάτων. Τα βήματα υπολογισμού είναι: (i) Μόρφωση και επίλυση της αλγεβρικής χαρακτηριστικής εξίσωσης υπολογισμού ιδιοτιμών, με την Εξίσωση (4.7) να προκύπτει από τον μηδενισμό της ορίζουσας [image: ], που στην περίπτωση του δευτεροβάθμιου συστήματος είναι τριώνυμο. (ii) Επίλυση της μητρωικής εξίσωσης υπολογισμού ιδιοδιανυσμάτων, σύμφωνα με την Εξίσωση (4.8).

			Παράδειγμα εφαρμογής Ι

			Να υπολογισθούν οι ιδιοπερίοδοι Τj και να σχεδιασθούν ιδιομορφές φj του διώροφου διατμητικού πλαισίου αμελητέας απόσβεσης (ξ = 0). Τα υποστυλώματα θεωρούνται αβαρή και παρουσιάζουν ροπή αδράνειας 2Ι στο ισόγειο και Ι στον όροφο. Τα ύψη των ορόφων είναι τα ίδια (h), ενώ η μάζα ισογείου είναι διπλάσια της μάζας του ορόφου.

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 4.3 Παράδειγμα εφαρμογής διώροφου πλαισίου.

			Στη διαδικασία επίλυσης, πρώτα υπολογίζεται η συνολική δυσκαμψία των αμφίπακτων υποστυλωμάτων ορόφου (εδώ ως k = 2∙12EI/h3 = 24EI/h3) και ισογείου (εδώ ως 2k = 2∙12E∙2I/h3 = 48EI/h3). Οι εξισώσεις δυναμικής ισορροπίας προκύπτουν ως:
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			όπου
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			Σύμφωνα με την Εξίσωση (4.7), οι ιδιοσυχνότητες υπολογίζονται από την Εξίσωση
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			Οι λύσεις του τριωνύμου είναι ω12 = k/2m και ω22 = 2k/m, με αντίστοιχες ιδιοπεριόδους τις
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			Οι ιδιομορφές φ1 = [image: ] και φ2 = [image: ] υπολογίζονται από την Εξίσωση (4.8). Πιο συγκεκριμένα, έχουμε για 
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			Παρατηρούμε ότι σύμφωνα και με τα σχόλια που συνοδεύουν την Εξίσωση (4.8), δεν είναι δυνατόν να προσδιορισθούν συγκεκριμένες αριθμητικές τιμές για τις συνιστώσες των ιδιομορφών, αλλά μόνον η αναλογία τους. Θέτοντας αυθαίρετα ως μοναδιαίες τις τιμές που αντιστοιχούν στη μετακίνηση του άνω ζυγώματος, φ21 = φ22 = 1.0, έχουμε πως
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			Οι ιδιομορφές αυτές δίδονται και στο Σχήμα 4.4 που ακολουθεί.
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			Σχήμα 4.4 Ιδιομορφές παραδείγματος εφαρμογής διώροφου πλαισίου.

			4.4 Αναπόσβεστη Ελεύθερη Ταλάντωση Συστήματος ν-ΒΕ 

			Οι εξισώσεις ισορροπίας που καταστρώθηκαν στο πλαίσιο της μελέτης του δευτεροβάθμιου διατμητικού πλαισίου, εύκολα επεκτείνονται και για την περίπτωση συστήματος με ν-βαθμούς ελευθερίας. Έστω το αναπόσβεστο πολυώροφο διατμητικό πλαίσιο του Σχήματος 4.5. Συγκεντρώνοντας τις μάζες των διαφραγμάτων και τις δυσκαμψίες των κατακόρυφων στοιχείων σύνδεσης κάθε στάθμης, προκύπτει το ισοδύναμο πολυβάθμιο δυναμικό σύστημα που επίσης εμφανίζεται στο Σχήμα 4.5. Εδώ πρέπει να διευκρινιστεί ότι με τον όρο kj. συμβολίζεται η συνολική δυσκαμψία των υποστυλωμάτων που συνδέουν τη στάθμη j με την αμέσως χαμηλότερη. Από τη δυναμική ισορροπία κάθε μίας μάζας ορόφου χωριστά, προκύπτει το ακόλουθο σύστημα εξισώσεων ελεύθερης ταλάντωσης: 

			[image: ]

			[image: ]

			Το σύστημα Εξισώσεων (4.9) μπορεί να διατυπωθεί σε μητρωική μορφή, σύμφωνα με την Εξίσωση (4.2), αρκεί το διάνυσμα μετακίνησης u(t) και τα μητρώα μάζας m και δυσκαμψίας k να ορισθούν ως εξής:

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 4.5 Πολυώροφο (ή ν-ώροφο) διατμητικό πλαίσιο ως πολυβάθμιος ταλαντωτής.
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			Η εφαρμογή των Εξισώσεων (4.7) και (4.8), αποδεικνύει ότι στο υπόψη σύστημα ν-ΒΕ, υπάρχουν ν ιδιοσυχνότητες ωj που αντιστοιχούν σε ν ιδιομορφές φj, για j = 1,2, .., ν. Τέλος, το μητρώο φ που προκύπτει από την παράθεση των ν ιδιομορφών φj, ονομάζεται ιδιομορφικό μητρώο και ισούται με
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			Δεδομένου ότι η τιμή της μίας συνιστώσας κάθε ιδιομορφής είναι αυθαίρετη (π.χ., μονάδα), ο υπολογισμός τους μπορεί να διευκολυνθεί ως ακολούθως.

			Έστω ωj η μία εκ των ν- ιδιοσυχνοτήτων του συστήματος, και d(ωj) το μητρώο που προκύπτει από την Εξίσωση d(ωj) = {k – ωj2 m}. Τότε η Εξίσωση (4.8) διατυπώνεται ως

			
				
					[image: ]
				

			

			Αν το πρώτο στοιχείο φ1j του διανύσματος φj τεθεί ίσο με τη μονάδα, η εφαρμογή μητρωικού διαχωρισμού στην Εξίσωση (4.12) μπορεί να διατυπωθεί ως
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			όπου daa είναι βαθμωτό μέγεθος και dab, dba, dbb, φj,b είναι τα διανύσματα ή μητρώα διαστάσεων (1,ν-1), (ν-1,1), (ν-1,ν-1), και (ν-1,1) αντίστοιχα. Σημειώνουμε πως το μηδενικό διάνυσμα [0] έχει διαστάσεις (ν-1,1). Το διάνυσμα dj,b τώρα αποτελείται από τους υπόλοιπους, μη μοναδιαίους, όρους της ιδιομορφής φj και υπολογίζεται από την Εξίσωση
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			όπου d-1 είναι το αντίστροφο του μητρώου d.

			Παράδειγμα εφαρμογής ΙΙ

			Να υπολογισθεί το ιδιομορφικό μητρώο φ και να σχεδιασθούν οι ιδιομορφές φj του τριώροφου διατμητικού πλαισίου μηδενικής απόσβεσης του Σχήματος 4.6. Τα υποστυλώματα θεωρούνται αβαρή και παρουσιάζουν σταδιακή αύξηση της ροπής αδράνειας με τιμή 4Ι στο ισόγειο, 2Ι στον πρώτο όροφο και Ι στον δεύτερο όροφο. Τα ύψη και η μάζα των ορόφων είναι τα ίδια, δηλαδή h και m, αντίστοιχα. 
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			Σχήμα 4.6 Παράδειγμα εφαρμογής τριώροφου πλαισίου.

			Η επίλυση αφορά ένα σύστημα τριών βαθμών ελευθερίας (3-ΒΕ). Η δυσκαμψία των υποστυλωμάτων του άνω ορόφου είναι: k = 2∙12EI/h3 = 24EI/h3. Θέτοντας m1 = m2 = m3 = m, και k1 = 4k, k2 = 2k, k3 = k στις Εξισώσεις (4.10), το διάνυσμα μετακίνησης και τα μητρώα μάζας και δυσκαμψίας είναι τα εξής:
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			Η χαρακτηριστική εξίσωση για τον υπολογισμό των ιδιοσυχνοτήτων προκύπτει από την Εξίσωση [image: ]. Διαιρώντας όλα τα μέλη με k και θέτοντας όπου [image: ], έχουμε:
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			Οι τρεις ρίζες της εξίσωσης είναι λ1 = 0.45, λ2 = 2.52 και λ3 = 7.03. Σε κάθε τιμή του λ αντιστοιχεί μία συχνότητα ω, οπότε οι τρεις ιδιοσυχνότητες του πολυβάθμιου συστήματος είναι οι εξής:
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			Ο υπολογισμός των ιδιομορφών προκύπτει από την Εξίσωση (4.8). Επαναλαμβάνοντας τη διαίρεση με k και τη χρήση της μεταβλητής λ, έχουμε:
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			Ακολουθώντας τη μεθοδολογία των Εξισώσεων (4.13) και (4.14), ας υποθέσουμε ότι σε κάθε περίπτωση η τιμή της ιδιομορφικής συνιστώσας του πρώτου ορόφου είναι ίση με τη μονάδα. Έχουμε δηλαδή πως φ11 = φ12 = φ13 = 1. Τότε, τα μητρώα της Εξίσωσης (4.14) είναι: 
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					Όταν λ = λ1 = 0.45, έχουμε	 [image: ]
οπότε από την Εξίσωση (4.14) προκύπτει:	
[image: ]


					Όταν λ = λ2 = 2.52, έχουμε[image: ]
οπότε από την Εξίσωση (4.14) προκύπτει:
[image: ]


					Τέλος, για λ = λ3 = 7.03, έχουμε[image: ]


			

			οπότε από την Εξίσωση (4.14) προκύπτει:
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			Το ιδιομορφικό μητρώο είναι η σύνθεση των επιμέρους ιδιομορφών (δείτε Σχήμα 4.7) σύμφωνα με την Εξίσωση (4.11) ως:
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			Σχήμα 4.7 Ιδιομορφές παραδείγματος εφαρμογής τριώροφου πλαισίου.

			4.5 Ορθογωνικότητα των Ιδιομορφών 

			Μία από τις σπουδαιότερες ιδιότητες των ιδιομορφών των πολυβάθμιων ταλαντωτών είναι η ορθογωνικότητά τους ως προς τα μητρώα μάζας m και δυσκαμψίας k. Η ιδιότητα αυτή ισχύει με την προϋπόθεση ότι τα υπόψη μητρώα είναι συμμετρικά (ή γενικότερα Hermitian) και εκφράζεται ως ακολούθως:

			
				
					[image: ]
				

			

			όπου φΤ = το ανάστροφο του μητρώου φ.

			Αποτέλεσμα της ορθογωνικότητας είναι το γεγονός ότι μπορεί να χρησιμοποιηθεί το ιδιομορφικό μητρώο φ για τον μετασχηματισμό των μητρώων μάζας m και δυσκαμψίας k, ώστε να προκύψουν διαγώνια μητρώα γενικευμένης μάζας m* και γενικευμένης δυσκαμψίας k*, μέσω του μετασχηματισμού:
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			Η χρησιμότητα του μετασχηματισμού αυτού δεν είναι ίσως άμεσα αναγνωρίσιμη όσον αφορά στο μητρώο μάζας, γιατί στους φορείς που έχουμε εξετάσει ως τώρα, το αρχικό μητρώο μάζας είναι ήδη διαγώνιο, Εξίσωση (4.10). Αυτό όμως δεν συμβαίνει στο μητρώο δυσκαμψίας της ίδιας εξίσωσης, εξ’ αιτίας της σύζευξης των εξισώσεων ισορροπίας του συστήματος. Ο μετασχηματισμός του συζευγμένου συστήματος εξισώσεων σε ένα ασύζευκτο (με διαγωνοποιημένα μητρώα) σύστημα, είναι καθοριστικός για τη μελέτη της ταλάντωσης των πολυβάθμιων ελαστικών ταλαντωτών.

			Συνδυάζοντας τις Εξισώσεις (4.8) και (4.16) αποδεικνύεται ότι η j-οστή ιδιοσυχνότητα ωj προκύπτει από τα j-οστά στοιχεία [image: ]και [image: ]των διαγώνιων γενικευμένων μητρώων m* και k* αντίστοιχα, ως:
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			Ένα δεύτερο αποτέλεσμα της ορθογωνικότητας των ιδιομορφών είναι ότι μπορούν να αποτελέσουν μία διανυσματική ορθογωνική βάση για την ανάπτυξη του διανύσματος μετακίνησης u(t) του ταλαντωτή. Με άλλα λόγια, 
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			Οι βαθμωτοί ιδιομορφικοί πολλαπλασιαστές qj αποτελούν τις γενικευμένες μεταθέσεις (ή γενικότερα αποκρίσεις), σε αντιδιαστολή με τις φυσικές μεταθέσεις uj. Με γνωστές τις ιδιομορφές φj και για δεδομένο διάνυσμα μετακίνησης u, οι γενικευμένες μεταθέσεις qj μπορούν να προσδιορισθούν πολλαπλασιάζοντας τα μέλη της Εξίσωσης (4.18) με φkT m, οπότε και προκύπτει το εξής αποτέλεσμα:

			
				
					[image: ]
				

			

			Η τελευταία ισότητα προκύπτει από την ιδιότητα της ορθογωνικότητας, Εξίσωση (4.15), η οποία έχει ως αποτέλεσμα να μηδενίζονται όλοι οι όροι του αθροίσματος εκτός εκείνου που αντιστοιχεί σε j = k. Συνεπώς έχουμε τις γενικευμένες μεταθέσεις ως 
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			όπου η παράμετρος [image: ]αποτελεί τον k-οστό όρο του διαγώνιου μητρώου της γενικευμένης μάζας m*. 

			Από τα παραπάνω προκύπτει ότι για κάθε χρονική στιγμή t, το διάνυσμα της μετακίνησης u ενός πολυβάθμιου ταλαντωτή μπορεί να εκφρασθεί ως ένας γραμμικός συνδυασμός των ιδιομορφών του με συντελεστές βαρύτητας τις γενικευμένες μεταθέσεις qj. 

			Παράδειγμα εφαρμογής ΙΙΙ

			Να αποδειχθεί η ορθογωνικότητα των ιδιομορφών του πλαισίου του Παραδείγματος Ι και να επαληθευθεί η Εξίσωση (4.17). Επίσης, εάν σε κάποια στιγμή το διάνυσμα μετακίνησης είναι 

			[image: ], να υπολογιστούν οι γενικευμένες μεταθέσεις qj, που αντιστοιχούν σε αυτό. 

			Τα μητρώα μάζας m, δυσκαμψίας k και ιδιομορφών φ, έχουν ήδη υπολογισθεί ως:

			
				
					[image: ]
				

			

			
					Η ορθογωνικότητα ως προς τα μητρώα μάζας και δυσκαμψίας ισχύει καθώς:[image: ]


					Τα στοιχεία των μητρώων γενικευμένης μάζας και δυσκαμψίας είναι:[image: ]
Συνεπώς, ω12 = 0.75k/1.5m και ω22 = 6k/3m. Οι τιμές αυτές συμπίπτουν με τα αποτελέσματα ω12 = k/2m και ω22 = 2k/m του Παραδείγματος Ι.


					Για τον υπολογισμό των γενικευμένων μεταθέσεων q1 και q2, εφαρμόζουμε την Εξίσωση (4.19). Συνεπώς, όταν k = 1 έχουμε: 
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			Με δεδομένο ότι [image: ]=1.5m, προκύπτει: q1 = 3m/1.5m = 2. ‘Οταν k = 2, έχουμε
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			Με δεδομένο ότι [image: ]=3m, προκύπτει πως q2 = -3m/3m = -1. Τελικά, όπως φαίνεται στο Σχήμα 4.8, έχουμε πως
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			Σχήμα 4.8 Επαλληλία ιδιομορφών διώροφου πλαισίου.

			4.6 Η Μέθοδος της Ιδιομορφικής Επαλληλίας 

			Η ιδιότητα της ορθογωνικότητας των ιδιομορφών αποτελεί το όχημα για τη μετάβαση από τις συζευγμένες εξισώσεις του φυσικού συστήματος συντεταγμένων, σε ασύζευκτες εξισώσεις στο γενικευμένο σύστημα συντεταγμένων. Πράγματι, ξεκινώντας από την Εξίσωση (4.3) και εφαρμόζοντας τον μετασχηματισμό της Εξίσωσης (4.18) έχουμε:
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			Αν πολλαπλασιάσουμε όλα τα μέλη της εξίσωσης επί φΤ και χρησιμοποιήσουμε την Εξίσωση (4.16), προκύπτει:
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			Εκτελώντας τους πολλαπλασιασμούς με τα διαγώνια μητρώα m* και k*, καταλήγουμε σε εξισώσεις ισορροπίας ενός συστήματος ν ασύζευκτων μονοβάθμιων ταλαντωτών της μορφής (για j = 1, …, ν): 
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			Το γεγονός ότι έχουμε καταλήξει στη μελέτη ανεξάρτητων μονοβάθμιων ταλαντωτών, καθιστά δυνατή την άντληση όλων των αποτελεσμάτων του Κεφαλαίου 2 που καλύπτουν την απόκριση μονοβάθμιων συστημάτων υπό διάφορες συνθήκες διέγερσης. Στη συγκεκριμένη περίπτωση ελεύθερης αναπόσβεστης ταλάντωσης μπορούν, για κάθε έναν από τους ν-γενικευμένους ταλαντωτές, να εφαρμοσθούν οι αντίστοιχες σχέσεις του Κεφαλαίου 2. Η εφαρμογή είναι εφικτή υπό την προϋπόθεση ότι οι αρχικές συνθήκες του φυσικού συστήματος u(0) και [image: ]θα μετασχηματισθούν στις αντίστοιχες συνθήκες του γενικευμένου συστήματος. Προς τον σκοπό αυτό μπορεί να εφαρμοσθεί η Εξίσωση (4.19) για να προκύψουν οι αρχικές συνθήκες της j-οστής γενικευμένης εξίσωσης ως:
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			Έχοντας υπολογίσει τις γενικευμένες μεταθέσεις qj(t), το διάνυσμα της φυσικής ταλάντωσης u(t) προκύπτει από την επαλληλία τους σύμφωνα με την Εξίσωση (4.18):

			
				
					[image: ]
				

			

			Καθώς η j-οστή γενικευμένη μετακίνηση αντιστοιχεί στην ταλάντωση μονοβάθμιου συστήματος με τα χαρακτηριστικά της j-οστής ιδιομορφής, η qj(t) ονομάζεται και ως η j-οστή ιδιομορφική συνιστώσα της φυσικής ταλάντωσης u(t).

			Παράδειγμα εφαρμογής ΙV

			Να υπολογιστεί το διάνυσμα μετακίνησης u(t = Τ1) πλαισίου του Παραδείγματος I, όταν αυτό εκτελεί ελεύθερη ταλάντωση. Έχουμε πως Τ1 είναι η πρώτη ιδιοπερίοδος του συστήματος, ενώ οι αρχικές συνθήκες είναι [image: ]. 

			Από τα αποτελέσματα του Παραδείγματος Ι, έχουμε: 
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			Σύμφωνα με την Εξίσωση (4.21), οι δύο γενικευμένες εξισώσεις είναι:
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			Ο μετασχηματισμός των αρχικών συνθηκών με την εφαρμογή της Εξίσωσης (4.22), διευκολύνεται από τα αποτελέσματα του Παραδείγματος ΙΙΙ. Εχουμε συνεπώς 
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			ενώ επίσης έχουμε πως [image: ]= [image: ].

			Η ελεύθερη αναπόσβεστη ταλάντωση μονοβάθμιου ταλαντωτή με αρχική μετατόπιση u0 και μηδενική αρχική ταχύτητα είναι σύμφωνα με την Εξίσωση (2.4) η εξής:
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			Συνεπώς έχουμε πως 
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			Θέτοντας όπου t = T1 και [image: ], προκύπτει:
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			Με εφαρμογή της Εξίσωσης (4.18), τελικά έχουμε:
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			4.7 Αποσβεσμένη Ελεύθερη Ταλάντωση 

			Μέχρι τώρα ασχοληθήκαμε με αναπόσβεστα πολυβάθμια συστήματα και αποδείξαμε ότι λόγω της ορθογωνικότητας των ιδιομορφών, μπορούν να μελετηθούν στα πλαίσια της θεωρίας των μονοβάθμιων ταλαντωτών, μέσω της εξίσωσης επαλληλίας (4.18). Είναι προφανές ότι αυτή η δυνατότητα θα είχε μικρή πρακτική σημασία αν δεν ήταν δυνατή η επέκτασή της στη μελέτη ρεαλιστικών συστημάτων με απόσβεση. Η απάντηση στο ερώτημα του κατά πόσο η εξίσωση ορθογωνικότητας (4.15), ως προς τα μητρώα μάζας m και δυσκαμψίας k, ισχύει και για το μητρώο απόσβεσης c, είναι στη γενική περίπτωση αρνητική. Για να συμβεί αυτό, θα πρέπει να ικανοποιείται η παρακάτω εξίσωση:
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			Μία ειδική περίπτωση κατά την οποία ικανοποιείται η παραπάνω απαίτηση είναι όταν το μητρώο απόσβεσης μπορεί να εκφραστεί ως γραμμικός συνδυασμός των μητρώων μάζας και δυσκαμψίας, δηλαδή όταν:
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			Σε αυτή την περίπτωση, η εξίσωση ορθογωνικότητας ισχύει καθώς
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			και ο μετασχηματισμός στις γενικευμένες συντεταγμένες καταλήγει σε ασύζευκτο σύστημα εξισώσεων, καθώς το μητρώο γενικευμένης απόσβεσης c* προκύπτει από τον γραμμικό συνδυασμό των διαγώνιων μητρώων m* και k* ως
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			με στοιχεία [image: ] = γm [image: ]+ γk[image: ] .

			Λόγω της εξαιρετικής σημασίας της ορθογωνικότητας, συχνά στην πράξη υιοθετείται το παραπάνω μοντέλο απόσβεσης, γνωστό ως Rayleigh damping. Έτσι, η εφαρμογή της μεθόδου της επαλληλίας επεκτείνεται και στις αποσβεσμένες ταλαντώσεις.

			Η αποσβεσμένη ελεύθερη ταλάντωση ν-βάθμιου ταλαντωτή με μητρώο απόσβεσης που ικανοποιεί την Εξίσωση (4.23), μπορεί να μελετηθεί ως ακολούθως. Η εξίσωση δυναμικής ισορροπίας σε φυσικές συντεταγμένες είναι
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			Ο μετασχηματισμός της στις γενικευμένες συντεταγμένες δίνει
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			με τυπική ιδιομορφική εξίσωση ταλάντωσης
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			όπου το ποσοστό κρίσιμης απόσβεσης της j-οστής ιδιομορφικής συνιστώσας είναι

			
				
					[image: ]
				

			

			Είναι φανερό ότι το ποσοστό κρίσιμης απόσβεσης ξj είναι, γενικά, διαφορετικό σε κάθε ιδιομορφή j. Στην πράξη, επειδή σπάνια οι συντελεστές γm και γk είναι γνωστοί και ο ακριβής υπολογισμός των ξj είναι από δύσκολος έως αδύνατος, γίνεται η παραδοχή ότι το ποσοστό κρίσιμης απόσβεσης παραμένει σταθερό σε όλες τις ιδιομορφές (π.χ., σε τιμή 5%). 

			Όπως και στην περίπτωση της αναπόσβεστης ελεύθερης ταλάντωσης, οι αρχικές συνθήκες u(0) και [image: ] θα πρέπει να μετασχηματισθούν μέσω της Εξίσωσης (4.22) στο γενικευμένο σύστημα, ώστε να είναι δυνατή η χρήση των αποτελεσμάτων της αποσβεσμένης ελεύθερης ταλάντωσης μονοβάθμιων ταλαντωτών. Μετά τον υπολογισμό της κάθε ιδιομορφικής συνιστώσας qj(t), η επιστροφή στις φυσικές συντεταγμένες γίνεται και πάλι με την εφαρμογή της εξίσωσης επαλληλίας (4.18). 

			4.8 Καταναγκασμένη Ταλάντωση 

			Η μητρωική διατύπωση των εξισώσεων ισορροπίας ενός συστήματος ν-βαθμών ελευθερίας υπό τη δράση εξωτερικού φορτίου f(t) είναι
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			Ο μετασχηματισμός σε γενικευμένες συντεταγμένες προϋποθέτει τον προσδιορισμό των ιδιοσυχνοτήτων ωj και ιδιομορφών φj με την εφαρμογή των Εξισώσεων (4.7) και (4.8) και στη συνέχεια η εφαρμογή του γνωστού ιδιομορφικού μετασχηματισμού:
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			Εδώ θα πρέπει να επισημανθεί ότι το αρχικό διάνυσμα της φυσικής διέγερσης f(t) έχει μετασχηματισθεί σε ένα διάνυσμα γενικευμένης διέγερσης f*(t). Η παραπάνω εξίσωση εμπεριέχει εξισώσεις της μορφής

			
				
					[image: ]
				

			

			Ανάλογα με τη μορφή της γενικευμένης διέγερσης [image: ] (αρμονική, σεισμική, τύπου πλήγματος), οι λύσεις της Εξίσωσης (4.32) για j = 1,2,…ν, μπορούν να υπολογισθούν είτε αναλυτικά στo πλαίσιο των Κεφαλαίων 2 και 3 αν η διέγερση έχει απλή μορφή, είτε αριθμητικά με τις μεθόδους που παρουσιάζονται στο Κεφάλαιο 8. Είναι προφανές ότι η υπολογιστική δυσκολία αυξάνει σημαντικά με την αύξηση του αριθμού των βαθμών ελευθερίας ν.

			Αξίζει στο σημείο αυτό να αναφερθεί ότι οι πρώτες ιδιομορφές (που αντιστοιχούν στις μικρότερες ιδιοσυχνότητες) έχουν ενισχυμένο ρόλο στη διαμόρφωση της συνολικής απόκρισης του συστήματος. Γι’ αυτό και η πρώτη ιδιοσυχνότητα - ιδιομορφή ονομάζεται κυρίαρχη ή θεμελιώδης. Κατά συνέπεια, ένας τρόπος μείωσης του υπολογιστικού κόστους είναι να ληφθούν υπόψη μόνο οι πλέον σημαντικοί, πρώτοι όροι της εξίσωσης επαλληλίας (4.18). Αυτό θα πρέπει να γίνεται με μεγάλη προσοχή, ιδιαίτερα σε περιπτώσεις αρμονικών διεγέρσεων ή διεγέρσεων με συγκεκριμένες κυρίαρχες συχνότητες. Η ύπαρξη πολλών ιδιοσυχνοτήτων στους πολυβάθμιους ταλαντωτές επιτρέπει την εμφάνιση φαινομένων συντονισμού σε πλήθος συχνοτήτων διέγερσης, που τυχαίνει να συμπίπτουν (ή βρίσκονται πλησίον) των ιδιοσυχνοτήτων του συστήματος. Είναι συνεπώς πιθανό η συχνότητα της διέγερσης να συμπέσει με μία ιδιοσυχνότητα η οποία είναι απομακρυσμένη από την κυρίαρχη, αλλά λόγω του συντονισμού να αποδειχθεί ιδιαίτερα σημαντική.

			Παράδειγμα εφαρμογής V

			Να υπολογιστούν οι εξισώσεις της παραμένουσας ταλάντωσης των ζυγωμάτων του πλαισίου του Παραδείγματος ΙΙ, όταν μηχάνημα εγκατεστημένο στο δεύτερο ζύγωμα επιβάλει αρμονική διέγερση της μορφής [image: ] 

			Να τεθούν ως δεδομένα m = 400 tn, k = 12∙104 kN/m, f0 = 60 kN, [image: ] = 25 rad/s, και ξ = 5% για όλες τις ιδιομορφές.

			Η διαδικασία της επίλυση ξεκινά με την αντικατάσταση των δεδομένων στα αποτελέσματα του Παραδείγματος ΙΙ: 
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			Επίσης, [image: ]= 17.32, ω1 = 11.62 rad/s, ω2 = 27.49 rad/s, ω3 = 45.93 rad/s.

			Το ιδιομορφικό μητρώο έχει υπολογιστεί ως 
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			Με δεδομένο ότι το διάνυσμα φυσικής διέγερσης είναι 
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			το αντίστοιχο διάνυσμα γενικευμένης φόρτισης f *(t) υπολογίζεται σύμφωνα με την Εξίσωση (4.31) ως εξής:
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			Το μητρώο των γενικευμένων μαζών υπολογίζεται από την Εξίσωση (4.16) και είναι 
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			Οι γενικευμένες φορτίσεις ανά μονάδα μάζας είναι οι εξής:
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			Θέτοντας ξ1 = ξ2 = ξ3 = 5%, οι ασύζευκτες γενικευμένες εξισώσεις, σύμφωνα με την Εξίσωση (4.32), προκύπτουν ως εξής:
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			Η παραμένουσα ταλάντωση του κάθε μονοβάθμιου γενικευμένου ταλαντωτή προσδιορίζεται στο πλαίσιο της Ενότητας 2.5 [image: ] ως συντελεστής δυναμικής ενίσχυσης όπως ορίζεται από την Εξίσωση (2.21), και 

			 [image: ]. Εδώ έχουμε: 
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			Οι ιδιομορφικές συνιστώσες της απόκρισης τώρα είναι:
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			Παρατηρούμε ότι το εύρος ταλάντωσης της δεύτερης ιδιομορφικής συνιστώσας q2(t) είναι σημαντικά μεγαλύτερο από το εύρος των δύο άλλων συνιστωσών, επειδή η συχνότητα της εξωτερικής διέγερσης [image: ] είναι κοντά στην δεύτερη ιδιοσυχνότητα, προκαλώντας φαινόμενα συντονισμού. Η επιστροφή στις φυσικές μεταθέσεις γίνεται με εφαρμογή της Εξίσωσης (4.18) ως u(t) = φ q(t):
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			Τελικά έχουμε
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			Η γραφική παράσταση των μόνιμων ταλαντώσεων των τριών ζυγωμάτων (πολλαπλασιασμένες επί 104), παρουσιάζεται ενδεικτικά στο Σχήμα 4.9.
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			Σχήμα 4.9 Χρονική εξέλιξη της κίνησης τριών ζυγωμάτων.

			4.9 Σεισμική Φασματική Ανάλυση με Συνδυασμό Ιδιομορφών

			Η δυναμική ανάλυση πολυβάθμιων ταλαντωτών υπό σεισμική διέγερση παρουσιάζει κάποιες ιδιαιτερότητες και διαφοροποιήσεις έναντι των λοιπών διεγέρσεων, και αξίζει να μελετηθεί ξεχωριστά. Μία πρώτη σημαντική διαφοροποίηση προέρχεται από το γεγονός ότι το διάνυσμα φόρτισης δεν είναι άμεσα διαθέσιμο, αλλά πρέπει να κατασκευασθεί με κατάλληλο μετασχηματισμό της επιτάχυνσης του εδαφικού κραδασμού, λαμβάνοντας υπόψη την κατανομή των μαζών. Η δεύτερη διαφοροποίηση, αν δεν επιλεγεί η εν χρόνω αριθμητική ανάλυση, προέρχεται από το γεγονός ότι η εφαρμογή της φασματικής ανάλυσης (Κεφάλαιο 3) στο πεδίο των γενικευμένων ταλαντώσεων, παρέχει μόνον τη μέγιστη απόκριση (μετακίνηση, ταχύτητα, επιτάχυνση, κ.λπ) και συνεπώς θα πρέπει να βρεθεί τρόπος συνδυασμού των φασματικών ιδιομορφικών συνιστωσών ώστε να προκύψουν τα αντίστοιχα μέγιστα των φυσικών ταλαντώσεων.

			Έστω το ν-ώροφο διατμητικό πλαίσιο του Σχήματος 4.10, το οποίο υπόκειται σε σεισμικό κραδασμό με εδαφική μετατόπιση ug(t). Το διάνυσμα των συνολικών μεταθέσεων ut(t), προκύπτει ως συνδυασμός του διανύσματος των σχετικών μεταθέσεων u(t) και του διανύσματος που προέρχεται από την εδαφική μετακίνηση. Θέτοντας ως {1} το μοναδιαίο διάνυσμα, οι συνολικές μεταθέσεις είναι:
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			Σε αντιστοιχία με την ανάλυση μονοβάθμιου ταλαντωτή σε εδαφικό κραδασμό, οι εξισώσεις δυναμικής ισορροπίας των μαζών κάθε στάθμης μπορούν να διατυπωθούν σε μητρωική μορφή ως
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			όπου με ag(t) συμβολίζεται η εδαφική επιτάχυνση. Από την παραπάνω εξίσωση συνεπάγεται ότι ισχύει και εδώ η ισοδυναμία μεταξύ της ταλάντωσης λόγω εδαφικού κραδασμού και ταλάντωσης σε σταθερή βάση λόγω ενός ‘ιδεατού’ ισοδύναμου διανύσματος διέγερσης fg(t), όπως φαίνεται στο Σχήμα 4.11.
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			Σχήμα 4.10 Το ν-όροφο διατμητικό πλαίσιο υπό σεισμική δράση.
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			Σχήμα 4.11 Ισοδυναμία ταλάντωσης πολυώροφων φορέων.

			Είναι σημαντικό να αναφερθεί ότι σε περίπτωση που οι δυναμικοί βαθμοί ελευθερίας ενός συστήματος δεν είναι όλοι κατά τη διεύθυνση του εδαφικού κραδασμού (π.χ., μεταθέσεις σε άλλη διεύθυνση, στροφές, κ.λπ), τότε το μοναδιαίο διάνυσμα {1} της Εξίσωσης (4.34) θα πρέπει να αντικατασταθεί με ένα διάνυσμα επιρροής δ το οποίο ταυτίζεται με την απόκριση των ανωτέρω βαθμών ελευθερίας σε μοναδιαία στατική εδαφική μετακίνηση ug = 1. Οπότε, η γενικευμένη διατύπωση του ισοδύναμου διανύσματος διέγερσης fg(t) συναρτήσει του μητρώου μάζας και της εδαφικής επιτάχυνσης, έχει τη μορφή:
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			Μετά τον προσδιορισμό του διανύσματος fg(t), το σεισμικό πρόβλημα μπορεί να αντιμετωπισθεί στο πλαίσιο της Παραγράφου 4.7. Τα βήματα υπολογισμού περιλαμβάνουν τη μόρφωση των μητρώων φυσικής μάζας m και δυσκαμψίας k, τον υπολογισμό των ιδιοσυχνοτήτων ωj και ιδιομορφών φj, τον υπολογισμό των μητρώων γενικευμένης μάζας m* και δυσκαμψίας k* καθώς και του διανύσματος γενικευμένης διέγερσης ανά μονάδα μάζας [image: ]. Λαμβάνοντας υπ’ όψη ότι το διάνυσμα γενικευμένης διέγερσης στην περίπτωση που εξετάζουμε δίνεται από την Εξίσωση (4.34), η διέγερση του j-οστού γενικευμένου μονοβάθμιου ταλαντωτή είναι:
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			Οι συντελεστές Lj ονομάζονται συντελεστές διέγερσης. Λόγω της ορθογωνικότητας των ιδιομορφών, ο j-οστός όρος [image: ] του μητρώου γενικευμένης μάζας m*, ισούται με
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			Από τον συνδυασμό των Εξισώσεων (4.32), (4.36) και (4.37) προκύπτει η εξίσωση δυναμικής ισορροπίας του τυπικού γενικευμένου μονοβάθμιου ταλαντωτή ως:
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			Ο συντελεστής Γj εκφράζει το ποσοστό της φυσικής σεισμικής διέγερσης, σε όρους επιτάχυνσης ag(t), που συμμετέχει στη διέγερση της j-οστής ιδιομορφής.

			Εάν η εδαφική κίνηση είναι γνωστή σε αναλυτική μορφή (κάτι που συμβαίνει μόνο σε περιπτώσεις οριακών προσεγγίσεων), οι γενικευμένες εξισώσεις μπορούν να λυθούν μέσω των αναλυτικών μεθόδων του Κεφαλαίου 2. Εάν η εδαφική κίνηση είναι διαθέσιμη σε ψηφιακή μορφή, οι γενικευμένες εξισώσεις λύνονται αριθμητικά μέσω των μεθόδων που παρουσιάζονται στο Κεφάλαιο 8. Στις περισσότερες όμως των περιπτώσεων, η σεισμική δράση δεν είναι γνωστή ούτε αναλυτικά ούτε ψηφιακά, αλλά προσδιορίζεται έμμεσα από το φάσμα απόκρισης (για συγκεκριμένη διέγερση) ή από το ομαλοποιημένο φάσμα σχεδιασμού που επιβάλλει το ισχύον κανονιστικό πλαίσιο.

			Έστω ότι για τη δράση ag(t) έχουμε στην διάθεσή μας το φάσμα μετατοπίσεων Sd(T,ξ). Τότε η τιμή του φάσματος που αντιστοιχεί σε ιδιοπερίοδο Τj και ποσοστό κρίσιμης απόσβεσης ξj, θα ταυτίζεται με τη μέγιστη μετακίνηση του j-οστού μονοβάθμιου γενικευμένου ταλαντωτή. Αυτό όμως ισχύει υπό την προϋπόθεση ότι η σεισμική διέγερση μεταφέρεται αναλλοίωτη στο πεδίο των γενικευμένων ταλαντώσεων. Σύμφωνα με την Εξίσωση (4.38), αυτό θα ίσχυε στην οριακή περίπτωση ιδιομορφών ‘στερεού σώματος’, που ο συντελεστής Γj ισούται με τη μονάδα. Σε διαφορετική περίπτωση, η φασματική τιμή θα πρέπει να πολλαπλασιασθεί επί τον συντελεστή αυτό. Ανάλογες τροποποιήσεις ισχύουν και για τα φάσματα ταχυτήτων Sv(T,ξ) και επιταχύνσεων Sa(T,ξ). Θα έχουμε δηλαδή:
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			όπου Sd,j, Sv,j, Sa,j είναι αντίστοιχα η μέγιστη μετακίνηση, ταχύτητα και επιτάχυνση της ιδιομορφικής συνιστώσας qj που ορίζεται από την Εξίσωση (4.38). 

			Ανάλογη είναι φυσικά και η διαδικασία όταν στην διάθεσή μας έχουμε ένα φάσμα σχεδιασμού όπως αυτό που προβλέπει ο ΕΑΚ 2003. Ο υπολογισμός των φασματικών τιμών, σε όρους επιτάχυνσης, γίνεται με απλή ‘ανάγνωση’ του φάσματος σχεδιασμού στις κατάλληλες ιδιοπεριόδους, όπως ενδεικτικά παρουσιάζεται στο Σχήμα 4.12 για τις τρεις πρώτες ιδιομορφές ενός πενταώροφου διατμητικού πλαισίου με χρήση του φάσματος σχεδιασμού του ΕΑΚ 2003 για έδαφος Α, ζώνη επικινδυνότητας ΙΙ και συντελεστή συμπεριφοράς q = 3.5. Οι φασματικές αυτές τιμές θα πρέπει εκ των υστέρων να πολλαπλασιασθούν με τους συντελεστές συμμετοχής Γj.
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			Σχήμα 4.12 Παράδειγμα χρήσης του φάσματος σχεδιασμού του ΕΑΚ 2003 για τον υπολογισμό της μέγιστης ιδιομορφικής επιτάχυνσης.

			Αφού υπολογιστούν οι ιδιομορφικές φασματικές τιμές, (σε όρους μετακίνησης, ταχύτητας ή επιτάχυνσης), το επόμενο βήμα είναι να επιχειρηθεί η εκτίμηση των αντίστοιχων μέγιστων τιμών απόκρισης στο πεδίο των φυσικών ταλαντώσεων. Στο σημείο αυτό παρουσιάζεται η δεύτερη ιδιαιτερότητα για την οποία έγινε λόγος στην αρχή της παραγράφου, γνωστή ως το πρόβλημα του συνδυασμού των φασματικών ιδιομορφικών συνιστωσών. Πιο συγκεκριμένα, σύμφωνα με την Εξίσωση (4.18) η ταλάντωση του j-οστού βαθμού ελευθερίας του πολυβάθμιου συστήματος είναι
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			όπου ujk(t) είναι η ‘συνεισφορά’ της k-οστής ιδιομορφικής συνιστώσας qk(t) στη φυσική ταλάντωση του j-οστού βαθμού ελευθερίας uj(t). Οι μέγιστες τιμές [image: ]των ‘συνεισφορών’ ujk(t) προέρχονται από τις μέγιστες (φασματικές) τιμές των qk(t) σύμφωνα με την Εξίσωση (4.39). Είναι δηλαδή
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			Εδώ είναι προφανές ότι οι φασματικές τιμές των ιδιομορφικών συνιστωσών qk δεν μπορεί να είναι ταυτόχρονες. Συνεπώς, ο συνδυασμός της Εξίσωσης (4.41) με την εξίσωση επαλληλίας (4.40) που συνδέει τις τιμές των φυσικών και γενικευμένων ταλαντώσεων στην ίδια χρονική στιγμή t, αποτελεί μία πολύ συντηρητική επιλογή για τον υπολογισμό των μεγίστων των φυσικών ταλαντώσεων. Αυτή η παρατήρηση επιβεβαιώνεται και από το Σχήμα 4.13 που ακολουθεί. Σε αυτό παρουσιάζεται η χρονοϊστορία απόκρισης u3(t) του άνω ζυγώματος ενός τριώροφου διατμητικού πλαισίου το οποίο υπόκειται σε σεισμική διέγερση, καθώς και οι τρεις ιδιομορφικές συνιστώσες (‘συνεισφορές’) u31(t), u32(t) και u33(t) που το συνθέτουν. Οπότε, για κάθε χρονική στιγμή t ισχύει: u3(t) = u31(t) + u32(t) + u33(t)
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			Σχήμα 4.13 Ιδιομορφικές συνιστώσες της ταλάντωσης τριώροφου πλαισίου.

			Παρατηρούμε ότι οι μέγιστες τιμές των συνιστωσών είναι: [image: ]= 4.91, [image: ]= 1.56 και [image: ]= 0.10 αντίστοιχα, ενώ η μέγιστη τιμή της συνολικής μετακίνησης είναι [image: ]= 5.16. Αν επιχειρήσουμε να εκτιμήσουμε τη συνολική μέγιστη μετακίνηση από τα αντίστοιχα μέγιστα των συνιστωσών, τότε η τιμή που προκύπτει από το απλό άθροισμα είναι σημαντικά μεγαλύτερη της πραγματικής, δηλαδή έχουμε
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			Ένας ορθολογικότερος τρόπος συνδυασμού είναι η χρήση της τετραγωνικής ρίζας του αθροίσματος των τετραγώνων (γνωστή ως μέθοδος επαλληλίας SRSS). Σύμφωνα με αυτόν, η εκτιμώμενη μέγιστη τιμή της μετακίνησης uj(t) είναι:
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			Πράγματι, αναφερόμενοι στο Σχήμα 4.13, η εκτίμηση της [image: ] που προκύπτει από την επαλληλία SRSS είναι πολύ κοντά στην πραγματική
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			Η μέθοδος επαλληλίας SRSS, δίνει ικανοποιητικά αποτελέσματα όταν οι ιδιομορφικές συνιστώσες είναι ασυσχέτιστες, κάτι που συνήθως ικανοποιείται όταν οι ιδιοπερίοδοι έχουν χρονική απόσταση η μία από την άλλη. Όταν όμως παρουσιάζεται συσχέτιση ιδιομορφών, είναι καταλληλότερες άλλες μέθοδοι επαλληλίας (όπως η μέθοδος CQC) η ανάπτυξη των οποίων μπορεί να αναζητηθεί στη βιβλιογραφία.

			Ένα πρόσθετο γνώρισμα της σεισμικής διέγερσης είναι ότι χαρακτηρίζεται (κατά κανόνα) από διασπορά της ισχύος της σε πολλές συχνότητες και, κατά συνέπεια, το φαινόμενο του συντονισμού είναι σπάνιο. Αυτό αναιρεί την επιφύλαξη που εκφράστηκε στην Παράγραφο 4.7 για τον χαρακτηρισμό των πρώτων ιδιομορφών ως σπουδαιότερων και κυρίαρχων στη διαμόρφωση των φυσικών ταλαντώσεων. Το γεγονός αυτό αναγνωρίζεται και από αρκετά κανονιστικά πλαίσια (και τον ΕΑΚ 2003), τα οποία επιτρέπουν τον υπολογισμό με βάση τις χαμηλότερες θεμελιώδεις ιδιομορφές και αγνοούν τις υψηλότερες ιδιομορφές, (που αντιστοιχούν σε υψηλότερες ιδιοσυχνότητες), υπό την προϋπόθεση ότι όσες συμμετέχουν θα είναι ικανές να προσεγγίσουν με ικανοποιητική ακρίβεια τη φυσική ταλάντωση.

			Ένα σύνηθες και γενικά αποδεκτό κριτήριο εξασφάλισης της προϋπόθεσης αυτής είναι η κατ’ ελάχιστον ενεργοποίηση του 90% της συνολικής φυσικής μάζας του συστήματος. Εδώ αξίζει να σημειώσουμε ότι η συνολική γενικευμένη μάζα του συστήματος, που ισούται με το άθροισμα των γενικευμένων μαζών [image: ], διαφέρει από τη συνολική φυσική μάζα του συστήματος καθώς εξαρτάται από τις αυθαίρετες τιμές των όρων φkj των ιδιομορφών φj. Για τον υπολογισμό του ποσοστού της φυσικής μάζας που ενεργοποιεί η κάθε ιδιομορφή, απαιτείται ο προσδιορισμός της ενεργού (ή δρώσας) μάζας της υπ’ όψη ιδιομορφής. Αυτή ορίζεται ως
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			όπου Lj είναι ο συντελεστής διέγερσης που ορίζεται από την Εξίσωση (4.36) και [image: ] είναι η γενικευμένη μάζα της j-οστής ιδιομορφής.

			Λόγω της ορθογωνικότητας των ιδιομορφών, είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι αν με mολ συμβολιστεί η συνολική φυσική μάζα του συστήματος, τότε, με την προϋπόθεση μοναδιαίου διανύσματος επιρροής, όπως στην Εξίσωση (4.34), ισχύει: 
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			Στο πλαίσιο αυτού του κριτηρίου, το ποσοστό συμμετοχής της j-οστής ιδιομορφής ταυτίζεται με το ποσοστό της συνολικής μάζας που ενεργοποιεί και είναι ίσο με
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			ενώ ο αριθμός k των ιδιομορφών που θα ληφθούν υπόψη ( k < ν), θεωρείται επαρκής εφ’ όσον ικανοποιείται το κριτήριο
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			Παράδειγμα εφαρμογής VI

			Το διατμητικό πλαίσιο του Παραδείγματος V μελετάται έναντι σεισμού σύμφωνα με το φάσμα σχεδιασμού του ΕΑΚ 2003 για έδαφος Α, ζώνη επικινδυνότητας ΙΙ, ποσοστό κρίσιμης απόσβεσης ξ = 5%, συντελεστή σπουδαιότητας γ1 = 1, συντελεστή θεμελίωσης θ = 1 και συντελεστή συμπεριφοράς q = 1. Να υπολογιστούν οι μέγιστες μεταθέσεις των ζυγωμάτων του, χρησιμοποιώντας τη μέθοδο επαλληλίας SRSS. Να αποδειχθεί ότι οι δύο πρώτες ιδιομορφές ικανοποιούν το κριτήριο ενεργοποίησης του 90% της μάζας και να γίνει σύγκριση των αποτελεσμάτων αν παραληφθεί η συνεισφορά της τρίτης ιδιομορφικής συνιστώσας.

			Από την επίλυση του Παραδείγματος V, έχουμε τα ακόλουθα αποτελέσματα

			ω1 = 11.62 rad/s, ω2 = 27.49 rad/s, ω3 = 45.93 rad/s

			και επομένως,

			Τ1 = 0.54 s, Τ2 = 0.23 s, Τ3 = 0.14 s

			Όπως φαίνεται και στο Σχήμα 4.12, το έδαφος Α έχει χαρακτηριστικές περιόδους 0.10s και 0.40s. Οπότε οι φασματικές τιμές που αντιστοιχούν στη δεύτερη και τρίτη ιδιοπερίοδο αντιστοιχούν στον οριζόντιο κλάδο, ενώ η φασματική τιμή της πρώτης ιδιοπεριόδου βρίσκεται στον κατιόντα κλάδο.
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			Εφόσον το μέγεθος απόκρισης που ενδιαφέρει είναι η μετακίνηση, θα πρέπει οι φασματικές επιταχύνσεις να μετατραπούν σε μετατοπίσεις. Με εφαρμογή των σχέσεων ψευδοφασμάτων έχουμε:
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			Οι συντελεστές διέγερσης Lj υπολογίζονται σύμφωνα με την Εξίσωση (4.36) ως:
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			Με δεδομένο ότι m1 = m2 = m3 = 400, και χρησιμοποιώντας τις τιμές του μητρώου ιδιομορφών

			
				
					[image: ]
				

			

			καταλήγουμε στις εξής τιμές:

			L1 = 400∙(1 + 2.77 + 5) = 3508

			L2 = 400∙(1 + 1.76 - 1.16) = 640

			L3 = 400∙(1 – 0.5 + 0.08) = 232

			Σύγκριση των Εξισώσεων (4.36) και (4.38) αναδεικνύει ότι οι συντελεστές Γj ικανοποιούν την παρακάτω σχέση :
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			Οι γενικευμένες ιδιομορφικές μάζες έχουν ήδη υπολογιστεί ως 
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			οπότε
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			Η ενεργός μάζα της κάθε ιδιομορφής προσδιορίζεται από την Εξίσωση (4.43), ως εξής:
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			Ως έλεγχο, χρησιμοποιούμε την Εξίσωση (4.44), 

			mολ = 3∙400 = 1200 » (914 + 188 + 107) = 1209

			Τα ποσοστά συμμετοχής των ιδιομορφών είναι (4.45):
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			Τα ανωτέρω ποσοστά επιβεβαιώνουν το γεγονός ότι η πρώτη (θεμελιώδης) ιδιομορφή έχει μεγάλη βαρύτητα στη διαμόρφωση της ταλάντωσης του συστήματος. Επιπλέον, παρατηρούμε ότι η παράλειψη της τρίτης ιδιομορφής είναι συμβατή με την απαίτηση της Εξίσωσης (4.46), καθώς οι πρώτες δύο ιδιομορφές ενεργοποιούν αθροιστικά πάνω από το 90% της συνολικής μάζας.

			Η Εξίσωση (4.41) επιτρέπει τον προσδιορισμό των μέγιστων τιμών [image: ]των ιδιομορφικών συνεισφορών. Λαμβάνοντας υπόψη τις δύο πρώτες ιδιομορφές, έχουμε:
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			Με εφαρμογή της μεθόδου επαλληλίας SRSS, έχουμε τελικά
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			Οι τιμές εντός των παρενθέσεων προκύπτουν αν στην επαλληλία συμπεριληφθούν και οι μέγιστες συνεισφορές της 3ης ιδιομορφής στις φυσικές ταλαντώσεις, που είναι:
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			Η σύγκριση τιμών επιβεβαιώνει ότι η παράλειψη των ανώτερων ιδιομορφών με βάση το κριτήριο ενεργοποίησης του 90% της μάζας, οδηγεί σε αξιόπιστα αποτελέσματα. 

			4.10 Παράμετροι Αντισεισμικού Σχεδιασμού

			Η αρχή της ιδιομορφικής επαλληλίας και η μέθοδος συνδυασμού των ιδιομορφικών τιμών αιχμής (SRSS) παρέχει και τη δυνατότητα υπολογισμού των εντατικών μεγεθών σχεδιασμού όπως, για παράδειγμα, η τέμνουσα και η σχετική μετατόπιση ορόφων. Σύμφωνα με την Ενότητα 3.3, η φασματική επιτάχυνση (ή συνηθέστερα η ψευδο-επιτάχυνση PSa) μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να προσδιορισθεί το ισοδύναμο στατικό φασματικό φορτίο fs, το οποίο αποδίδει τη μέγιστη μεταφορική σεισμική δύναμη που ενεργεί στην ταλαντούμενη μάζα m (δείτε Σχήμα 3.7). Στους πολυβάθμιους ταλαντωτές, το αντίστοιχο φασματικό φορτίο fs,j που δρα στη φυσική μάζα mj της στάθμης j, προέρχεται από ιδιομορφικές ‘συνεισφορές’ των επιμέρους μονοβάθμιων γενικευμένων ταλαντωτών. 

			Σε αντιστοιχία με την Εξίσωση (4.41), η συνεισφορά της ιδιομορφικής συνιστώσας qk(t) στη μέγιστη επιτάχυνση [image: ]της φυσικής επιτάχυνσης της στάθμης j, είναι
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			Σύμφωνα με την Εξίσωση (3.6), η αντίστοιχη συνεισφορά στο φασματικό φορτίο είναι
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			Η τέμνουσα βάσης Vb του φορέα ισούται με το άθροισμα των μεταφορικών σεισμικών φορτίων σε όλες τις ν στάθμες του. Συνεπώς, η k-οστή ιδιομορφική συνιστώσα της τέμνουσας βάσης είναι 
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			Η ανωτέρω Εξίσωση (4.49) μπορεί εναλλακτικά να διατυπωθεί μέσω του συνδυασμού των Εξισώσεων (4.38) και (4.43), στις οποίες ορίζονται ο συντελεστής Γk και η δρώσα μάζα [image: ]αντίστοιχα, ως εξής: 
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			Με εφαρμογή της μεθόδου SRSS για την ιδιομορφική επαλληλία, η συνολική τέμνουσα βάσης προκύπτει ως:
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			Πολλά κανονιστικά πλαίσια, μεταξύ των οποίων και ο ΕΑΚ 2003, επιτρέπουν μία προσεγγιστική καθ’ ύψος κατανομή της τέμνουσας βάσης Vb, ώστε να προκύψουν τα αντίστοιχα στατικά φασματικά φορτία fs,j στις στάθμες των ορόφων j = 1, …, ν. Σημειώνεται πως στα ασύμμετρα χωρικά κτίρια, λόγω υπαρξης των στροφικών ελευθεριών κίνησης των ορόφων, αναπτύσσονται στις στροφικές ελευθερίες των μαζών των διαφραγμάτων αδρανειακές ροπές περί τον κατακόρυφο άξονα. Οι ροπές αυτές μπορούν να προσομοιωθούν με την έκκεντρη τοποθέτηση (ως προς το κέντρο μάζας των ορόφων) του διανύσματος των οριζόντιων στατικών δυνάμεων των ορόφων, ώστε να αναπτύσσονται πάνω στις μάζες των διαφραγμάτων ροπές περί τον κατακόρυφο άξονα. Αυτό προβλέπεται και από τους σύγχρονους αντισεισμικούς κανονισμούς (π.χ., τον ΕΑΚ 2003 περί ‹ισοδύναμων στατικών εκκεντροτήτων›). Τα μεταφορικά αυτά φορτία επιτρέπουν την ισοδύναμη στατική ανάλυση του φορέα για τον υπολογισμό των εντατικών μεγεθών σχεδιασμού. Για την απλούστευση των υπολογισμών, συχνά επιτρέπεται η εκτίμηση της τέμνουσας βάσης θεωρώντας ότι η μάζα της κατασκευής mολ ταλαντώνεται στη θεμελιώδη ιδιοπερίοδο της μεταφορικής ταλάντωσης Τ. Τότε έχουμε πως 
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			όπου Φd(Τ) είναι η τιμή της φασματικής επιτάχυνσης σχεδιασμού. Η καθ’ ύψος κατανομή των σεισμικών φορτίων ακολουθεί την εξίσωση:
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			όπου:

			mj είναι η συγκεντρωμένη μάζα στη στάθμη ‘j’,

			φj είναι η συνιστώσα στη στάθμη ‘j’της θεμελιώδους ιδιομορφής,

			ν είναι ο αριθμός των ορόφων, και

			VH=0.07∙Τ∙Vo (£ 0.25∙Vo) είναι μία πρόσθετη δύναμη που εφαρμόζεται στην κορυφή του κτιρίου όταν Τ ³ 1.0 sec.

			Σε κανονικά κτίρια, για τα οποία δεν έχουμε και απότομες καθ’ ύψος μεταβολές μάζας και δυσκαμψίας, επιτρέπεται η κατανομή να γίνεται σύμφωνα με την απλούστερη σχέση
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			όπου zj η απόσταση της στάθμης ‘j’ από την βάση.

			Ένα άλλο μέγεθος απόκρισης το οποίο είναι σημαντικό στον αντισεισμικό σχεδιασμό των κτιρίων καθώς σχετίζεται και με την αναμενόμενη δομική βλάβη, είναι η μέγιστη σχετική μετακίνηση ορόφων. Σύμφωνα με την Εξίσωση (4.41), η συνεισφορά της k-οστής ιδιομορφής στη σχετική μετατόπιση της στάθμης j από τη στάθμη j-1 είναι:
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			Τέλος, η σχετική μετακίνηση σχεδιασμού της στάθμης j, δίνεται σύμφωνα με την εξίσωση που προκύπτει από εφαρμογή της μεθόδου SRSS ως
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			Παράδειγμα εφαρμογής VII

			Για το διατμητικό πλαίσιο του Παραδείγματος VI, να υπολογισθεί η τέμνουσα βάσης Vb χρησιμοποιώντας όλες τις ιδιομορφικές συνιστώσες και να διερευνηθεί το ποσοστό λάθους όταν εφαρμοσθεί η απλουστευμένη μέθοδος υπολογισμού της τέμνουσας βάσης Vo σύμφωνα με τον ΕΑΚ 2003. Επιπλέον, να συγκριθούν οι καθ’ ύψος κατανομές που προκύπτουν από τις Eξισώσεις (4.53) και (4.54). Τέλος, να εκτιμηθεί η μέγιστη σχετική μετατόπιση του τρίτου ορόφου λαμβάνοντας υπόψη τη συνεισφορά των πρώτων δύο ιδιομορφών.

			Για την επίλυση, έχουμε τα ακόλουθα δεδομένα από το Παράδειγμα VI:

			T1 = 0.54 sec, T2 = 0.23 sec, T3 = 0.14 sec

			φ11 = 1.0, φ21 = 2.77, φ31 = 5.0

			[image: ]= 914 tn, [image: ]= 188 tn, [image: ]= 107 tn, mολ = 1200 tn

			Φd(Τ1) = 4.83 m/s2, Φd(Τ2) = Φd(Τ3) = 5.89 m/s2

			[image: ]= 25.78∙10-3 m, [image: ]= 4.04∙10-3 m, [image: ]= 46.72∙10-3 m, [image: ]= -2.66∙10-3 m

			Σύμφωνα με τις Eξισώσεις (4.50) και (4.51), η τέμνουσα βάσης υπολογίζεται ως:

			Vb,1 =[image: ]Φd(Τ1) = 4415 kN, Vb,2 =[image: ]Φd(Τ2) = 1107 kN, Vb,3 =[image: ]Φd(Τ3) = 630 kN και συνολικά έχουμε Vb = [image: ]= 4595 kN

			Αν υποτεθεί ότι ολόκληρη η μάζα του συστήματος ταλαντώνεται στην πρώτη ιδιομορφή, έχουμε την απλουστευμένη εκτίμηση κατά ΕΑΚ 2003, Εξίσωση (4.52):

			
				
					[image: ]
				

			

			Παρατηρούμε ότι η απλουστευμένη εκτίμηση είναι συντηρητική, παρά τη μικρότερη φασματική επιτάχυνση της πρώτης ιδιομορφής σε εξίσωση με τις άλλες, καθώς δεν υφίσταται θέμα συνδυασμού ετερόχρονων μεγίστων. 

			Με δεδομένο ότι η θεμελιώδης ιδιοπερίοδος είναι μικρότερη του 1.0 sec, στην εφαρμογή των Εξισώσεων (4.53) και (4.54) θέτουμε VH = 0. Επίσης, καθώς οι φυσικές μάζες και τα ύψη έχουν σταθερές τιμές σε όλους τους ορόφους, τα μεγέθη αυτά απλοποιούνται στις ανωτέρω εξισώσεις. Οι παρανομαστές των λόγων είναι

			
				
					[image: ]
				

			

			οπότε, σύμφωνα με την Εξίσωση (4.53) η καθ’ ύψος κατανομή είναι:

			
				
					[image: ]
				

			

			Αντιθέτως, η κατανομή σύμφωνα με την Εξίσωση (4.54) προκύπτει ως:

			
				
					[image: ]
				

			

			Η πρώτη και δεύτερη ιδιομορφική συνιστώσα της σχετικής μετατόπισης του πάνω ορόφου είναι 

			
				
					[image: ]
				

			

			η δε εκτίμηση της συνολικής σχετικής μετακίνησης δίνεται σύμφωνα με την Εξίσωση (4.56) ως:

			
				
					[image: ]
				

			

			4.11 Γενικευμένος Μονοβάθμιος Ταλαντωτής – Πηλίκο του Rayleigh

			Σε προκαταρκτικές δυναμικές αναλύσεις πολυβάθμιων συστημάτων, είναι χρήσιμη η προσομοίωσή τους με έναν κατάλληλο γενικευμένο μονοβάθμιο ταλαντωτή του οποίου η απόκριση ψ(t) προσεγγίζει την απόκριση uj(t) του αρχικού συστήματος, σε κάποια προεπιλεγμένη στάθμη αναφοράς j. Σε συστήματα με καθ’ ύψος κατανομή ταλαντούμενων μαζών, η στάθμη αναφοράς που επιλέγεται είναι συνήθως η κορυφή του συστήματος. Η ταλάντωση των λοιπών βαθμών ελευθερίας του αρχικού ταλαντωτή συνδέεται με την γενικευμένη απόκριση ψ(t) μέσω μίας χωρικής συνάρτησης μορφής φ(z), όπου z το ύψος της κάθε στάθμης, όπως φαίνεται στο Σχήμα 4.14. Αν το συνολικό ύψος του φορέα είναι h, η συνάρτηση μορφής ισούται με τη μονάδα για ύψος z = h και έτσι φ(h) = 1.0. 

			Έστω ότι το ν-βάθμιο διατμητικό πλαίσιο με μητρώα μάζας m, απόσβεσης c και δυσκαμψίας k, υπόκειται σε διέγερση με διάνυσμα φόρτισης f(t). Η θεώρησή του ως μονοβάθμιου γενικευμένου ταλαντωτή με συνάρτηση μορφής φ(z), οδηγεί στην ακόλουθη εξίσωση δυναμικής ισορροπίας του γενικευμένου μονοβάθμιου ταλαντωτή

			
				
					[image: ]
				

			

			όπου m*, c*, k* και f* αποτελούν τη γενικευμένη μάζα, τη γενικευμένη απόσβεση, τη γενικευμένη δυσκαμψία και τη γενικευμένη διέγερση, αντίστοιχα. Αν ως φj = φ(zj) τεθεί η τιμή της συνάρτησης μορφής στη θέση της στάθμης j, εξισώνοντας την κινητική και δυναμική ενέργεια καθώς και το έργο των δυνάμεων απόσβεσης και διέγερσης, μεταξύ του αρχικού πολυβάθμιου και του γενικευμένου μονοβάθμιου συστήματος, προκύπτουν οι ακόλουθες σχέσεις:

			
				
					[image: ]
				

			

			όπου mj, cj, kj, fj είναι η μάζα, απόσβεση, δυσκαμψία και διέγερση της στάθμης j, ενώ Δφj = φj – φj-1.

			Στην περίπτωση σεισμικής διέγερσης με εδαφική επιτάχυνση ag(t), εύκολα αποδεικνύεται ότι η γενικευμένη σεισμική διέγερση προκύπτει ως:

			
				
					[image: ]
				

			

			όπου Γ* είναι γενικευμένος συντελεστής συμμετοχής.

			


			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 4.14 Θεώρηση του ν-όροφου πλαισίου ως γενικευμένου μονοβάθμιου ταλαντωτή.

			Έχοντας προσδιορίσει τη γενικευμένη μάζα m* και δυσκαμψία k*, η ιδιοσυχνότητα ω* καθώς και το ποσοστό κρίσιμης απόσβεσης ξ* του γενικευμένου ταλαντωτή δίνονται από την παρακάτω σχέση ως:

			
				
					[image: ]
				

			

			Όλοι οι παραπάνω υπολογισμοί προϋποθέτουν μία εκτίμηση της συνάρτησης μορφής φ(z). Θεωρητικά θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί οποιαδήποτε συνάρτηση που ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες του αρχικού συστήματος. Η ακρίβεια των αποτελεσμάτων όμως εξαρτάται από το κατά πόσο η συνάρτηση που επιλέγεται προσεγγίζει την πραγματική παραμόρφωση του φορέα. Τα κανονιστικά πλαίσια συνήθως περιλαμβάνουν, με άμεσο ή έμμεσο τρόπο, υποδείξεις για τις συναρτήσεις μορφής. Για παράδειγμα, σύμφωνα με τον ΕΑΚ 2003 η συνάρτηση μορφής για την απόκριση κανονικών κτιρίων μπορεί να ληφθεί ως γραμμική της μορφής φ(z)=z/h. Εναλλακτικές συναρτήσεις μορφής δίνονται στον Πίνακα 4.1, ανάλογα με την τιμή του λόγου ύψους προς πλάτος του κτιρίου h/D (Naeim, 1989).
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			Πίνακας 4.1 Προτεινόμενες συναρτήσεις μορφής για κανονικό κτίριο

			Η αρχή διατήρησης ενέργειας που χρησιμοποιήθηκε για τον υπολογισμό των παραμέτρων του γενικευμένου ταλαντωτή στην Εξίσωση (4.58) αποτελεί τη βάση και για τον προσεγγιστικό υπολογισμό της θεμελιώδους ιδιοσυχνότητας και ιδιοπεριόδου των πολυβάθμιων ταλαντωτών. Η μέθοδος αυτή αναπτύχθηκε από τον Rayleigh και καταλήγει σε έναν εκτιμητή της ιδιοσυχνότητας, γνωστό ως πηλίκο (quotient) του Rayleigh. Η σπουδαιότητα της μεθόδου έχει αναγνωρισθεί από πολλούς αντισεισμικούς κανονισμούς και έχει ενσωματωθεί στις διατάξεις τους.

			Θεωρούμε την ελεύθερη ταλάντωση του αναπόσβεστου ν-όροφου διατμητικού πλαισίου του Σχήματος 4.14 με μητρώα μάζας m και δυσκαμψίας k, υποθέτοντας ότι η συχνότητα ταλάντωσης ισούται με τη θεμελιώδη ιδιοσυχνότητα ω1. Η υπόθεση αυτή συνεπάγεται και μία μορφή ταλάντωσης φ(z), η οποία ουσιαστικά ταυτίζεται με την πρώτη ιδιομορφή φ1, με την προϋπόθεση ότι έχει κανονικοποιηθεί ώστε να προκύπτει μοναδιαία τιμή στην κορυφή. Το διάνυσμα απόκρισης u μπορεί να εκφρασθεί συναρτήσει της απόκρισης κορυφής ψ(t) ως

			
				
					[image: ]
				

			

			με ψο το εύρος της αρμονικής ταλάντωσης κορυφής. Το διάνυσμα ταχύτητας της ελεύθερης ταλάντωσης προκύπτει ως

			
				
					[image: ]
				

			

			H μέγιστη δυναμική ενέργεια ΔΕmax του συστήματος ισούται με

			
				
					[image: ]
				

			

			ενώ η μέγιστη κινητική ενέργεια ΚΕmax θα είναι ίση με

			
				
					[image: ]
				

			

			Αν εξισώσουμε τη μέγιστη δυναμική και κινητική ενέργεια, βρίσκουμε την παρακάτω εξίσωση, γνωστή ως πηλίκο του Rayleigh: 

			
				
					[image: ]
				

			

			Εδώ έχουμε πως k* και m* είναι η γενικευμένη δυσκαμψία και γενικευμένη μάζα, αντίστοιχα. Είναι προφανές ότι οι παράμετροι k*, m* και ω1 της παραπάνω εξίσωσης ταυτίζονται με τις αντίστοιχες παραμέτρους των Εξισώσεων (4.58) και (4.60). Συνεπώς, η Εξίσωση (4.65) μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την προσεγγιστική εκτίμηση της θεμελιώδους ιδιοσυχνότητας ω1, υποθέτοντας κάποιες κατάλληλες συναρτήσεις για την πρώτη ιδιομορφή του συστήματος (π.χ., Πίνακας 4.1). 

			Αναμφίβολα, η ακρίβεια της προσέγγισης εξαρτάται από την επιτυχή εκτίμηση της πρώτης ιδιομορφής φ1. Πρέπει να σημειωθεί ότι σύγκλιση με την πραγματική τιμή γίνεται εκ των άνω, καθώς οι εκτιμητές είναι πάντα μεγαλύτεροι ή ίσοι της πραγματικής τιμής. Ένας συστηματικός τρόπος που οδηγεί σε επαναληπτικές βελτιώσεις της προσέγγισης της θεμελιώδους ιδιοσυχνότητας στηρίζεται στον υπολογισμό των αδρανειακών δυνάμεων που προκύπτουν σε κάθε βήμα (και είναι ανάλογες με το τετράγωνο της ιδιοσυχνότητας). Συγκεκριμένα, αν το διάνυσμα v1,0 αποτελεί την αρχική υπόθεση για τη θεμελιώδη ιδιομορφή φ1, η εφαρμογή της Εξίσωσης (4.65) θα δώσει μία αρχική εκτίμηση της θεμελιώδους ιδιοπεριόδου ως

			
				
					[image: ]
				

			

			Το διάνυσμα των αδρανειακών δυνάμεων που αναπτύσσονται κατά την ελεύθερη ταλάντωση είναι

			
				
					[image: ]
				

			

			Εάν αγνοηθεί η χρονική μεταβολή των αδρανειακών δυνάμεων, το διάνυσμα που προκύπτει εφαρμόζεται ως στατική φόρτιση στον φορέα και προκαλεί ένα νέο διάνυσμα παραμόρφωσης v1,1. Η συνάρτηση ψ(t) κανονικοποιείται ώστε να αντιστοιχεί σε μοναδιαία μετακίνηση κορυφής. Το v1,1 μπορεί να χρησιμοποιηθεί ως βελτιωμένος εκτιμητής της θεμελιώδους ιδιομορφής, και σε συνδυασμό με την Εξίσωση (4.67) να δώσει μία καλύτερη εκτίμηση της ιδιοπεριόδου ως εξής:

			
				
					[image: ]
				

			

			Η παραπάνω διαδικασία μπορεί να επαναληφθεί για αρκετούς κύκλους, μέχρι να ελαχιστοποιηθούν οι διαφοροποιήσεις των διαδοχικών εκτιμήσεων. Επίσης, στη βιβλιογραφία αναφέρονται πλήθος τεχνικών για τον προσεγγιστικό προσδιορισμό και των υπολοίπων (πλην της θεμελιώδους) ιδιοσυχνοτήτων, αλλά η περαιτέρω ανάπτυξη της μεθόδου αυτής ξεφεύγει από τους στόχους της παρούσας ενότητας.

			Παράδειγμα εφαρμογής VIII

			Για το διατμητικό πλαίσιο του Παραδείγματος VI, να υπολογισθούν οι μέγιστες μετακινήσεις ορόφων με την μέθοδο του γενικευμένου μονοβάθμιου ταλαντωτή. Να χρησιμοποιηθούν δυο εναλλακτικές συναρτήσεις μορφής, (i) φ(z) = sin(πz/2h) και (ii) φ(z) = z/h. 

			Τα δεδομένα για την επίλυση έχουν ως εξής: Συνολικό ύψος του πλαισίου H = 3h, ενώ οι μάζες και δυσκαμψίες των ορόφων είναι αντιστοίχως

			 m1 = m2 = m3 = m = 400 tn, και k1 = 4k, k2 = 2k, k3 = k = 12∙104 kN/m

			
					Η πρώτη συνάρτηση μορφής δίνει τις ακόλουθες τιμές στις τρεις στάθμες του πλαισίου: φ1 = φ(z=h) = sin(πh/6h) = 0.5, φ2 = φ(z=2h) = sin(π2h/6h) = 0.87, φ3= 1. Με εφαρμογή της Eξίσωσης (4.58), προκύπτει:[image: ]
Από τον ΕΑΚ 2003, έχουμε 
[image: ]
Επομένως, [image: ]= 2.82∙10-2 m, [image: ]= 0.87∙[image: ]= 2.45∙10-2 m, [image: ]= 0.5∙[image: ]= 1.41∙10-2 m.


					Η δεύτερη συνάρτηση μορφής έχει τις ακόλουθες τιμές στις τρεις στάθμες:

			

			φ1 = φ(z=h) = 1/3 = 0.33, φ2 = φ(z=2h) = 2/3 = 0.67, φ3 = 1.0

			Με εφαρμογή της εξίσωσης (4.58), προκύπτει:

			m* = 400∙ (0.332 + 0.672 + 12) = 622 tn

			k* = 12∙104 [4∙0.332 + 2∙(0.67-0.33)2 + (1-0.67)2] = 93084 kN/m

			[image: ]

			Από τον ΕΑΚ 2003, έχουμε 

			[image: ]

			Επομένως[image: ]= 3.35∙10-2 m , [image: ]= 0.67∙[image: ]= 2.24∙10-2 m, [image: ]= 0.33∙[image: ]= 1.12∙10-2 m.

			Παρατηρούμε ότι η γραμμική συνάρτηση μορφής δίνει αποτελέσματα πλησιέστερα στα ακριβή αποτελέσματα του Παραδείγματος VI.

		

	
		
			Κεφάλαιο 5: Ειδικά Θέματα των Δυναμικών Συστημάτων

			5.1 Το Συνεχές Δυναμικό Σύστημα

			Ενα συνεχές δυναμικό σύστημα έχει άπειρους βαθμούς ελευθερίας, άπειρο αριθμό ιδιοσυχνοτήτων και οι ιδιομορφές του είναι συνεχείς συναρτήσεις του χώρου και όχι διανύσματα, όπως συμβαίνει με τους πολυβάθμιους ταλαντωτές που περιγράφονται με ένα πεπερασμένο αριθμό κόμβων. Οπως φαίνεται και στα Σχήματα 5.1 και 5.2 για την απλά εδραζόμενη δοκό, όλες οι κατασκευές στην πράξη είναι συνεχή δυναμικά συστήματα και οι προσομοιώσεις με πολυβάθμιους ταλαντωτές είναι προσεγγιστικές. 

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 5.1 Η απλά εδραζόμενη δοκός ως διακριτό τριτοβάθμιο δυναμικό σύστημα με τον ορισμό των ανάλογων συντελεστών ευκαμψίας.

			Στη δεύτερη περίπτωση, ορίζονται N ιδεατοί κόμβοι κατά μήκος της δοκού, επιπλέον των κόμβων που είναι απαραίτητοι για την υλοποίηση των συνθηκών στήριξης. Αρχικά, η μάζα της δοκού συμπυκνώνεται στους ιδεατούς κόμβους και απαρτίζουν το διαγώνιο μητρώο μάζας Μ. Ακολούθως, υπολογίζονται οι συντελεστές ευκαμψίας [image: ]. Αντιστρέφοντας τους συντελεστές ευκαμψίας, έχουμε τους συντελεστές δυσκαμψίας [image: ], οι οποίοι απαρτίζουν το μητρώο δυσκαμψίας Κ. Στην πρώτη περίπτωση, διατηρείται η συνεχής κατανομή μάζας και δυσκαμψίας, δείτε Σχήμα 5.2. 
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			Σχήμα 5.2 Η απλά εδραζόμενη δοκός ως συνεχές δυναμικό σύστημα με κατανεμημένη την μάζα m.

			5.1.1 Εξισώσεις Δυναμικής Ισορροπίας της Δοκού

			Οπως φαίνεται και στο διάγραμμα ελευθέρου σώματος του Σχήματος 5.2, η εξίσωση δυναμικής ισορροπίας της δοκού προκύπτει από τη στατική συνθήκη ισορροπίας με την εισαγωγή των αδρανειακών δυνάμεων ως εξής:

			
				
					[image: ]
				

			

			Έχουμε πως [image: ](σε [image: ]) είναι η δυσκαμψία της δοκού με σταθερή διατομή, [image: ](σε [image: ]) η μάζα ανά μήκος (ή ανά τρέχον μέτρο), [image: ] (σε [image: ]) το κατανεμημένο δυναμικό φορτίο και [image: ] (σε m) η βύθιση της δοκού. Παρατηρούμε πως αν αγνοηθεί η χρονική μεταβολή της φόρτισης και οι αδρανειακές δυνάμεις της δοκού, η Εξίσωση (5.1) παίρνει την κλασική μορφή για κάμψη δοκού στη στατική των κατασκευών. 

			Το ιδιομορφικό πρόβλημα ορίζεται για την περίπτωση ελεύθερης ταλάντώσης, οπότε με τη χρήση της έννοιας του διαχωρισμού των μεταβλητών του προβλήματος (separation of variables) έχουμε πως 
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			Στην παραπάνω εξίσωση, [image: ] είναι η n-ιοστή ιδιομορφή και [image: ] η αντίστοιχη χρονική συνάρτηση της ταλάντωσής της. Αντικαθιστώντας για τη βύθιση, η εξίσωση δυναμικής ισορροπίας διασπάται σε δύο ανεξάρτητες εξισώσεις, δηλαδή στις εξής:
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			Οι λύσεις για τη χρονική [image: ] και τη χωρική [image: ] μεταβολή της δυναμικής βύθισης [image: ] δίδονται παρακάτω ως 
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			όπου C, D, E, G, και H είναι σταθερές ολοκλήρωσης. Όπως και πριν, [image: ] (σε rad/s) είναι η n-ιοστή ιδιοσυχνότητα του συνεχούς δυναμικού συστήματος και [image: ] (σε 1/m) είναι ο αντίστοιχος αριθμός κύματος (wave number). Οι ιδιομορφικές ταλαντώσεις είναι θεωρητικά άπειρες, και η κάθε μία απ’ αυτές είναι αρμονικού τύπου. Οι σταθερές ολοκλήρωσης στη δεύτερη των Εξισώσεων (5.4) εξαρτώνται από τις συνοριακές συνθήκες του εκάστοτε προβλήματος και δίδονται στον Πίνακα 5.1 για τρείς βασικές περιπτώσεις, δηλαδή τον πρόβολο, τη μονόπακτη δοκό και την αμφίπακτη δοκό.
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			Πίνακας 5.1 Σταθερές ολοκλήρωσης για τις ιδιομορφές της γραμμικής δοκού.

			Μετά τη λύση του ιδιοπροβλήματος, η δυναμική απόκριση της δοκού λόγω φόρτισης [image: ] βρίσκεται όπως και στην περίπτωση πολυβάθμιων ταλαντωτών με επαλληλία όλων των ιδιομορφών ως εξής:
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			Στην απόκριση της δοκού, έχουμε πως [image: ] είναι το εύρος της n-ιοστής ιδιομορφικής ταλάντωσης (ή ιδιομορφική συντεταγμένη ή γενικευμένη συντεταγμένη) που εξαρτάται από 
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			Σχήμα 5.3 Ιδιομορφές και ιδιοσυχνότητες τεσσάρων συνεχών δοκών με διαφορετικές συνθήκες στήριξης.

			το είδος της εξωτερικής φόρτισης [image: ], καθώς και την ιδιοσυχνότητα που συνοδεύει την αντίστοιχη ιδιομορφή [image: ].

			5.1.2 Παράδειγμα Εφαρμογής Ι

			Εδώ απλώς εξετάζουμε στο Σχήμα 5.3 τις ιδιομορφές και τις ιδιοσυχνότητες για τέσσερις τυπικές περιπτώσεις, δηλαδή για την αμφιέρειστη δοκό, τον πρόβολο, την αμφίπακτη και τέλος τη μονόπακτη δοκό.

			5.2 Ελαστο-πλαστικά Δυναμικά Συστήματα

			Οταν το επίπεδο φόρτισης ξεφεύγει από τα σχετικά χαμηλά όρια που προβλέπονται στους κανονισμούς σχεδιασμού για την ομαλή λειτουργία της κατασκευής, η εντατική κατάσταση και το πεδίο των μετακινήσεων που αναπτύσσονται στα επιμέρους δομικά στοιχεία αρχίζουν να παρουσιάζουν υψηλές τιμές. Τότε, ο νόμος υλικού δεν είναι πλέον η απλή γραμμική σχέση που προσδιορίζεται από την κλίση της ευθείας στα διαγράμματα δυνάμεων-μετακινήσεων ή στα διαγράμματα τάσεων-παραμορφώσεων. Για παράδειγμα, στην περίπτωση του μονοβάθμιου ταλαντωτή, χρησιμοποιείται μία πιο γενικού τύπου συνάρτηση που δίδει τη δύναμη επαναφοράς ως R(u), αντί για το προϊόν της ελατηριακής σταθεράς επί τη μετακίνηση, δηλαδή το [image: ].

			Ο ελαστοπλαστικός νόμος υλικού αποτελεί ειδική περίπτωση των μη-γραμμικών καταστατικών νόμων, οι οποίοι περιγράφουν τη σχέση μεταξύ του τανυστή των τάσεων (που περιλαμβάνει τρείς ορθές και τρείς διατμητικές τάσεις) με τον ανάλογο τανυστή των παραμορφώσεων (που επίσης περιλαμβάνει τρείς ορθές και τρείς διατμητικές παραμορφώσεις). Οι καταστατικοί αυτοί νόμοι είναι πολύπλοκοι, καθώς αφορούν το τρισδιάστατο συνεχές υλικό και όχι τις απλές μονοδιάστατες σχέσεις μεταξύ δύναμης-μετακίνησης για τη ράβδο ή μεταξύ καμπτικής ροπής-καμπυλότητας για τη δοκό. Περισσότερες πληροφορίες για ανελαστική ανάλυση υπάρχουν στη βιβλιογραφία (π.χ., Shames and Cozzarelli, 1992). Εδώ απλώς θα δοθεί η διατύπωση του ελαστοπλαστικού νόμου μέσω ενός απλού παραδείγματος και ακολούθως θα εφαρμοσθεί για τον μονοβάθμιο ταλαντωτή.

			Παρακολουθώντας την πορεία του απλού πειράματος του Σχήματος 5.4, παρατηρούμε τον σχηματισμό μίας πλαστικής άρθρωσης στο κέντρο της αμφίπακτης δοκού καθώς αυξάνει το μέγεθος της ομοιόμορφα κατανεμημένης εξωτερικής φόρτισης p. Στο σημείο αυτό η βύθιση στο κέντρο έχει φθάσει στο ελαστικό όριο [image: ] και η δοκός αποτελείται από δύο προβόλους με κοινή άρθρωση. Ακολούθως, περαιτέρω αύξηση του φορτίου δημιουργεί δύο ταυτόχρονες αρθρώσεις στις στηρίξεις και έτσι η αρχική δοκός μετατρέπεται σε κινηματική αλυσίδα που σηματοδοτεί την κατάρρευση. Πιο συγκεκριμένα, η κατανομή της ορθής καμπτικής τάσης [image: ] καθ’ ύψος της διατομής από γραμμική γίνεται σταδιακά σταθερή, που σηματοδοτεί πλαστικοποίηση. Αυτό οδηγεί στην πλήρη οριακή τάση [image: ] κατ' ύψος της διατομής, με αποτέλεσμα να αναπτυχθεί η πλήρης πλαστική ροπή [image: ] και η διατομή να αρχίσει να διαρρέει και να μετατρέπεται σε άρθρωση. Σε άλλα πειράματα παρόμοια με αυτό του Σχήματος 5.4, η διαρκώς αυξανόμενη φόρτιση P δημιουργεί λόγω ασυμμετρίας ασύγχρονες πλαστικές αρθρώσεις στο μέσον και στα δύο άκρα της δοκού, με αποτέλεσμα το διάγραμμα αντίστασης-μετατόπισης R-y να παρουσιάζει μη- γραμμική σχέση, όπως φαίνεται στο Σχήμα 5.5.

			
				
					[image: Fig.5.2.tif]
				

			

			Σχήμα 5.4 Σταδιακή δημιουργία πλαστικών αρθρώσεων σε αμφίπακτη δοκό λόγω αύξησης της ομοιόμορφα κατανεμημένης φόρτισης μέχρι την κατάρρευση.

			
				
					[image: Fig.5.3.tif]
				

			

			Σχήμα 5.5 (a) Μη-γραμμικά μοντέλα αντίστασης-μετακίνησης για δοκούς και (b) το ιδεατό ελαστοπλαστικό μοντέλο.

			Σημειώνουμε πως παρατηρούνται τρείς βασικές περιπτώσεις καθώς η βύθιση [image: ] (συνήθως στο κέντρο της δοκού) αυξάνει χωρίς όριο: η τιμή του φορτίου παραμένει σταθερή ως [image: ] (ελαστοπλαστικός καταστατικός νόμος), συνεχίζει να αυξάνει (κράτυνση του υλικού) ή μειώνεται. Για παράδειγμα, η συνεχής αύξηση μίας έκκεντρη σημειακής φόρτισης [image: ] σε αμφιέρειστη δοκό δημιουργεί σταδιακά τις τρείς πλαστικές αρθρώσεις, ξεκινώντας από το σημείο εφαρμογής και πηγαίνοντας διαδοχικά στη μία και στην άλλη στήριξη και καταλήγοντας ξανά σε κινηματική αλυσίδα. Συνεπώς το ανάλογο διάγραμμα R-y, είναι τριγραμμικό καθώς αλλάζει η κλίση του κάθε φορά που σχηματίζεται μία πλαστική άρθρωση, και ο φορέας γίνεται ολοένα και πιο εύκαμπτος, μέχρι την τελική κατάρρευση. Τέλος, μία πιο γενική, συνεχής σχέση για το διάγραμμα καμπτικής ροπής-καμπυλότητας μίας δοκού είναι παρόμοια με την καμπύλη Β του Σχήματος 5.5(a), όπου παρατηρούμε σταδιακή και συνεχή μείωση της αντοχής της διατομής μέχρι να αναπτυχθεί η οριακή τιμή [image: ].

			5.2.1 Παράδειγμα Εφαρμογής ΙΙ

			Ο μονοβάθμιος ταλαντωτής που προσομοιώνει την απλά εδραζόμενη δοκό του Σχήματος 5.6, η οποία στηρίζει ένα δευτερεύον σύστημα με μάζα [image: ] πάνω στο οποίο ασκείται μία σταθερή στον χρόνο φόρτιση [image: ], παρουσιάζει ελαστοπλαστική συμπεριφορά υλικού. Πιο συγκεκριμένα, η δύναμη επαναφοράς είναι γραμμική μέχρι το ελαστικό όριο [image: ], πέραν του οποίου παραμένει σταθερή με τιμή [image: ]. Οι αρχικές συνθήκες είναι μηδενικές, η δε απόκριση μπορεί να διαιρεθεί σε τρία συνεχόμενα στάδια.

			Στο πρώτο στάδιο, [image: ] και συνεπώς[image: ]. Η εξίσωση κίνησης έχει τη μορφή που δίδεται από την Εξίσωση (2.1). Η απόκριση σε σταθερό φορτίο είναι επίσης γνωστή και έχει τη μορφή

			
				
					[image: ]
				

			

			όπου [image: ] είναι η ισοδύναμη στατική μετακίνηση και [image: ] είναι η συχνότητα της ταλάντωσης. Η μετακίνηση φθάνει την οριακή τιμή [image: ] στον χρόνο [image: ], οπότε και αλλάζουν τα δυναμικά χαρακτηριστικά του ταλαντωτή με τη δύναμη επαναφοράς να έχει πλέον τη σταθερή τιμή [image: ]. Η μετακίνηση και η ταχύτητα στο τέλος του πρώτου σταδίου είναι

			
				
					[image: ]
				

			

			Οι παραπάνω τιμές χρησιμεύουν ως αρχικές συνθήκες για το δεύτερο στάδιο, που ορίζεται για χρόνο [image: ]. Ο χρόνος [image: ] υπολογίζεται από τη σχέση [image: ] της Εξίσωσης (5.6), η δε νέα εξίσωση κίνησης είναι η εξής:

			
				
					[image: ]
				

			

			Η διαφορική αυτή εξίσωση εμπλέκει μόνο την επιτάχυνση και επιλύεται με δύο διαδοχικές χρονικές ολοκληρώσεις, δίνοντας την μετακίνηση ως

			
				
					[image: ]
				

			

			Η πλήρης λύση με τις αρχικές συνθήκες αυτές της Εξίσωσης (5.7) είναι η εξής:

			
				
					[image: ]
				

			

			Σημειώνουμε πως το δεύτερο στάδιο τελειώνει όταν η μετακίνηση φθάσει τη μέγιστη δυνατή τιμή [image: ] στον χρόνο [image: ]. Στο τρίτο στάδιο, που ορίζεται για χρόνο μεταγενέστερο του [image: ], ο μονοβάθμιος ταλαντωτής έχει πλαστικοποιηθεί πλήρως και απλώς εκτελεί αρμονική ταλάντωση γύρω από την ουδέτερη θέση που δίδεται από τη σχέση [image: ]. Εχουμε συνεπώς την λύση
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					[image: Fig.2.22.above.tif]
				

			

			(a)
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			(b)

			Σχήμα 5.6 Ταλαντώσεις του (a) ελαστοπλαστικού μονοβάθμιου ταλαντωτή που προσομοιώνει μία απλά εδραζόμενη δοκό με φορτίο F(t) στο κέντρο και (b) η δυναμική του απόκριση σε σταθερή φόρτιση F(t)=f1.

			Στην περίπτωση που διακοπεί η φόρτιση μετά από πάροδο χρόνου [image: ] και σταδιακά σταματήσουν οι ταλαντώσεις, ο μονοβάθμιος ταλαντωτής δεν επανέρχεται στην αρχική του θέση, αλλά έχει μία εναπομένουσα μετατόπιση που κυμαίνεται μεταξύ των ορίων [image: ]. 

			Τέλος, το Σχήμα 5.6 δείχνει τη χρονική εξέλιξη της μετακίνησης του ελαστοπλαστικού ταλαντωτή για τις εξής τιμές των παραμέτρων του προβλήματος, όπου y(t)=u(t):

			
				
					[image: ]
				

			

			5.2.2 Δείκτες Πλαστιμότητας

			Κατά τη διάρκεια της δεκαετίας του 1950 εκπονήθηκαν νομογραφήματα (Biggs, 1965) για τον ελαστοπλαστικό μονοβάθμιο ταλαντωτή που δίνουν τιμές του συντελεστή πλαστιμότητας [image: ]. Ο συντελεστής αυτός ορίζεται ως ο λόγος της μέγιστης δυναμικής προς την ελαστική απόκριση, ως συνάρτηση του λόγου της χρονικής διάρκειας (ή κάποιας άλλης χρονικής παραμέτρου) του εκάστοτε δυναμικού φορτίου προς την ιδιοπερίοδο του ταλαντωτή. Ταυτόχρονα, δίδονται και τιμές του χρόνου [image: ] κατά τον οποίο σημειώνεται η μέγιστη δυναμική μετατόπιση [image: ], ομαλοποιημένου ως προς μία χρονική παράμετρο του φορτίου. Οπως φαίνεται και στο Σχήμα 6.7 (με λογαριθμικές κλίμακες) για σταθερό φορτίο [image: ] διάρκειας [image: ], οι καμπύλες των νομογραφημάτων εξαρτώνται από τον λόγο δύο παραμέτρων, δηλαδή της μέγιστης αντίστασης του ταλαντωτή [image: ] ως προς το μέγεθος του δυναμικού φορτίου [image: ]. Παρατηρούμε πως για [image: ], η απόκριση του μονοβάθμιου ταλαντωτή παραμένει ελαστική [image: ], ανεξαρτήτως της χρονικής διάρκειας της φόρτισης. Η ευθεία [image: ] αποτελεί μία οριακή (ή διαχωριστική) ζώνη, πέραν της οποίας ο συντελεστής πλαστιμότητας αυξάνει με αυξανόμενο τον χρόνο παραμονής του φορτίου πάνω στην κατασκευή. Η περιοχή [image: ] σηματοδοτεί ενδόσιμους μονοβάθμιους ταλαντωτές με δύναμη επαναφοράς μικρότερη από το μέγεθος της φόρτισης, και υψηλές τιμές του [image: ]. Τέλος, ο χρόνος [image: ] κατά τον οποίο υλοποιείται ο δείκτης πλαστιμότητας είναι, σε γενικές γραμμές, της τάξεως του χρόνου παραμονής του φορτίου [image: ], εκτός για τις περιπτώσεις του ενδόσιμου ταλαντωτή, οπότε και το [image: ] μπορεί να είναι κατά πολύ μεγαλύτερο του [image: ]. Τέλος, στα Σχήματα 5.8 και 5.9 δίδονται παρόμοια νομογραφήματα με αυτά του Σχήματος 5.7, αλλά για φθίνουσα τριγωνική φόρτιση και για σταδιακά ανοδική φόρτιση, αντιστοίχως. 
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			(b)

			Σχήμα 5.7 (a) Συντελεστής πλαστιμότητας μ και (b) χρόνος απόκρισης tΜ μονοβάθμιου ελαστοπλαστικού ταλαντωτή υπό σταθερή φόρτιση διάρκειας td.
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			(b)

			Σχήμα 5.8 (a) Συντελεστής πλαστιμότητας μ και (b) χρόνος απόκρισης tΜ μονοβάθμιου ελαστοπλαστικού ταλαντωτή υπό φθίνουσα τριγωνική φόρτιση διάρκειας td.
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			(b)

			Σχήμα 5.9 (a) Συντελεστής πλαστιμότητας μ και (b) χρόνος απόκρισης tΜ μονοβάθμιου ελαστοπλαστικού ταλαντωτή υπό σταδιακά ανοδική φόρτιση με χρόνο ανόδου tr.

			5.3 Σεισμική Μόνωση Βάσης 

			Στις τελευταίες δεκαετίες, έχουν ερευνηθεί συστηματικά νέες τεχνολογίες για την απορόφηση της σεισμικής ενέργειας που εισάγει η κίνηση του εδάφους στην υπερκείμενη κατασκευή. Οι τεχνολογίες αυτές αφορούν πρωτίστως την εφαρμογή συστημάτων μόνωσης (seismic isolation techniques) στη βάση μίας κατασκευής, και πιο συγκεκριμένα στη διεπιφάνεια της κατασκευής με τη θεμελίωσή της. Πρακτικά, η μόνωση βάσης αλλοιώνει τα δυναμικά χαρακτηριστικά της υπερκείμενης κατασκευής καταργώντας τη μονολοθική σύνδεση των στύλων με τη θεμελίωση (π.χ., πέδιλα με συνδετήριους δοκούς, κοιτόστρωση, κ.λπ.) και ταυτόχρονα φιλτράρει το συχνοτικό περιεχόμενο της δυναμικής διέγερσης στη βάση της ανωδομής. Ως αποτέλεσμα, έχουμε μία πιο εύκαμπτη κατασκευή με αυξημένη απόσβεση, που συνήθως συνοδεύεται με ταυτόχρονη μείωση των εντατικών μεγεθών και αύξηση των κινηματικών μεγεθών που αναπτύσσονται λόγω σεισμικής διέγερσης. Μία δεύτερη κατηγορία συστημάτων απορρόφησης ενέργειας είναι οι ενεργές μέθοδοι ελέγχου της απόκρισης κατασκευών (active structural control techniques), αλλά αφορούν πρωτίστως πολυώροφα κτίρια υπό ανεμοπίεση και δεν θα σχολιασθούν περαιτέρω. 

			Η τεχνική της σεισμικής μόνωσης βάσης είναι μία σύγχρονη μέθοδος αντισεισμικής προστασίας κατασκευών, η οποία έχει αναπτυχθεί και χρησιμοποιείται εκτενώς τα τελευταία σαράντα περίπου χρόνια. Στην ευρεία χρήση της σεισμικής μόνωσης βάσης συνετέλεσε η ανάπτυξη των ελαστομερών μονωτήρων πολλαπλών στρώσεων (multi-layer elastomeric bearings), όπως αναφέρεται από τους Naeim and Kelly (1999). Οι μονωτήρες αποτελούνται από εναλλασσόμενες στρώσεις ελαστομερούς με λεπτές μεταλλικές πλάκες, και η ιδέα προέρχεται από τον διάσημο Γάλλο μηχανικό Eugene Freyssinet, ο οποίος είναι κυρίως γνωστός για την ανάπτυξη του προ-εντεταμένου σκυροδέματος και για να την ανακάλυψη του ερπυσμού στο σκυρόδεμα. Ο Freyssinet συνειδητοποίησε ότι η δυνατότητα παραλαβής κατακόρυφου φορτίου του ελαστομερούς είναι αντιστρόφως ανάλογη του πάχους του, ενώ η οριζόντια δυσκαμψία του είναι ανάλογη του πάχους του μονωτήρα. Ο συνδυασμός οριζόντιας ευκαμψίας και κατακόρυφης δυσκαμψίας άνοιξε τον δρόμο για τη χρησιμοποίηση των μονωτήρων σε πολλές εφαρμογές, μεταξύ των οποίων και η αντισεισμική προστασία των κατασκευών (Kelly and Konstantinidis, 2011). Στην κατηγορία των ελαστομερών μονωτήρων υπάγονται και οι ελαστομερείς μονωτήρες με πυρήνα μολύβδου (lead rubber bearings). Οι μονωτήρες αυτοί χρησιμοποιούν τον μόλυβδο για να αυξήσουν τη δυνατότητα απόσβεσης ενέργειας, μίας και με τη χρήση φυσικού ελαστομερούς η δυνατότητα απόσβεσης κυμαίνεται σε χαμηλά επίπεδα. Για τον ίδιο λόγο αναπτύχθηκαν και οι ελαστομερείς αποσβεστήρες υψηλής απόσβεσης (high-damping rubber bearings), οι οποίοι αυξάνουν τη δυνατότητα απόσβεσης ενέργειας με την πρόσμιξη χημικών ουσιών στο ελαστομερές. Εκτός από τους ελαστομερείς μονωτήρες, οι μονωτήρες τριβής (friction bearings) είναι αρκετά διαδεδομένοι. Οι πιο γνωστοί μονωτήρες της κατηγορίας αυτής είναι οι μονωτήρες με εκκρεμές σύστημα τριβής (friction pendulum system), οι οποίοι διαθέτουν σύστημα επαναφοράς της κατασκευής στην αρχική της θέση, καθώς και οι απλοί μονωτήρες ολίσθησης-τριβής (sliding friction bearings) που χρησιμοποιούνται συμπληρωματικά για την απόσβεση της ενέργειας, καθώς δεν διαθέτουν σύστημα επαναφοράς. Άλλη κατηγορία μονωτήρων είναι οι μονωτήρες που χρησιμοποιούν ελατήρια και διαθέτουν ταυτόχρονα οριζόντια και κατακόρυφη δυσκαμψία. Οι μονωτήρες αυτοί χρησιμοποιούνται για τρισδιάστατη μόνωση της κατασκευής (οι προηγούμενες κατηγορίες μόνωσης είναι για μέσα στο επίπεδο) αλλά επειδή τα ελατήρια δεν διαθέτουν καμία δυνατότητα απόσβεσης, χρησιμοποιούνται μαζί με αποσβεστήρες ενέργειας. Εκτός από τις τρεις παραπάνω κατηγορίες σεισμικής μόνωσης υπάρχουν και οι ακόλουθες περιπτώσεις: κυλιόμενα συστήματα (rolling systems), συστήματα ανατροπής (rocking systems) και συστήματα πασάλων σε κατασκευές που εδράζονται σε μαλακά εδάφη (sleeved-pile systems). Γενικά, τα χαρακτηριστικά που πρέπει να διέπουν ένα σύστημα σεισμικής μόνωσης είναι μεγάλη κατακόρυφη δυσκαμψία, μεγάλη οριζόντια ευκαμψία, δυνατότητα απόσβεσης ενέργειας, σύστημα επαναφοράς στην αρχική θέση καθώς και ικανοποιητική οριζόντια δυσκαμψία υπό χαμηλές συνθήκες φόρτισης, όπως για παράδειγμα η ανεμοπίεση.

			Ο μηχανισμός της σεισμικής μόνωσης βάσης βασίζεται στην ιδέα της εισαγωγής μονωτήρων μεταξύ της ανωδομής και της υποδομής, οι οποίοι όμως έχουν πολύ μικρότερη οριζόντια δυσκαμψία από ότι η κατασκευή,. Η εισαγωγή των μονωτήρων, στην ουσία αποσυνδέει την ανωδομή από τη βάση της, όπου η σεισμική δράση λαμβάνει χώρα. Η εισαγωγή της μόνωσης βάσης επιμηκύνει την περίοδο της κατασκευής (Σχήμα 5.10), μειώνοντας τις δυνάμεις που εισάγονται από τη σεισμική μετακίνηση του εδάφους, αλλά ταυτόχρονα αυξάνονται οι μετατοπίσεις (Skinner et al., 1993). Όλες οι μετακινήσεις συμβαίνουν στο επίπεδο της σεισμικής μόνωσης, οι οποίες συνοδεύονται από μικρές μετακινήσεις της ανωδομής (Chopra, 2012). Από τα παραπάνω προκύπτει η ευεργετική δράση της απόσβεσης για ένα σύστημα σεισμικής μόνωσης βάσης, καθ’ ότι μειώνει τις δυνάμεις που μεταφέρονται στην κατασκευή (Christopoulos and Filiatrault, 2006). 
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			Σχήμα 5.10 Ελαστικά φάσματα σχεδιασμού: (a) Επιταχύνσεις και (b) μετακινήσεις ως συνάρτηση της απόσβεσης του δυναμικού συστήματος.

			Στην πράξη, η οριζόντια διατμητική συμπεριφορά όλων των συστημάτων σεισμικής μόνωσης βάσης, προσομοιώνεται με τον δι-γραμμικό καταστατικό νόμο (bilinear system), (Naeim and Kelly, 1999). Οι τρείς παράμετροι που απαιτούνται για τον προσδιορισμό του δι-γραμμικού συστήματος είναι (i) η ελαστική δυσκαμψία k0, (ii) η μετελαστική δυσκαμψία k1 και (iii) η χαρακτηριστική δύναμη Q, Σχήμα 5.11. 
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			Σχήμα 5.11 Δι-γραμμικός καταστατικός νόμος για συστήματα μόνωσης βάσης.

			Η ενεργή δυσκαμψία του δι-γραμμικού συστήματος ορίζεται ως εξής:
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			όπου uy είναι η μετακίνηση διαρροής και ορίζεται ως:
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			Η επιφάνεια του υστερετικού κύκλου Wd δίνεται από τον ακόλουθο τύπο:
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			Θα πρέπει να διευκρινιστεί ότι για μονωτήρες των οποίων η διατμητική συμπεριφορά παρουσιάζει εξάρτηση από την παραμόρφωση (strain) και από την πρώτη χρονική παράγωγο της παραμόρφωσης (strain-rate), πιο λεπτομερή μοντέλα από το δι-γραμμικό σύστημα απαιτούνται για την προσομοίωση τους, όπως είναι το τρι-γραμμικό σύστημα. Τέλος, είναι σημαντικό να τονισθεί ότι τα συστήματα σεισμικής μόνωσης δεν απορροφούν τη σεισμική ενέργεια, αλλά την εκτρέπουν μέσω της δυναμικής απόκρισης του όλου συστήματος. 

			5.4 Ασύμμετρα Μητρώα με Αλλαγή των Μεταβλητών

			Κατά τη δυναμική ανάλυση κατασκευών, συχνά προκύπτει η ανάγκη επαναδιατύπωσης του προβλήματος με τη χρήση εναλλακτικών μεταβλητών από αυτές που αρχικά επιλέχθηκαν. Αυτή η αλλαγή μπορεί να οφείλεται στην αλλαγή του συστήματος συντεταγμένων (π.χ. από καρτεσιανό σε πολικό), στη μεταφορά του σημείου αναφοράς (π.χ. από το κέντρο μάζας στο κέντρο ελαστικής στροφής), στον μετασχηματισμό για την απαλοιφή της σύζευξης των εξισώσεων ταλάντωσης πολυβάθμιων συστημάτων (μετάβαση από τις φυσικές στις γενικευμένες συντεταγμένες μέσω του ιδιομορφικού μετασχηματισμού), κ.λπ. 

			Έστω ότι η αρχική διατύπωση των εξισώσεων κίνησης πολυβάθμιου συστήματος με διάνυσμα βαθμών ελευθερίας u, καταλήγει στα μητρώα μάζας και δυσκαμψίας m και k, αντίστοιχα. Η διατύπωσή του σε ένα άλλο σύστημα βαθμών ελευθερίας με διάνυσμα z το οποίο συνδέεται με το αρχικό διάνυσμα u μέσω της σχέσης:

			
				
					[image: ]
				

			

			καταλήγει σε διαφοροποιημένα μητρώα μάζας και δυσκαμψίας [image: ]και [image: ], τα οποία προκύπτουν από την αρχή διατήρησης της δυναμικής και κινητικής ενέργειας της ελεύθερης ταλάντωσης, ανεξαρτήτως της διατύπωσης που επιλέγεται.

			Από τη διατήρηση της μέγιστης δυναμικής ενέργειας ΔΕmax του συστήματος, έχουμε

			
				
					[image: ]
				

			

			όπου έγινε χρήση της ιδιότητας του ανάστροφου γινομένου μητρώων ως (e∙z)T = zT∙eT. Κατ’ αναλογία από τη διατήρηση της μέγιστης κινητικής ενέργειας ΚΕmax, έχουμε
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			Από τα παραπάνω προκύπτει ότι:
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			Αν τα αρχικά μητρώα m και k ήταν συμμετρικά, είναι ενδεχόμενο τα μετασχηματισμένα μητρώα [image: ]και [image: ] να μην διατηρούν την ιδιότητα αυτή. Αυτό θέτει σε αμφιβολία το εάν οι ιδιομορφές που προκύπτουν από τα [image: ]και [image: ] διαθέτουν την ιδιότητα της ορθογωνικότητας (δείτε Ενότητα 4.5). Επιπλέον, στην περίπτωση σεισμικής διέγερσης, το διάνυσμα επιρροής δ πιθανόν να μην είναι πλέον μοναδιαίο, π.χ., Εξισώσεις (4.34) και (4.35), και συνεπώς οι σχέσεις υπολογισμού των συντελεστών διέγερσης Lj και Γj των Εξισώσεων (4.36) και (4.38) πρέπει να τροποποιηθούν αναλόγως. Ορισμένα από τα παραπάνω προβλήματα που προκύπτουν από μία (έστω και στοιχειώδη) αλλαγή μεταβλητών, αναδεικνύονται στο Παράδειγμα που ακολουθεί.

			5.4.1 Παράδειγμα Εφαρμογής ΙΙI

			Να επαναδιατυπωθούν οι εξισώσεις ισορροπίας του διώροφου διατμητικού πλαισίου του Παραδείγματος Ι του Κεφαλαίου 4, εαν ως βαθμοί ελευθερίας επιλεγούν οι σχετικές μετατοπίσεις των ζυγωμάτων ως προς την αμέσως χαμηλότερη στάθμη. Ακολούθως, να μορφωθούν τα νέα μητρώα μάζας και δυσκαμψίας και να υπολογιστούν οι ιδιοσυχνότητες και ιδιομορφές που προκύπτουν από τη νέα διατύπωση. Να ελεγχθεί το αν ισχύει η ιδιότητα της ορθογωνικότητας των ιδιομορφών. Επίσης, για την περίπτωση σεισμικής διέγερσης, να προσδιορισθούν οι συντελεστές διέγερσης Lj και Γj.

			Σχόλιο: Οι σχετικές μετατοπίσεις αποτελούν πολύ χρήσιμα μεγέθη απόκρισης καθώς συνδέονται άμεσα: (1) με τα εντατικά μεγέθη (τέμνουσες και ροπές) των στύλων του πλαισίου και (2) με τη γωνιακή παραμόρφωση (σχετική μετατόπιση δια του ύψους ορόφου) που αποτελεί δημοφιλή δείκτη βλάβης.

			Στο Παράδειγμα Ι του Κεφαλαίου 4 είχαν επιλεγεί ως βαθμοί ελευθερίας οι μετατοπίσεις u ως προς τη βάση του πλαισίου, όπως φαίνεται στο Σχήμα 5.12 που ακολουθεί. Έστω d το διάνυσμα των σχετικών μετατοπίσεων των ορόφων, με στοιχεία 

			d2 = u2 – u1 και d1 = u1– 0 = u1

			Οι δύο αρχικές εξισώσεις ισορροπίας μετασχηματίζονται ως εξής:
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			Σχήμα 5.12 Διατμητικό πλαίσιο δύο βαθμών ελευθερίας με τους αρχικούς βαθμούς ελευθερίας.
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			Η διατύπωση (i) προκύπτει απ’ ευθείας με αντικατάσταση των d1 και d2 στις αρχικές εξισώσεις. Παρατηρούμε ότι τα προκύπτοντα μητρώα μάζας και δυσκαμψίας είναι μη-συμμετρικά. Η διατύπωση (ii) προκύπτει από την (i) αν η πρώτη εξίσωση αντικατασταθεί από το άθροισμα των εξισώσεων της (i) και αντιστοιχεί στην εξίσωση ισορροπίας των άνω 2 μαζών. Η διατύπωση (ii) αντιστοιχεί σε συμμετρικά μητρώα μάζας και δυσκαμψίας, τα οποία συμπίπτουν με αυτά που υπολογίζονται με την εφαρμογή της Εξίσωσης (5.19). Πράγματι, εδώ το διάνυσμα μετασχηματισμού e είναι:
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			Οπότε και έχουμε
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			Αν παραμείνουμε με τη διατύπωση (i), τότε τα αντίστοιχα μητρώα μάζας και δυσκαμψίας προκύπτουν ως εξής:
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			Σύμφωνα με την Εξίσωση (4.7), οι ιδιοσυχνότητες υπολογίζονται ως
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			Παρατηρούμε ότι το πολυώνυμο που προέκυψε, ταυτίζεται με αυτό του Παραδείγματος Ι του Κεφαλαίου 4. Οπότε οι ιδιοσυχνότητες παραμένουν ως ω1 = [image: ], ω2 = [image: ]. Ακολούθως, οι ιδιομορφές [image: ] και [image: ]υπολογίζονται από την Εξίσωση (4.8): 
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			Ξανά παρατηρούμε ότι οι ιδιομορφές διαφέρουν από αυτές του Παραδείγματος Ι του Κεφαλαίου 4. Θέτοντας φ21 = φ22 = 1, οι ιδιομορφές και το ιδιομορφικό μητρώο είναι 
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			Τώρα όμως, η ορθογωνικότητα ως προς το μητρώο μάζας και δυσκαμψίας δεν ισχύει, καθώς:
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			Οπότε, η ιδιομορφική επαλληλία δεν οδηγεί σε αποσύζευξη των εξισώσεων ταλάντωσης.

			Αντιθέτως, η υιοθέτηση της διατύπωσης (ii) παρόλο που διατηρεί τις ιδιοσυχνότητες και ιδιομορφές της διατύπωσης (i), από την οποία και προέρχεται, εν τούτοις διαθέτει την εξαιρετικά χρήσιμη ιδιότητα της ορθογωνικότητας των ιδιομορφών. Πράγματι, η οριζουσιακή εξίσωση παραμένει αμετάβλητη: 
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			ενώ οι ιδιομορφές προκύπτουν και πάλι ως

			
				
					[image: ]
				

			

			και άρα
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			Ο έλεγχος της ορθογωνικότητας τώρα ικανοποιείται και έχουμε 
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			Σε περίπτωση σεισμικής διέγερσης με εδαφική επιτάχυνση ag(t), τα ισοδύναμα σεισμικά φορτία που αναπτύσσονται στις μάζες των ζυγωμάτων είναι από την Εξίσωση (4.34) 
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			Δεδομένου ότι στην υπό εξέταση διατύπωση (ii), ο πρώτος όρος αναφέρεται στις σεισμικές δυνάμεις του αθροίσματος των μαζών, το διάνυσμα διέγερσης είναι:
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			Το ανωτέρω διάνυσμα δεν μπορεί πλεον να εκφρασθεί με τον συμβατικό τρόπο (μοναδιαίο διάνυσμα επιρροής) 
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			συναρτήσει του τροποποιημένου μητρώου μάζας [image: ]. Εδώ, απαιτείται η εφαρμογή της Εξίσωσης (4.35) με διάνυσμα επιρροής το [image: ]
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			Το διάνυσμα γενικευμένου φορτίου είναι τώρα
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			Παρατηρούμε ότι η εναλλακτική διατύπωση καταλήγει σε συντελεστές διέγερσης L1 = 4m και L2 = -0.5m. Τέλος, το γενικευμένο μητρώο μάζας προκύπτει ως
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			Οπότε και οι συντελεστές Γ1 και Γ2 είναι οι εξής
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			Η παραπάνω εφαρμογή καταδεικνύει το γεγονώς πως η διατύπωση της δυναμικής ισορροπίας ενός φορέα εξαρτάται από την επιλογή του συστήματος συντεταγμένων. Η επίλυση φυσικά δίδει τα ίδια εντατικά και κινηματικά μεγέθη για τον φορέα, ασχέτως της αρχικής επιλογής του συστήματος συντετεγμένων.

		

	
		
			Κεφάλαιο 6: Δυναμική Αλληλεπίδραση Εδάφους-Κατασκευής

			6.1 Εισαγωγή

			Στην ενότητα αυτή αναλύεται το φαινόμενο της δυναμικής αλληλεπίδρασης εδάφους-κατασκευής (ΔΑΕΚ), καθώς και οι επιπτώσεις του στην ανωδομή. Μετά από μία γενική παρουσίαση του φαινομένου, δίδεται το μαθηματικό υπόβαθρο για την προσομοίωση του. Σημειώνουμε πως ο πλέον ορθολογικός τρόπος σήμερα για την επίλυση πολύπλοκων, ρεαλιστικών προβλημάτων ΔΑΕΚ θεωρείται ο συνδυασμός της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων (ΜΠΣ) για την ανωδομή (Wilson, 2002; Wolf and Song, 1996) με τη μέθοδο των συνοριακών στοιχείων (ΜΣΣ) για το περιβάλλον έδαφος και τη θεμελίωση (Manolis and Beskos, 1988; Manolis and Davies, 1994). Ακολούθως, εξετάζεται η επιρροή του φαινομένου αυτού πάνω στη δυναμική συμπεριφορά της ανωδομής με βάση τα αναλυτικά μοντέλα. Τέλος, γίνεται μία σύντομη αναφορά στις διατάξεις του αντισεισμικού κώδικα για τη ΔΑΕΚ και πως αυτές σχετίζονται με την πράξη. Στο Σχήμα 6.1 φαίνεται η διάσπαση του σύνθετου αυτού προβλήματος στις τέσσερις βασικές του συνιστώσες, δηλαδή τη φόρτιση, το έδαφος με τη θεμελίωση και την κατασκευή.

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 6.1 Το προβλήμα δυναμικής αλληλεπίδρασης εδάφους-κατασκευής: (α) η σεισμική κίνηση, (β) το έδαφος, (γ) η εκσκαφή για τη θεμελίωση, (δ) η κατασκευή με τη θεμελίωση και (ε) η σύνθεση του προβλήματος.

			6.2 Διατύπωση του Προβλήματος 

			Σύμφωνα με τον συμβατικό τρόπο προσδιορισμού της απόκρισης των κατασκευών σε δυναμικά φορτία, υποθέτουμε ότι το έδαφος παραμένει απαραμόρφωτο. Η πιο απλή παραδοχή για τη φόρτιση σε προβλήματα ΔΑΕΚ αφορά στις σεισμικές μετακινήσεις στη βάση της κατασκευής που προέρχονται από διατμητικά κύματα με οριζόντια πόλωση (horizontally polarized shear or SH waves), διαδίδονται κατακόρυφα και δημιουργούν εδαφική ταλάντωση στην οριζόντια διεύθυνση. Στην πραγματικότητα όμως το έδαφος υφίσταται παραμορφώσεις, και όταν η σχετική ευκαμψία εδάφους προς κατασκευή είναι σημαντική, έχουμε την εμφάνιση του φαινομένου της δυναμικής αλληλεπίδρασης εδάφους-κατασκευής (dynamic soil-structure interaction ή απλώς SSI). Το πρόβλημα τώρα συνίσταται στον προσδιορισμό των τάσεων και παραμορφώσεων που δημιουργούνται στην κοινή επιφάνεια επαφής (ή διεπιφάνεια) εδάφους-κατασκευής, όπως φαίνεται και στο Σχήμα 6.1. Αυτές οι τάσεις επαφής αλλοιώνουν την κίνηση της ανωδομής και ταυτόχρονα δημιουργούν παραμορφώσεις στο έδαφος γύρω από τη θεμελίωση, που με τη σειρά τους επηρεάζουν τη συνολική δυναμική συμπεριφορά του συστήματος. Επιπλέον, η ενδοσιμότητα του εδάφους επιβάλλει τη χρήση σύνθετων, ρεαλιστικών μοντέλων σεισμικών διαταράξεων που περιλαμβάνουν ελαστικά κύματα πίεσης (pressure or P-waves) και διάτμησης (shear or S-waves) με τυχαία διεύθυνση διάδοσης, καθώς και επιφανειακά κύματα τύπου Rayleigh και Love. Περιπτώσεις όπως τα υψηλά κτίρια θεμελιωμένα σε σχετικά ενδόσιμο έδαφος, οι εκτεταμένες θεμελιώσεις γενικής κοιτόστρωσης, οι γέφυρες σε πολλαπλά βάθρα, κ.λπ, παρουσιάζουν έντονo το φαινόμενο ΔΑΕΚ που δεν μπορεί να αγνοηθεί. Φυσικά, υπάρχουν πολλές περιπτώσεις όπου οι παραμορφώσεις του εδάφους μπορεί να είναι αμελητέες συγκρινόμενες μ’ αυτές της κατασκευής, και σε σχέση με τις αβεβαιότητες που υπάρχουν στην όλη διαδικασία προσδιορισμού τους. Τότε, η παραδοχή πως το έδαφος παραμένει απαραμόρφωτο κρίνεται ικανοποιητική. 

			Για να μελετηθεί με ρεαλιστικό τρόπο το φαινόμενο αλληλεπίδρασης εδάφους-κατασκευής, πρέπει να ληφθούν υπ’ όψη πολλοί παράγοντες. Οσον αφορά τη γεωμετρία, ο τρισδιάστατος χαρακτήρας του προβλήματος καθώς και το σχήμα και η διάταξη των γειτονικών κατασκευών είναι μερικές από τις παραμέτρους που παίζουν σημαντικό ρόλο. Επιπλέον, η μηχανική συμπεριφορά του συστήματος εδάφους-κατασκευής θα πρέπει να προσομοιώνεται με λεπτομέρεια, όπως π.χ., η ενδεχόμενη μη-γραμμική σχέση τάσεων και παραμορφώσεων για τα υλικά, η στρωματική διάταξη του εδάφους, η ασυνέχεια των τάσεων σαν αποτέλεσμα μερικής απώλειας της επαφής μεταξύ θεμελίων και εδάφους, κ.λπ. Η ΔΑΕΚ έχει μελετηθεί κυρίως με την προϋπόθεση γραμμικής συμπεριφοράς του όλου συστήματος, διότι οι μη-γραμμικές αναλύσεις χαρακτηρίζονται από μεγάλη πολυπλοκότητα και υψηλό υπολογιστικό κόστος. Σε πολλές περιπτώσεις γίνεται χρήση ισοδυνάμων γραμμικών, επαναληπτικών μεθόδων ανάλυσης ως πρώτη προσέγγιση της μη-γραμμικής συμπεριφοράς του συστήματος.

			Από τις πρώτες εργασίες πάνω στο θέμα της δυναμικής αλληλεπίδρασης εδάφους-κατασκευής αναφέρουμε το βιβλίο των Richart et al. (1970). Ακολούθησαν αρκετές δημοσιεύσεις την επόμενη εικοσαετία, ως επί το πλείστον για γραμμική συμπεριφορά των διαφόρων προβλημάτων ΔΑΕΚ, και σε μικρότερο ποσοστό για τις μη-γραμμικές περιπτώσεις. Μία γενική σύνοψη της ερευνητικής προσπάθειας πάνω στο θέμα αυτό μπορεί να βρεθεί στο εγχειρίδιο του Johnson (1981). Πιο πρόσφατα, έχουμε το βιβλίο του Wolf (1994) με πολλές λεπτομέρειες για τις ελατηριακές σταθερές που μπορούν να χρησιμοποιηθούν για την προσομοίωση του συστήματος εδάφους-θεμελίωσης ως ένας πολυβάθμιος ταλαντωτής. Η ελληνική βιβλιογραφία είναι σχετικά περιορισμένη στον τομέα αυτό και εδώ απλώς αναφέρουμε τα άρθρα των Πρωτονοτάριου (1978) και Γκαζέτα (1978) που δίδουν τη βασική διατύπωση της ΔΑΕΚ, του Μπέσκου (1987) που περιέχει μία εκτεταμένη βιβλιογραφική αναφορά και τέλος των Καρακώστα και Μανώλη (1998) για τη θεώρηση του εδάφους ως στοχαστικό μέσο. Επιπλέον, οι πρώτες σχετικές διατάξεις που αφορούν τη ΔΑΕΚ εμφανίζονται στον Αμερικανικό αντισεισμικό κώδικα ATC 3-06 (1978). Η διεθνής βιβλιογραφία είναι πλέον πολύ πλούσια (Naim, 1989; Lee et al., 2002; Villaverde, 2009), και έχουν δημοσιευθεί πολλά ερευνητικού τύπου άρθρα για το φαινόμενο αλληλεπίδρασης, αλλά για πρακτικούς λόγους δεν μπορεί να γίνει εδώ μία πλήρης αναφορά.

			6.2.1 Κινηματική και Αδρανειακή Αλληλεπίδραση

			Οταν η κίνηση ενός σημείου της διεπιφάνειας εδάφους-κατασκευής διαφέρει από την κίνηση που θα υλοποιείτο στο ίδιο σημείο αν δεν υπήρχε η ανωδομή (κατασκευή συν θεμελίωση), που αναφέρεται ως κίνηση ελεύθερου πεδίου (free-field motion) στο Σχήμα 6.2(α), τότε εμφανίζεται το φαινόμενο της δυναμικής αλληλεπίδρασης. Εάν η μηχανική συμπεριφορά του συστήματος παραμένει γραμμική, τότε η ΔΑΕΚ διασπάται στα εξής τρία διακριτά στάδια:

			
					Κινηματική αλληλεπίδραση (kinematic interaction), που αφορά τον προσδιορισμό της σεισμικής κίνησης στη βάση της θεμελίωσης, για την οποία υποθέτουμε ότι έχει δυσκαμψία αλλά στερείται μάζας, δείτε Σχήμα 6.2(β). Εδώ ταυτόχρονα υπολογίζεται και η δυναμική δυσκαμψία του εδαφικού στρώματος κάτω από τη διεπιφάνεια που παίρνει τη μορφή ελατηριακών σταθερών, όπως φαίνεται στο Σχήμα 6.2(ε).

					Αδρανειακή αλληλεπίδραση (inertial interaction), που αφορά τον προσδιορισμό της απόκρισης στη βάση της θεμελίωσης στις αδρανειακές δυνάμεις που προκύπτουν από τις επιταχύνσεις του πρώτου βήματος, δείτε Σχήμα 6.2(δ). 

					Προσδιορισμός της εντατικής και κινηματικής κατάστασης στην ανωδομή, μετά τον υπολογισμό των δυνάμεων και μετακινήσεων στη διεπιφάνεια, Σχήμα 6.2(γ).

			

			Στο πλαίσιο της σεισμικής ανάλυσης υποθέτουμε ότι η θεμελίωση είναι άκαμπτη σε σχέση με το έδαφος. Συνεπώς, η ανωδομή δεν χρησιμοποιείται στη λύση του πρώτου βήματος, αλλά μόνο η γεωμετρία της θεμελίωσης. Οπως αναφέρθηκε και πρίν, το πρώτο βήμα έχει και ένα δεύτερο σκέλος όπου προσδιορίζεται η δυναμική δυσκαμψία του εδάφους 
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			Σχήμα 6.2 Διάσπαση του προβλήματος δυναμικής αλληλεπίδρασης για άκαμπτη θεμελίωση σε πέντε διακριτά στάδια: (α) Κίνηση ελεύθερου πεδίου, (β) κίνηση στη βάση της θεμελίωσης, (γ) δυνάμεις στη βάση της κατασκευής, (δ) ) δυναμική ισορροπία της θεμελίωσης και (ε) ενδοσιμότητα του εδάφους.

			μείον την εκσκαφή που αντιστοιχεί στη θεμελίωση. Αυτή η δυναμική δυσκαμψία κατά κανόνα προσομοιώνεται με τη μορφή ελατηρίων (Veletsos and Wei, 1971; Veletsos and Meek, 1974). Εξετάζοντας πιο λεπτομερώς τα επιμέρους στάδια της ΔΑΕΚ, σημειώνουμε πως η κινηματική αλληλεπίδραση είναι στην ουσία πρόβλημα διάθλασης και σκέδασης σεισμικών κυμάτων (wave diffraction and scattering), πού αποτελέι ένα βασικό πρόβλημα της ελαστοδυναμικής (Achenbach, 1973; Graff, 1975; Miklowitz, 1978). Εδώ προσδιορίζεται η επίδραση της παρουσίας της κατασκευής πάνω στη σεισμική διατάραξη με επαλληλία κυμάτων, που αφ’ ενός προσπίπτουν στη θεμελίωση και αφ’ ετέρου ανακλώνται από αυτή, ώστε να αναπαράγεται η συνολική σεισμική κίνηση. Μόνο στην περίπτωση που η θεμελίωση είναι επιφανειακή και ο σεισμός αποτελείται από διατμητικά κύματα με οριζόντια πόλωση, δεν παρατηρείται διάθλαση κυμάτων. Το αποτέλεσμα της τυχαίας πρόσπτωσης των σεισμικών κυμάτων είναι πως η κίνηση κατά μήκος της διεπιφάνειας παρουσιάζει διαφορά φάσης, δίδοντας ανομοιόμορφη κατανομή των παραμορφώσεων κάτω από τη θεμελίωση. Συνεπώς η θεμελίωση εκτελεί ταυτόχρονα μεταφορικές και στροφικές κινήσεις. Μελέτες για βαθειές θεμελιώσεις κατέδειξαν ότι ο εγκιβωτισμός μειώνει γενικά την απόκριση στη διεπιφάνεια εδάφους-θεμελίου σε σχέση με την επιφανειακή κίνηση του ελεύθερου πεδίου, αλλά ταυτόχρονα προκαλεί στροφή της θεμελίωσης περί τον οριζόντιο άξονα. Ο βαθμός της μείωσης αυτής εξαρτάται από τη συχνότητα και τη γωνία πρόσπτωσης των σεισμικών κυμάτων. Οι Kausel et. al. (1978) έχουν διατυπώσει διάφορους προσεγγιστικούς τύπους για τον προσδιορισμό της ελάττωσης της σεισμικής έντασης και τον βαθμό στροφής των βαθέων θεμελιώσεων. Οσον αφορά το στάδιο της αδρανειακής αλληλεπίδρασης, αυτό συνίσταται στον προσδιορισμό της εξίσωσης κίνησης του συστήματος ανωδομής-θεμελίωσης που προκαλείται από τις αδρανειακές δυνάμεις που δρουν πάνω στην κατασκευή. Η αδρανειακή αλληλεπίδραση υπολογίζεται είτε σε ένα βήμα, ταυτόχρονα για την κατασκευή και το έδαφος, που θεωρούνται σαν συζευγμένο σύστημα (direct approach), είτε σε δύο βήματα, με τη βοήθεια της μεθόδου των υποκατασκευών (method of substructures). 

			Οπως αναφέρθηκε και προηγουμένως, για άκαμπτη θεμελίωση, ένα βασικό υπο-πρόβλημα της ΔΑΕΚ είναι ο προσδιορισμός της δυναμικής δυσκαμψίας του εδάφους. Στην πιο γενική του μορφή, το μητρώο δυναμικής δυσκαμψίας του εδάφους μείον τη θεμελίωση πρέπει να υπολογισθεί σε όλες τις περιπτώσεις μετατόπισης σε τρείς διαστάσεις, που είναι συνολικά έξι, δηλαδή δύο οριζόντιες και μία κατακόρυφη μετακίνηση, δύο στροφές ως προς τους οριζόντιους άξονες και μία στρέψη ως προς τον κατακόρυφο άξονα. Το μητρώο δυναμικής δυσκαμψίας έχει προσδιορισθεί αναλυτικά και αριθμητικά στη βιβλιογραφία για μία σειρά άκαμπτων θεμελίων (κυκλικά, ορθογωνικά, επιφανειακά ή εγκιβωτισμένα) και για ελαστικό ή ιξώδες ελαστικό εδαφικό υλικό, είτε ομοιογενές είτε με οριζόντιες στρώσεις. Οταν το εδαφικό υλικό προσομοιώνεται ως ελαστικός ημίχωρος (elastic half-space), έχουμε απόσβεση ενέργειας λόγω ακτινοβολίας (radiation damping) των σεισμικών κυμάτων προς διεύθυνση εξωτερική της ευρύτερης περιοχής της κατασκευής, ενώ για το ιξώδες ελαστικό μέσο έχουμε επιπλέον την απόσβεση λόγω του υλικού (material damping). Οι συντελεστές δυσκαμψίας των θεμελίων είναι συναρτήσεις της συχνότητας, αλλά υπάρχουν αρκετές προσεγγίσεις όπου εμφανίζονται ανεξάρτητες από αυτή.

			Ως ένα απλό παράδειγμα της ΔΑΕΚ, θεωρούμε τον πρόβολο του Σχήματος 6.3, που προσομοιώνει μία συνήθη μονώροφη πλαισιακή κατασκευή με δυσκαμψία [image: ] και μάζα [image: ] πάνω σε άκαμπτη κυκλική θεμελίωση ακτίνας α. Το όλο σύστημα στηρίζεται στην επιφάνεια του ελαστικού ημιχώρου, που έχει αντικατασταθεί με ένα οριζόντιο [image: ] και ένα στροφικό [image: ] ελατήριο. Η κίνηση ελεύθερου πεδίου στην επιφάνεια του εδάφους είναι μία απλή αρμονική οριζόντια ταλάντωση διατμητικών κυμάτων με περίοδο [image: ] και εύρος επιταχύνσεων [image: ]. Εδώ το πρόβλημα απλοποιείται σε καθαρά αδρανειακή αλληλεπίδραση. Η κατασκευή, που έχει έναν μόνο βαθμό ελευθερίας κίνησης [image: ] όταν είναι πακτωμένη σε άκαμπτη βραχόμαζα, παρουσιάζει τρείς βαθμούς ελευθερίας [image: ] όταν θεμελιώνεται σε ενδόσιμο έδαφος. Αποτελέσματα δυναμικών αναλύσεων για αυτό το συζευγμένο τρι-βάθμιο δυναμικό σύστημα έχουν δοθεί στο παρελθόν στη βιβλιογραφία (Johnson, 1981). 
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			Σχήμα 6.3 Προσομοίωμα μονώροφης πλαισιακής κατασκευής σε εύκαμπτο έδαφος υπό σεισμική διέγερση στη βάση με έναν τρι-βάθμιο ταλαντωτή.

			Για παράδειγμα, το Σχήμα 6.3 παρουσιάζει τα ομαλοποιημένα φάσματα ανάλυσης από την εργασία των Veletsos and Meek (1974) για τη διατμητική δύναμη Q στη βάση της κατασκευής (προσομοίωση ως πρόβολος). Ως παράμετρος σχετικής δυσκαμψίας εδάφους-κατασκευής ορίζεται η στροφή [image: ], όπου [image: ] είναι το ύψος της κατασκευής, [image: ] είναι η ταχύτητα διάδοσης των εγκάρσιων σεισμικών κυμάτων και [image: ]είναι η ιδιοπερίοδος υπό συνθήκες πάκτωσης. Σημειώνουμε πως η τιμή [image: ] αντιστοιχεί σε κατασκευή πάνω σε άκαμπτο έδαφος. Μία σύγκριση των αποτελεσμάτων στο Σχήμα 6.3 καταδεικνύει πως η επίδραση της αδρανειακής αλληλεπίδρασης συνίσταται στη μετατόπιση του φάσματος απόκρισης προς τα δεξιά και πάνω για υψηλώροφες κατασκευές [image: ] ή προς τα δεξιά και κάτω για χαμηλώροφες κατασκευές [image: ]. Επίσης, ν είναι ο λόγος δυσκαμψίας εδάφους προς τη δυσκαμψία της κατασκευής. Οι παραπάνω αλλαγές ερμηνεύονται ως μείωση της ιδιοπεριόδου του συστήματος (σε σχέση με την αρχική τιμή για άκαμπτο έδαφος), αύξηση της διάτμησης Q για υψηλόρωφες κατασκευές και μείωση της διάτμησης Q για χαμηλόρωφες κατασκευές. Επειδή οι σχετικές διατάξεις του αντισεισμικού κώδικα ATC-30-6 του 1978 βασίζονται σε μελέτες όπως η παραπάνω των Veletsos and Meek (1974), θα επανέλθουμε στο θέμα αυτό στην Ενότητα 6.4.
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			Σχήμα 6.4 Ομολοποιημένα φάσματα απόκρισης για διάτμηση [image: ] σε κατασκευή ως συνάρτηση του λόγου της ιδιοπεριόδου εδάφους προς ιδιοπερίοδο κατασκευής υπό συνθήκες πάκτωσης: (α) εύκαμπτη και (β) δύσκαμπτη παραλλαγή της κατασκευής.

			6.3 Αριθμητικές Μέθοδοι Ανάλυσης

			H αριθμητική ανάλυση των φαινομένων αλληλεπίδρασης ξεκινά με τον προσδιορισμού της δυναμικής δυσκαμψίας θεμελιώσεων διαφόρων γεωμετρικών σχημάτων στο πεδίο των συχνοτήτων. Αυτό γίνεται πρωτίστως με τη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων (Wolf and Song, 1996; Wilson, 2002), που ταυτόχρονα χρησιμοποιείται για την επίλυση του προβλήματος της κινηματικής αλληλεπίδρασης. Παρ’ ότι η ΜΠΣ χρησιμοποιείται ευρέως και παρουσιάζει πολλά πλεονεκτήματα, έχει ορισμένα μειονεκτήματα που περιορίζουν τις εφαρμογές σε προβλήματα τριών διαστάσεων. Το σοβαρότερο απ’ αυτά είναι πως το ημι-άπειρο έδαφος προσομοιώνεται ως ένας χώρος πεπερασμένων διαστάσεων, με αποτέλεσμα τη δημιουργία τεχνητών ανακλάσεων των σεισμικών κυμάτων πάνω στα σύνορα του. Η χρήση πολύ απομακρυσμένων συνόρων από την κεντρική περιοχή ή η χρήση ειδικών συνόρων που απορροφούν τα κύματα μειώνει σημαντικά το μειονέκτημα αυτό, αλλά ταυτόχρονα αυξάνει τον βαθμό διακριτοποίησης, την πολυπλοκότητα της μεθόδου και το κόστος υπολογισμού. Τα τελευταία χρόνια η μέθοδος των συνοριακών στοιχείων έχει άρχισε επίσης να εφαρμόζεται με επιτυχία στην επίλυση των παραπάνω προβλημάτων, είτε από μόνη της είτε σε συνδυασμό με τα πεπερασμένα στοιχεία. Η ΜΣΣ πλεονεκτεί για προβλήματα με γραμμική συμπεριφορά υλικού, διότι αφ’ ενός είναι δυνατή η ακριβής προσομοίωση του ημίχωρου και αφ’ ετέρου υπάρχει μεγάλη μείωση του υπολογιστικού όγκου καθώς η διακριτοποίηση περιορίζεται στα σύνορα και τις διεπιφάνειες του προβλήματος. 

				Οι βασικές διατυπώσεις της ΜΠΣ που δίδονται παρακάτω είναι αντίστοιχα για την ελαστοστατική, την ελαστοδυναμική στο πεδίο του χρόνου και την ελαστοδυναμική στο πεδίο των συχνοτήτων:
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			Εχουμε πως [image: ] είναι τα μητρώα μάζης, απόσβεσης και δυσκαμψίας, ενώ [image: ]είναι τα διανύσματα των μετακινήσεων και των εξωτερικών δυνάμεων. Επίσης, [image: ] είναι το εύρος ταλάντωσης των μετακινήσεων και δυνάμεων στο πεδίο των συχνοτήτων. Οι ανάλογες διατυπώσεις της ΜΣΣ (Μanolis and Beskos, 1988) έχουν την εξής μορφή:
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			Εδώ [image: ] είναι τα μητρώα που προέρχονται από ολοκληρώσεις θεμελιωδών σημειακών λύσεων για μετακινήσεις και επιφανειακές τάσεις, ενώ [image: ](καθώς και [image: ]στο πεδίο των συχνοτήτων) είναι οι μετακινήσεις και οι τάσεις στα σύνορα του προβλήματος. Επιπλέον, ο τελεστής [image: ] υποδηλώνει χρονική συνέλιξη, δηλαδή 
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			Τέλος, και η ΜΠΣ και η ΜΣΣ μπορούν να διατυπωθούν είτε σε δύο είτε σε τρείς διαστάσεις, ανάλογα με τη φύση του προβλήματος. Η λύση στο πεδίο του χρόνου γίνεται με αλγορίθμους χρονικής ολοκλήρωσης, στο δε πεδίο των συχνοτήτων με φασματική ανάλυση αφού γίνει πρώτα ο προσδιορισμός των ιδιοσυχνοτήτων και των ιδιομορφών.

			6.3.1 Η Μέθοδος των Υποκατασκευών

			Το τρισδιάστατο σύστημα ανωδομής-θεμελίωσης-εδάφους διαιρείται στα τρία επιμέρους στάδιά του, όπως φαίνεται και στο Σχήμα 6.1, η δε μέθοδος των υποκατασκευών διατυπώνεται στο πεδίο των συχνοτήτων Ω στα πέντε διακριτά βήματα του Σχήματος 6.2. Ξεκινώντας με την ανωδομή και χρησιμοποιώντας τη ΜΠΣ, οι σχετικές εξισώσεις κίνησης στη βάση της κατασκευής (με απαλοιφή των υπόλοιπων βαθμών ελευθερίας) είναι οι εξής:
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			Σημειώνουμε πως οι παραπάνω εξισώσεις προκύπτουν με διαχωρισμό και μητρωική ανακατάταξη (matrix partitioning) του πλήρους μητρωικού συστήματος, ώστε η Εξίσωση (6.4) να συσχετίζει τις δυνάμεις με τις μετακινήσεις στο κέντρο της βάσης της ανωδομής (δείκτης 0). Επειδή εδώ η θεμελίωση θεωρείται άκαμπτη, το σημείο 0 αντιστοιχεί ταυτόχρονα και στο γεωμετρικό κέντρο της θεμελίωσης. Ο δείκτης b υποδηλώνει τη βάση της ανωδομής, οι δε δείκτες s και g (που θα εισαχθούν παρακάτω) υποδηλώνουν το περιβάλλον έδαφος και το ελεύθερο πεδίο, αντιστοίχως. Επίσης, η χρήση κεφαλαίων γραμμάτων [image: ]αναφέρεται στο εύρος ταλάντωσης των μετακινήσεων και των εξωτερικων δυνάμεων.

			Οσον αφορά στο έδαφος, οι σεισμικές μετακινήσεις του ελεύθερου πεδίου είναι ένα διάνυσμα με τρείς συνιστώσες, που στο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων συμπίπτουν με τις δύο οριζόντιες και με την κατακόρυφη διεύθυνση του ημίχωρου:
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			Οι παραπάνω σεισμικές μετακινήσεις τροποποιούνται εξ’ αιτίας της παρουσίας του γεωμετρικού ανοίγματος (εκσκαφή) για τη θεμελίωση και παίρνουν τη μορφή ενός διανύσματος με έξι συνιστώσες, δηλαδή με τους έξι βαθμούς ελευθερίας κίνησης στερεού σώματος στον τρισδιάστατο χώρο. Εχουμε συνεπώς στο κέντρο της άκαμπτης θεμελίωσης (δίχως τη μάζα της) την τροποποίηση του διανύσματος {Ug} ως 
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			Στις παραπάνω σεισμικές μετακινήσεις του κέντρου 0 πρέπει να προστεθούν και οι δυναμικές μετακινήσεις {Us} στο ίδιο σημείο που προκύπτουν από την επιβολή ενός διανύσματος εξωτερικών δυνάμεων {Fs} (με έξι συνιστώσες) ως την αντίδραση από την άκαμπτη θεμελίωση προς το έδαφος ως εξής:
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			Οι δυναμικές αυτές μετακινήσεις προκύπτουν από την επίλυση προβλήματος συνοριακών τιμών που αφορά το έδαφος ως έναν ελαστικό ημίχωρο με τη ΜΣΣ. Εδώ έχουμε δύο ισοδύναμες διατυπώσεις 
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			όπου [Κs] είναι η δυναμική δυσκαμψία του ημίχωρου στο πεδίο των συχνοτήτων και [Cs] το αντίστροφό της, δηλαδή το μητρώο δυναμικής ευκαμψίας. Τέλος, η αδράνεια της θεμελίωσης εισάγεται στο πρόβλημα μεσω της εξίσωση της δυναμικής ισορροπίας μεταξύ της και της υπερκείμενης κατασκευής ως 
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			όπου [Μ0] η μάζα της θεμελίωσης.

			Η σύνθεση όλων των Εξισώσεων (6.4-6.9) δίδει τη λύση για τις δυναμικές μετακινήσεις [image: ]στη βάση της κατασκευής εξ’ αιτίας της σεισμικής κίνησης ως 
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			Αντιστρέφοντας το σύνθετο μητρώο της παραπάνω εξίσωσης έχουμε πως 
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			Εχοντας τώρα τις δυναμικές μετακινήσεις [image: ] ως συνάρτηση των σεισμικών μετακινήσεων [image: ] στο γεωμετρικό κέντρο της άκαμπτης θεμελίωσης, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την Εξίσωση (6.4) ξανά για να την εύρεση των σεισμικών δυνάμεων στη βάση της κατασκευής [image: ]ως εξής:
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			Από τις παραπάνω δυνάμεις μπορούμε να υπολογίσουμε τώρα την εντατική κατάσταση σ’ όλη την ανωδομή με την ΜΠΣ στο πεδίο των συχνοτήτων. Παρατηρούμε συνεπώς πως το φαινόμενο της ΔΑΕΚ έχει διασπασθεί σε πέντε αυτοδύναμο πρόβληματα, όπως φάνηκε στο Σχήμα 6.3.

			6.4 Οι Διατάξεις των Αντισεισμικών Κανονισμών 

			Ο Αμερικανικός αντισεισμικός κώδικας ATC-3-06 (1978) υπήρξε πρωτοποριακός όσον αφορά στις λεπτομέρειες πάνω σε μέχρι τότε δευτερεύοντα θέματα σεισμικής συμπεριφοράς. Μεταξύ των διαφόρων φαινομένων που ελήφθησαν υπ’ όψη ήταν και η ΔΑΕΚ. Σύμφωνα με τον ATC-3-06, η διατμητική δύναμη βάσης V στον αντισεισμικό σχεδιασμό ενός κτιρίου δίνεται ως

			
				
					[image: ]
				

			

			όπου W είναι το βάρος του κτιρίου συν το 25% του κινητού φορτίου και Cs είναι ο σεισμικός συντελεστής που εξαρτάται από την θεμελιώδη ιδιοπερίοδο Τ, τον συντελεστή πλαστιμότητας του κτιρίου R, καθώς και από τους συντελεστές εδαφικών χαρακτηριστικών S και της σεισμικότητας A της συγκεκριμένης γεωγραφικής περιοχής, σύμφωνα με τον τύπο [image: ]. Η Εξίσωση (6.13) ισχύει υπό την προϋπόθεση ότι το έδαφος παρουσιάζει αμελητέες παραμορφώσεις. Αν η ενδοσιμότητα του εδάφους είναι μεγάλη και κατά συνέπεια δεχτούμε την ύπαρξη ΔΑΕΚ, τότε πρέπει να μειωθούν οι διατμητικές δυνάμεις στη βάση, οι πλευρικές δυνάμεις και οι ροπές ανατροπής. Ταυτόχρονα όμως μπορεί να έχουμε αύξηση των πλευρικών μετατοπίσεων και των δευτερευουσών δυνάμεων που σχετίζονται με το φαινόμενο Ρ-Δ, δηλαδή την επιρροή των αξονικών δυνάμεων πάνω στις καμπτικές ροπές. Ο τρόπος που λαμβάνεται ποσοτικά υπ’ όψη η αλληλεπίδραση εδάφους-κατασκευής είναι με μείωση της V ως εξής:
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			Ο συντελεστής [image: ] δίδεται από τον ίδιο τύπο για το [image: ], αλλά με περίοδο [image: ] αντί για Τ, με βάρος [image: ] (εκτός εάν το βάρος της κατασκευής συγκεντρώνεται σε μία μόνο στάθμη, οπότε [image: ]), και με [image: ] το ποσοστό της κρίσιμης απόσβεσης για το σύστημα εδάφους-θεμελίου που ισούται με
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			Στην παραπάνω εξίσωση, β0 είναι ο συντελεστής απόσβεσης του θεμελίου που συνήθως προσδιορίζεται από νομογραφήματα. Ομοίως προσδιορίζεται και η περίοδος Τ του κτιρίου υπό συνθήκες πάκτωσης ως συνάρτηση του λόγου [image: ] ([image: ], όπου [image: ] είναι το ύψος του κτιρίου, εκτός εάν έχουμε συγκέντρωση βάρους σε μία μόνο στάθμη, οπότε [image: ], και [image: ] είναι η ακτίνα του ισοδύναμου κυκλικού θεμελίου) και του λόγου [image: ] για διάφορες τιμές του συντελεστή σεισμικότητας Α. Η ενεργός περίοδος [image: ]του κτιρίου υπολογίζεται από τον τύπο
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			όπου [image: ] είναι η δυσκαμψία του κτιρίου (υπό την προϋπόθεση ότι η βάση είναι πακτωμένη) και δίδεται ως
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			Επιπλέον, [image: ] και [image: ] είναι οι οριζόντιες και στροφικές πλευρικές δυσκαμψίες του θεμελίου και [image: ] είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας. Ως παράδειγμα, έχουμε για τα επιφανειακά, ισοδύναμα κυκλικά θεμέλια γενικής κοιτόστρωσης με ακτίνα [image: ] πως

			
				
					[image: ]
				

			

			όπου [image: ] το μέτρο διάτμησης και [image: ] ο λόγος Poisson του εδάφους (Πίνακας 6.1). Στην πιο γενική τους μορφή, οι παραπάνω συντελεστές δυσκαμψίας, καθώς και οι ανάλογοι συντελεστές απόσβεσης, είναι συναρτήσεις της ομαλοποιημένης συχνότητας [image: ], όπου [image: ] είναι η συχνότητα των εδαφικών ταλαντώσεων και [image: ] η ταχύτητα διάδοσης των εγκαρσίων ελαστικών κυμάτων. Ως παράδειγμα, δίδεται η μεταβολή με τη συχνότητα των ελατηριακών παραμέτρων του Σχήματος 6.5 για οριζόντια και στροφική κίνηση από την εργασία των Veletsos and Wei (1971).
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			Πίνακας 6.1 Ιδιότητες κυκλικής άκαμπτης θεμελίωσης επί του ελαστικού ημίχώρου.

			Μία πιο λεπτομερής περιγραφή του όλου φαινομένου ΔΑΕΚ υπό την οπτική γωνία των διατάξεων του κώδικα ATC-3-06 δίδεται στο βιβλίο του Green (1981). Η παραπάνω περιληπτική περιγραφή είναι όμως αρκετή για να καταδείξει ότι οι Εξισώσεις (6.14) και (6.15) του αντισεισμικού κώδικα ελέγχονται εύκολα με τη βοήθεια του πολυβάθμιου ταλαντωτή του Σχήματος 6.3 που αντιστοιχεί στο σύστημα εδάφους-κατασκευής. Είναι λοιπόν φανερό από τις παραπάνω εξισώσεις πως έχουμε πάντα αύξηση της περιόδου και σχεδόν πάντα αύξηση της απόσβεσης του συζευγμένου συστήματος όταν υπάρχει αλληλεπίδραση εδάφους-κατασκευής. Η αύξηση της απόσβεσης μαζί με την επιμήκυνση της ιδιοπεριόδου (σε sec) φαίνεται και στο Σχήμα 6.4, όπου η δυναμική αλληλεπίδραση τείνει να μειώσει τη μέγιστη απόκριση για [image: ]. Ταυτόχρονα, είναι πιθανή η αύξηση της απόκρισης για [image: ], η οποία όμως περιοχή δεν φαίνεται να αντιστοιχεί σε υλοποιήσιμες περιπτώσεις και δεν λαμβάνεται υπ’ όψη στον αντισεισμικό κώδικα.
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			Σχήμα 6.5 Ομαλοποιημένοι συντελεστές δυσκαμψίας της κυκλικής θεμελίωσης πάνω σε ελαστικό ημιχώρο, με 1-1 την οριζόντια διεύθυνση και 2-2 τη στροφική διεύθυνση.
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			Σχήμα 6.6 Ελαστική θεμελίωση επί εδάφους: (α) Κρουστική φόρτιση στο κέντρο της θεμελίωσης, (β) επιρροή της μάζας και (γ) επιρροή της δυσκαμψίας στις μετακινήσεις.

			Ως τελικό παράδειγμα παραθέτουμε το Σχήμα 6.6 από την εργασία των Von Estorff και Kausel (1989), που δείχνει την επιρροή της μάζας και της δυσκαμψία της θεμελίωσης πάνω στην απόκριση του συζευγμένου συστήματος επιφανειακής θεμελίωσης και ελαστικού εδάφους. Τα αποτελέσματα έχουν υπολογισθεί για κάθετη σημειακή δύναμη Ρ στο κέντρο της θεμελίωσης, για δε το αριθμητικό προσομοίωμα του προβλήματος έγινε συγκερασμός πεπερασμένων στοιχείων σε δύο διαστάσεις για τη θεμελίωση και συνοριακών στοιχείων για το έδαφος, το οποίο έχει τη μορφή του ελαστικού ημίχωρου. Σε γενικές γραμμές, αύξηση της μάζας της θεμελίωσης ελαττώνει τη δυναμική βύθιση του κέντρου της θεμελίωσης. Αντίθετα, αύξηση της δυσκαμψίας της θεμελίωσης φαίνεται να έχει μάλλον μικρή επιρροή στη χρονική μεταβολή των μετακινήσεων.

			6.4.1 Συμπεράσματα 

			Βασικά συμπεράσματα που αφορούν τη δυναμική αλληλεπίδραση εδάφους-κατασκευής είναι τα εξής: 

			
					Η σπουδαιότητα της αλληλεπίδρασης είναι ανάλογη προς τη σχετική ευκαμψία του συστήματος εδάφους-θεμελίωσης και προς τη δυσκαμψία της ανωδομής. Συνεπώς, για ιδιαίτερα εύκαμπτες κατασκευές θεμελιωμένες σε σχετικά συμπαγή εδάφη, η αλληλεπίδραση μπορεί να θεωρηθεί ως αμελητέα, ενώ είναι σημαντική για τον αντίθετο συνδυασμό, δηλαδή δύσκαμπτες κατασκευές πάνω σε ενδόσιμο έδαφος.

					Η ύπαρξη του φαινομένου ΔΕΑΚ κατά κανόνα μειώνει τα εντατικά μεγέθη που αναπτύσσονται στην κατασκευή και ταυτόχρονα αυξάνει τα κινηματικά μεγέθη. 

					Η επίδραση των δυναμικών στροφών της θεμελίωσης για πλαισιακές κατασκευές είναι σημαντικότερη από τις δυναμικές οριζόντιες μετατοπίσεις, οι οποίες συνοδεύονται και από υψηλό βαθμό απόσβεσης. 

			

		

	
		
			Κεφάλαιο 7: Δυναμική Ανάλυση στο Πεδίο των Συχνοτήτων

			7.1 Τα Πεδία του Χρόνου και της Συχνότητας

			Όπως αναφέρθηκε και στα προηγούμενα κεφάλαια, ο μονοβάθμιος ταλαντωτής (MBT) είναι το πλέον απλό προσομοίωμα κατασκευής υπό δυναμική φόρτιση και αποτελείται από τη μάζα m (μετρούμενη συνήθως σε τόνους μάζας, tn, στο Διεθνές Σύστημα μονάδων SI, όπου 1 tn=1000 kg μάζας), τη δυσκαμψία k (σε kN/m) και την απόσβεση c (σε kN.s/m). Συνήθως στη θέση της απόσβεσης χρησιμοποιείται ο συντελεστής απόσβεσης [image: ], που είναι αδιάστατος (ως %). Η κυκλική ιδιοσυχνότητα του μονοβάθμιου ταλαντωτή ορίζεται ως [image: ] (σε rad/s), όπου χάριν απλότητας χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό [image: ], η δε ιδιοπερίοδος ως  [image: ](σε s). Τέλος, η εξίσωση δυναμικής ισορροπίας μπορεί να ομαλοποιηθεί ως εξής:

			
				
					[image: ]
				

			

			όπου [image: ] είναι η χρονικώς μεταβαλλόμενη εξωτερική φόρτιση. Η επιλογή του χρόνου ως η ανεξάρτητη μεταβλητή του προβλήματος είναι ως έναν βαθμό αυθαίρετη (Hart and Wong, 2000), γιατί η εξίσωση δυναμικής ισορροπίας μπορεί να διατυπωθεί σε άλλο πεδίο, όπως αυτό των συχνοτήτων, το οποίο συνδέεται με τον χρόνο μέσω ενός ολοκληρωτικού μετασχηματισμού (integral transform).

			7.1.1 Γενική Λύση στο Πεδίο του Χρόνου 

			Η πλέον γενική λύση της παραπάνω εξίσωσης δόθηκε στο Κεφάλαιο 2 με χρονική συνέλιξη εισάγοντας τη συνάρτηση [image: ], δηλαδή την απόκριση του μονοβάθμιου ταλαντωτή σε κρούση [image: ], όπου [image: ] είναι η γενικευμένη συνάρτηση του Dirac με τις εξής ιδιότητες:
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			Η συνάρτηση [image: ], γνωστή ως απόκριση σε μοναδιαία κρούση (unit impulse response), έχει τη μορφή
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			όπου [image: ] είναι η αποσβεσμένη ιδιοσυχνότητα. Για γενικού τύπου φόρτισης [image: ], η απόκριση του ταλαντωτή συντίθεται με επαλληλία κρούσεων ως το χρονικό ολοκλήρωμα συνέλιξης (convolution integral) 
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			όπου [image: ] για [image: ] και [image: ] για [image: ]. Σημειώνουμε πως το χρονικό ολοκλήρωμα από ([image: ]) στην παραπάνω εξίσωση είναι μηδέν, καθώς το δυναμικό φαινόμενο εξελίσσεται για χρόνους [image: ]. Επίσης, αγνοούνται οι αρχικές συνθήκες [image: ], [image: ] με το σκεπτικό ότι η επιρροή τους είναι σχετικά αμελητέα μετά την πάροδο αρκετού χρόνου, και με τη φόρτιση [image: ] να εξακολουθεί να δρα συνεχώς.

			7.1.2 Λύση για Περιοδικές και Αρμονικές Συναρτήσεις Φόρτισης

			Η λύση της εξίσωσης δυναμικής ισορροπίας (7.1) του μονοβάθμιου ταλαντωτή μπορεί να διατυπωθεί και στο πεδίο των συχνοτήτων [image: ] ([image: ]). Για αρμονικές ταλαντώσεις, έχουμε την εξωτερική δύναμη που ασκείται στο μονοβάθμιο σύστημα με την παρακάτω γενική μιγαδική μορφή (που αναλύεται σε μία ημιτονοειδή και σε μία συνημιτονοειδή συνιστώσα): 

			όπου [image: ] είναι το εύρος ταλάντωσης της φόρτισης και [image: ]. Για ένα σύστημα με γραμμικώς ελαστική συμπεριφορά, η απόκριση είναι της ίδιας μορφής με τη φόρτιση, δηλαδή [image: ]. Όταν η φόρτιση [image: ] είναι απλώς περιοδική με περίοδο επαναφοράς [image: ] (αλλά όχι αρμονική, όπως φαίνεται στο Σχήμα 7.1), τότε στη θέση της Εξίσωσης (7.5) χρησιμοποιούνται οι σειρές Fourier. Έχουμε συνεπώς το ανάπτυγμα της φόρτισης ως 
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			Οι συντελεστές που εμφανίζονται στις παραπάνω σειρές δίδονται ως εξής:
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			Στην περίπτωση αυτή, η αρχή της επαλληλίας για μία σειρά αρμονικών (harmonics) δίδει τη συνολική δυναμική μετατόπιση του ταλαντωτή ως το άθροισμα της συνεισφοράς των επιμέρους συνιστωσών της φόρτισης ως 
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			Σχήμα 7.1 Περιοδική εξωτερική φόρτιση p(t) με περίοδο επαναφοράς Tp. 

			
				
					[image: Sxima2.tif]
				

			

			Σχήμα 7.2 Μιγαδική απόκριση συχνότητας (σε απόλυτο μέγεθος) │H(Ω)│ του μονοβάθμιου ταλαντωτή ως συνάρτηση της απόσβεσης ξ.

			Η παραπάνω μέθοδος επίλυσης γίνεται πιο συνοπτική με την εισαγωγή εκθετικών σειρών Fourier που απαιτούν τη χρήση μιγαδικών αριθμών ως εξής:
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			Στην παραπάνω λύση, [image: ], με [image: ], είναι η γνωστή μιγαδική συνάρτηση απόκρισης στο πεδίο των συχνοτήτων του ΜΒΤ (δείτε Κεφάλαιο 2) που εδώ δίδεται στο Σχήμα 7.2.

			7.1.3 Γενική Λύση στο Πεδίο των Συχνοτήτων 

			Οταν η φόρτιση έχει την πλέον γενική, μη-περιοδική μορφή, απαιτείται η χρήση του χρονικού μετασχηματισμού Fourier, όπως δίδεται στον Πίνακα 7.1 ως ένα ορισμένο ολοκλήρωμα του χρόνου. Σε όλες αυτές τις περιπτώσεις, η μετασχηματισμένη εξίσωση δυναμικής ισορροπίας έχει την ακόλουθη μιγαδική μορφή: 
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			όπου [image: ] και [image: ]είναι αντίστοιχα η μετασχηματισμένη στο πεδίο των συχνοτήτων μετατόπιση και φόρτιση. 
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			Πίνακας 7.1 Μετασχηματισμοί Fourier

			Η λύση στο πεδίο των συχνοτήτων δίδεται ως γινόμενο, δηλαδή απ› ευθείας από την Εξίσωση (7.10) έχουμε πως 
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			Στην παραπάνω λύση, η μιγαδική απόκριση συχνότητας (complex frequency response) έχει τη μορφή
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			Μπορεί να δειχθεί πως: (i) η συνάρτηση [image: ] είναι η μετασχηματισμένη κατά Fourier μορφή της απόκρισης [image: ] σε μοναδιαία κρούση και (ii) η σύνθεση της λύσης με ολοκλήρωση στο χρονικό πεδίο, δηλαδή η Eξίσωση (7.4), είναι απολύτως ισοδύναμη με απλό πολλαπλασιασμό στο πεδίο συχνοτήτων, όπως φαίνεται στην Eξίσωση (7.11). Επίσης, η συνάρτηση μιγαδικής απόκρισης συχνότητας μπορεί να γραφεί, όπως κάθε μιγαδικός αριθμός, με τη μορφή απόλυτου μεγέθους (ή εύρους) [image: ] και γωνίας φάσης [image: ] ως
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			και
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			Όπως και πριν, το απόλυτο μέγεθος της [image: ], δηλαδή το πλάτος της ταλάντωσης, δίδεται στο Σχήμα 7.1 ως συνάρτηση της συχνότητας, όπου η διακριτή συχνότητα [image: ] έχει τώρα αντικατασταθεί από τη συνεχή μεταβλητή [image: ]. Επίσης, στο ίδιο σχήμα παρατηρείται το φαινόμενο του συντονισμού όταν η συχνότητα ταλάντωσης και η ιδιοσυχνότητα του ταλαντωτή τείνουν να συμπέσουν. Στον Πίνακα 7.1, εκτός από το εύρος ταλάντωσης της φόρτισης και της απόκριση στο πεδίο των συχνοτήτων, και μιγαδική απόκριση συχνότητας, ορίζονται ταυτόχρονα τα ενεργειακά μεγέθη της αυτοσυσχέτισης (autocorrelation) και της συνάρτησης ισχύος φασματικής πυκνότητας (power spectral density function) ως 
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			Ο ορισμός αυτός ισχύει στο όριο καθώς η ιδιοπερίοδος φόρτισης/απόκρισης τείνει στο άπειρο, δηλαδή έχουμε πως [image: ] και οι συναρτήσεις παύουν να θεωρούνται περιοδικές. Τα παραπάνω μεγέθη παίζουν σημαντικό ρόλο στην επεξεργασία χρονικών σημάτων από μετρήσεις σε κατασκευές, και θα αναφερθούν στην Ενότητα 7.2 που ακολουθεί. Τέλος, η απόκριση του μονοβάθμιου ταλαντωτή στα πεδία χρόνου και συχνοτήτων συνοψίζεται στον Πίνακα 7.2.
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			Πίνακας 7.2 Απόκριση του μονοβάθμιου ταλαντωτή στα πεδία του χρόνου και των συχνοτήτων.

			7.1.4 Μετασχηματισμός Fourier 

			Οι ορισμοί του μετασχηματισμού κατά Fourier (Πίνακας 7.1) 

			
				
					[image: ]
				

			

			αφορούν τον άμεσο (direct) μετασχηματισμό από το πεδίο του χρόνου σ’ αυτό των συχνοτήτων καθώς και τον αντίστροφο (inverse) μετασχηματισμό. Συνήθως ο άμεσος μετασχηματισμός γίνεται αναλυτικά με τη βοήθεια των μαθηματικών πινάκων, ο δε αντίστροφος γίνεται αριθμητικά χρησιμοποιώντας τον αλγόριθμο του ταχέως μετασχηματισμού FFT (Fast Fourier Transform) των Cooley and Tuckey που χρονολογείται από το 1960 (Press et al., 1989). Η αποτελεσματικότητα του FFT είναι μεγάλη, καθώς και οι δύο μετασχηματισμοί, άμεσος και αντίστροφος, γίνονται με ταχύτητα ανάλογη του [image: ] αντί [image: ] την, όπου Ν είναι ο αριθμός των σημείων διακριτοποίησης της αρχικής και της μετασχηματισμένης συνάρτησης, και η μόνες διαφορές αφορούν το πρόσημο του εκθέτη της εκθετικής συνάρτησης και τον κοινό παράγοντα [image: ].

			Οι εξισώσεις στο πεδίο των συχνοτήτων προκύπτουν με τη βοήθεια των ιδιοτήτων του μετασχηματισμού Fourier, και ιδίως αυτών που αφορούν τις χρονικές παραγώγους: 

			
				
					[image: ]
				

			

			Σημειώνουμε πως επειδή ο μετασχηματισμός Fourier καλύπτει όλο τον χρονικό άξονα από [image: ], οι αρχικές συνθήκες δεν εμφανίζονται στις εξισώσεις κίνησης του πεδίου των συχνοτήτων. 

			7.1.5 Μετασχηματισμός Laplace

			Ο μετασχηματισμός του Laplace ορίζεται ως
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			οπου [image: ] είναι μία μιγαδική παράμετρος. Ο αντίστροφος μετασχηματισμός απαιτεί ολοκλήρωση πάνω στο μιγαδικό πεδίο και είναι της μορφής
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			Οπως και για το μετασχηματισμό Fourier, ο άμεσος μετασχηματισμός Laplace βρίσκεται μέσω μαθηματικών πινάκων, ο δε αντίστροφος γίνεται με αριθμητική μέθοδο (ολοκλήρωση στο μιγαδικό πεδίο).

			Επειδή ο μετασχηματισμός ορίζεται στο χρόνο [image: ] και μετέπειτα, υπεισέρχονται οι αρχικές συνθήκες [image: ]. Ως εκ τούτου, οι χρονικοί παράγωγοι μετασχηματίζονται ως εξής:
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			Η εξίσωση κίνησης στο πεδίο του Laplace παίρνει τη μορφή
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			οπου οι αρχικές συνθήκες έχουν αγνοηθεί. Η λύση δίδεται με την εξής μορφή:
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			όπου η ανάλογη συνάρτηση με αυτήν της μιγαδικής απόκρισης συχνότητας είναι [image: ]. Η επίλυση της δυναμικής απόκρισης του μονοβάθμιου ταλαντωτή ακολουθεί την ίδια πορεία όπως και για το μετασχηματισμό Fourier και συνοψίζεται στον Πίνακα 7.3.
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			Πίνακας 7.3 Απόκριση του μονοβάθμιου ταλαντωτή στο πεδίο Laplace.

			7.2 Στοιχεία της Θεωρίας Σημάτων

			Προκειμένου να αποκωδικοποιηθούν όλες οι πληροφορίες που μεταφέρει ένα χρονικώς μεταβαλλόμενο σήμα, απαιτείται η κατάλληλη επεξεργασία. Για την εκπομπή της πληροφορίας απαιτείται μία πηγή-πομπός (source), για τη μεταφορά της πληροφορίας απαιτείται ένας δίαυλος-κανάλι και για τη λήψη της πληροφορίας απαιτείται ένας δέκτης (receiver). Συνήθως, ο πομπός παράγει πολλών ειδών πληροφορίες, ενώ ο δέκτης λαμβάνει ένα υποσύνολο αυτών διότι ο δίαυλος αποκόπτει τμήμα πληροφοριών ενεργώντας ταυτόχρονα και ως φίλτρο (filter). Επίσης, κατά τη διάρκεια της λήψης ενός σήματος υπεισέρχονται παράσιτα σήματα, που ονομάζονται γενικά θόρυβος, και τα οποία αλλοιώνουν την πρωτογενή πληροφορία. Στο πλαίσιο της θεωρίας των σημάτων, η επεξεργασία του σήματος (signal processing) γίνεται με τη χρήση μαθηματικών εργαλείων, δηλαδή με σειρές Fourier, με συναρτήσεις ετεροσυσχέτισης (correlation) και αυτοσυσχέτισης (autocorrelation), με μιγαδικούς αριθμούς, και με στατιστικούς όρους. Το τελικό φιλτραρισμένο σήμα, που απομένει στον δέκτη μετά την απομάκρυνση του θορύβου, δεν συμπίπτει με το αρχικό σήμα, παρά το γεγονός ότι διατηρεί πολλά από τα σημαντικά χαρακτηριστικά του αρχικού. Σε γενικές γραμμές, η πληροφορία που μεταφέρεται δίνει τη χρονική μεταβολή κάποιου μεγέθους που μας ενδιαφέρει, όπως π.χ. η επιτάχυνση. Οσον αφορά τη μέτρηση του σήματος, επιλέγεται ένα μικρό χρονικό βήμα, ώστε η συνεχής ροή πληροφορίας να μετατρέπεται σε διακριτά ζεύγη τιμών, που απαρτίζουν ψηφιακά σήματα (digital signals) και είναι τα πλέον κατάλληλα για την επεξεργασία με Η/Υ.

			Στη Δυναμική των Κατασκευών εμφανίζεται η ανάγκη της επεξεργασίας σημάτων επιτάχυνσης ή ταχύτητας, που καταγράφονται ενόργανα είτε στις κατασκευές είτε στο έδαφος εξαιτίας σεισμικών διεγέρσεων ή άλλων περιβαλλοντικών φορτίσεων. Οι κατασκευές τίθενται σε σύνθετες ταλαντωτικές κινήσεις υπό την επίδραση των παραπάνω αιτιών. Ακολούθως επιλέγονται με ορθολογικά κριτήρια κάποια χαρακτηριστικά σημεία της κατασκευής για τις μετρήσεις. Η ενόργανη καταγραφή των σημάτων στα χαρακτηριστικά σημεία γίνεται ψηφιακά, ενώ παλαιότερα γινόταν αναλογικά σε γράφημα. Τα σήματα αυτά ονομάζονται επιταχυνσιογράμματα και αποτελούνται από ζεύγη τιμών χρόνου και επιτάχυνσης, σε μικρά σταθερά χρονικά βήματα που κυμαίνονται στο διάστημα 0.005-0.01sec. Τα επιταχυνσιογράμματα εμπεριέχουν, εκτός από κάποια χαρακτηριστικά της εξωτερικής διέγερσης, και τις ιδιομορφές ταλάντωσης της κατασκευής ενισχυμένες σε διαφορετικό βαθμό. Συνεπώς, η ανάπτυξη υπολογιστικών τεχνικών για την ανίχνευση του μεγαλύτερου δυνατού αριθμού ιδιομορφών ταλάντωσης της κατασκευής σε ένα σήμα αποτελεί ένα ανοικτό πεδίο έρευνας. Πιο συγκεκριμένα, ο υπολογισμός των ιδιοπεριόδων και ιδιομορφών ταλάντωσης διά μέσω ανάλυσης των επιταχυνσιογραμμάτων, χωρίς την προηγουμένη διενέργεια ιδιομορφικής ανάλυσης του σχετικού μαθηματικού προσομοιώματος της κατασκευής, απαιτεί συνδυασμό δύο γνωστικών αντικειμένων, αυτό της θεωρίας σημάτων με το αντίστοιχο της δυναμικής ανάλυσης των κατασκευών.

			7.2.1 Κατηγοριοποίηση των Σημάτων 

			Tα σήματα είναι συναρτήσεις μίας ή περισσοτέρων μεταβλητών, όπου συνήθως ο χρόνος t είναι η ανεξάρτητη μεταβλητή, ενώ το φυσικό φαινόμενο που μετράται είναι η εξαρτημένη μεταβλητή x(t). Διενεργώντας την απαραίτητη δειγματοληψία, οι δύο μεταβλητές t, x(t) παίρνουν διακριτές τιμές, και εμφανίζονται ως ζεύγη τιμών ( n, x(n) ). Διακρίνουμε δύο μεγάλες κατηγορίες σημάτων (Bendat and Piersol, 2000), (i) τα περιοδικά (periodic) και (ii) τα τυχαία ή στοχαστικά (random). Ως παράδειγμα, στην πρώτη κατηγορία σημάτων έχουμε την ελεύθερη ταλάντωση ενός μονοβάθμιου ταλαντωτή χωρίς απόσβεση, ενώ στη δεύτερη κατηγορία έχουμε τη σεισμική εδαφική κίνηση ή τη σεισμική απόκριση των κατασκευών. Πιο συγκεκριμένα, εάν ένα πείραμα δυναμικού χαρακτήρα δεν μπορεί να σχεδιαστεί ώστε να παράγει όμοια αποτελέσματα όταν αυτό επαναληφθεί, τότε κάθε επανάληψη συγκροτεί ένα σύνολο τυχαίων δεδομένων. Τα τυχαία δεδομένα δεν έχουν περιοδικότητα ή συμμετρία, ενώ είναι αδύνατη η πρόβλεψη μίας ακριβούς τιμής σε συγκεκριμένο χρονικό σημείο.

			7.2.2 Δειγματοληψία των Σημάτων

			Προκειμένου να μετατραπεί ένα αναλογικό σήμα x(t) σε ψηφιακό f(n), πρέπει να αφαιρεθεί η συντριπτική πλειονότητα τιμών στα σημεία του χρόνου. Η διαδικασία αυτή ονομάζεται δειγματοληψία και τα ολιγάριθμα χρονικά σημεία που απομένουν θα πρέπει να αποδίδουν με επαρκή ακρίβεια το φυσικό φαινόμενο. Η δειγματοληψία θα πρέπει να υπακούει στους κανόνες αξιοπιστίας του δείγματος που προβλέπει η θεωρία της Στατιστικής και η διαδικασία γίνεται με τη συνέλιξη (convolution) του εξεταζόμενου αναλογικού σήματος x(t) με το σήμα K(t) των πολλαπλών μοναδιαίων στιγμιαίων κρούσεων (ή τρένο): 

			
				
					[image: ]
				

			

			Το παραπάνω τρένο είναι ένα περιοδικό σήμα, με περίοδο ίση με το χρονικό βήμα της δειγματοληψίας, και αποτελείται από μοναδιαίες κρούσεις, απειροστής χρονικής διάρκειας dt, δείτε το Σχήμα 7.3. Συνεπώς, το ψηφιακό σήμα έχει τις ίδιες τιμές με το αρχικό αναλογικό σήμα μόνο στα σημεία δειγματοληψίας. Ο συνολικός χρόνος καταγραφής ενός σήματος καθορίζει την ελάχιστη δυνατή συχνότητα κύκλων επανάληψης που μπορεί να ανιχνευτεί, ενώ το μέγεθος του χρονικού βήματος καθορίζει τη μέγιστη δυνατή ανιχνεύσιμη συχνότητα του νέου ψηφιακού σήματος.
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			Σχήμα 7.3 Συνέλιξη αναλογικού σήματος με το «τρένο» μοναδιαίων στιγμιαίων κρούσεων.

			Ως παράδειγμα, εαν θεωρήσουμε το τυχαίο αναλογικό σήμα x(t) του Σχήματος 7.4, πρέπει πρώτα να επιλέξουμε τον αριθμό των Ν χρονικών διαστημάτων ίσου μήκους h. Θεωρώντας ότι ο αξιόπιστος χρόνος καταγραφής (record time length) είναι Τ, με έναρξη μέτρησης του χρόνου τη χρονική στιγμή [image: ], προκύπτει ότι [image: ]. Σημειώνεται ότι παρά το γεγονός πως τα τυχαία σήματα δεν έχουν περιοδικότητα, μπορούμε να θεωρήσουμε πως έχουν περίοδο ίση με τον συνολικό χρόνο καταγραφής Τ τους. Η παραδοχή αυτή οδηγεί στην ελάχιστη δυνατή συχνότητα κύκλων επανάληψης του ψηφιακού σήματος ως [image: ]. Για λόγους αξιοπιστίας της δειγματοληψίας, πρέπει το χρονικό βήμα h να δίδει γραμμική κατανομή του σήματος x(t) μεταξύ δύο διαδοχικών χρονικών στιγμών. Η επιλογή του h καθορίζει και τη μέγιστη δυνατή συχνότητα [image: ] που μπορεί να ανιχνευτεί στο ψηφιακό σήμα, δηλαδή την συχνότητα Nyquist ως 
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			Σχήμα 7.4 Ψηφιοποίηση αναλογικού σήματος.

			7.2.3 Μαθηματική Διατύπωση της Επεξεργασίας των Σημάτων 

			Εδώ δίδονται οι βασικοί στατιστικοί όροι που χρησιμοποιούνται στην ανάλυση των τυχαίων σημάτων. Προϋπόθεση για την εφαρμογή στατιστικής επεξεργασίας στα σήματα είναι ότι δεν θα πρέπει να είναι αλλοιωμένα (π.χ., με προσθήκη μηδενικών όρων στην αρχή ή στο πέρας των σημάτων, αφαίρεση όρων, κ.λπ.), αλλιώς θα οδηγηθούμε σε εσφαλμένα συμπεράσματα. Έχουμε συνεπώς τους εξής όρους:

			
					Δειγματικό εύρος (sample range) [image: ] των δεδομένων ορίζεται η διαφορά της ελάχιστης [image: ]από τη μέγιστη τιμή του δείγματος [image: ].

					Δειγματική μέση τιμή (sample mean value) [image: ] ενός αναλογικού περιοδικού σήματος x(t) ορίζεται για μια περίοδο Τ ως εξής: [image: ]
Η δειγματική μέση τιμή [image: ] ενός τυχαίου ψηφιακού σήματος x(n) ορίζεται για το συνολικό χρονικό διάστημα καταγραφής του σήματος με n ζεύγη τιμών ( n, x(n) ) είναι η εξής: 
[image: ]


					Η θετική ρίζα μέσης τετραγωνικής τιμής (root mean square value value) [image: ] ενός αναλογικού περιοδικού σήματος x(t) δίδεται ως εξής: [image: ]
Η θετική ρίζα μέσης τετραγωνικής τιμής [image: ] ενός τυχαίου ψηφιακού σήματος x(n) ορίζεται για το συνολικό χρονικό διάστημα καταγραφής με ζεύγη τιμών ( n, x(n) ) ως εξής:
[image: ]


					Η δειγματική διασπορά ή διακύμανση (sample variance) [image: ] ενός τυχαίου ψηφιακού σήματος δίδεται από μία από τις ακόλουθες εξισώσεις:[image: ]


					Η δειγματική τυπική απόκλιση (standard deviation) s ενός ψηφιακού σήματος είναι η τετραγωνική ρίζα της δειγματικής διασποράς [image: ] [image: ]


					Η συσχέτιση (correlation) μεταξύ δύο τυχαίων μεταβλητών Χ και Υ, δηλαδή πως η μία τυχαία μεταβλητή μεταβάλλεται ως προς την άλλη. Συνήθως χρησιμοποιείται ο δειγματικός συντελεστής συσχέτισης [image: ]όπου[image: ]
Εάν [image: ], υπάρχει απόλυτη συσχέτιση μεταξύ των εξεταζόμενων μεταβλητών X και Y, καθότι από την τιμή της μίας μεταβλητής προσδιορίζουμε και την τιμή της άλλης. Όταν [image: ], υπάρχει ισχυρή συσχέτιση και όταν [image: ], τότε οι δύο μεταβλητές είναι στατιστικά σχεδόν ασυσχέτιστες. Τέλος, όταν r=0, τότε X και Y είναι στατιστικά ασυσχέτιστες.


					Για το εσωτερικό γινόμενο δύο σημάτων, θεωρούμε το διανυσματικό χώρο των πραγματικών ή των μιγαδικών αριθμών με τις γνωστές ιδιότητες των διανυσματικών πράξεων. Θεωρούμε επίσης δύο ψηφιακά σήματα [image: ] και [image: ], ψηφιοποιημένα ανά κοινό σταθερό χρονικό βήμα h, που παριστάνουν διανύσματα Ν βαθμού, με τον εκθέτη Τ να δηλώνεται το ανάστροφο διάνυσμα: [image: ]
To εσωτερικό γινόμενο [image: ] των δύο παραπάνω ψηφιακών σημάτων ορίζεται ως
[image: ]
Στην περίπτωση που δύο διανύσματα είναι μεταξύ τους ορθογώνια, τότε το εσωτερικό τους γινόμενο είναι μηδέν. Επίσης, η απόλυτος τιμή [image: ] ενός διανύσματος Χ δίνεται:
[image: ]


					Η απόσταση δύο σημάτων δηλώνει κατά πόσο τα δύο σήματα απέχουν μεταξύ τους. Δύο σήματα ταυτίζονται εάν η μεταξύ τους απόσταση είναι μηδενική. Συνεπώς, η έννοια της απόστασης εκφράζει το σφάλμα (ή την καθυστέρηση) που εμφανίζεται μεταξύ δύο σημάτων. Στο χώρο των Ν διαστάσεων η απόσταση μεταξύ δύο διανυσμάτων X και Y είναι:[image: ]


					Η στιγμιαία ισχύς [image: ] ενός αναλογικού σήματος x(t) ισούται με το τετράγωνο αυτού, δηλαδή [image: ], ενώ η στιγμιαία ισχύς [image: ] ενός ψηφιακού σήματος x(n) ορίζεται ως [image: ]. Η μέση ισχύς [image: ] ενός αναλογικού σήματος x(t) ορίζεται για μία περίοδο Τ, κατά πλήρη αναλογία με τη μέση τιμή, ως εξής:[image: ]
ενώ η μέση ισχύς [image: ] ενός ψηφιακού σήματος x(n) ορίζεται ως 
[image: ]
Όταν η μέση ισχύς [image: ] είναι μεγαλύτερη του μηδενός για την περίπτωση που το χρονικό διάστημα Τ τείνει στο άπειρο, τότε τα σήματα αυτά ονομάζονται σήματα ισχύος (power signals), όπως είναι π.χ., τα περιοδικά σήματα. Επίσης παρατηρούμε ότι η μέση ισχύς [image: ] ισούται αριθμητικά με το τετράγωνο του [image: ] του σήματος x(n).


					Η ενέργεια ενός αναλογικού σήματος προκύπτει από το ολοκλήρωμα τα στιγμιαίας ισχύος στη διάρκεια μίας περιόδου Τ, δηλαδή[image: ]
ενώ η ενέργεια W ενός ψηφιακού σήματος x(n) ορίζεται από το άθροισμα της στιγμιαίας ισχύος στη διάρκεια του σήματος 
[image: ]
Παρατηρούμε ότι η ενέργεια ενός σήματος συμπίπτει με το εσωτερικό του γινόμενο. Όταν η ενέργεια W δεν απειρίζεται για [image: ] (σε αναλογικά σήματα) ή για [image: ] (σε ψηφιακά σήματα), τότε έχουμε το σήμα ενέργειας, όπως είναι όλα τα σήματα πεπερασμένης χρονικής διάρκειας. Από τον ορισμό της ενέργειας W προκύπτει εναλλακτικά και η μέση ισχύς [image: ] του ψηφιακού σήματος x(n), ως το τετράγωνο της [image: ] τιμής του σήματος x(n), ήτοι:
 
[image: ]
Η παραπάνω σχέση είναι ιδιαίτερα σημαντική διότι συνδέει την ενέργεια του σήματος με τη μέση ισχύ και με τη θετική ρίζα της μέσης τετραγωνικής [image: ] τιμής του. Στις εφαρμογές επεξεργασίας σημάτων, χρησιμοποιείται κατά κανόνα ο υπολογισμός της [image: ], διότι έτσι εκφράζεται έμμεσα τόσο η ενέργεια όσο και η μέση ισχύς του σήματος.


					Για την απόδοση της ομοιότητας δύο ψηφιακών σημάτων x(t) και y(t), Σχήμα 7.5, απαιτείται η χρήση ενός κατάλληλου κριτηρίου. Για παράδειγμα, το εσωτερικό γινόμενο δύο σημάτων είναι ένα μέτρο συσχετισμού, διότι για ορθογώνια διανύσματα το εσωτερικό τους γινόμενο είναι μηδέν. Εάν όμως το σήμα y(t) είναι χρονικά μετατοπισμένο κατά τ=Τ σε σχέση με το x(t), και θεωρήσουμε ως αρχή μέτρησης του χρόνου το σημείο 0 του πρώτου σήματος, τότε το εσωτερικό γινόμενο είναι μηδέν που δεν αποδίδει την ομοιότητα των δύο σημάτων. Το παραπάνω πρόβλημα επιλύεται με τον υπολογισμό του εσωτερικού γινομένου [image: ] των δύο νέων σημάτων, για όλες τις δυνατές τιμές της χρονικής καθυστέρησης (time delay) τ του ενός σήματος ως προς το άλλο, ως ακολούθως:[image: fig]
 


			

			Σχήμα 7.5 Δύο εν δυνάμει όμοια χρονικά σήματα με σχετική χρονική μετατόπιση τ.

			
				
					[image: ]
				

			

			Στα ψηφιακά σήματα, η χρονική καθυστέρηση εκφράζεται ως [image: ], όπου o δείκτης (lag number) n=0,1,2,3,…N. Η κατανομή του εσωτερικού γινομένου [image: ] ονομάζεται χρονική συνάρτηση ετεροσυσχέτισης (cross-correlation function) και αποδίδει την ομοιότητα δύο σημάτων: Μεγάλες τιμές της [image: ] σηματοδοτούν μεγάλη συσχέτιση των δύο σημάτων, ενώ όταν [image: ] τα δύο σήματα είναι ασυσχέτιστα. Επίσης χρησιμοποιείται και η χρονική συνάρτηση αυτοσυσχέτισης (auto-correlation function) [image: ] κατά τρόπο ανάλογο. Εφαρμογές των χρονικών συναρτήσεων της αυτοσυσχέτισης και της ετεροσυσχέτισης είναι στην ανίχνευση του θορύβου στα σήματα. Πιο συγκεκριμένα, για την απομάκρυνση του θορύβου και τη δημιουργία καθαρού (ή φιλτραρισμένου) σήματος, πρέπει τα σήματα να είναι ασυσχέτιστα, δηλαδή [image: ]. 

			7.2.4 Αριθμητική Εφαρμογή Αυτοσυσχέτισης και Ετεροσυσχέτισης

			Θεωρούμε τα δύο σήματα x(t), y(t) με ψηφιακή μορφή στο Σχήμα 7.6, αποτελούμενα από n=25 καταγραφές (Πίνακας 7.4) και τα οποία είναι ψηφιοποιημένα ανά 0.05s.

			
				
					[image: fig]
				

			

			(a)

			
				
					[image: fig]
				

			

			(b)

			Σχήμα 7.6 Γραφική παράσταση των σημάτων (a) x(t) και (b) y(t).

			Σύμφωνα με τα παραπάνω, υπολογίζεται ο συντελεστής αυτοσυσχέτισης Rxx(τ) για το διάστημα -1.20 <τ<+1.20, στον Πίνακα 7.4, ενώ οι γραφικές παραστάσεις της αυτοσυσχέτισης Rxx(τ) και της ετεροσυσχέτισης Rxy(τ) δίδονται στο Σχήμα 7.7.

			
				
					
					
					
					
					
					
					
				
				
					
							
							n

						
							
							t

						
							
							x(t)

						
							
							y(t)

						
							
							τ

						
							
							Rxx(τ)

						
							
							Rxy(τ)

						
					

					
							
							1

						
							
							0.00

						
							
							0.000000

						
							
							0.000000

						
							
							-1.20

						
							
							0.000000

						
							
							1.000000

						
					

					
							
							2

						
							
							0.05

						
							
							0.261052

						
							
							0.000000

						
							
							-1.15

						
							
							0.000000

						
							
							0.000000

						
					

					
							
							3

						
							
							0.10

						
							
							0.517638

						
							
							0.000000

						
							
							-1.10

						
							
							0.068150

						
							
							0.522100

						
					

					
							
							4

						
							
							0.15

						
							
							0.765367

						
							
							0.000000

						
							
							-1.05

						
							
							0.270260

						
							
							1.557380

						
					

					
							
							5

						
							
							0.20

						
							
							1.000000

						
							
							0.000000

						
							
							-1.00

						
							
							0.667550

						
							
							3.088110

						
					

					
							
							6

						
							
							0.25

						
							
							1.217523

						
							
							0.000000

						
							
							-0.95

						
							
							1.314470

						
							
							5.088110

						
					

					
							
							7

						
							
							0.30

						
							
							1.414214

						
							
							0.000000

						
							
							-0.90

						
							
							2.256740

						
							
							7.523160

						
					

					
							
							8

						
							
							0.35

						
							
							1.586707

						
							
							0.000000

						
							
							-0.85

						
							
							3.529570

						
							
							10.351590

						
					

					
							
							9

						
							
							0.40

						
							
							1.732051

						
							
							0.000000

						
							
							-0.80

						
							
							5.156230

						
							
							13.525000

						
					

					
							
							10

						
							
							0.45

						
							
							1.847759

						
							
							0.000000

						
							
							-0.75

						
							
							7.146820

						
							
							16.989100

						
					

					
							
							11

						
							
							0.50

						
							
							1.931852

						
							
							0.000000

						
							
							-0.70

						
							
							9.497490

						
							
							20.684620

						
					

					
							
							12

						
							
							0.55

						
							
							1.982890

						
							
							2.000000

						
							
							-0.65

						
							
							12.189970

						
							
							24.548320

						
					

					
							
							13

						
							
							0.60

						
							
							2.000000

						
							
							2.000000

						
							
							-0.60

						
							
							15.191510

						
							
							28.514100

						
					

					
							
							14

						
							
							0.65

						
							
							1.982890

						
							
							2.000000

						
							
							-0.55

						
							
							18.455220

						
							
							32.514100

						
					

					
							
							15

						
							
							0.70

						
							
							1.931852

						
							
							2.000000

						
							
							-0.50

						
							
							21.920800

						
							
							36.479880

						
					

					
							
							16

						
							
							0.75

						
							
							1.847759

						
							
							2.000000

						
							
							-0.45

						
							
							25.515630

						
							
							39.821480

						
					

					
							
							17

						
							
							0.80

						
							
							1.732051

						
							
							2.000000

						
							
							-0.40

						
							
							29.156230

						
							
							42.481720

						
					

					
							
							18

						
							
							0.85

						
							
							1.586707

						
							
							2.000000

						
							
							-0.35

						
							
							32.750120

						
							
							44.415090

						
					

					
							
							19

						
							
							0.90

						
							
							1.414214

						
							
							2.000000

						
							
							-0.30

						
							
							36.197860

						
							
							45.588500

						
					

					
							
							20

						
							
							0.95

						
							
							1.217523

						
							
							2.000000

						
							
							-0.25

						
							
							39.395430

						
							
							45.981890

						
					

					
							
							21

						
							
							1.00

						
							
							1.000000

						
							
							2.000000

						
							
							-0.20

						
							
							42.236770

						
							
							45.588500

						
					

					
							
							22

						
							
							1.05

						
							
							0.765367

						
							
							2.000000

						
							
							-0.15

						
							
							44.616800

						
							
							44.415090

						
					

					
							
							23

						
							
							1.10

						
							
							0.517638

						
							
							2.000000

						
							
							-0.10

						
							
							46.432590

						
							
							42.481720

						
					

					
							
							24

						
							
							1.15

						
							
							0.261052

						
							
							2.000000

						
							
							-0.05

						
							
							47.589350

						
							
							39.821480

						
					

					
							
							25

						
							
							1.20

						
							
							0.000000

						
							
							0.000000

						
							
							0.00

						
							
							48.000000

						
							
							36.479883

						
					

				
			

			Πίνακας 7.4 Στοιχεία των χρονικών σημάτων x(t) και y(t).

			
				
					[image: fig]
				

			

			(a)

			
				
					[image: fig]
				

			

			(b)

			Σχήμα 7.7 Η χρονική συνάρτηση (a) αυτοσυσχέτισης Rxx(τ) του σήματος x(t), συμμετρική ως προς τ=0 και (b) ετεροσυσχέτισης Rxy(τ) των σημάτων x(t) και y(t), συμμετρική ως προς τ=-0.25.

			7.2.5 Συναρτήσεις Πυκνότητας Φάσματος

			
					Η πυκνότητα φάσματος ενέργειας (energy density spectrum) ενός σήματος προκύπτει από την εξίσωση ενέργειας με μετασχηματισμό Fourier σε συνάρτηση της κυκλικής συχνότητας ω (ή της συχνότητας f) ως[image: ]
Ο όρος [image: ] ονομάζεται πυκνότητα του φάσματος ενέργειας και ισούται με το τετράγωνο του εύρους ταλάντωσης στο πεδίο Fourier. Επίσης, το [image: ] μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την εύρεση της ενέργειας του σήματος μέσα σε μία ζώνη συχνοτήτων [image: ] ως:
 
[image: ]
Παρατηρούμε ότι η ενέργεια συνεκτιμά την ολοκλήρωση για θετικές και για αρνητικές συχνότητες. Επειδή ο όρος [image: ] είναι πάντοτε θετικός, για τον αριθμητικό υπολογισμό της ενέργειας του σήματος μπορούμε να περιοριστούμε μόνο στην περιοχή των θετικών κυκλικών συχνοτήτων, απλώς διπλασιάζοντας την τιμή της τελικής ενέργειας.


					Η πυκνότητα φάσματος ισχύος σήματος, είναι η θεωρητικά άπειρη ενέργεια που εμπεριέχεται σε σήματα ισχύος. Από τον συνδυασμό της μέσης ισχύος του σήματος και της πυκνότητας φάσματος ενέργειας που αναφέρθηκαν προηγουμένως, ορίζεται ως πυκνότητα φάσματος ισχύος (power density spectrum) ο όρος [image: ], όπου T είναι η συνολική διάρκεια του σήματος. Είναι προφανές ότι προκειμένου να υπολογισθεί είτε η πυκνότητα φάσματος ισχύος, είτε η πυκνότητα φάσματος ενέργειας, πρέπει προηγουμένως να διερευνηθεί εαν έχουμε σήμα ισχύος ή σήμα ενέργειας, αντίστοιχα. Εδώ χρησιμοποιείται το ακόλουθο θεώρημα των Wiener-Khintchine (Papoulis 1985): Τόσο η πυκνότητα του φάσματος ενέργειας ενός σήματος ενέργειας, όσο και η πυκνότητα του φάσματος ισχύος ενός φάσματος ισχύος, ισούνται με το φάσμα πλατών της εκθετικής μιγαδικής μορφής Fourier της χρονικής συνάρτησης αυτόσυσχέτισης [image: ]. Το εν λόγω φάσμα πλατών Fourier ονομάζεται, σε αμφότερες των περιπτώσεων, συνάρτηση αυτόφασματικής πυκνότητας (auto-spectral density function) και μπορεί να υπολογισθεί για οποιοδήποτε τυχαίο σήμα, χωρίς να είναι απαραίτητη η διάκριση σε σήμα ενέργειας ή σε σήμα ισχύος.

					Η συνάρτηση αυτοφασματικής πυκνότητας (auto-spectral density function) [image: ] [ή η ισοδύναμη power spectral density [image: ]] χρησιμοποιείται σε σχέση με τυχαία σήματα. Η διάκριση μεταξύ των δύο βασίζεται στο ότι ο κάθε αρμονικός όρος αποτελείται από δύο μιγαδικά μέρη, σύμφωνα με τη σχέση του Euler. Πιο συγκεκριμένα, η συνάρτηση [image: ] χρησιμοποιείται όταν το σήμα ορίζεται αρνητικές και θετικές συχνότητες (διάγραμμα δύο-πλευρών), ενώ η [image: ] αναφέρεται σε διάγραμμα μίας πλευράς, δηλαδή για θετικές συχνότητες μόνο. Ο υπολογισμός της συνάρτησης [image: ] ενός σήματος [image: ] μπορεί να γίνει με διάφορες αριθμητικές μεθόδους υπολογισμού (Bendat and Piersol, 2000), εκ των οποίων η απλούστερη περιγράφεται από το θεώρημα των Wiener-Khintchine ως ακολούθως: Η [image: ] ισούται με το φάσμα πλατών της εκθετικής μιγαδικής μορφής Fourier της χρονικής συνάρτησης αυτόσυσχέτισης [image: ] του σήματος [image: ].

			

			Στην περίπτωση αναλογικών σημάτων η συνάρτηση αυτόφασματικής πυκνότητας [image: ] ορίζεται ως

			
				
					[image: ]
				

			

			Για το αντίστοιχο διάγραμμα μίας-πλευράς, έχουμε

			
				
					[image: ]
				

			

			Επίσης, για δύο διαφορετικά σήματα [image: ] και [image: ], η συνάρτηση ετεροφασματικής πυκνότητας (cross-spectral density function) υπολογίζεται όπως και στην περίπτωση της αυτόφασματικής πυκνότητας, με μόνη διαφορά ότι χρησιμοποιείται η χρονική συνάρτηση ετερο-συσχέτισης [image: ] αντί της [image: ].

			7.3 Γραμμικά Φίλτρα

			Στη Δυναμική των Κατασκευών, τα φίλτρα λειτουργούν ως γραμμικά συστήματα αλλοίωσης σημάτων. Το πιο απλό φίλτρο είναι η συνάρτηση δέλτα δ(t), Σχήμα 7.8, που αντιπροσωπεύει ένα σήμα μοναδιαίου πλάτους και μικρής διάρκειας [image: ] (κρουστικό σήμα) ως [image: ]. Εάν η συνάρτηση δ(t) μετατοπισθεί κατά χρόνο τ , τότε ισχύει πως [image: ]. Σημειώνουμε εδώ πως ο παραπάνω ορισμός δεν αντιστοιχεί μαθηματικά στην έννοια της γενικευμένης συνάρτησης του Dirac, διότι τότε η χρονική της διάρκεια είναι απειροστή και το εύρος της απειρίζεται. Για την συνάρτηση δ(t) προκύπτουν οι ακόλουθες ιδιότητες:

			
				
					[image: ]
				

			

			Η δεύτερη από τις παραπάνω εξίσωσης διατυπώνεται ως η συνέλιξη της συνάρτησης δέλτα [image: ] με ένα σήμα x(t) δίνει την τιμή του σήματος x(t) στη χρονική στιγμή τ. Στην περίπτωση των ψηφιακών σημάτων αποτελούμενων από Ν παρατηρήσεις (n=1, 2,…, N), η συνάρτηση δ(n) εκφράζεται ως εξής: [image: ] και αποτελεί τη θεωρητική βάση της δειγματοληψίας κατά τη μετατροπή ενός συνεχούς σήματος σε ψηφιακό. [image: ]

			
				
					[image: fig]
				

			

			(a)

			
				
					[image: fig]
				

			

			(b)

			Σχήμα 7.8 Η συνάρτηση δέλτα στο πεδίο (a) του χρόνου και (b) της συχνότητας (λευκός θόρυβος).

			Πιο συγκεκριμένα, το ‘τρένο’ των μοναδιαίων στιγμιαίων κρούσεων που χρησιμοποιείται στη δειγματοληψία για να μετατραπεί ένα συνεχές σήμα σε ψηφιακό, είναι μία σειρά ακαριαίων μοναδιαίων κρούσεων, μικρής (απειροστής) χρονικής διάρκειας, ανά σταθερά χρονικά διαστήματα h της δειγματοληψίας. Μία επιπλέον ιδιότητα της συνάρτησης δέλτα είναι πως ο μετασχηματισμός της κατά Fourier δίνει σταθερό φάσμα πλατών για όλες τις συχνότητες, Σχήμα 7.8, γνωστό ως λευκό θόρυβο (white noise).

			Σε μια μέτρηση της απόκρισης ενός δυναμικού συστήματος, όπως π.χ. ο μονοβάθμιος ταλαντωτής, το αρχικό σήμα x(t) που παράγεται διέρχεται μέσα από μία σειρά διαύλων (δηλαδή από το μέσο διάδοσης του σήματος και από τα όργανα μέτρησης) που το αλλοιώνουν, μετατρέποντάς το στο καταγεγραμμένο σήμα εξόδου y(t). Η όλη διαδικασία απαρτίζεται από (i) ένα σήμα εισόδου x(t), (ii) ένα σύστημα Η αλλοίωσης και (iii) ένα σήμα εξόδου y(t). Η διερεύνηση του συστήματος Η αποτελεί τη βάση για την ανάπτυξη μαθηματικών φίλτρων για την απομόνωση του θορύβου των σημάτων. Ένα σύστημα Η θεωρείται ως ένας μετασχηματισμός σήματος ως [image: ]. Στην περίπτωση πολυμεταβλητών συστημάτων (multivariable systems), έχουμε την ακόλουθη μητρωική μορφή, Σχήμα 7.9:

			
				
					[image: ]
				

			

			
				
					[image: fig]
				

			

			Σχήμα 7.9 Η σχηματική απεικόνιση πολυμεταβλητών συστημάτων.

			Στην περίπτωση των σημάτων συνεχούς χρόνου, ο τελεστής Η είναι ένα γραμμικό σύστημα διαφορικών εξισώσεων Ν-οστής τάξης, ενώ στην περίπτωση των ψηφιακών σημάτων, είναι είτε μία εξίσωση πεπερασμένων διαφορών ή μία εκθετική μιγαδική συνάρτηση. Ένα σύστημα Η λέγεται αιτιατό (causal) όταν η απόκριση[image: ]στη χρονική στιγμή t δεν εξαρτάται από μελλοντικές τιμές της διέγερσης [image: ]. Όταν η τιμή εξόδου [image: ] εξαρτάται μόνο από την τιμή της διέγερσης [image: ] στην ίδια χρονική στιγμή, τότε το σύστημα Η ονομάζεται στιγμιαίο (instantaneous). Σε αντίθετη περίπτωση, το σύστημα Η ονομάζεται δυναμικό, διότι η τιμή εξόδου [image: ] εξαρτάται από όλες τις προηγούμενες τιμές του σήματος εισόδου [image: ]. Το σύστημα Η είναι γραμμικό όταν ισχύει η αρχή της επαλληλίας, δηλαδή

			
				
					[image: ]
				

			

			όπου a, b είναι συντελεστές και [image: ] είναι σήματα εισόδου.

			Στο πεδίο του χρόνου, το σήμα εξόδου [image: ] δίνεται από τη συνέλιξη του σήματος εισόδου [image: ] με την κρουστική απόκριση [image: ]:

			
				
					[image: ]
				

			

			Στο πεδίο των συχνοτήτων ισχύουν οι σχέσεις 

			
				
					[image: ]
				

			

			όπου [image: ] είναι οι μετασχηματισμοί Fourier των σημάτων [image: ], αντίστοιχα, και [image: ] είναι ο μετασχηματισμός Fourier της κρουστικής απόκρισης [image: ]. Σε ορισμένες περιπτώσεις, το σήμα εξόδου [image: ]δίδεται ως ανάπτυγμα σειρών Fourier της μορφής

			
				
					[image: ]
				

			

			όπου το το σήμα εξόδου [image: ] ισούται με το γινόμενο του πλάτους [image: ] του σήματος εισόδου [image: ] επί το αντίστοιχο πλάτος [image: ] της κρουστικής απόκρισης [image: ].

			7.3.1 Κατηγορίες Φιλτρων 

			Οι επιθυμητές ιδιότητες των μαθηματικών φίλτρων είναι (i) να μην αλλοιώνουν την πληροφόρηση που μεταφέρεται από το σήμα εισόδου [image: ]και (ii) να απομακρύνουν το θόρυβο που έχει εισέλθει στο σήμα εξόδου [image: ]Τα βασικά φίλτρα είναι τα εξής:

			
					Ανω-διαβατό φίλτρο (high-pass filter ή HPF), που επιτρέπει τη διέλευση όλων των αρμονικών όρων ενός σήματος εισόδου με συχνότητα μεγαλύτερη τη συχνότητα αποκοπής (cut-off frequency)[image: ], Σχήμα 7.10. Το φίλτρο δίδεται σε εκθετική μιγαδική μορφή ως[image: ]
Για παράδειγμα, θεωρούμε το σύνθετο περιοδικό σήμα εξόδου του Σχήματος 7.11, που αποτελείται από δύο αρμονικούς όρους με συχνότητες [image: ] και [image: ], και εύρος ταλάντωσης [image: ] και [image: ] αντίστοιχα, ως [image: ]. Εαν επιθυμούμε να φιλτράρουμε το σήμα αποκόπτοντας τον αρμονικό όρο με τη χαμηλότερη συχνότητα, τότε πρέπει να θεωρήσουμε ένα άνω-διαβατό φίλτρο με συχνότητα αποκοπής μεγαλύτερη των [image: ], π.χ., [image: ]. Το σήμα που απομένει μετά την απομάκρυνση του παραπάνω αρμονικού όρου δίδεται στο Σχήμα 7.11. 


					Κάτω-διαβατό φίλτρο (low-pass filter ή LPF), που επιτρέπει τη διέλευση όλων των αρμονικών όρων ενός σήματος εισόδου με συχνότητα μικρότερη από τη χαρακτηριστική συχνότητα [image: ], Σχήμα 7.10. Το φίλτρο δίδεται σε εκθετική μιγαδική μορφή ως[image: ]
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(d)
Σχήμα 7.10 (a) Aνω-διαβατό φίλτρο (HPF), (b) κάτω-διαβατό φίλτρο (LPF), (c) Το ζωνό-διαβατό φίλτρο (ΒPF) και (d) Το ζωνό-αδιάβατο φίλτρο (ΒSF).
Σε σχέση με το προηγούμενο παράδειγμα, τώρα φιλτράρουμε το σύνθετο περιοδικό σήμα εξόδου αποκόπτοντας τώρα τον αρμονικό όρο με την υψηλότερη συχνότητα. Θεωρούμε ένα κάτω-διαβατό φίλτρο (LPF) με συχνότητα αποκοπής μικρότερη των 20Hz, έστω [image: ]Το σήμα που απομένει μετά δίδεται στο Σχήμα 7.11.


					Ζωνό-διαβατό φίλτρο (band-pass filter ή BPF), που επιτρέπει τη διέλευση όλων των αρμονικών όρων ενός σήματος εισόδου που διαθέτουν συχνότητα σε μία ζώνη μεταξύ [image: ] και [image: ], Σχήμα 7.10. Το φίλτρο δίδεται σε εκθετική μιγαδική μορφή ως 
[image: ]
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Σχήμα 7.11 (a) Σύνθετο περιοδικό σήμα εξόδου, (b) φιλτραρισμένο σήμα μετά την απομάκρυνση του αρμονικού όρου χαμηλής συχνότητας και (c) φιλτραρισμένο σήμα μετά την απομάκρυνση του αρμονικού όρου υψηλής συχνότητας.


					Ζωνό-αδιάβατο φίλτρο (band-stop filter ή (BSF), που επιτρέπει τη διέλευση όλων των αρμονικών όρων ενός σήματος εισόδου που διαθέτουν συχνότητα αφενός μεγαλύτερη από [image: ] και αφετέρου μικρότερη από [image: ], Σχήμα 7.10. Το φίλτρο δίδεται σε εκθετική μιγαδική μορφή ως[image: ]


					Το πλάτος ζώνης συχνοτήτων (bandwidth) δηλώνει μία ζώνη συχνοτήτων από την οποία διέρχονται μόνο οι αρμονικοί όροι ενός τυχαίου σήματος με συχνότητες που εμπίπτουν στη ζώνη συχνοτήτων, Σχήμα 7.12, φίλτρο τύπου Butterworth. Σημειώνουμε πως ιδανικά φίλτρα μπορούν να υπάρξουν μόνο όταν είναι γνωστό το πλήρες συχνοτικό περιεχόμενο και το φάσμα πλατών του σήματος, όπως για παράδειγμα συμβαίνει με περιοδικά σήματα. 

			

			
				
					[image: fig]
				

			

			(a)

			
				
					[image: fig]
				

			

			(b)

			Σχήμα 7.12 (a) Το πλάτος ζώνης συχνοτήτων σε ζωνό-διαβατό φίλτρο τύπου Butterworth και (b) η καμπύλη προσαρμογής του μεγέθους του φίλτρου για χαρακτηριστική συχνότητα f2H=10Hz.

			Το φίλτρο Butterworth, που χρησιμοποιείται σε προβλήματα της πράξης, χαρακτηρίζεται από σταθερό μέγεθος 0.95<Α<1.0 για ολόκληρο σχεδόν το πλάτος ζώνης των συχνοτήτων, ενώ οι συχνότητες αποκοπής [image: ] και [image: ] κατέρχονται στην τιμή [image: ], που αντιστοιχεί στον στατιστικό μέσο όρο του 50% της ισχύος του μεγέθους Α. Η τετραγωνισμένη καμπύλη βαθμού 2Ν, N=1- 8, η οποία και συνεχίζεται μέχρι να μηδενισθεί ασυμπτωτικά το μέγεθος του φίλτρου, που καθορίζεται από την ακόλουθη εξίσωση, Σχήμα 7.12:

			
				
					[image: ]
				

			

			Στην περίπτωση των τυχαίων σημάτων, η διαδικασία απομάκρυνσης του θορύβου είναι μία επαναληπτική διαδικασία, και για την υλοποίησή της κατασκευάζονται κατά περίπτωση διάφορα ψηφιακά φίλτρα, αλλά με ανεπαρκή συνήθως μαθηματική τεκμηρίωση. 

		

	
		
			Κεφάλαιο 8: Μέθοδοι Χρονικής Ολοκλήρωσης

			8.1 Εισαγωγή

			Στο παρόν κεφάλαιο θα εξετάσουμε τον τρόπο επίλυσης της εξίσωσης δυναμικής ισορροπίας (ή εξίσωση κίνησης) του μονοβάθμιου ταλαντωτή με απ’ ευθείας χρονική ολοκλήρωση (Clough and Penzien, 1975; Bathe and Wilson, 1976; Belytschko and Hughes, 1983). Σημειώνουμε πως η μέθοδος αυτή επεκτείνεται άμεσα και σε πολυβάθμια συστήματα, αντικαθιστώντας απλώς τα βαθμωτά μεγέθη του μονοβάθμιου ταλαντωτή με μητρωικά και διανυσματικά μεγέθη (Argyris and Mlejnek, 1991). Η εξίσωση κίνησης έχει την παρακάτω ημιδιακριτοποιημένη μορφή (μία έννοια που θα γίνει πιό ξεκάθαρη με αναφορά στα πολυβάθμια συστήματα) 

			
				
					[image: ]
				

			

			όπου η μάζα m, απόσβεση c και δυσκαψία k είναι σταθερές, οι δε άγνωστες μεταβλητές του δυναμικού συστήματος [image: ] και ο φορτιστικός όρος [image: ]είναι συνεχείς συναρτήσεις του χρόνου και ανεξάρτητες του χώρου. Η διαδικασία επίλυσης της παραπάνω εξίσωσης με χρονική ολοκλήρωση βασίζεται στις εξής δυο βασικές παραδοχές:

			
					ικανοποίηση της Εξίσωσης (8.1) ή κάποιας τροποποιημένης μορφής της σε διακριτά χρονικά σημεία [image: ] και 

					προκαθορισμός της χρονικής μεταβολής των αγνώστων μεταβλητών και του φορτιστικού όρου εντός του χρονικού βήματος [image: ]. 

			

			Εφαρμόζοντας τις δύο αυτές παραδοχές, οι χρονικές συναρτήσεις [image: ] στην Εξίσωση (8.1) αντικαθίστανται από ακολουθίες [image: ], ενώ η διαφορική εξίσωση κίνησης παίρνει τη μορφή εξίσωσης διαφορών (difference equation).

			Σε γενικές γραμμές, οι αλγόριθμοι χρονικής ολοκλήρωσης μπορούν να καταταχθούν σε δύο θεμελιώδεις κατηγορίες:

			
					Πεπλεγμένες (implicit), όπου η εξίσωση διαφορών που αντιστοιχεί στη διαφορική εξίσωση (8.1) έχει στο αριστερό της σκέλος περισσότερα του ενός άγνωστα μεγέθη του διακριτού χρόνου, με αποτέλεσμα να μη γίνεται άμεσα ο διαχωρισμός γνωστών από αγνώστους, καθώς και η επίλυση.

					Ρητές (explicit), όπου η αντίστοιχη εξίσωση διαφορών έχει στο αριστερό της σκέλος ένα μόνο άγνωστο μέγεθος του διακριτού χρόνου, οπότε και επιτυγχάνεται ο διαχωρισμός και η επίλυση ως προς το μέγεθος αυτό.

			

			Κρίσιμα χαρακτηριστικά για την αξιοπιστία και απόδοση ενός αλγόριθμου χρονικής ολοκλήρωσης είναι (i) η αριθμητική ευστάθεια και (ii) η ακρίβεια του. Η αριθμητική ευστάθεια είναι επιβεβλημένη προκειμένου να εξασφαλίζεται η σύγκλιση των αποτελεσμάτων του αλγόριθμου. Αν η απαίτηση της αριθμητικής ευστάθειας εισάγει περιορισμούς στο μέγεθος της χρονικής παραμέτρου διακριτοποίησης [image: ] (χρονικό βήμα; time step), τότε ο αλγόριθμος χαρακτηρίζεται ως υπό συνθήκη ευσταθής (conditionally stable). Σε αντίθετη περίπτωση, χαρακτηρίζεται ως απόλυτα ευσταθής (unconditionally stable). Εδώ πρέπει να τονίσουμε ότι η δέσμευση του μεγέθους του χρονικόυ βήματος [image: ] (σε sec) αποτελεί αναγκαία συνθήκη ώστε να εξασφαλισθεί η σύγκλιση του αλγόριθμου αλλά όχι ικανή. Συνεπώς, η επιθυμητή ακρίβεια μπορεί να απαιτεί ακόμα μικρότερο μέγεθος του βήματος χρονικής διακριτοποίησης [image: ]. 

			8.2 Διατύπωση Αλγορίθμων Χρονικής Ολοκλήρωσης

			Παρακάτω παρουσιάζονται οι πέντε πιο συνήθεις μέθοδοι χρονικής ολοκλήρωσης για τις εξισώσεις κίνησης μονοβάθμιων και πολυβάθμιων ταλαντωτών.

			8.2.1 Μέθοδος των Κεντρικών Διαφορών

			Η εξίσωση κίνησης (8.1) είναι μια διαφορική εξίσωση δευτέρας τάξης με σταθερούς συντελεστές, και μπορεί να επιλυθεί σε διακριτά χρονικά σημεία εάν προσεγγίσουμε τη μετακίνηση [image: ] στις χρονικές θέσεις [image: ] και [image: ] με τη βοήθεια του αναπτύγματος σειράς Taylor, παραλείποντας όρους τρίτης τάξεως και άνω 

			
				
					[image: ]
				

			

			Αφαιρώντας τις παραπάνω εξισώσεις και αναδιατάσσοντας έχουμε για την ταχύτητα το εξής ανάπτυγμα τύπου πεπερασμένων (ή κεντρικών) διαφορών (finite differences) 

			
				
					[image: ]
				

			

			ενώ προσθέτοντας τις ίδιες εξισώσεις προσεγγίζουμε την επιτάχυνση στον χρόνο t με πεπερασμένες διαφορές ως

			
				
					[image: ]
				

			

			Αν τώρα θεωρήσουμε τον χρόνο ως διακριτή μεταβλητή βήματος [image: ], έχουμε

			
				
					[image: ]
				

			

			Η εξίσωση δυναμικής ισορροπίας στον χρόνο [image: ] παίρνει τη μορφή 

			
				
					[image: ]
				

			

			Αντικαθιστώντας στην Εξίσωση (8.6) τις προσεγγίσεις από τις εξισώσεις (3.5), λαμβάνουμε τη διακριτή μορφή 

			
				
					[image: ]
				

			

			Αν το χρονικό βήμα [image: ], τότε η παραπάνω εξίσωση είναι γραμμική εξίσωση διαφορών δεύτερης τάξης, ενώ για την περίπτωση που [image: ], είναι γραμμική εξίσωση διαφορών πρώτης τάξης. Παρατηρούμε επίσης πως στην Εξίσωση (8.7) υπάρχει μόνο ένα άγνωστο μέγεθος, αφού έχουμε υπολογίσει όλα τα προγενέστερα σε χρόνο μεγέθη. Συνεπώς, έχουμε τη μετακίνηση [image: ] στο χρονικό βήμα [image: ] ως 

			
				
					[image: ]
				

			

			Το γεγονός πως για τη λύση σε κάποιο χρονικό βήμα πρέπει να γνωρίζουμε μεγέθη από τα δυο αμέσως προηγούμενα βήματα δημιουργεί πρόβλημα εκκίνησης του αλγορίθμου, αφού για το πρώτο βήμα [image: ] πρέπει να γνωρίζουμε τα [image: ]. Το [image: ] είναι μια από τις αρχικές συνθήκες και συνεπώς γνωστό, ενώ το [image: ] παραμένει άγνωστο. Μία πρώτη προσέγγιση είναι πως για αρνητικούς χρόνους το σύστημα είναι σε ηρεμία, δηλαδή έχουμε μηδενικές τιμές για τις μεταβλητές του προβλήματος. Αυτή η θεώρηση είναι όμως εσφαλμένη, καθότι ο χρονικός άξονας είναι αυθαίρετος και το παρόν φαινόμενο μπορεί να αποτελεί συνέχεια ενός προγενέστερου. Αυτό άλλωστε φαίνεται και από τις αναλυτικές λύσεις του Κεφαλαίου 2, που δίδουν αποτελέσματα και για χρόνους προγενέστερους από τον χρόνο έναρξης. Εδώ χρειάζεται κάποια προσοχή, διότι οι λύσεις αυτές δεν είναι μονοσήμαντες και θεωρητικά άπειροι συνδυασμοί κινηματικών και εντατικών μεγεθών θα μπορούσαν να είχαν φέρει το δυναμικό σύστημα στις συνθήκες που τώρα θεωρούμε αρχικές. Συνεπώς, για να βρεθεί μία αποδεκτή προσέγγιση της τιμής [image: ], απλώς χρησιμοποιούμε την Εξίσωση (8.2) με [image: ] για τη μετακίνηση, οπότε έχουμε τη σχέση
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			Η αρχική επιτάχυνση μπορεί να υπολογισθεί εύκολα από την Εξίσωση (8.1) στο χρόνο [image: ], δηλαδή
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			Στον Πίνακα 8.1 παρουσιάζεται η μόρφωση του αλγόριθμου για πολυβάθμια συστήματα σε σταδιακά βήματα, ώστε να είναι εύκολος ο προγραματισμός σε H/Y.

			8.2.2 Μέθοδος Newmark-beta (β)

			Σύμφωνα με τη μέθοδο Newmark (Bathe and Wilson, 1976), οι μετακινήσεις και οι ταχύτητες εντός του παρόντος χρονικού βήματος προέρχονται από ολοκλήρωση της αντίστοιχης συνάρτησης επιτάχυνσης, με την παραδοχή κάποιας συγκεκριμένης γραμμικής μεταβολής της επιτάχυνσης εντός του βήματος. Μετά την παραπάνω ολοκλήρωση, έχουμε τις εξής πεπερασμένες διαφορές για την ταχύτητα και τη μετακίνηση:	
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							Αρχικοί υπολογισμοί:

							
									Μόρφωση των μητρώων δυσκαμψίας Κ, μάζας Μ, και απόσβεσης C

									Καθορισμός αρχικών συνθηκών για μετακινήσεις D0, και ταχύτητες V0

									Υπολογισμός επιταχύνσεων A0 από ισορροπία στον χρόνο t0

									Καθορισμός χρονικού βήματος Δt

									Υπολογισμός σταθερών ολοκλήρωσης [image: ]


									Υπολογισμός του [image: ]

									Καθορισμός του ενεργού μητρώου μάζας [image: ]

							

						
					

					
							
							Επαναληπτικοί υπολογισμοί

							
									Ενεργό φορτίο [image: ]

									Επίλυση για μετακινήσεις στο βήμα n+1 ως [image: ]

									Επιτάχυνση και ταχύτητα στο βήμα n ως [image: ]


							

						
					

				
			

			Πίνακας 8.1 Μόρφωση αλγόριθμου της μεθόδου των Κεντρικών Διαφορών.

			Η παράμετρος [image: ] είναι ουσιαστικά ένας συντελεστής βάρους, που δίνει την επιρροή της αρχικής και τελικής επιτάχυνσης στον υπολογισμό της ταχύτητας. Ομοίως λειτουργεί και η παράμετρος [image: ], που είναι ο συντελεστής επιρροής της αρχικής και τελικής επιτάχυνσης στον υπολογισμό της μετακίνησης. Δύο από τις πλέον ευρέως διαδεδομένες υπο-περιπτώσεις της Newmark-β είναι αυτές που προκύπτουν για (i) [image: ], η ονομαζόμενη μέθοδος ‘σταθερής μέσης επιτάχυνσης’ που βασίζεται στην παραδοχή της επιτάχυνσης μέσα σ’ ένα χρονικό βήμα ως σταθερής και ίσης με το μέσο όρο της αρχικής και τελικής τιμής, και (ii) για [image: ], που ονομάζεται μέθοδος ‘γραμμικής επιτάχυνσης’ και βασίζεται στην παραδοχή γραμμικής συνάρτησης για την επιτάχυνση, ίσης με [image: ] στην αρχή του βήματος και με [image: ] στο τέλος του.

			Η εξίσωση κίνησης (8.1) στον διακριτό χρόνο [image: ] έχει τη μορφή 

			
				
					[image: ]
				

			

			Με αναδιάταξη της δεύτερης Εξίσωσης (8.11) ως προς την επιτάχυνση του βήματος [image: ] προκύπτει η παρακάτω Εξίσωση (8.13), η οποία με τη σειρά της αντικαθίσταται στην πρώτη των Εξισώσεων (8.11) ώστε να προκύψει η Εξίσωση (8.14):
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					[image: ]
				

			

			Παρατηρούμε τώρα ότι οι δύο παραπάνω σχέσεις μας δίδουν την επιτάχυνση και την ταχύτητα στο βήμα [image: ], εκφρασμένες ως προς τα στοιχεία του βήματος n. Εάν αντικαταστήσουμε τις σχέσεις (8.13)-(8.14) στην (8.12), έχουμε μία εξίσωση με μοναδικό άγνωστο τη μετακίνηση [image: ], η οποία υπολογίζεται ως εξής:

				

			
				
					[image: ]
				

			

			Η μέθοδος τώρα έχει πάρει μία ρητή μορφή. Αφού υπολογισθεί η [image: ], από την Εξίσωση (8.13) υπολογίζεται το [image: ]. Τέλος, από την Εξίσωση (8.14) υπολογίζεται το [image: ]. Στο σημείο αυτό προκύπτει το ερώτημα εάν οι τιμές που έχουν υπολογισθεί ικανοποιούν τη συνθήκη ισορροπίας (8.1). Η απάντηση είναι πως όχι απαραιτήτως, διότι η μέθοδος είναι πεπλεγμένης μορφής.

			Ενα άλλο εύλογο ερώτημα που προκύπτει είναι εάν γνωρίζουμε ποιά είναι η ακριβής μεταβολή της επιτάχυνσης μέσα στο διάστημα [image: ]. Η απάντηση στο παραπάνω ερώτημα δεν είναι αυτονόητη. Εδώ θα αναφέρουμε απλώς πως η μεταβολή της επιτάχυνσης είναι γραμμική συνάρτηση μέσα στο διάστημα [image: ], που ξεκινάει από την αρχική τιμή [image: ] και καταλήγει στην τελική τιμή [image: ], όπως φαίνεται στο Σχήμα 8.1. Τέλος, στον Πίνακα 8.2 δίδεται η μόρφωση του αλγόριθμου για εισαγωγή σε Η/Υ ως ειδική περίπτωση για την παράμετρο [image: ] που θα διευκρινισθεί παρακάτω (ομοίως και στον Πίνακα 8.4 ως μέλος μίας ευρύτερης οικογένειας αλγόριθμων αριθμητικής ολοκλήρωσης με παραμέτρους [image: ].

			8.2.3 Μέθοδοι Wilson theta (θ) και η Συνδυαστική Μέθοδος θ-β 

			Μία σημαντική μέθοδος χρονικής ολοκλήρωσης είναι και η μέθοδος Wilson-θ που αργότερα επεκτάθηκε και συνδυάστηκε με την οικογένεια των αλγόριθμων Newmark-β, δίνοντας τους τον χαρακτηρισμό ‘συνδυαστικές μέθοδοι’ (collocation methods). Μία πλήρης μελέτη αυτών των αλγόριθμων έχει γίνει από τους Bathe and Wilson (1976) και από τους Belytschko and Hughes (1983). Εδώ αναλύεται η πορεία μόρφωσης των συνδυαστικών αλγόριθμων, και ταυτόχρονα δίδονται οι απαραίτητες συνθήκες για να πάρουν αυτοί οι αλγόριθμοι μία προκαθορισμένη μορφή (Newmark-β ή Wilson-θ).
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			Σχήμα 8.1 Παραδοχή γραμμικής μεταβολής της επιτάχυνσης στη μέθοδο Newmark-β.

			Η κεντρική ιδέα εδώ είναι η επέκταση της μεταβολής της επιτάχυνσης από το χρονικό διάστημα [image: ] στο χρονικά αυξημένο διάστημα [image: ], όπου [image: ]. Προφανώς, για [image: ] η μέθοδος εκφυλίζεται στην Newmark-β. Η μετακίνηση και η ταχύτητα στον χρόνο [image: ] θα δίδονται από τους τύπους
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			Λύνοντας τη δεύτερη Εξίσωση (8.16) ως προς [image: ] έχουμε τη δεύτερη Εξίσωση (8.17) παρακάτω, την οποία τώρα αντικαθιστούμε στην πρώτη Εξίσωση (8.16) και ακολούθως επιλύουμε ως προς [image: ] για να λάβουμε την πρώτη Εξίσωση (8.17): 
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			Η εξίσωση κίνησης (8.1) στον διακριτό χρόνο [image: ] έχει τη μορφή 

			
				
					[image: ]
				

			

			Για την εξωτερική δύναμη, υποθέτουμε γραμμική μεταβολή από n έως [image: ] και εξωτερική γραμμική παρεμβολή για την τιμή της στο [image: ] (σε μελλοντικό χρόνο), καταλήγοντας στη σχέση 
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			Το επόμενο βήμα είναι η εισαγωγή των Εξισώσεων (8.17) και (8.19) στην Εξίσωση (8.18), οπότε και έχουμε μία εξίσωση της μορφής
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			που επιτρέπει την επίλυση για τη νέα μετακίνηση [image: ]. Ακολούθως, μπορούμε από την Εξίσωση (8.17) να υπολογίσουμε τη νέα επιτάχυνση [image: ]. Οπως αναφέρθηκε και στην προηγούμενη ενότητα, η μεταβολή της επιτάχυνσης είναι μία γραμμική συνάρτηση μέσα στο διάστημα [image: ], και το ίδιο ισχύει για τον παρόντα αλγόριθμο στο αυξημένο διάστημα [image: ]. Εχοντας λοιπόν υπολογίσει την [image: ] και γνωρίζοντας την [image: ], μπορούμε με απλή γραμμική παρεμβολή να υπολογίσουμε την [image: ] από τον τύπο
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			Τέλος, θέτοντας [image: ] στις Εξισώσεις (8.16) μας επιτρέπει να υπολογίσουμε στο [image: ] την ταχύτητα και τη μετακίνηση, απαλοίφοντας έτσι το μελοντικό χρόνο [image: ]. 

			Ο Πίνακας 8.2 παρουσιάζει τη μόρφωση του αλγόριθμου σε επιμέρους βήματα, ώστε να είναι εύκολη η εισαγωγή του σε Η/Υ. Εδώ απλώς αναφέρουμε πως η αρχέτυπη μέθοδος Wilson-θ είναι αυτή που προκύπτει για [image: ], [image: ] και [image: ]. Επίσης, για [image: ] η μέθοδος εκφυλίζεται στη Newmark-β.

			8.2.4 Μέθοδος Γενικευμένη Αλφα (α)

			Η μέθοδος αυτή είναι αποτέλεσμα ερευνητικών προσπαθειών των Belytschko and Hughes (1983) που απέβλεπαν σε αλγοριθμική απόσβεση της επιρροής των ανωτέρων ιδιομορφών του δυναμικού συστήματος κατά τη διάρκεια της επίλυσης, δίχως όμως ταυτόχρονα να ελαττώνεται η ακρίβεια του αλγόριθμου χρονικής ολοκλήρωσης. Αυτό φυσικά αφορά στα πολυβάθμια δυναμικά συστήματα, όπου οι υψηλόσυχνες ιδιομορφές συχνά διεγείρονται, αλλά η συνεισφορά τους στη συνολική λύση είναι κατά πολύ μεγαλυτερη από ότι θα προέβλεπαν οι ανάλογοι συντελεστές συμμετοχής. Η Γενικευμένη-α μέθοδος είναι ένας συνδυασμός των παλαιοτέρων αλγόριθμων ΗΗΤ-α (Hilbert-Hughes-Taylor) και WBZ-a (Wood-Bossak-Zienkiewicz) που επινοήθηκαν ακριβώς για τον παραπάνω σκοπό. Οπως φαίνεται στον Πίνακα 8.3, ο αλγόριθμος αυτός ελέγχεται από τέσσερις μεταβλητές [image: ], και με συγκεκριμένη επιλογή τιμών εκφυλίζεται στους προαναφερθέντες

			αλγόριθμους, καθώς και στην οικογένεια αλγόριθμων Newmark-β.

			Οι παραδοχές της Γενικευμένης-α μεθόδου για την επιτάχυνση, την ταχύτητα και τη μετατόπιση είναι ίδιες με αυτές της Newmark-β που δίδονται στην Εξίσωση (3.11), η δε διαφορά τους είναι στην εξίσωση κίνησης που εδώ λαμβάνει την παρακάτω τροποποιημένη μορφή με τα σχετικά αναπτύγματα για τα κινηματικά και τα φορτιστικά μεγέθη:

			
				
					
				
				
					
							
							Ι. Αρχικοί υπολογισμοί:

							
									Μόρφωση των μητρώων δυσκαμψίας Κ, μάζας Μ, και απόσβεσης C

									Καθορισμός αρχικών συνθηκών για μετακινήσεις D0, και ταχύτητες V0

									Υπολογισμός επιταχύνσεων A0 από ισορροπία στον χρόνο t0

									Καθορισμός χρονικού βήματος Δt και σταθερών θ, β, γ

									Υπολογισμός σταθερών ολοκλήρωσης [image: ]


									Καθορισμός του ενεργού μητρώου δυσκαμψίας  [image: ]

							

						
					

					
							
							ΙΙ. Επαναληπτικοί υπολογισμοί:

							
									Ενεργό φορτίο [image: ]


									Επίλυση για μετακινήσεις στο βήμα n+θ ως [image: ]

									Eπιτάχυνση στο βήμα n+θ ως [image: ]

									Επιτάχυνση, ταχύτητα και μετακίνηση στο βήμα n+1 ως [image: ]


							

						
					

				
			

			Πίνακας 8.2 Μόρφωση αλγόριθμου της μεθόδου Wilson-θ
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			Στον Πίνακα 8.4 συνοψίζεται η μόρφωση και πορεία υπολογισμών του αλγόριθμου, ενώ περισσότερες πληροφορίες για τις ιδιότητες του θα δούμε στην Ενότητα 8.3.
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			Πίνακας 8.3 Βασικοί αριθμητικοί παράμετροι των αλγορίθμων χρονικής ολοκλήρωσης.
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							ΙΙ. Επαναληπτικοί υπολογισμοί:

							
									Ενεργό φορτίο [image: ]


									Επίλυση για μετακινήσεις στο βήμα n+1 ως [image: ]

									Eπιτάχυνση και ταχύτητα στο βήμα n+1 ως[image: ]


							

						
					

				
			

			Πίνακας 8.4 Οι αλγορίθμοι Γενικευμένη-α, HHT-a, WBZ-a και Νewmark-β.

			8.2.5 Μέθοδος Runge-Kutta-Nystrom

			Μία από τις πλέον κλασικές κατηγορίες μεθόδων επίλυσης συνήθων διαφορικών εξισώσεων είναι η μέθοδος Runge-Kutta, που σπάνια όμως χρησιμοποιείται για την επίλυση δυναμικών συστημάτων (Press et al., 1989). Αυτό οφείλεται σε δυο βασικούς λόγους, (i) την πολυπλοκότητα της μόρφωσης του αλγόριθμου για πολυβάθμια συστήματα και (ii) δεν υπάρχει μια σαφής συνθήκη ευστάθειας, δηλαδή ο αλγόριθμος είναι υπό συνθήκη ευσταθής. Η μέθοδος όμως έχει ισχυρό μαθηματικό υπόβαθρο και η ακρίβεια της μπορεί να είναι υψηλή (ευστάθεια και ακρίβεια είναι όροι οι οποίοι θα παρουσιαστούν στην επόμενη ενότητα). Πιο συγκεκριμένα, σ’ όλους τους προηγούμενους αλγόριθμους επιτυγχάνουμε ακρίβεια πρώτης ή δεύτερης τάξης, με εξαίρεση τη μέθοδο Fox-Goodwin (που είναι η Newmark-β με συντελεστές [image: ] και είναι υπό συνθήκη ευσταθής), για την οποία επιτυγχάνεται ακρίβεια τέταρτης τάξεως, αλλά μόνο για την περίπτωση μηδενικής απόσβεσης. Σε αντίθεση, η μέθοδος Runge-Kutta-Nystrom παρουσιάζει ακρίβεια τέταρτης τάξης. 
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							ΙΙ. Επαναληπτικοί υπολογισμοί:

							
									Συντελεστές βήματος[image: ]
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			Πίνακας 8.5 Μόρφωση του αλγόριθμου της μεθόδου Runge-Kutta-Nystrom.

			O σχετικός αλγόριθμος μορφώνεται διαφορετικά από πριν, και ο απλούστερος τρόπος έναρξης της χρονικής ολοκλήρωσης είναι να φέρουμε τη διακριτή εξίσωση κίνησης (8.12) στη μορφή
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			Για συντομία, η πορεία υπολογισμών της μεθόδου συνοψίζεται στον Πίνακα 8.5.

			Κλείνοντας, αναφέρουμε πως υπάρχουν και άλλες μέθοδοι χρονικής ολοκλήρωσης, πέραν αυτών που παρουσιάστηκαν παραπάνω. Για παράδειγμα, η μέθοδος των Hilber-Hughes-Taylor (1977) συνδυάζει όλα τα πλεονεκτήματα της μεθόδου Newmark-β με αυτά της μεθόδου Wilson-θ, και για το λόγο αυτό προτείνεται ως η κύρια μέθοδος χρονικής ανάλυσης στο πρόγραμμα πεπερασμένων στοιχείων SAP2000. 

			8.3 Ανάλυση Σύγκλισης των Αλγορίθμων Χρονικής Ολοκλήρωσης

			Κύρια απαίτηση για τη χρήση των παραπάνω αλγορίθμων χρονικής ολοκλήρωσης είναι η σύγκλιση. Λέμε πως ένας αλγόριθμος συγκλίνει εάν για κάποιο συγκεκριμένο διακριτό χρόνο [image: ] και βήμα [image: ], έχουμε [image: ] στο όριο καθώς [image: ] . Δύο ακόμα έννοιες που έχουν να κάνουν με τη σύγκλιση του αλγόριθμου είναι η (i) ευστάθεια και (ii) η ακρίβεια. Αποδεικνύεται πως αν κάποιος αλγόριθμος πληροί συνθήκες ευστάθειας και ακρίβειας, τότε αναγκαστικά συγκλίνει. Εδώ θα εξετάσουμε συνοπτικά τους παραπάνω αλγόριθμους ως προς την ευστάθεια και την ακρίβεια τους.

			8.3.1 Ευστάθεια Αλγορίθμων Χρονικής Ολοκλήρωσης

			Κάθε αλγόριθμος χρονικής ολοκλήρωσης είναι το διακριτό ανάλογο ενός συνεχούς (χρονικώς) δυναμικού συστήματος. Ενα δυναμικό σύστημα (διακριτό η συνεχές) χαρακτηρίζεται ως απόλυτα ευσταθές όταν σε καθεστώς απουσίας διεγέρσης το σύστημα αποφορτίζει την ενέργεια που έχει αποθηκευμένη (ή δεν εισάγει επιπλέον ενέργεια). Αρκεί συνεπώς να εξετάσουμε τη συμπεριφορά του διακριτού δυναμικού συστήματος σε περίπτωση μηδενικής εξωτερικής διέγερσης, οπότε και μπορούμε να διατυπώσουμε την απόκριση με την εξής συμπτυγμένη μορφή χρονικού βηματισμού:
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			Εδώ έχουμε ως [image: ] το διάνυσμα που περιέχει την πλήρη απόκριση (μετακίνηση, ταχύτητα, επιτάχυνση) του συστήματος και ως [image: ] το μητρώο καταστατικής μετάβασης που δίνει την εξελικτική πορεία της λύσης στο χρόνο. Το μητρώο [image: ] είναι επίσης γνωστό στη δυναμική των κατασκευών ως μητρώο μεγέθυνσης, οι δε μεταβλητές που περιέχονται στο διάνυσμα [image: ] προφανώς δεν είναι οι ίδιες για κάθε αλγόριθμο. Το διάνυσμα [image: ], μετά από έναν μεγάλο αριθμό βημάτων, δηλαδή όταν [image: ], παίρνει τη μορφή 
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			Από τη θεωρία της γραμμικής άλγεβρας (Press et al., 1989) είναι γνωστό ότι η συμπεριφορά του μητρώου [image: ], υψωμένου σε κάποια δύναμη, εξαρτάται από τις ιδιοτιμές του. Για να είναι συνεπώς η παραπάνω λύση φραγμένη, και συνεπώς το δυναμικό σύστημα να είναι ευσταθές, πρέπει να ισχύουν οι παρακάτω συνθήκες:

			
					Το [image: ], αν το μητρώο [image: ] έχει διακριτές ιδιοτιμές, όπου ο τελεστής [image: ], με [image: ] τις ιδιοτιμές του μητρώου.

					Ιδιοτιμές του μητρώου [image: ] πολλαπλότητας μεγαλύτερης της μονάδας πρέπει να έχουν μέτρο (μέγεθος) μικρότερο της μονάδας.

			

			Εάν σ’ έναν συγκεκριμένο αλγόριθμο ισχύουν οι παραπάνω συνθήκες δίχως να εμπλέκεται το βήμα χρονικής ολοκλήρωσης [image: ], τότε ο αλγόριθμος αυτός ονομάζεται ‘ευσταθής’. Στην αντίθετη περίπτωση, ο αλγόριθμος ονομάζεται ‘ασταθής’. Τέλος, εάν το χρονικό βήμα [image: ] υπόκειται σε κάποιους περιορισμούς προκειμένου να ισχύουν οι παραπάνω συνθήκες, τότε ο αλγόριθμος ονομάζεται ‘υπό συνθήκες ευσταθής’. Στη δυναμική των κατασκευών είναι επιθυμητή η χρήση ευσταθών αλγόριθμων, δίχως περιορισμούς του χρονικού βήματος ολοκλήρωσης, διότι σε αντίθετη περίπτωση η συνθήκη που προκύπτει εμπλέκει το [image: ] με τις ιδιοπεριόδους της κατασκευής. Για πολυβάθμια συστήματα, οι ιδιοπερίοδοι μπορεί να είναι πολυπληθείς και δύσκολα προσδιορίσιμες.

			Από τους αλγόριθμους που παρουσιάσαμε, οι ‘άνευ συνθήκης ευσταθείς’ εμπεριέχονται στις οικογένειες αλγόριθμων Newmark-β, Wilson-θ και Γενικευμένη-α. Πιο συγκεκριμένα, για τη Newmark-β έχουμε ευστάθεια άνευ συνθηκών (επί του χρονικού βήματος ολοκλήρωσης) όταν ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις για τις παραμέτρους του αλγόριθμου (η δεύτερη σχέση αποτελεί ένα πιο αυστηρό κριτήριο) 
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			Επίσης, όσον αφορά το χρονικό βήμα, έχουμε πως
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			Η τιμή του [image: ] για την οποία ισχύει η ισότητα στην Εξίσωση (8.27) ονομάζεται κρίσιμη (ή [image: ]). Σημειώνουμε πως η μέθοδος Κεντρικών Διαφορών αποτελεί ειδική περίπτωση της Newmark-β όταν έχουμε πως [image: ], [image: ]. Συνεπώς, η Εξίσωση (8.26) δεν ισχύει για τη μέθοδο Κεντρικών Διαφορών, οπότε και είναι ‘υπό συνθήκη ευσταθής’. Πιο συγκεκριμένα, η συνθήκη ευστάθειας δίδεται ως [image: ] από την Εξίσωση (8.27). Οσον αφορά τις ασταθείς μεθόδους, δηλαδή περιπτώσεις για τις οποίες το σφάλμα αυξάνεται χωρίς φράγμα και ανεξάρτητα από το [image: ], μία τέτοια περίπτωση είναι η Newmark-β για [image: ].

			Η ‘άνευ συνθηκών ευστάθεια’ για την περίπτωση της Wilson-θ προκύπτει όταν [image: ], οπότε έχουμε ακρίβεια αποτελεσμάτων δεύτερης τάξης με 
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			Μπορούμε εύκολα να υπολογίσουμε πως όταν [image: ], η απαιτούμενη τιμή της [image: ], δηλαδή προκύπτει η μέθοδος ‘μέσης σταθερής επιτάχυνσης’. Με όμοιο τρόπο υπολογίζεται η τιμή [image: ] για την περίπτωση της ‘γραμμικής επιτάχυνσης’ από [image: ] έως [image: ], σε συνδυασμό με την ‘άνευ συνθήκης ευστάθεια’. Σημειώνουμε πως η πιο συνήθης τιμή της παραμέτρου θ στη μέθοδο Wilson-θ είναι η παραπάνω, με μικρή όμως στρογγυλοποίηση, δηλαδή [image: ]. Τέλος, για την περίπτωση της Γενικευμένης-α μεθόδου και ακρίβεια τουλάχιστον δεύτερης τάξης, πρέπει να ισχύει
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			ενώ η συνθήκη ευστάθειας χωρίς περιορισμό για το χρονικό βήμα δίδει τις εξής σχέσεις για τις παραμέτρους της μεθόδου:
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			8.4 Παραδείγματα Εφαρμογής

			Στην παρούσα ενότητα δίδονται τρία παραδείγματα εφαρμογής των μεθόδων χρονικής ολοκλήρωσης που παρουσιάστηκαν προηγουμένως, με έμφαση σε θέματα ακρίβειας των υπολογισμών.

			8.4.1 Παράδειγμα Εφαρμογής Ι

			Σε σχέση με το παράδειγμα της Ενότητας 2.2 που λύθηκε αναλυτικά, εδώ συνεχίζουμε και υπολογίζουμε τη χρονική απόκριση του μονοβάθμιου ταλαντωτή με τη χρήση αριθμητικών μεθόδων χρονικής ολοκλήρωσης, και για τις ίδιες αρχικές συνθήκες. Πιο συγκεκριμένα, η χρονική ολοκλήρωση της εξίσωσης κίνησης θα γίνει με τη μέθοδο Newmark-β, περίπτωση ‘γραμμικής επιτάχυνσης’ ([image: ]) και με την περίπτωση ‘μέσης σταθερής επιτάχυνσης’ ([image: ]). Για ‘υπό συνθήκη ευσταθείς’ μεθόδους, ένα χαρακτηριστικό μέγεθος είναι ο αριθμός Courant [image: ] (Belytschko and Hughes, 1983), που ορίζεται ως ο λόγος του βήματος ολοκλήρωσης προς το κρίσιμο βήμα για ευστάθεια. Στην περίπτωση της Newmark-β, ο αριθμός Courant δίνεται από την σχέση (8.27) ως
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			Για ‘άνευ συνθήκη ευσταθείς’ αλγόριθμους, ο αριθμός Courant δεν ορίζεται γιατί [image: ]. Ενα άλλο χαρακτηριστικό μέγεθος των αλγόριθμων χρονικής ολοκλήρωσης, χρήσιμο για τη μελέτη της ακρίβειας, είναι ο λόγος του βήματος ολοκλήρωσης ως προς τη φυσική ιδιοπερίοδο της κατασκευής. Στο παρόν παράδειγμα ΜΒΤ (και χωρίς απόσβεση του συστήματος), το κρίσιμο βήμα ολοκλήρωσης (με [image: ]) είναι [image: ]. Η ακριβής λύση του ΜΒΤ στον χρόνο [image: ] ήταν [image: ] και [image: ] για τη μετακίνηση και την ταχύτητα. Με χρονικό βήμα ολοκλήρωσης [image: ], η περίπτωση ‘γραμμικής επιτάχυνσης’ δίδει τώρα τη μετακίνηση ως [image: ], ενώ η περίπτωση ‘μέσης σταθερής επιτάχυνσης’ δίδει [image: ]. Και οι δυο αριθμητικές προσεγγίσεις είναι ικανοποιητικές. Οταν όμως το χρονικό βήμα ξεπεράσει το [image: ] (π.χ., [image: ]), τότε οι αντίστοιχες λύσεις είναι [image: ] και [image: ], που δεν θεωρούνται αποδεκτές. Παρατηρούμε απλώς ότι η λύση της ‘γραμμικής επιτάχυνσης’ έχει ξεφύγει και ως προς την τάξη μεγέθους, διότι το σφάλμα αυξάνεται εκθετικά, ενώ το σφάλμα της ‘μέσης επιτάχυνσης’ παραμένει φραγμένο. Οι παραπάνω δύο περιπτώσεις απεικονίζονται στα Σχήματα 8.2 και 8.3. Παρόμοια συμπεριφορά παρατηρείται και για τα υπόλοιπα κινηματικά μεγέθη της ταχύτητας και της επιτάχυνσης.
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			Σχήμα 8.2 Χρονική εξέλιξη σφάλματος για ΜΒΤ της μέθοδου Newmark-β ‘μέσης επιτάχυνσης’.

			‘Ενας εναλλακτικός τρόπος παρακολούθησης της χρονικής πορείας ενός δυναμικού συστήματος (συνεχούς ή διακριτού) είναι η απεικόνιση ανεξάρτητων δυναμικών μεταβλητών στον χώρο φάσης (phase diagrams). Στην περίπτωση του μονοβάθμιου ταλαντωτή, οι ανεξάρτητες δυναμικές μεταβλητές είναι δύο και μπορούμε να επιλέξουμε ως τέτοιες την ταχύτητα και τη μετατόπιση. Η επιτάχυνση θεωρείται ως εξαρτημένη μεταβλητή, και δίδεται από τη συνθήκη ισορροπίας. Παραμένοντας στο ίδιο παράδειγμα του ΜΒΤ, θεωρούμε τώρα πως η κατασκευή έχει ποσοστό κρίσιμης απόσβεσης [image: ] και υπολογίζουμε την απόκριση του συστήματος με χρήση των ίδιων αλγόριθμων χρονικής ολοκλήρωσης όπως και πρίν. Στα Σχήματα 8.4 και 8.5 απεικονίζονται τα διαγράμματα μετακίνησης-ταχύτητας για αυξανόμενο χρονικό βήμα ολοκλήρωσης και για ένα μεγάλο χρονικό διάστημα, που επιτρέπει την πλήρη εξέλιξη της δυναμικής απόκρισης, και για δύο τιμές του αριθμού Courant. 

			Παρατηρούμε πως όταν ο αριθμός Courant ξεπεράσει τη μονάδα (έστω και ελάχιστα), η περίπτωση της ‘γραμμικής επιτάχυνσης’ οδηγεί σε απόκριση που πρακτικά απειρίζεται. Για το ίδιο χρονικό βήμα, η περίπτωση της ‘μέσης σταθερής επιτάχυνσης’ τείνει να αποσβέσει την ενέργεια που εισέρχεται στο σύστημα από την κίνηση, όπως συμβαίνει και στην πραγματικότητα με υπάρχουσες κατασκευές, με αποτέλεσμα να μην παρατηρείται η προηγούμενη απόκλιση.
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			Σχήμα 8.3 Χρονική εξέλιξη σφάλματος για ΜΒΤ με μέθοδο Newmark-β ‘γραμμικής επιτάχυνσης’.

			8.4.2 Ακρίβεια Αλγόριθμων Χρονικής Ολοκλήρωσης

			H αριθμητική ακρίβεια των μεθόδων χρονικής ολοκλήρωσης προσδιορίζεται με τη βοήθεια δύο παραμέτρων: (i) τη σχετική επιμήκυνση της περιόδου (period elongation) και (ii) τη μείωση του εύρους ταλάντωσης (amplitude decay). Η πρώτη παράμετρος ορίζεται ως [image: ], όπου [image: ] είναι η ιδιοπερίοδος του διακριτού συστήματος που προκύπτει από εφαρμογή του σχετικού αλγόριθμου, ενώ Τ είναι η ιδιοπερίοδος του αρχικού (συνεχούς) ταλαντωτή. Η δεύτερη παράμετρος ορίζεται ως [image: ], όπου r είναι το εύρος της ταλάντωσης που υπολογίζεται από τον αλγόριθμο. Η διατύπωση αναλυτικών σχέσεων για τις δυο παραπάνω παραμέτρους ακρίβειας είναι αρκετά πολύπλοκη, και ταυτόχρονα συνιστά ένα δύσκολο μαθηματικό πρόβλημα (Belytschko and Hughes, 1983). Παραταύτα, εύκολα προκύπτουν συμπεράσματα με τη βοήθεια αριθμητικών πειραμάτων, ώστε να καταλήξουμε σε κανόνες εκτίμησης της ακρίβειας των μεθόδων και στην οριοθέτηση κάποιων ορθών επιλογών ανάλογα με το πρόβλημα που παρουσιάζεται.
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			Σχήμα 8.4 Διαγράμματα μετατόπισης-ταχύτητας του ΜΒΤ για αριθμούς Courant < 1.0.

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 8.5 Διαγράμματα μετατόπισης-ταχύτητας του ΜΒΤ για αριθμούς Courant ≈ 1.0.

			8.4.3 Παράδειγμα Εφαρμογής ΙΙ

			Εδώ συνεχίζουμε την επίλυση του μονοβάθμιου ταλαντωτή του παραδείγματος 8.4.2 (με μηδενική απόσβεση) για πέντε διαφορετικές μεθόδους χρονικής ολοκλήρωσης, συγκρίνοντας τα αριθμητικά αποτελέσματα με την ακριβή λύση. Η αριθμητική επίλυση γίνεται με δυο διαφορετικά χρονικά βήματα, [image: ] και [image: ], τα δε αποτελέσματα παρουσιάζονται στα Σχήματα 8.6 και 8.7.
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			Σχήμα 8.6 Χρονική εξέλιξη της μετακίνησης του ΜΒΤ με Δt1/T=0.1.
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			Σχήμα 8.7 Χρονική εξέλιξη της μετακίνησης του ΜΒΤ με Δt2/T=0.2.

			Παρατηρούμε πως η μέθοδος Runge-Kutta-Nystrom, και ιδιαιτέρως για το μικρό βήμα χρονικής ολοκλήρωσης [image: ], είναι η πιο ακριβής απ’ όλες τις μεθόδους και τα αποτελέσματά της σχεδόν συμπίπτουν με την ακριβή λύση. Καθώς όμως το βήμα χρονικής ολοκλήρωσης αυξάνει σε [image: ], παρατηρούμε πως η μέθοδος εισάγει αλγοριθμική απόσβεση και μία ελαφριά (τη μικρότερη στα σχήματα) επιμήκυνση της ιδιοπεριόδου του ταλαντωτή. Εδώ υπενθυμίζουμε πως η μέθοδος Runge-Kutta-Nystrom είναι ‘υπό συνθήκη ευσταθής’ και σπάνια χρησιμοποιείται στη δυναμική ανάλυση των κατασκευών. Αλγοριθμική απόσβεση εισάγει επίσης και η μέθοδος Wilson-θ, η οποία αυξάνεται έντονα με την αύξηση του βήματος χρονικής ολοκλήρωσης. Οι μέθοδοι Newmark-β (με [image: ] και [image: ]) και Wilson-θ παρουσιάζουν επιμήκυνση της ιδιοπεριόδου του ταλαντωτή, ενώ η μέθοδος των κεντρικών διαφορών παρουσιάζουν βράχυνση αυτής. Τέλος, η μέθοδος Newmark-β (με [image: ]) δίνει τη μικρότερη επιμήκυνση της ιδιοπεριόδου απ’ όλες, και σε συνδυασμό με το ότι δεν παρουσιάζει αλγοριθμική απόσβεση της κίνησης, την καθιστά προτιμότερη για το παρόν πρόβλημα.

			Παρ΄όλο που η μέθοδος Newmark-β είναι ‘υπό συνθήκη ευσταθής’, έχοντας τη συνθήκη ευστάθειας που δίδεται από την Εξίσωση (8.27) και ταυτόχρονα γνωρίζοντας την ιδιοπερίοδο του συστήματος, μπορούμε να επιλέξουμε ένα χρονικό βήμα που θα δώσει καλά αποτελέσματα. Ως παράδειγμα αναφέρουμε πως η επιλογή του βήματος χρονικής διακριτοποίησης μπορεί να γίνει με βάση ένα γενικό κριτήριο που απαιτεί πως [image: ], για το οποίο τα αποτελέσματα όλων των προηγούμενων μεθόδων κρίνονται ικανοποιητικά. Σημείωνουμε εδώ πως η τιμή του βήματος χρονικής διακριτοποίησης εξαρτάται, εκτός από την ιδιοπερίοδο της κατασκευής, και από τον συγκεκριμένο τύπο και διάρκεια της φόρτισης.

			Η παραπάνω διαδικασία επιλογής γίνεται πολύ πιο δύσκολη όταν έχουμε να επιλύσουμε πολυβάθμια δυναμικά συστήματα, όπου ο αριθμός των ιδιοπερίοδων του συστήματος είναι ίσος με τον αριθμό των βαθμών ελευθερίας της κατασκευής. Σε τέτοιες περιπτώσεις, η δεσπόζουσα ιδιοπερίοδος Τ που χρησιμοποιείται ως κριτήριο επιλογής του χρονικού βήματος είναι προφανώς η μικρότερη ιδιοπερίοδος του συστήματος [image: ]. Το κριτήριο αυτό όμως μπορεί να οδηγήσει σε χρήση πολύ πυκνής χρονικής διακριτοποίησης, καθιστώντας την όλη διαδικασία δυναμικής ανάλυσης ασύμφορη, ιδίως όταν πρέπει να μελετήθεί η κατασκευή για ένα μεγάλο χρονικό διάστημα. Λαμβάνοντας υπ’ όψη το γεγονός πως η συνεισφορά των υψηλόσυχνων ιδιομορφών στη συνολική απόκριση της κατασκευής είναι μικρή, ιδίως για συμβατικές φορτίσεις όπως οι σεισμικές, καταλήγουμε στο συμπέρασμα πως είναι καλύτερα να μη χρησιμοποιηθεί η [image: ], διότι υπάρχει και ο κίνδυνος να εισαχθούν ‘μολυσμένα’, υψηλής συχνότητας αποτελέσματα στην λύση. Αυτή την ανάγκη έρχεται να καλύψει η Γενικευμένη-α μέθοδος, η οποία παρουσιάζει αλγοριθμική απόσβεση των υψηλόσυχνων ιδιομορφών, χωρίς να επηρεάζει τις χαμηλόσυχνες ιδιομορφές και δίχως να χάνεται η ακρίβεια δεύτερης τάξεως της όλης αριθμητικής προσέγγισης.

			8.4.4 Παράδειγμα Εφαρμογής ΙΙΙ

			Στο τελευταίο παράδειγμα εφαρμογής θα μελετηθεί η απόκριση του υδατόπυργου του παραδείγματος της Ενότητας 2.5 με χρήση του αλγόριθμου χρονικής ολοκλήρωσης Newmark-β με τις εξής τιμές των παραμέτρων του: [image: ]. Η πορεία των υπολογισμών θα ακολουθήσει τον Πίνακα 8.4, θέτοντας τους συντελεστές [image: ]

			Περίπτωση Ι: Υδατόπυργος (πλήρης ύδατος) υπό τριγωνικό πλήγμα

			Τα στοιχεία της κατασκευής είναι η δυσκαμψία [image: ], η μάζα [image: ] και η απόσβεση [image: ]. Η ιδιοπερίοδος της κατασκευής είναι [image: ] και το χρονικό βήμα επιλέγεται ως [image: ]. Σε κρουστικού-τύπου φορτία, όπου η διάρκεια της φόρτισης είναι πολύ μικρή, πολλές φορές χρειάζεται να επιλέξουμε ένα μικρότερο βήμα διακριτοποίησης, όχι τόσο για την ακρίβεια των αποτελεσμάτων, αλλά και για τη σωστή παρακολούθηση της εξέλιξης του δυναμικού φαινομένου. Οι αρχικοί υπολογισμοί της μεθόδου δίνονται στον Πίνακα 8.6, ενώ οι επαναληπτικοί υπολογισμοί για κάθε διακριτό χρόνο στον Πίνακα 8.7. Από τον δεύτερο πίνακα παρατηρούμε πως η μέγιστη μετακίνηση εμφανίζεται στο χρόνο [image: ] και η τιμή της είναι [image: ]. Χρησιμοποιώντας ένα μικρότερο χρονικό βήμα, δηλαδή [image: ], τα νέα αποτελέσματα δίδουν τη μέγιστη μετακίνηση στον χρόνο [image: ] ως [image: ]. Επιλύουμε τώρα το ίδιο πρόβλημα όπως και πρίν για ποσοστό απόσβεσης [image: ]. Με χρονικό βήμα [image: ], υπολογίζουμε τη μέγιστη μετακίνηση ως [image: ], και με χρονικό βήμα [image: ] την υπολογίζουμε ως [image: ]. Τέλος, στο Σχήμα 8.8 δίδεται η τέμνουσα δύναμη στη βάση του υδατόπυργου, που είναι το γινόμενο μετακίνησης επί δυσκαμψίας της κατασκευής. 
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			Πίνακας 8.6 Αρχικοί υπολογισμοί για τον υδατόπυργο.

			Περίπτωση ΙΙ: Υδατόπυργος (άδειος) υπό τριγωνικό πλήγμα

			Ο άδειος υδατόπυργος αναλύεται ακριβώς όπως και πριν, αλλά η μάζα του συστήματος είναι τώρα [image: ] και η ιδιοπερίοδος γίνεται [image: ], με αποτέλεσμα την επιλογή [image: ]. Επειδή όμως θέλουμε ένα μικρότερο (για μεγαλύτερη ακρίβεια)
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			Πίνακας 8.7 Επαναληπτικοί υπολογισμοί για τον υδατόπυργο.

			χρονικό βήμα διακριτοποίησης, καθώς και μία υποδιαίρεση του χρόνου σε [image: ], επιλέγουμε ως τελικό βήμα το [image: ]. Για μηδενική απόσβεση του υδατόπυργου, υπολογίζουμε τη μέγιστη μετακίνηση στον χρόνο [image: ] ως [image: ]. Για ποσοστό απόσβεσης [image: ], το αντίστοιχο αποτελέσμα είναι σε χρόνο [image: ], μία μέγιστη μετακίνηση [image: ]. Οπως και πριν, το Σχήμα 8.9 δίδει τη δύναμη τέμνουσας στην βάση του υδατόπυργου. 

			Περίπτωση ΙΙΙ: Υδατόπυργος υπό ημιτονοειδές πλήγμα

			Για την περίπτωση ημιτονοειδούς πλήγματος, λύνουμε τον υδατόπυργο με τη μέθοδο Newmark-β (με [image: ]) όπως και πριν, και χρησιμοποιούμε [image: ] ώστε να επιτευχθεί ακρίβεια στην λύση, αλλά και ταυτόχρονα να περιγραφεί με αρκετή λεπτομέρεια η συνάρτηση της φόρτισης. Οταν ο υδατόπυργος είναι πλήρης, εχουμε τα παρακάτω μέγιστα:

			Απόσβεση [image: ]

			Απόσβεση [image: ]

			Οταν ο υδατόπυργος είναι άδειος, τότε έχουμε τα παρακάτω μέγιστα:

			Απόσβεση [image: ]

			Απόσβεση [image: ]

			Η τέμνουσα δύναμη που αναπτύσσεται στη βάση του υδατόπυργου και για τις δύο παραπάνω περιπτώσεις δίδεται στο Σχήμα 8.10.
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			Σχήμα 8.8 Χρονική εξέλιξη της τέμνουσα βάσης του υδατόπυργου (πλήρης) για τριγωνικό πλήγμα.
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			Σχήμα 8.9 Χρονική εξέλιξη της τέμνουσα βάσης του υδατόπυργου (άδειος) για τριγωνικό πλήγμα.
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			Σχήμα 8.10 Χρονική εξέλιξη της τέμνουσα βάσης του υδατόπυργου για ημιτονοειδές πλήγμα.

			8.5 Σύνοψη

			Με βάση την παραπάνω παρουσίαση, μπορούμε να συμπεράνουμε πως οι αλγόριθμοι χρονικής ολοκλήρωσης αποτελούν ένα πολύ ισχυρό εργαλείο για την επίλυση προβλημάτων της δυναμικής των κατασκευών. Ως μέθοδος, η χρονική ολοκλήρωση είναι απόλυτα γενική και εφαρμόζεται σε οποιοδήποτε στάδιο της διακριτοποίησης της κατασκευής, δηλαδή σε επίπεδο μονοβάθμιου, πολυβάθμιου ή και συνεχούς ταλαντωτή. Επίσης, μπορεί να εφαρμοσθεί σε σχέση με τις αποσυζευγμένες ιδιομορφικές εξισώσεις του πολυβάθμιου ταλαντωτή. Τέλος, είναι ουσιαστικά ο μόνος τρόπος αριθμητικής επίλυσης δυναμικών συστημάτων που παρουσιάζουν μη-γραμμική συμπεριφορά υλικού.

		

	
		
			Κεφάλαιο 9: Προσομοίωση Συμβατικών Κτιριακών Κατασκευών

			9.1 Εισαγωγή

			Το μονώροφο κτίριο τυχαίας κάτοψης είναι ένα δομικό σύστημα που λόγω της σχετικής απλότητάς του βοηθαεί στην κατανόηση της διαδικασίας προσομοίωσης πολυώροφων κτιρίων. Παρ’ όλο που τα στοιχεία που απαρτίζουν ένα συμβατικό κτίριο είναι τρισδιάστατα, στην πράξη διαιρούνται σε γραμμικά (δοκοί, στύλοι), επιφανειακά (τοιχεία, πλάκες) και χωρικά (πυρήνες, κελύφη). Μερικές φορές η διάκριση αυτή δεν είναι απολύτως σαφής. Ως παράδειγμα αναφέρουμε την περίπτωση στύλων και τοιχείων, των οποίων η διαφορά εντοπίζεται στο πλάτος της διατομής. Πιο συγκεκριμένα, στο Σχήμα 9.1 έχουμε έναν στύλο και ένα τοιχείο κοινού ύψους l που λειτουργούν ως πρόβολοι, με αντίστοιχες διατομές [image: ] και [image: ]. Η δύναμη που αναπτύσσεται στον στύλο για μοναδιαία μετακίνηση της κεφαλής κατά x είναι [image: ], στο δε τοιχείο είναι [image: ]. Ομοίως, οι δυνάμεις κατά y για μοναδιαία μετακίνηση είναι [image: ]  και [image: ], αντίστοιχα. Ο λόγος δυνάμεων της ισχυρής προς την ασθενή διεύθυνση του κάθε στοιχείου είναι Fxυ/Fyυ=1.89 για το υποστύλωμα και Fxτ/Fyτ=277.78 για το τοιχείο, που σημαίνει πως το τοιχείο ουσιαστικά κάμπεται μόνο κατά τη διεύθυνση x.
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			Σχήμα 9.1 Γεωμετρία διατομών στύλου και τοιχείου.

			Οι πλάκες δαπέδων θεωρούνται απαραμόρφωτες εντός του επιπέδου τους και εύκαμπτες στην κάθετη διεύθυνση. Η πρώτη παραδοχή οδηγεί στη διαφραγματική λειτουργία της πλάκας (μετακίνηση στερεού δίσκου), ενώ η δεύτερη στη θεώρηση αρθρωτής σύνδεσης των κεφαλών των κατακόρυφων στοιχείων στο σώμα στης πλάκας, ώστε ο σύνδεσμος να παρουσιάζει μόνο στροφή και όχι επιπλέον στρέψη. Στο παρόν κεφάλαιο, που πραγματεύεται τη δυναμική συμπεριφορά των κτιριακών κατασκευών, πρώτα θα μελετηθεί η περίπτωση προσομοίωσης του μονώροφου συστήματος του Σχήματος 9.2. Ακολούθως, θα γίνει επέκταση των παραπάνω εννοιών σε πολυώροφες, πλαισιακού-τύπου κατασκευές με ή χωρίς πυρήνα.

			9.2 Προσομοίωση Μονώροφων Πλαισίων

			Στο Σχήμα 9.2 εικονίζεται η κάτοψη μονώροφης πλαισιακής κατασκευής που θα μελετηθεί για δυο περιπτώσεις φόρτισης, (i) εξωτερικό φορτίο στο σημείο Ρ και (ii) σεισμική επιταχύνσεις [image: ]. Η πλάκα οροφής στηρίζεται σε Ν υποστυλώματα και η κάτοψή της είναι μία πολυγραμμική καμπύλη. Επιλέγουμε πρώτα το ορθογώνιο καρτεσιανό σύστημα Ο-x-y που χρησιμεύει ως το καθολικό καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων (ΚΣΣ). Επίσης, θεωρούμε πως τα υποστυλώματα είναι συμμετρικής διατομής με το κέντρο βάρους να συμπίπτει με το ελαστικό τους κέντρο. Στο Σχήμα 9.3 ορίζεται η θέση ενός τυπικού υποστυλώματος στο σημείο i, οι συντεταγμένες του, το κεντροβαρικό τοπικό σύστημα συντεταγμένων (ΤΣΣ) και η γωνία φi που σχηματίζει ο τοπικός άξονας xi με τον καθολικό άξονα x. 
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			Σχήμα 9.2 Γενική κάτοψη μονώροφου πλαισίου

			Ακολούθως εξετάζουμε την κίνηση της πλάκας ως προς το σημείο Ο και ορίζουμε με uo, vo τις μετατοπίσεις ως προς το ΚΣΣ και με ψο τη στροφή περί τον κάθετο άξονα στο Ο. Λόγω της διαφραγματικής λειτουργίας της πλάκας, τα άκρα των στύλων υφίστανται μετακινήσεις μόνο ως προς τη βάση τους και ταυτόχρονα αναπτύσσονται δυνάμεις που δρούν στην πλάκα στα σημεία επαφής με τους στύλους. Οι συνιστώσες των μετακινήσεων και των δυνάμεων του στύλου i δίδονται στο ΤΣΣ ως [image: ] και στο ΚΣΣ ως [image: ]. Ορίζουμε τα διανύσματα [image: ] και [image: ] ως τις μετακινήσεις του σημείου Ο και τις μετακινήσεων και δυνάμεις του στύλου i στο ΚΣΣ. Τα αντίστοιχα διανύσματα μετακινήσεων και δυνάμεων του στύλου i στο ΤΣΣ είναι [image: ] και [image: ]. Οι μετακινήσεις των άνω άκρων των Ν στύλων λόγω της διαφραγματικής λειτουργίας της πλάκας δεν είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους, αλλά συνδέονται με τις μετακινήσεις του σημείου Ο. Η κίνηση της πλάκας αναλύεται τώρα σε δυο συνιστώσες, τη μεταφορική κίνηση στο σημείο Ο εξ’ αιτίας των μετακινήσεων uo, vo του σημείου i όπου ισχύει
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			και τη στροφή ψο περί Ο, όπως φαίνεται στο Σχήμα 9.3.
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			Σχήμα 9.3 Μετακινήσεις στύλου i ως προς το κέντρο Ο του ΚΣΣ.

			Ορίζοντας ως [image: ] τη σχετική απόσταση μεταξύ κέντρου Ο και στύλου i, έχουμε πως 
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			με χρήση των σχέσεων [image: ]. Συνεπώς, [image: ] και 
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			Οι παραπάνω σχέσεις μπορούν να διατυπωθούν σε μητρωική μορφή ως
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			και [image: ], όπου [image: ] είναι το μητρώο εκκεντρότητας και [image: ] είναι το αντίστροφό του. Ενας ακόμα μετασχηματισμός που πρέπει να διατυπωθεί εδώ είναι η σχέση του ΚΣΣ με το ΤΣΣ, που ορίζεται με βάση το μητρώο περιστροφής ως 
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			Το μητρώο [image: ] είναι ορθογωνικό, οπότε ισχύει η σχέση μεταξύ αντίστροφου και ανάστροφου ως [image: ]. Συνεπώς, η αντίστροφη σχέση της Εξίσωσης (9.5) είναι η [image: ]. Τέλος, ο ίδιος ακριβώς μετασχηματισμός ισχύει για τις δυνάμεις που αναπτύσσονται στον στύλο i, δηλαδή 
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			9.2.1 Ελαστικές Δυνάμεις του Μονώροφου Πλαισίου

			Για τον υπολογισμό των ελαστικών δυνάμεων που ασκούνται από το άνω άκρο του στύλου στην πλάκα, εφαρμόζεται η μέθοδος ευκαμψίας που για αρθρωτή σύνδεση δίνει τις μετακινήσεις ως 
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			όπου hi είναι το ύψος του στύλου, E και G είναι τα μέτρα ελαστικότητας και διάτμησης, Ii είναι η ροπή αδράνειας της διατομής (κατά x ή κατά y), Αi είναι το εμβαδόν σε διάτμηση (για ορθογωνικές διατομές έχουμε την τιμή [image: ]), και τέλος Ιti είναι η δυστρεψία κατά Saint Venant της διατομής, και υπό την προϋπόθεση ότι αγνοείται η στρεβλωτική δυσκαμψία κατά Vlassov. Οι Εξισώσεις (9.7) μπορούν να διατυπωθούν σε μητρωική μορφή ως εξής:
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			με [image: ] το μητρώο ευκαμψίας του στύλου i στο ΤΣΣ. Η αντίστροφη σχέση γράφεται ως [image: ], όπου [image: ] είναι το ανάλογο μητρώο δυσκαμψίας του στύλου και έχει την εξής μορφή: 
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			Τα μητρώα ευκαμψίας και δυσκαμψίας απλοποιούνται αν αγνοηθεί η διατμητική παραμόρφωση, που είναι μία συνήθης παραδοχή, και συνεπώς έχουμε:
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			Για τον μετασχηματισμό του μητρώου δυσκαμψίας από το ΤΣΣ κάθε στύλου στο ΚΣΣ, χρησιμοποιείται η ενεργειακή πρόταση του αναλλοίωτου της ελαστικής ενέργειας Eι του στύλου i ως εξής:
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			Εκτελώντας τις παραπάνω πράξεις, τα εννέα στοιχεία του μητρώου δυσκαμψίας στο ΚΣΣ υπολογίζονται ως εξής:
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			Τέλος, αν θέλουμε να εκφράσουμε το μητρώο δυσκαμψίας του στύλου ι ως προς το ΚΣΣ που περνά από το σημείο Ο, μπορούμε να ακολουθήσουμε την ίδια πορεία που έδωσε την Εξίσωση (9.11):
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			Συνεπώς, το μητρώο δυσκαμψίας του μονώροφου συστήματος με τρείς ΒΕ είναι απλώς το άθροισμα των μητρώων των επιμέρους κατακόρυφων στοιχείων: 
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			9.2.2 Αδρανειακές Δυνάμεις του Μονώροφου Πλαισίου

			Οσον αφορά τον υπολογισμό αδρανειακών μεγεθών του μονόρωφου πλαισίου, γίνεται ο διαχωρισμός σε κίνηση συστήματος συνεπίπεδων διακριτών μαζών, οι οποίες μετακινούνται χωρίς να αλλάζουν οι μεταξύ τους αποστάσεις, και σε κίνηση στερεού (επιπέδου) σώματος. Για την πρώτη περίπτωση, θεωρούμε ότι έχουμε Ν διακριτά σώματα μάζας mi στο σύστημα αναφοράς Ο-x-y. Η συνολική μάζα του συστήματος είναι το άθροισμα των μαζών, δηλαδή [image: ]. Το κέντρο μάζας είναι το σημείο στο οποίο υπάρχει ένα σώμα που έχει την ίδια μάζα και ορμή με το αρχικό σύστημα των διακριτών μαζών και με τις εξής συντεταγμένες:
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			Τέλος, ορίζουμε ως ροπή αδράνειας του συστήματος την ροπή που θα ενεργούσε στο σημείο αναφοράς Ο για μοναδιαία γωνιακή ταχύτητα του σημείου αυτού, δηλαδή 
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			Στην περίπτωση κίνησης στερεού σώματος, θεωρούμε πως το σώμα αποτελείται από άπειρο αριθμό διακριτών μαζών Δmi→0, i=1,..,∞ και συνεπώς τα παραπάνω αθροίσματα αντικαθίστανται από ολοκληρώματα. Η πλάκα θεωρείται ως ένα επίπεδο σώμα με κατανεμημένη μάζα, πάχους t και πυκνότητας [image: ]. Η συνολική μάζα της πλάκας είναι [image: ] , το δε κέντρο της έχει συντεταγμένες 
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			και η ροπή αδράνειας της μάζας είναι 
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			Για τις περιπτώσεις ορθογωνικής διατομής (πλευρές a,b) και κυκλικής διατομής (ακτίνας r) αντίστοιχα, οι ροπές αδράνειας ως προς το κέντρο μάζας δίνονται αναλυτικά ως
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			Για τον υπολογισμό των αδρανειακών χαρακτηριστικών μεγεθών ενός σύνθετου σώματος, απαιτείται ο συγκερασμός των παραπάνω εννοιών. Πιο συγκεκριμένα, εξετάζουμε ένα συνεχές στερεό σώμα που αποτελείται από L διαφορετικούς επίπεδους δίσκους πυκνότητας ρj και πάχους tj (j=1,..,L) και από Ν διακριτές μάζες mi (i=1,..,Ν). Για το σύνθετο αυτό σώμα ορίζουμε τα εξής αδρανειακά χαρακτηριστικά
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			Το θεώρημα του Steiner δίδει τη ροπή αδρανείας ως προς ένα τυχαίο σημείο Β που βρίσκεται σε απόσταση r από το κέντρο μάζας C ως εξής:
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			Oσον αφορά τον υπολογισμό των παραπάνω ολοκληρωμάτων, ορίζουμε ως n τον αριθμό των επί μέρους ευθειών μίας πολυγραμμικής καμπύλης που απαρτίζει το περίγραμμα του σώματος. Οι παρακάτω τύποι είναι ακριβείς για πολυγραμμικές διατομές, ενώ είναι προσεγγιστικοί για καμπυλόμορφων διατομές και αποδίδουν την πραγματική τιμή καθώς [image: ]:
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			Με βάση τα παραπάνω αποτελέσματα, μπορούμε τώρα να υπολογίσουμε το κέντρο μάζας C(xc, yc) του μονώροφου πλαισίου του Σχήματος 9.2 ως προς το σημείο Ο, του οποίου οι μετακινήσεις συνδέονται με τις μετακινήσεις του Ο από τη σχέση [image: ] (και αντίστροφα ως [image: ]). Οι αδρανειακές δυνάμεις που δρούν στο κέντρο μάζας C είναι οι εξής:
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			Το παραπάνω μητρώο είναι το μητρώο μάζας, η δε αναγωγή του από το κεντροβαρικό σύστημα στο ΚΣΣ Ο-x-y απαιτεί τη χρήση ενεργειακή πρότασης για διατήρηση της κινητικής ενέργειας [image: ] ως εξής:
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			Τέλος, τα στοιχεία που απαρτίζουν το μητρώο μάζας στο ΚΣΣ είναι 
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			όπου για τον όρο [image: ] έγινε χρήση του θεωρήματος του Steiner.

			9.2.3 Εξωτερική Σημειακή Φόρτιση

			Για να διατυπωθεί η εξίσωση κίνησης της πλάκας του Σχήματος 9.2 ως προς το σημείο Ο λόγω εξωτερικής φόρτισης στο σημείο P, πρέπει να γίνει μεταφορά της δύναμης στο Ο. Η διαδικασία αυτή εισάγει μία πρόσθετη ροπή στο Ο ως εξής:
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			και συνολικά έχουμε πως [image: ]. Εφαρμόζοντας την αρχή του D’Alembert, η παραπάνω εξίσωση κίνησης διατυπώνεται ως
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			9.2.4 Εδαφική Επιτάχυνση υπό Γωνία Πρόσπτωσης β

			Ακολουθώντας την ανάλυση του Κεφαλαίου 3, η εξίσωση κίνησης για εδαφική επιτάχυνση [image: ] με διεύθυνση που σχηματίζει γωνία β ως προς τον άξονα x, είναι
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			όπου
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			9.2.5 Ελαστικό Κέντρο και Κύριοι Αξονες Μονώροφου Χωρικού Πλαισίου

			Το ελαστικό κέντρο Ε του μονώροφου πλαισίου διαθέτει τρεις χαρακτηριστικές ιδιότητες: (i) αποτελεί κέντρο δυσκαμψίας (center of rigidity) του πλαισίου, διότι η εφαρμογή στο σημείο αυτό μίας οριζόντιας στατικής δύναμης με τυχαία διεύθυνση δεν προκαλεί στροφή περί κατακόρυφο άξονα, αλλά μόνο μεταφορική κίνηση της πλάκας, (ii) αποτελεί κέντρο συστροφής (center of twist) του πλαισίου, διότι η εφαρμογή μίας στατικής ροπής περί κατακόρυφο άξονα προκαλεί περιστροφή του διαφράγματος γύρω από το κέντρο αυτό, και (iii) αποτελεί κέντρο διάτμησης (center of shear), διότι για οποιαδήποτε οριζόντια στατική δύναμη που εφαρμόζεται σε ένα τυχόν σημείο του διαφράγματος, η συνισταμένη όλων των τεμνουσών δυνάμεων των κατακόρυφων στοιχείων δυσκαμψίας διέρχεται επίσης από το κέντρο αυτό (εφ’ όσον βέβαια παγιωθεί η στροφή του διαφράγματος περί κατακόρυφο άξονα). Επειδή λοιπόν το εν λόγω κέντρο διάθέτει ταυτόχρονα τις τρεις παραπάνω ιδιότητες ονομάζεται ελαστικό κέντρο (elastic center or center of stiffness) του πλαισίου. Πιο συγκεκριμένα, είναι το σημείο στο οποίο τα μη-διαγώνια στοιχεία του μητρώου δυσκαμψίας [image: ] μηδενίζονται. Εάν το σημείο αυτό έχει συντεταγμένες [image: ], και το μητρώο δυσκαμψίας του πλαισίου έχει υπολογισθεί ως προς σημείο Ο, χρήση της πρότασης της διατήρησης ελαστικής ενέργειας Es επιτρέπει τη διατύπωση του μητρώου αυτού ως προς το σημείο Ε:
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			Εκτελώντας τις παραπάνω πράξεις καταλήγουμε στην εξής μορφή για το μητρώο δυσκαμψίας:
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			Μηδενίζοντας τώρα τους μη-διαγώνιους όρους, έχουμε ένα σύστημα δύο εξισώσεων, η επίλυση του οποίου δίδει τις συντεταγμένες του σημείου Ε ως εξής:
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			Το μητρώο δυσκαμψίας ως προς το ελαστικό κέντρο συνεπώς απλοποιείται σε
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			Για να επιτευχθεί η περαιτέρω αποσύζευξη των μεταφορικών κινήσεων στο μητρώο [image: ], πρέπει να ευρεθεί ένα νέο σύστημα αξόνων E-x’-y’, που έχει στραφεί σε σχέση με το αρχικό σύστημα E-x-y, ώστε να μηδενίζονται οι διαγώνιοι όροι [image: ]. Οι νέοι αυτοί άξονες ονομάζονται κύριοι άξονες και έχουν την ιδιότητα πως εάν το κτίριο φορτιστεί με μία οριζόντια στατική δύναμη που εφαρμόζεται στο ελαστικό κέντρο και είναι προσανατολισμένη κατά μήκος κάποιου κύριου άξονα, τότε το διάφραγμα μετατοπίζεται επίσης κατά τη διεύθυνση της φόρτισης, χωρίς στροφή περί κατακόρυφο άξονα. Αν όμως η στατική αυτή δύναμη προσανατολιστεί προς άλλη τυχαία διεύθυνση, τότε το διάφραγμα εξακολουθεί να μην έχει στροφή αλλά δεν μετατοπίζεται συνευθειακά με τη φόρτιση. Εαν η γωνία στροφής των δύο συστημάτων είναι θ, τότε έχουμε σύμφωνα με την αρχή διατήρησης της ελαστικής ενέργειας πως 
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			όπου [image: ] είναι το μητρώο περιστροφής της Εξίσωσης (9.5). Υστερα από εκτέλεση των πράξεων, το μητρώο στο νέο σύστημα E-x’-y’ παίρνει τη μορφή
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			Από τη συνθήκη μηδενισμού των μη-διαγώνιων όρων του παραπάνω μητρώου προκύπτει η τιμή της γωνίας στροφής των αξόνων ως

			
				
					[image: ]
				

			

			Συνοψίζοντας, η συμπεριφορά του μονώροφου κτιρίου μπορεί να μελετηθεί σε τρία διαφορετικά συστήματα συντεταγμένων, (i) το καθολικό (ή τυχαίο) σύστημα Ο-x-y όπου υπάρχει πλήρης σύζευξη των αδρανειακών και ελαστικών δυνάμεων (κανένα από τα σχετικά μητρώα δεν είναι διαγώνιο), (ii) το κεντροβαρικό σύστημα C-x-y όπου έχουμε διαγώνιο μητρώο μάζας με αποσύζευξη των αδρανειακών δυνάμεων και (iii) το κύριο ελαστικό σύστημα Ε-x’-y’ με διαγώνιο μητρώο δυσκαμψίας και αποσύζευξη των ελαστικών δυνάμεων. Για να έχουμε τώρα την πλήρη αποσύζευξη ως προς τις τρείς συνιστώσες του πεδίου των μετακινήσεων [image: ], θα πρέπει τα δυο τελευταία συστήματα συντεταγμένων (το κεντροβαρικό και το κύριο ελαστικό) να έχουν την ίδια αρχή, δηλαδή να υπάρχει σύμπτωση του κέντρου μάζας με το ελαστικό κέντρο. Οπως γίνεται φανερό από την παραπάνω ανάλυση, η πιο πολύπλοκη διαδικασία αφορά τον υπολογισμό του μητρώου δυσκαμψίας, που στη γενική περίπτωση συζευγμένων κατακόρυφων στοιχείων, αλλά και χωρικών στοιχείων όπως οι πυρήνες, γίνεται ακόμα δυσκολότερη. Η μέθοδος των πεπερασμένων στοιχείων (ΜΠΣ) αυτοματοποιεί τον υπολογισμό του μητρώου δυσκαμψίας που αναφέρεται στους ενεργούς αδρανειακούς βαθμούς ελευθερίας (ΒΕ), δηλαδή σ’ αυτούς που αντιστοιχεί η μάζα του συστήματος.

			9.2.6 Παράδειγμα Εφαρμογής Ι

			Στο παράδειγμα του Σχήματος 9.4 σημειώνονται οι διαστάσεις και το κέντρο βάρους C ενός μονώροφου ορθογωνικού πλαισίου. Το πρώτο βήμα αφορά την προσομοίωση του δυναμικού αυτού συστήματος, που έχει τρείς ενεργούς ΒΕ. Το επόμενο βήμα αφορά την επίλυση (που στην πράξη γίνεται με προγράμματα Η/Υ που βασίζονται στη ΜΠΣ) για τις εξής περιπτώσεις φόρτισης: (i) δύναμη [image: ], (ii) δύναμη [image: ] και (iii) ροπή [image: ] (σε συμβατές μονάδες). Οι αντίστοιχες μετακινήσεις που θα υπολογισθούν είναι για (i) δύναμη [image: ], (ii) δύναμη [image: ] και (iii) ροπή [image: ]. Το μητρώο των μετακινήσεων, ομαλοποιημένο ως προς το μέγεθος a, αποτελεί το μητρώο ευκαμψίας του συστήματος
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			και το μητρώο δυσκαμψίας υπολογίζεται από τη σχέση [image: ].

			
					Δεδομένα του προβλήματος: Ζητείται ο προσδιορισμός των μέγιστων εντατικών μεγεθών στο κέντρο βάρους της πλάκας οροφής και στη βάση του στύλου Σ1 του μονώροφου ορθογωνικού πλαισίου του Σχήματος 9.4 για	εξωτερικές δυνάμεις [image: ] στο σημείο P και 
	για σεισμικές επιταχύνσεις [image: ] υπό γωνία 30ο ως προς τον άξονα x. 



			

			Τα δεδομένα του προβλήματος είναι το μέτρο ελαστικότητας Ε=2.10*107 kN/m2, το πάχος της πλάκας t=0.12 m, οι διαστάσεις των δοκών 25/50 cm, οι διαστάσεις των στύλων 30/30 cm, το ύψος του πλαισίου 3.0 m, το ειδικό βάρος του σκυροδέματος γ=24.0 kN/m3 και το ομοιόμορφο φορτίο επί της πλάκας q=10.0 kN/m. Επίσης, η κατασκευή παρουσιάζει ποσοστό απόσβεσης ξ=5 %.

			
				
					[image: ]
				

			

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 9.4 Μονώροφο ορθογωνικό πλαίσιο ως παράδειγμα εφαρμογής.

			
					Αδρανειακές Δυνάμεις: Για να μελετηθεί η δυναμική απόκριση του συστήματος ως προς το κέντρο μάζας C, πρέπει να υπολογισθούν οι συντεταγμένες του C. Η συνολική μάζα στο επίπεδο της οροφής του πλαισίου αποτελείται από τη μάζα της πλάκας, τη μάζα που αντιστοιχεί στο ομοιόμορφο φορτίο q, και τη μισή μάζα κάθε στύλου και δοκού, συγκεντρωμένη στην τομή στύλου-δοκού-πλάκας. Η πυκνότητα μάζας της πλάκας υπολογίζεται ως [image: ], ενώ το ομοιόμορφο φορτίο ισοδυναμεί με σώμα μοναδιαίου πάχους tq και πυκνότητας βάρους  [image: ], που ισοδυναμεί με πυκνότητα μάζας [image: ]. Οι διακριτές μάζες στις κεφάλες στύλων [image: ] τέλος αθροίζονται σε [image: ].Η πλάκα, το ομοιόμορφο φορτίο και οι διακριτές μάζες στις κεφαλές των στύλων αποτελούν ένα σύνθετο σώμα του οποίου τα αδρανειακά χαρακτηριστικά υπολογίζονται με τον τρόπο που παρουσιάσθηκε πριν. Στην περίπτωση του παρόντος παραδείγματος, ο υπολογισμός των γεωμετρικών και αδρανειακών μεγεθών είναι εύκολος επειδή η κάτοψη είναι ορθογωνική και τα υποστυλώματα είναι συμμετρικά διατεταγμένα. Θεωρούμε αρχικά το παραπάνω σύστημα ως ανεξάρτητο, και μετά γίνεται η σύνθεση του συζευγμένου συστήματος.
Οσον αφορά τις διακριτές μάζες, το σημείο αναφοράς είναι το κέντρο μάζας, που λόγω συμμετρίας της παρούσης κατασκευής είναι γνωστό εξ΄ αρχής. Επειδή αυτό συνήθως δεν ισχύει για κατασκευές με τυχαία κάτοψη, επιλέγουμε εδώ τον κάτω αριστερό στύλο ως το κέντρο των συντεταγμένων Ο. Η συνολική μάζα, το κέντρο μάζας για τις διακριτές μάζες και οι ροπές αδράνειας είναι τώρα οι εξής:
[image: ]
Για τον υπολογισμό των αδρανειακών χαρακτηριστικών της πλάκας, απαιτείται ο υπολογισμός των ολοκληρωμάτων των Εξισώσεων (9.22). Για τον σκοπό αυτό, χρησιμοποιείται ο Πίνακας 9.1, οι στήλες του οποίου έχουν τις εξής ιδιότητες: 
Σ1 = xi , Σ2 = yi , Σ3 = xi · yi+1 , Σ4 = xi+1 · yi , Σ5 = Σ3- Σ4 , Σ6 = xi + xi+1 , Σ7 = yi + yi+1, Σ8 = Σ5·Σ7 , Σ9 = Σ5·Σ6 , Σ10 = Σ5 ·( Σ72- yi · yi+1) , Σ11 = Σ5 ·( Σ62- xi · xi+1),Σ12 = Σ10 - Σ11. 
Στην τελευταία γραμμή της Σ5 έχουμε το 1/2 του αθροίσματος της στήλης αυτής, στις τελευταίες γραμμές των Σ8 και Σ9 έχουμε το 1/6 των αθροίσμάτων των στηλών αυτών αντίστοιχα, και τέλος στην τελευταία γραμμή της Σ12 έχουμε το 1/12 του αθροίσματος της στήλης αυτής. Επίσης, η τελευταία γραμμή της Σ5 αντιστοιχεί στο ολοκλήρωμα [image: ] που είναι το εμβαδόν της πλάκας Α=20 m2, ενώ στην τελευταία γραμμή των Σ8, Σ9 και Σ12 δίδονται τα ολοκλήρωματα [image: ], [image: ] και [image: ], αντίστοιχα.
Συνοψίζοντας, δίδουμε παρακάτω τη μάζα της πλάκας, τις συντεταγμένες του κέντρου μάζας C ως προς το σημείο Ο , και τέλος τις ροπές αδράνειας μάζας της πλάκας ως προς τα σημεία O και C με χρήση του θεωρήματος Steiner: 
	Σημείο i
	Σ1
	Σ2
	Σ3
	Σ4
	Σ5
	Σ6
	Σ7
	Σ8
	Σ9
	Σ10
	Σ11
	Σ12

	1
	0.0
	0.0
	0.0
	0.0
	0.0
	5.0
	0.0
	0.0
	0.0
	0.0
	0.0
	0.0

	2
	5.0
	0.0
	20.0
	0.0
	20.0
	10.0
	0.0
	80.0
	200.0
	320.0
	1500.0
	1820.0

	3
	5.0
	4.0
	20.0
	0.0
	20.0
	5.0
	8.0
	160.0
	100.0
	960.0
	500.0
	1460.0

	4
	0.0
	4.0
	0.0
	0.0
	0.0
	0.0
	4.0
	0.0
	0.0
	0.0
	0.0
	0.0

	5
	0.0
	0.0
	0.0
	0.0
	0.0
	0.0
	0.0
	0.0
	0.0
	0.0
	0.0
	0.0

	Σύνολο
					40.0
			240.0
	300.0
			3280.0

	Τελικά
Μεγέθη
					20
			40
	50
			273.333


Πίνακας 9.1 Υπολογισμός αδρανειακών παραμέτρων του μονώροφου πλαισίου.
[image: ]
Οπως και με την πλάκα, έτσι και για το ομοιόμορφο φορτίο q υπολογίζουμε με τον ίδιο τρόπο τα παρακάτω μεγέθη:
[image: ]
Η σύνθεση όλων των πάνω αδρανειακών μεγεθών για το μονώροφο πλαίσιο δίδει
[image: ]
[image: ]
Τελικά, το μητρώο μάζας ως προς το κεντροβαρικό σύστημα είναι το εξής:
[image: ]


					Ελαστικές Δυνάμεις: Το σύστημα των κατακόρυφων στατικών στοιχείων αποτελείται από δυο όμοια πλαίσια κατά τις διευθύνσεις x και y. Ο υπολογισμός του μητρώου δυσκαμψίας του συστήματος ως προς το κέντρο μάζας ακολουθεί τη μεθοδολογία που αναπτύχθηκε πριν. Ξεκινώντας με το μητρώο ευκαμψίας, βρίσκουμε το μητρώο δυσκαμψίας με αντιστροφή, [image: ]
(σε [image: ]και σε [image: ], αντίστοιχα). Ενας προσεγγιστικός τρόπος εύρεσης του μητρώου δυσκαμψίας των παραπάνω πλαισίων ως προς το κεντροβαρικό σύστημα είναι η θεώρηση τους ως καθαρά επίπεδοι φορείς. Με τόν τρόπο αυτό όμως δεν συνυπολογίζεται ο μηχανισμός παραλαβής δυνάμεων μέσω της στρέψης των διατομών των πλαισίων. Ετσι, αντίσταση στην μετακίνηση υφίσταται μόνο στον αξονικό βαθμό ελευθερίας, ενώ τα υπόλοιπα στοιχεία του μητρώου είναι μηδέν. Το μητρώο δυσκαμψίας συνεπώς θα έχει την εξής μορφή:
[image: ]
Η διαδικασία υπολογισμού μητρώου δυσκαμψίας για το επίπεδο πλαίσιο συνοψίζεται στον Πίνακα 9.2 με δυο μεθόδους της στατικής (Νιτσιώτας, 1980).
[image: ]
Πίνακας 9.2 Υπολογισμός συντελεστών ευκαμψίας και δυσκαμψίας για μονώροφο πλαίσιο
Η μεταφορά του [image: ] από το ΤΣΣ στο κεντροβαρικό σύστημα αναφοράς ακολουθεί τις Εξισώσεις (9.11) και (9.12). Πιο συγκεκριμένα, εάν (xi, yi) είναι οι συντεταγμένες του κόμβου i του πλαισίου, και θ είναι η γωνία που σχηματίζει ο άξονας x του ΚΣΣ με τον ανάλογο τοπικό άξονα του πλαισίου όπως φαίνεται στο Σχήμα 9.5 (με c=cos(θ), s=sin(θ)), τότε 
[image: ]
Εδώ θα αποδείξουμε πως το μητρώο δυσκαμψίας είναι ανεξάρτητο από την επιλογή του συγκεκριμένου κόμβου (xi, yi) επί του άξονα του πλαισίου και εξαρτάται μόνο από την απόσταση d του σημείου αναφοράς από τον άξονα του πλαισίου. Η εξίσωση της ευθείας του άξονα του πλαισίου είναι [image: ], και συνεπώς [image: ]. Το μητρώο δυσκαμψίας παίρνει τώρα την εξής τελική μορφή:
[image: ]
Στα πλαίσια του παρόντος παραδείγματος, λαμβάνουμε υπ΄όψη και τα τέσσαρα επίπεδα πλαίσια του φορέα, σημειώνωντας πως η γωνία θ έχει αντί-ωρολογιακή φορά. Έχουμε πως 
[image: ]
Σχήμα 9.5 Γεωμετρία του άξονα ενός δομικού στοιχείου του μονώροφου πλαισίου.
	θ=0ο, cos(θ)=1, sin(θ)=0, d=2.0 και [image: ][image: ]

	θ=180ο, cos(θ)=-1, sin(θ)=0, d=2.0 και [image: ][image: ]

	θ=90ο, cos(θ)=0, sin(θ)=1, d=2.5 και [image: ][image: ]

	θ=270ο, cos(θ)=0, sin(θ)=-1, d=2.5 και [image: ]

[image: ]
Τέλος, το συνολικό μητρώο δυσκαμψίας ως προς το κέντρο μάζας είναι το άθροισμα των επιμέρους μητρώων που υπολογίσθηκαν παραπάνω:
[image: ]


					Δυνάμεις Απόσβεσης: Είδαμε πως τα μητρώα μάζας και δυσκαμψίας του συστήματος είναι διαγώνια, που σημαίνει πως οι τρεις μετακινήσεις (δύο μεταφορικές και μία στρεπτική) είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους. Συνεπώς, μπορούμε να διατυπώσουμε το μητρώο απόσβεσης ώστε οι τρεις αυτές μετακινήσεις να έχουν το ζητούμενο ποσοστό κρίσιμης απόσβεσης. Πρώτα όμως πρέπει να υπολογισθούν οι ιδιοσυχνότητες του συστήματος (χρησιμοποιώντας το ακριβές μητρώο δυσκαμψίας), οι οποίες είναι ω1=25.31 rad/sec, ω2=25.67 rad/sec και ω3=39.58rad/sec. Έχουμε τώρα πως[image: ]


					Εξωτερική Φόρτιση: Η μεταφορά του διανύσματος του εξωτερικού φορτίου που δρα σε τυχαίο σημείο P του επιπέδου της πλάκας στο σημείο αναφοράς, που είναι το κέντρο βάρους C , απαιτεί πολλαπλασιασμό με το ανάστροφο του μητρώου εκκεντρότητας ως εξής:[image: ]
Παρατηρούμε πως η μεταφορά αυτή εισάγει στο διάνυσμα φόρτισης τη στρεπτική ροπή.


					Επιτάχυνση εδάφους: Η ισοδύναμη φόρτιση που αναπτύσσεται στο κέντρο βάρους C όταν παρουσιάζονται εδαφικές επιταχύνσεις [image: ] είναι η εξής:[image: ]
Σημειώνουμε πως σε αντίθεση με την περίπτωση της εξωτερικής φόρτισης, εδώ δεν εμφανίζονται στρεπτικές ροπές στο διάνυσμα του ισοδύναμου φορτίου.


			

			9.3 Προσομοίωση Πολυώροφων Πλαισίων

			Η μελέτη πολυωρόφων κτιρίων πλαισιακού τύπου προϋποθέτει την επιλογή ενός κατακόρυφου άξονα Ζ, ο οποίος τέμνει το επίπεδο κάθε ορόφου j στο σημείο Οj , από το οποίο ορίζονται δυο κάθετοι άξονες Xj - Yj , όπως φαίνεται στο Σχήμα 9.6. Οι κάθετοι άξονες αναφοράς που επιλέγονται για κάθε όροφο έχουν την ίδια διεύθυνση και φορά. Ακολούθως, με φi συμβολίζουμε τη γωνία μεταξύ του τοπικού άξονα xi του κατακόρυφου στοιχείου i και του άξονα αναφοράς Xj . Κάθε όροφος [image: ] επαυξάνει τον συνολικό αριθμό των ΒΕ κατά τρείς, δηλαδή δύο μεταφορικούς και έναν στροφικό. Συνεπώς, σε κάθε όροφο ορίζεται το διάνυσμα των μετατοπίσεων ως [image: ].

			Συνολικά μπορούμε να ορίσουμε τα διανύσματα των μετατοπίσεων του Ν-ώροφου πλαισίου σε κάθε διεύθυνση ως [image: ], [image: ] και [image: ]. Το πλήρες διάνυσμα των μετατοπίσεων έχει δύο βασικές μορφές που προκύπτουν χρησιμοποιώντας είτε διάταξη ανά ΒΕ, είτε διάταξη ανά διεύθυνση: 

			
				
					[image: ]
				

			

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 9.6 Πολυώροφο πλαίσιο ως παράδειγμα εφαρμογής.

			Τα δυο παραπάνω διανύσματα έχουν φυσικά τις ίδιες συνιστώσες και συνδέονται μεταξύ τους με την σχέση [image: ], όπου το μητρώο [image: ] είναι τύπου ‘Βoolean’ και απλώς ανακατατάσσει τη μορφή των διανυσμάτων ως εξής:

			
				
					[image: ]
				

			

			Τέλος, το μητρώο που συνδέει τις μετακινήσεις δυο σημείων [image: ] με τις ίδιες συντεταγμένες στο επίπεδο [image: ], αλλά σε δύο υπερκείμενους ορόφους [image: ] και [image: ] με το διάνυσμα [image: ], δίδεται από την εξής σχέση:

			
				
					[image: ]
				

			

			9.3.1 Ελαστικές Δυνάμεις Πολυωρόφου Πλαισίου

			Το μητρώο δυσκαμψίας ενός κατακόρυφου στοιχείου που συνδέει δυο συνεχόμενους ορόφους j-1 και j, είναι μεγέθους 6x6. Για τον μετασχηματισμό του μητρώου αυτού από το ΤΣΣ κάθε στύλου στο ΚΣΣ, χρησιμοποιείται η ενεργειακή πρόταση του αναλλοίωτου της ελαστικής ενέργειας ως εξής:

			
				
					[image: ]
				

			

			όπου έχουμε πως

			
				
					[image: ]
				

			

			και τελικά

			
				
					[image: ]
				

			

			Ξεκινώντας από την παραπάνω μορφή και εκτελώντας όλες τις σχετικές πράξεις, το μητρώο του κατακόρυφου στοιχείου που προκύπτει έχει διαστάσεις [image: ]. Το συνολικό μητρώο δυσκαμψίας του πολυωρόφου πλαισίου είναι το άθροισμα των μητρώων δυσκαμψίας των επιμέρους κατακόρυφων στοιχείων, δηλαδή δίδεται ως [image: ] και απαρτίζεται από τα παρακάτω υπο-μητρώα:

			
				
					[image: ]
				

			

			9.3.2 Αδρανειακές Δυνάμεις Πολυωρόφου Πλαισίου

			Το μητρώο μάζας του πολυωρόφου πλαισίου αντιπροσωπεύει τις αδρανειακές δυνάμεις που ορίζονται σε σχέση με τον άξονα που διέρχεται από τα σημεία Oj και είναι το εξής:

			
				
					[image: ]
				

			

			Τα υπομητρώα που απαρτίζουν το μητρώο μάζας είναι της μορφής 

			
				
					[image: ]
				

			

			όπου οι ροπές αδράνειας μάζας είναι [image: ] , [image: ] το δε μητρώο [image: ] έχει την ίδια μορφή με το [image: ].

			9.3.3 Εξίσωση Κίνησης για Εδαφικές Επιταχύνσεις

			Ακολουθώντας τις αναλύσεις του Κεφαλαίου 3 και της προηγούμενης ενότητας, η εξίσωση κίνησης για εδαφική επιτάχυνση [image: ], η διεύθυνση της οποίας σχηματίζει γωνία β με τους άξονες Xj , είναι η εξής:

			
				
					[image: ]
				

			

			όπου [image: ] είναι το μοναδιαίο διάνυσμα μεγέθους [image: ].

			9.3.4 Ελαστικά Κέντρα Στροφής και Ελαστικός Αξονας 

			Έχει αποδειχθεί πως σε πολυώροφα, ασύμμετρα κτίρια, δε μπορεί να προσδιοριστεί ούτε πραγματικός ελαστικός άξονας, ούτε κύριες διευθύνσεις. Σύμφωνα με τις σχετικές εργασίες των Μακαρίου και Αναστασιάδη (1998a,b), Cheung and Tso (1986), Hegal and Chopra (1987) και άλλων, σε ένα τυχόν πολυώροφο κτίριο οι τρεις χαρακτηριστικές ιδιότητες του ελαστικού κέντρου του μονωρόφου διασπώνται σε διαφορετικά κέντρα. Συνεπώς, σε διαφορετικά σημεία βρίσκονται τα κέντρα δυσκαμψίας, τα κέντρα συστροφής (center of twist) και τέλος τα κέντρα διάτμησης των διαφόρων ορόφων. Επίσης, τα παραπάνω κέντρα δεν βρίσκονται στην ίδια κατακόρυφο ευθεία, ακόμα και στην περίπτωση ύπαρξης τυπικών ορόφων. Επιπρόσθετα, όλα τα παραπάνω αυτά κέντρα αποδείχθηκε ότι εξαρτώνται από την εξωτερική στατική φόρτιση (σε αντίθεση με το ελαστικό κέντρο του μονωρόφου που εξαρτάται αποκλειστικά από τα ελαστικά και γεωμετρικά χαρασκτηριστικά του κτιρίου) και κατά συνέπεια είναι ακατάλληλα για χρήση στον αντισεισμικό σχεδιασμό των κατασκευών.

			Υπάρχουν όμως ειδικές κατηγορίες πολυώροφων ασύμμετρων κτιρίων, όπως τα αμιγή καμπτικά/τοιχωματικά συστήματα, τα αναλογικά (proportional) συστήματα, τα αμιγή διατμητικά συστήματα καθώς επίσης και κάποια ειδικά πολυώροφα κτίρια, στα οποία το ελαστικό σύστημα του καμπτικού υποσυστήματος συμπίπτει με το ελαστικό σύστημα του διατμητικού υποσυστήματος. Επίσης, πολυώροφα κτίρια με τουλάχιστον δύο άξονες συμμετρίας στην κάτοψή τους διαθέτουν πραγματικό ελαστικό άξονα. Σε όλες τις παραπάνω περιπτώσεις (πλην της περίπτωσης των αμιγώς διατμητικών κτιρίων), ο ελαστικός άξονας του πολυωρόφου πλαισίου, δηλαδή ο άξονας όπου εφαρμογή δυνάμεων με κάθετη διεύθυνση δεν προξενεί στρεπτικές παραμορφώσεις, υπολογίζεται με την διαδικασία της Ενότητας 9.2.5. Ξεκινώντας με τη διαδικασία μετασχηματισμού, μπορούμε να εκφράσουμε το μητρώο δυσκαμψίας της Εξίσωσης (9.60) ως προς τα σημεία [image: ], και ακολούθως να το φέρουμε στην εξής μορφή: 

			
				
					[image: ]
				

			

			όπου

			
				
					[image: ]
				

			

			Μηδενίζοντας τώρα τους μη-διαγώνιους όρους, έχουμε ένα σύστημα δύο εξισώσεων σε δύο αγνώστους, η επίλυση του οποίου δίδει τις συντεταγμένες του σημείου Ε ως

			
				
					[image: ]
				

			

			Η ύπαρξη ελαστικών κέντρων των ορόφων προϋποθέτει πως οι παραπάνω σχέσεις θα δώσουν διαγώνια μητρώα, σύμφωνα με την αρχική υπόθεση. Επιπλέον, η ύπαρξη ενός μοναδικού ελαστικού άξονα για το πολυώροφο πλάισιο σημαίνει πως τα διαγώνια μητρώα που θα προκύψουν θα πρέπει να είναι της μορφής [image: ]. Τέλος, το μητρώο δυσκαμψίας της εξίσωσης (9.64) ως προς τα ελαστικά κέντρα των ορόφων απλοποιείται, και παίρνει την εξής μορφή:

			
				
					[image: ]
				

			

			Σημειώνεται ότι στην περίπτωση του ασύμμετρου πολυώροφου κτιρίου, είναι δυνατός ο ορισμός του πλασματικού ελαστικού άξονας που αποτελεί τον άξονα βέλτιστης στρέψης (Μακάριος 1994). Η κατάσταση της βέλτιστης στρέψης εμφανίζεται στο κτίριο όταν το διάνυσμα των οριζόντιων στατικών δυνάμεων των ορόφων τοποθετηθεί πάνω στον πλασματικό ελαστικό άξονα. Τότε, η στρέψη του κτιρίου περί κατακόρυφο άξονα ελαχιστοποιείται, οπότε για τις συνήθεις προσεγγίσεις που γίνονται κατά την εφαρμογή της ισοδύναμης στατικής μεθόδου αντισεισμικού υπολογισμού, η στρέψη αγνοείται. Επιπρόσθετα, ο πλασματικός ελαστικός άξονας ικανοποιεί πλήρως τις οριακές συνθήκες. Δηλσδή, όταν το πολυώροφο κτίριο χάνει σταδιακά τους ορόφους του και μετατρέπεται τελικά σε μονώροφο, τότε η θέση του ελαστικού άξονα συνεχώς πλησιάζει, και στο τέλος συμπίπτει, με το πραγματικό ελαστικό κέντρο του μονωρόφου. Επίσης, όταν το πολυώροφο καμπτικο-διατμητικό χωρικό πλαίσιο χάνει σταδιακά τα τοιχώματά του και μετατρέπεται σε διατμητικό, τότε ο πλασματικός ελαστικός άξονας συμπίπτει με τον πραγματικό ελαστικό άξονα του αμιγούς διατμητικού κτιρίου. Το ίδιο ισχύει όταν το κτίριο γίνεται ολοένα και περισσότερο καμπτικό, χάνοντας σταδιακά τα πλαίσια. Τέλος, ο πλασματικός ελαστικός άξονας δεν εξαρτάται από την εξωτερική φόρτιση, αλλά μόνο από τα ελαστικά και γεωμετρικά χαρακτηριστικά της κατασκευής. Για τον λόγο αυτό μπορεί να παίξει τον ρόλο του πραγματικού ελαστικού άξονα στο πλαίσιο του αντισεισμικού σχεδιασμού, όπως αναφέρεται στον ΕΑΚ (2003) και στο Ελληνικό Εθνικό Προσάρτημα του Ευρωκώδικα (ΕΝ 1998-1).

		

	
		
			Κεφάλαιο 10: Δυναμική Ανάλυση Κτιριακών Κατασκευών

			10.1 Ανάλυση Κτιρίων Πλαισιακού Τύπου 

			Στην παρούσα ενότητα υπολογίζονται τα δυναμικά χαρακτηριστικά ενός εξαώροφου, αμιγώς πλαισιακού τύπου κτιρίου με τη ΜΠΣ. Η κάτοψη ενός τυπικού ορόφου του κτιρίου δίδεται στο Σχήμα 10.1, οι δε κατασκευαστικές λεπτομέρειες έχουν ως εξής: Στύλοι διαστάσεων [image: ], δοκοί διαστάσεων [image: ] και πάχος πλάκας δαπέδου [image: ]. Το ύψος μεταξύ δυο διαδοχικών ορόφων είναι σταθερό σε [image: ] και το εμβαδόν της κάτοψης είναι [image: ]. Τέλος, τύπος σκυροδέματος που χρησιμοποιήθηκε είναι [image: ]. Ακολουθείται η εξής ιεραρχία προσομοιωμάτων για το κτίριο: 

			
					το τρισδιάστατο μοντέλο, 

					τα επίπεδα πλαίσια στις δύο κύριες διευθύνσεις και 

					το γραμμικό μοντέλο (πρόβολος). 

			

			Σημειώνουμε πως οι δύο τελευταίες κατηγορίες θεωρούνται ως απλοποιημένα μοντέλα σε σχέση με την πρώτη κατηγορία.

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 10.1 Κάτοψη τυπικού ορόφου εξαώροφου κτιρίου.

			10.1.1 Διακριτοποίηση με Γραμμικά και Επιφανειακά Στοιχεία (Μοντέλο Α)

			Για το Μοντέλο Α, η προσομοίωση της πλάκας γίνεται με πεπερασμένα στοιχεία κελύφους διαστάσεων [image: ], μηδενικής καμπυλότητας ώστε να παρουσιάζουν μόνο κάμψη και διάτμηση στο επίπεδο της πλάκας. Ομοίως, για το τοιχείο χρησιμοποιούνται στοιχεία κελύφους διαστάσεων [image: ]. Τέλος, για τις δοκούς και τους στύλους γίνεται χρήση γραμμικών στοιχείων. Πρέπει να σημειωθεί εδώ πως τα στοιχεία κελύφους μπορεί να παρουσιάζουν κάποιες μικρές διάφορες ως προς τη διατύπωσή τους, που εξαρτώνται από τις συγκεκριμένες παραδοχές που έχουν γίνει για την μόρφωσή τους (Νιτσιώτας, 1980). Πιο συγκεκριμένα, το στοιχείο που χρησιμοποιήθηκε εδώ είναι το τετράκομβο στοιχείο κελύφους με έξι ΒΕ ανά κόμβο του προγράμματος SAP 2000, που απλοποιείται σε στοιχείο πλάκας και σε στοιχείο δίσκου. Τέλος, τα γραμμικά στοιχεία του SAP 2000 που παρουσιάζουν κάμψη, διάτμηση, εφελκυσμό και στρέψη είναι ακριβή ως προς τη στατική τους συμπεριφορά, αλλά όχι και ως προς τη δυναμική τους συμπεριφορά. Χρησιμοποιείται η μέθοδος των δυνάμεων ώστε να υπολογισθεί το μητρώο ευκαμψίας και ακολούθως με αντιστροφή υπολογίζεται το μητρώο δυσκαμψίας (Wilson, 2002). Το τελικό αποτέλεσμα είναι πως το πεδίο των μετακινήσεων που χρησιμοποιείται στη διατύπωση των συντελεστών δυσκαμψίας είναι ένα πολυώνυμο τετάρτου βαθμού, δηλαδή η ακριβής λύση της ελαστοστατικής.

			Οσον αφορά τα αδρανειακά χαρακτηριστικά του πλαισίου, αυτά αρχικά εισάγονται ως κατανεμημένες μάζες των επιμέρους πεπερασμένων στοιχείων, μέσω της χρήσης της πυκνότητας μάζας του υλικού. Ακολούθως, το πρόγραμμα SAP 2000 διαμορφώνει τα μητρώα μάζας όλων των πεπερασμένων στοιχείων, κάνοντας την παραδοχή των σημειακών (ή συγκεντρωμένων) μαζών (lumped mass matrix), καθώς δεν υπάρχει η δυνατότητα δημιουργίας συμβατών μητρώων μάζας (consistent mass matrix). Ο Πίνακας 10.1 παρουσιάζει τα βασικά δυναμικά χαρακτηριστικά του εξαώροφου κτιρίου, όπως αυτά υπολογίστηκαν από την ανάλυση του προβλήματος ιδιοτιμών (eigenvalue problem) με το πρόγραμμα SAP 2000.

			10.1.2 Διακριτοποίηση με Γραμμικά Στοιχεία (Μοντέλο Β)

			Στην περίπτωση του Μοντέλου Β, η διαφραγματική λειτουργία των πλακών αποδίδεται με έμμεσο τρόπο, δηλαδή ως μία πρόσθετη εξίσωση για τους ΒΕ του κάθε ορόφου. Στο πρόγραμμα SAP 2000 η δεσμική αυτή εξίσωση (constraint equation) εισάγεται στο σύστημα των μητρωικών εξισώσεων με χρήση πολλαπλασιαστών Lagrange.

			Οσον αφορά τα αδρανειακά χαρακτηριστικά της κατασκευής, αυτά εισάγονται ως συγκεντρωμένες μάζες στα κέντρα βάρους των ορόφων του πλαισίου. Οι δοκοί, εκτός από το βάρος τους, δέχονται και τα φορτία των τοιχοποιιών, οι οποίες θεωρούνται δρομικές με [image: ]. Το καθαρό ύψος που καλύπτει η τοιχοποιία είναι [image: ], πλην των τοιχοποιιών του τελευταίου ορόφου που έχουν ύψος [image: ]. Το συνολικό βάρος του δώματος είναι [image: ], ενώ το βάρος του κάθε ενός από τους υπόλοιπους ορόφους είναι [image: ]. Η μάζα του δώματος είναι [image: ] (στο διεθνές σύστημα μονάδων S.I.), η δε ροπή αδράνειας της μάζας (μαζική ροπή αδράνειας) είναι [image: ]. 

			Για τους υπόλοιπους ορόφους, έχουμε [image: ] και [image: ]. Συνοψίζοντας, τα μητρώα μάζας του δώματος και του κάθε ενός ορόφου έχουν την εξής μορφή: 

			
				
					[image: ]
				

			

			Χρησιμοποιώντας το πρόγραμμα SAP 2000 για την ανάλυση του προβλήματος ιδιοτιμών, τα αποτελέσματα που ελήφθησαν για τις βασικές δυναμικές ιδιότητες του εξαώροφου κτιρίου παρουσιάζονται στον Πίνακα 10.2.
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			Πίνακας 10.1 Υπολογισμός δυναμικών παραμέτρων για το Μοντέλο Α.

			10.1.3 Διερεύνηση της Απόκρισης του Πλαισίου (Μοντέλο Β)

			Στην Ενότητα αυτή θα σχηματίσουμε το μητρώο δυσκαμψίας του κτιρίου με χρήση του τρισδιάστατου Μοντέλου Β, που αποτελεί και το πιο πολύπλοκο σημείο της ανάλυσης. Η ποιότητα της προσομοίωσης που επιτυγχάνεται με τη ΜΠΣ είναι συνάρτηση των λεπτομερειών της διακριτοποίησης του κτιρίου, που σημαίνει πρακτικά πως αύξηση του αριθμού των ΒΕ του συστήματος οδηγεί σε υψηλότερο βαθμό ακρίβειας των αποτελεσμάτων. Η διαδικασία που ακολουθείται είναι η εξής:

			
					Επιλύεται ο τρισδιάστατος φορέας για [image: ] καταστάσεις φόρτισης, όπου [image: ]είναι ο αριθμός των ορόφων. Ως σημεία ενεργοποίησης των ΒΕ θεωρούνται τα κέντρα μάζας των ορόφων, που συνήθως κείτονται πάνω σε έναν κατακόρυφο άξονα. Η κάθε φόρτιση αντιστοιχεί σε φορτίο έντασης α ως προς τον αντίστοιχο ΒΕ. Ακολούθως, συλλέγονται τα αποτελέσματα της ανάλυσης για τους [image: ] ΒΕ. Τα αποτελέσματα για κάθε ΒΕ υπό τη μορφή μετατοπίσεων, ομαλοποιημένων με το συντελεστή α, συνθέτουν την αντίστοιχη γραμμή στο μητρώο ευκαμψίας του πλαισίου.	Ιδιομορφή
	Ιδιοπερίοδος
	Κυκλική Συχνότητα
	Ιδιοσυχνότητα

		[image: ]
	[image: ]
	[image: ]

	1
	0,856
	1,168
	7,342

	2
	0,837
	1,195
	7,508

	3
	0,685
	1,461
	9,178

	4
	0,275
	3,631
	22,816

	5
	0,270
	3,702
	23,263

	6
	0,221
	4,521
	28,408

	7
	0,156
	6,403
	40,234

	8
	0,154
	6,494
	40,801

	9
	0,126
	7,910
	49,700

	10
	0,106
	9,402
	59,073

	11
	0,105
	9,488
	59,615

	12
	0,086
	11,565
	72,663

	13
	0,081
	12,332
	77,485

	14
	0,081
	12,387
	77,830

	15
	0,069
	14,560
	91,485

	16
	0,069
	14,577
	91,590

	17
	0,066
	15,112
	94,949

	18
	0,056
	17,800
	111,841


Πίνακας 10.2 Υπολογισμός δυναμικών παραμέτρων για το Μοντέλο Β.


					 Η αντιστροφή του παραπάνω μητρώου ευκαμψίας και η διαίρεση του με τον συντελεστή α δίδει το μητρώο δυσκαμψίας ως προς του δυναμικούς ΒΕ, δηλαδή αυτούς που αναφέρονται στο διάνυσμα [image: ]της Εξίσωσης (10.1). Πρέπει να σημειωθεί πως η διάταξη του μητρώου δυσκαμψίας εξαρτάται από την αρχική διάταξη του μητρώου ευκαμψίας, δηλαδή εάν αυτό διατυπώνεται ως προς το διάνυσμα [image: ]ή ως προς το διάνυσμα [image: ]. Βέβαια, η εναλλαγή μεταξύ των δύο μορφών γίνεται εύκολα με τη χρήση των αποτελεσμάτων της Ενότητας 9.3.1 και σύμφωνα με τη σχέση [image: ], όπου το μητρώο [image: ] αναφέρεται στο διάνυσμα [image: ], το δε μητρώο [image: ] στο [image: ], και [image: ] είναι το μητρώο ανακατάταξης. Τέλος, το μητρώο δυσκαμψίας παίρνει τη μορφή [image: ]
Για το συγκεκριμένο παράδειγμα, υπολογίσθηκαν αριθμητικά τα εξής υπομητρώα με το πρόγραμμα SAP 2000:
[image: ]
και 
[image: ]


			

			Ο υπολογισμός των συντεταγμένων των ελαστικών κέντρων (σε περίπτωση που αυτά υπάρχουν και είναι μοναδικά), γίνεται με εφαρμογή της Εξίσωσης (9.65) και έτσι καταλήγουμε στα παρακάτω μητρώα:

			
				
					[image: ]
				

			

			Από τη μορφή των παραπάνω δύο μητρώων, είναι προφανές πως ελαστικά κέντρα υπάρχουν για το κτίριο αυτό, και μάλιστα συμπίπτουν με τα κέντρα μάζας. Κατ’ επέκταση, υφίσταται και ένας ελαστικός άξονας για το συγκεκριμένο κτίριο. Ακολούθως, γίνεται σύνθεση του μητρώου μάζας ως προς το διάνυσμα [image: ]

			
				
					[image: ]
				

			

			με [image: ] το διαγώνιο μητρώο των μαζών των ορόφων και με [image: ] το διαγώνιο μητρώων των στροφικών μαζών. 

			Η Εξίσωση (10.5) μας οδηγεί πλέον στο συμπέρασμα πως για το συγκεκριμένο κτίριο, μπορούμε να προχωρήσουμε στην περαιτέρω αποσύζευξη του προσομοιώματός του σε τρία ανεξάρτητα χωρικά μοντέλα ως προς τους άξονες X, Y και Z. Πέρα όμως από τον εμπειρικό αυτό κανόνα, η παραπάνω συμπεριφορά του κτιρίου τεκμηριώνεται και από τη μελέτη των ιδιοτιμών που προκύπτουν από τα εξής ιδιοπροβλημάτα: 

			
					[image: ] Ιδιοτιμές του χωρικού συστήματος

					[image: ] Ασύζευκτες ιδιοτιμές του x-υποσυστήματος

					[image: ] Ασύζευκτες ιδιοτιμές του y-υποσυστήματος

					[image: ] Ασύζευκτες ιδιοτιμές του στροφικού [image: ]-υποσυστήματος

			

			Η επίλυση των παραπάνω τεσσάρων προβλημάτων ιδιοτιμής δίδει τις ιδιοπεριόδους ως [image: ] για το χωρικό σύστημα και για τα άλλα τρία υποσυστήματα. Από την Εξίσωση (10.5), και σε συνδυασμό με τη θεωρία της γραμμικής άλγεβρας, το σύνολο των ιδιοτιμών του χωρικού συστήματος είναι η ένωση των συνόλων των ιδιοτιμών των τριών ασυζεύκτων υποσυστημάτων.

			10.1.4 Απλοποιημένο Μοντέλο με Παραδοχή της Λειτουργίας σε Επίπεδο 

			Μία επιπλέον απλοποίηση του προβλήματος είναι η θεώρηση του φέροντος οργανισμού ως αποτελούμενο από κατακόρυφα στοιχεία που λειτουργούν σε επίπεδο. Με τον τρόπο αυτό, απλοποιείται περαιτέρω η ανάλυση, αλλά ταυτόχρονα δεν λαμβάνονται υπ΄ όψη οι μηχανισμοί παραλαβής δυνάμεων κατά την εγκάρσια διεύθυνση και μέσω της στρέψης. Στο πλαίσια της παρούσης ενότητας, η ανάλυση που βασίζεται στη θεώρηση αυτή οδηγεί σε πολύ ικανοποιητικά αποτελέσματα για το εξαώροφο κτίριο, που ελάχιστα απέχουν από τις προηγούμενες τιμές. Για λόγους συντομίας όμως, δεν θα παρουσιάσουμε εδώ την πορεία των σχετικών υπολογισμών και τα επιμέρους βήματα της ανάλυσης, αφού θα ακολουθήσει μία πλήρης περιγραφή για τις περιπτώσεις μεικτών πολυωρόφων κτιρίων που θα δοθούν στις αμέσως επόμενες ενότητες.

			10.2 Ανάλυση Πολυώροφων Πλαισίων με Τοιχώματα 

			Στην παρούσα ενότητα υπολογίζονται με τη ΜΠΣ τα δυναμικά χαρακτηριστικά ενός εξαώροφου, πλαισιακού-τύπου κτιρίου με τοιχώματα πάχους [image: ]. Η κάτοψη ενός τυπικού ορόφου του κτιρίου δίδεται στο Σχήμα 10.8, οι δε κατασκευαστικές λεπτομέρειες είναι όμοιες με αυτές του κτιρίου της προηγούμενης ενότητας. Εχουμε την ίδια ιεραρχία προσομοιωμάτων για το κτίριο όπως και πριν, δηλαδή: 

			
					το τρισδιάστατο μοντέλο, 

					τα επίπεδα πλαίσια στις δύο κύριες διευθύνσεις και 

					το γραμμικό μοντέλο (πρόβολος). [image: ]


			

			Σχήμα 10.2 Κάτοψη τυπικού ορόφου ενός εξαώροφου κτιρίου με τοιχεία.

			10.2.1 Διακριτοποίηση με Γραμμικά και Επιφανειακά Στοιχεία (Μοντέλο Α)

			Για το Μοντέλο Α, η διαδικασία προσομοίωσης της πλάκας, των δοκών και των στύλων δεν αλλάζει από την αντίστοιχη διαδικασία της προηγούμενης ενότητας. Για το τοιχείο χρησιμοποιούνται πεπερασμένα στοιχεία κελύφους διαστάσεων [image: ]. Πιο συγκεκριμένα, χρησιμοποιήθηκε το τετράκομβο στοιχείο κελύφους του προγράμματος SAP 2000 με έξι ΒΕ ανά κόμβο, ώστε το τοιχείο να συνεργάζεται με τις δοκούς στο επίπεδο του, καθώς και με τα υπόλοιπα στοιχεία στην εγκάρσια διεύθυνση. Στις περιπτώσεις αυτές, και προκειμένου να ληφθεί υπ’ όψη ο μηδενισμός της γωνίας στροφής στη σύνδεση δοκών με το τοιχείο, προστίθεται στο άκρο του τοιχείου ένα άκαμπτο γραμμικό στοιχείο μήκους [image: ].

			Οσον αφορά στα αδρανειακά χαρακτηριστικά του πλαισίου, αυτά αρχικά εισάγονται ως κατανεμημένες μάζες των επιμέρους πεπερασμένων στοιχείων, μέσω του προσδιορισμού της πυκνότητας μάζας του υλικού. Ο Πίνακας 10.3 παρουσιάζει τα δυναμικά χαρακτηριστικά του κτιρίου, όπως αυτά υπολογίστηκαν από την ανάλυση του προβλήματος ιδιοτιμών (eigenvalue problem) με το πρόγραμμα SAP 2000.

			10.2.2 Διακριτοποίηση με Γραμμικά Στοιχεία (Μοντέλο Β)

			Στην περίπτωση του Μοντέλου Β, τα τοιχώματα προσομοιώνονται ως ισοδύναμα υποστυλώματα με τη χρήση γραμμικών στοιχείων, όπως φαίνεται στο Σχήμα 10.3. Επιπλέον, στις στάθμες των ορόφων, και για το τμήμα που ορίζεται από τον ισοδύναμο κεντροβαρικό στύλο μέχρι το πέρας του μήκους του τοιχώματος, χρησιμοποιούνται στερεοί βραχίονες ώστε να αποτραπεί η στροφή της διατομής. Οι πλάκες παρουσίαζουν διαφραγματική λειτουργία που αποδίδεται με έμμεσο τρόπο, ως μία πρόσθετη εξίσωση για τους ΒΕ του κάθε ορόφου.

			
				
					
					
					
					
				
				
					
							
							Ιδιομορφή

						
							
							Ιδιοπερίοδος

						
							
							Συχνότητα

						
							
							Ιδιοσυχνότητα

						
					

					
							
							
							[image: ]

						
							
							[image: ]

						
							
							[image: ]

						
					

					
							
							1

						
							
							0,470

						
							
							2,129

						
							
							13,377

						
					

					
							
							2

						
							
							0,466

						
							
							2,146

						
							
							13,481

						
					

					
							
							3

						
							
							0,313

						
							
							3,199

						
							
							20,098

						
					

					
							
							4

						
							
							0,125

						
							
							7,971

						
							
							50,086

						
					

					
							
							5

						
							
							0,123

						
							
							8,102

						
							
							50,907

						
					

					
							
							6

						
							
							0,108

						
							
							9,300

						
							
							58,435

						
					

					
							
							7

						
							
							0,100

						
							
							10,028

						
							
							63,009

						
					

					
							
							8

						
							
							0,095

						
							
							10,510

						
							
							66,034

						
					

					
							
							9

						
							
							0,089

						
							
							11,195

						
							
							70,338

						
					

					
							
							10

						
							
							0,088

						
							
							11,372

						
							
							71,450

						
					

					
							
							11

						
							
							0,083

						
							
							12,075

						
							
							75,869

						
					

					
							
							12

						
							
							0,080

						
							
							12,433

						
							
							78,116

						
					

					
							
							13

						
							
							0,080

						
							
							12,519

						
							
							78,662

						
					

					
							
							14

						
							
							0,079

						
							
							12,659

						
							
							79,539

						
					

					
							
							15

						
							
							0,079

						
							
							12,695

						
							
							79,768

						
					

					
							
							16

						
							
							0,078

						
							
							12,743

						
							
							80,069

						
					

					
							
							17

						
							
							0,077

						
							
							12,919

						
							
							81,174

						
					

					
							
							18

						
							
							0,077

						
							
							12,956

						
							
							81,402

						
					

				
			

			Πίνακας 10.3 Υπολογισμός δυναμικών παραμέτρων για το Μοντέλο Α.

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 10.3 Διακριτοποίηση του εξαώροφου πλαισίου με χρήση γραμμικών στοιχείων.

			Οσον αφορά τα αδρανειακά χαρακτηριστικά της κατασκευής, εισάγονται συγκεντρωμένες μάζες στα κέντρα βάρους των ορόφων που κείτονται πάνω σε έναν κατακόρυφο άξονα (θεωρώντας ως αμελητέα τη διαφοροποίηση που υπάρχει σε κάθε όροφο εξαιτίας της παρουσίας των διακριτών συγκεντρωμένων μαζών των κατακόρυφων στοιχείων). Οι δοκοί, εκτός από το βάρος τους, δέχονται και τα φορτία των τοιχοποιιών, οι οποίες θεωρούνται δρομικές με [image: ]. Το καθαρό ύψος που καλύπτει η τοιχοποιία είναι [image: ], πλην των τοιχοποιιών του τελευταίου ορόφου που έχουν ύψος [image: ]. Το συνολικό βάρος του δώματος είναι [image: ], ενώ το βάρος του κάθε ενός από τους υπόλοιπους ορόφους είναι [image: ]. Συνεπώς, η συνολική μάζα του δώματος είναι [image: ], η δε ροπή αδράνειας της μάζας (στροφική αδράνεια) είναι [image: ]. Για τους υπόλοιπους ορόφους, έχουμε πως οι μάζες είναι [image: ] και οι στροφικές ροπές αδράνειας είναι [image: ]. Συνοψίζοντας, τα μητρώα μάζας του δώματος και των ορόφων έχουν την εξής μορφή: 

			
				
					[image: ]
				

			

			Ακολουθεί η χρήση του προγράμματος SAP 2000 για την ανάλυση του προβλήματος ιδιοτιμών, που δίδει τα παρακάτω αποτελέσματα στον Πίνακα 10.4.

			10.2.3 Λεπτομερής Διερεύνηση της Απόκρισης του Κτιρίου (Μοντέλο Β)

			Στην παρούσα υπο-Ενότητα θα σχηματίσουμε το μητρώο δυσκαμψίας του κτιρίου με χρήση του τρισδιάστατου Μοντέλου Β. Η ποιότητα της προσομοίωσης που επιτυγχάνεται με τη ΜΠΣ είναι συνάρτηση της πυκνότητας της διακριτοποίησης του κτιρίου, με την έννοια ότι αύξηση του αριθμού των ΒΕ του συστήματος οδηγεί σε υψηλότερο βαθμό ακρίβειας. Σημειώνουμε τέλος πως αύξηση των ΒΕ της διακριτοποίησης για καλύτερη ακρίβεια δεν αλλάζει το τελικό μέγεθος των μητρώων που επιζητούμε εδώ, διότι όλα αυτά αναφέρονται σε δυναμικό σύστημα με 3 ΒΕ ανά όροφο, όπως φαίνεται στο Σχήμα 10.4. Επίσης, η διαδικασία που ακολουθείται εδώ έχει ήδη διατυπωθεί στην προηγούμενη υπο-ενότητα.

			Για το συγκεκριμένο παράδειγμα συνεπώς, υπολογίσθηκαν τα εξής υπομητρώα με το πρόγραμμα SAP 2000:

			
				
					
					
					
					
				
				
					
							
							Ιδιομορφή

						
							
							Ιδιοπερίοδος

						
							
							Κυκλική

							Συχνότητα

						
							
							Ιδιοσυχνότητα

						
					

					
							
							
							[image: ]
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							1

						
							
							0.4695

						
							
							2.1299

						
							
							13.3825

						
					

					
							
							2

						
							
							0.4657

						
							
							2.1473

						
							
							13.4916

						
					

					
							
							3

						
							
							0.2992

						
							
							3.3426

						
							
							21.0024

						
					

					
							
							4

						
							
							0.1182

						
							
							8.4574

						
							
							53.1396

						
					

					
							
							5

						
							
							0.1179

						
							
							8.4830

						
							
							53.3004

						
					

					
							
							6

						
							
							0.0727

						
							
							13.7460

						
							
							86.3686

						
					

					
							
							7

						
							
							0.0564

						
							
							17.7183

						
							
							111.3272

						
					

					
							
							8

						
							
							0.0564

						
							
							17.7413

						
							
							111.4717

						
					

					
							
							9

						
							
							0.0374

						
							
							26.7039

						
							
							167.7856

						
					

					
							
							10

						
							
							0.0374

						
							
							26.7275

						
							
							167.9337

						
					

					
							
							11

						
							
							0.0343

						
							
							29.1358

						
							
							183.0657

						
					

					
							
							12

						
							
							0.0294

						
							
							33.9745

						
							
							213.4681

						
					

					
							
							13

						
							
							0.0294

						
							
							33.9917

						
							
							213.5760

						
					

					
							
							14

						
							
							0.0259

						
							
							38.6415

						
							
							242.7918

						
					

					
							
							15

						
							
							0.0259

						
							
							38.6478

						
							
							242.8313

						
					

					
							
							16

						
							
							0.0227

						
							
							43.9704

						
							
							276.2740

						
					

					
							
							17

						
							
							0.0179

						
							
							55.8630

						
							
							350.9979

						
					

					
							
							18

						
							
							0.0158

						
							
							63.4152

						
							
							398.4494

						
					

				
			

			Πίνακας 10.4 Υπολογισμός δυναμικών παραμέτρων για το Μοντέλο Β.
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			Σχήμα 10.4 Δυναμικοί ΒΕ του πολυώροφου κτιρίου.
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			και 
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			Εφαρμόζοντας τώρα τη σχέση της Εξίσωσης (9.65) για τον υπολογισμό των συντεταγμένων των ελαστικών κέντρων (εάν αυτά υπάρχουν), καταλήγουμε στα παρακάτω μητρώα: 

			
				
					[image: ]
				

			

			Από την μορφή του μητρώου [image: ] γίνεται κατανοητό πως ελαστικά κέντρα δεν υπάρχουν, και κατ’ επέκταση δεν υπάρχει και ελαστικός άξονας για το συγκεκριμένο κτίριο. 

			Ακολούθως, γίνεται σύνθεση του μητρώου μάζας ως προς το διάνυσμα [image: ]:

			
				
					[image: ]
				

			

			Έχουμε ως [image: ] το διαγώνιο μητρώο των μαζών των ορόφων (στην κύρια διαγώνιο) και ως [image: ] το διαγώνιο μητρών των στροφικών μαζών.

			Η ύπαρξη των μη-μηδενικών μητρώων [image: ] οδηγεί στο συμπέρασμα πως δεν είναι δυνατή η χωρική αποσύζευξη του συστήματος. Επειδή τα κατακόρυφα στοιχεία (πλαίσια, τοιχεία) είναι τοποθετημένα κατά μήκος των δυο κάθετων διευθύνσεων x και y και η λειτουργία τους κατά κύριο λόγο περιορίζεται στο επίπεδο, θα μπορούσε κανείς να συμπεράνει τη δυνατότητα ψευδό-χωρικής αποσύζευξης και μόνο. Πέρα όμως του εμπειρικού αυτού κανόνα, η λειτουργία του κτιρίου τεκμηριώνεται και από τη σύγκριση στον Πίνακα 10.7 των ιδιοτιμών που προκύπτουν από τα εξής ιδιοπροβλημάτα: 

			
					[image: ] Ιδιοτιμές του χωρικού συστήματος

					[image: ] Ασύζευκτες ιδιοτιμές του x-υποσυστήματος

					[image: ] Ασύζευκτες ιδιοτιμές του y-υποσυστήματος

					[image: ] Ασύζευκτες ιδιοτιμές του στροφικού ψ-υποσυστήματος	Ιδιομορφή
	Ιδιοπεριοδος 
Tα
(sec)
	Ιδιοπεριοδος Τx
(sec)
	Ιδιοπεριοδος Τy
(sec)
	Ιδιοπεριοδος 
Τψ
(sec)

	1
	0.4703
	-
	0.4703
	-

	2
	0.4699
	0.4699
	-
	-

	3
	0.2998
	-
	-
	0.2998

	4
	0.1183
	-
	0.1183
	-

	5
	0.1179
	0.1179
	-
	-

	6
	0.0728
	-
	-
	0.0728

	7
	0.0564
	-
	0.0564
	-

	8
	0.0564
	0.0564
	-
	-

	9
	0.0375
	-
	0.0375
	-

	10
	0.0374
	0.0374
	-
	-

	11
	0.0343
	-
	-
	0.0343

	12
	0.0294
	-
	0.0294
	-

	13
	0.0294
	0.0294
	-
	-

	14
	0.0259
	-
	0.0259
	-

	15
	0.0259
	0.0259
	-
	-

	16
	0.0227
	-
	-
	0.0227

	17
	0.0179
	-
	-
	0.0179

	18
	0.0158
	-
	-
	0.0158




			

			Πίνακας 10.7 Σύγκριση ασύζευκτων και συζευγμένων ιδιοπεριόδων.

			Από την επίλυση των παραπάνω τεσσάρων προβλημάτων ιδιοτιμών υπολογίζουμε τις ιδιοπεριόδους ως [image: ] για το χωρικό σύστημα και για κάθε ένα από τρία υποσυστήματα. Τα αποτελέσματα του Πίνακα 10.7 επιβεβαιώνουν την εμπειρική προσέγγιση. Συγκεκριμένα, ακριβής σύμπτωση των τιμών δεν σημαίνει ταυτότητα, αλλά απλώς πολύ μικρή διαφορά μεταξύ των τιμών που δεν επηρεάζει τα πρώτα τέσσερα σημαντικά δεκαδικά ψηφία. Η μικρή απόκλιση που παρατηρείται μεταξύ των τιμών των ιδιοπεριόδων των Πινάκων 10.6 και 10.7 είναι αναμενόμενη, και οφείλεται αποκλειστικά στην αριθμητική ακρίβεια που συνδέεται με τον τρόπο εξαγωγής του μητρώου δυσκαμψίας του συστήματος, με αντίστροφη του μητρώου ευκαμψίας και χρήση του συντελεστή α.

			10.2.4 Απλοποιημένο Μοντέλο με την Παραδοχή της Λειτουργίας στο Επίπεδο 

			Στην παρούσα υπο-ενότητα προσδιορίζονται τα δυναμικά χαρακτηριστικά του κτιρίου, θεωρώντας πως ο φέρων οργανισμός αποτελείται από κατακόρυφα στοιχεία που λειτουργούν στο επίπεδο. Με τον τρόπο αυτό, απλοποιείται περαιτέρω η ανάλυση, αλλά ταυτόχρονα δεν λαμβάνονται υπ’ όψη οι μηχανισμοί παραλαβής δυνάμεων κατά την εγκάρσια διεύθυνση και μέσω της στρέψης. Εδώ θα υπολογίσουμε τα μητρώα δυσκαμψίας των πλαισίων που δίδονται στα Σχήματα 10.11 και 10.12. Πιο συγκεκριμένα, κατά την y-διεύθυνση έχουμε ένα μικτό πλαίσιο (ΠΥ1) και ένα αμιγές πλαίσιο (ΠΥ2). Αντίστοιχα για την x-διεύθυνση, έχουμε να υπολογίσουμε τα μητρώα δυσκαμψίας δυο ακόμα πλαισίων, του μικτού (ΠΧ1) και του αμιγούς (ΠΧ2).

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 10.5 Πλαίσια (μικτό και αμιγές) κατά τη διεύθυνση y.

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 10.6 Πλαίσια (μικτό και αμιγές) κατά τη διεύθυνση x.

			Οπως είδαμε και προηγουμένως στον Πίνακα 10.2, τα μητρώα δυσκαμψίας πλαισίων μπορούν να διατυπωθούν είτε με τις μεθόδους της κλασσικής στατικής (μέθοδος δυνάμεων, μέθοδος μετακινήσεων), είτε με τη ΜΠΣ, χρησιμοποιώντας τους συντελεστές ευκαμψίας και δυσκαμψίας. Σε γενικές γραμμές, η ακρίβεια των αποτελεσμάτων εξαρτάται από τον αριθμό των ΒΕ που θα χρησιμοποιηθούν για τη διατύπωση των μητρώων δυσκαμψίας. Ως παράδειγμα, αναφέρουμε πως τα τοιχεία μπορούν να θεωρηθούν ως συνεχή τρισδιάστατα σώματα, ως συνεχή επιφανειακά σώματα, ως επιφανειακά σώματα με πεπερασμένο αριθμό ΒΕ ή ακόμα και ως ισοδύναμοι στύλοι. Η παραπάνω ιεράρχηση γίνεται με βάση τον φθίνοντα αριθμό ΒΕ, αλλά σε κάθε περίπτωση το τελικό αποτέλεσμα είναι ένα μητρώο με έξι ΒΕ. Εδώ επιλέγουμε το μοντέλο του ισοδύναμου στύλου με άκαμπτα δοκάρια στις παρειές του τοιχείου, που είναι η απλούστερη αποδεκτή παραδοχή. Τα μητρώα δυσκαμψίας των τεσσάρων επιπέδων πλαισίων υπολογίσθηκαν με το πρόγραμμα SAP 2000 και παρουσιάζονται παρακάτω:

			
				
					[image: ]
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			Το επόμενο βήμα αφορά τον μετασχηματισμό των παραπάνω μητρώων από το ΤΣΣ στο ΚΣΣ. Οπως φαίνεται και στα Σχήματα 10.11 και 10.12, τα παραπάνω μητρώα αναφέρονται στις οριζόντιες μετακινήσεις των ορόφων ενός πλαισίου, οι οποίες αποτελούν και το διάνυσμα των τοπικών ΒΕ, δηλαδή [image: ], όπου [image: ] είναι ο συνολικός αριθμός των ορόφων. Το μητρώο μετασχηματισμού από το τοπικό σύστημα συντεταγμένων στο ΚΚΣ είναι να μητρώο [image: ] της μορφής [image: ], όπου τα τρία υπομητρώα είναι [image: ] και διαγώνια, οι δε συντεταγμένες ενός σημείου του κατακόρυφου στοιχείου στον n-ιοστό όροφο είναι [image: ]. Οπως δείξαμε και στο Κεφάλαιο 9 για επίπεδα πλαίσια, το μητρώο [image: ] δίνει την απόσταση dj από το σημείο Oj του άξονα του πλαισίου στην στάθμη του ορόφου j. Συνεπώς, το μητρώο μετασχηματισμού παίρνει τη μορφή [image: ]. Τώρα, το μητρώο δυσκαμψίας στο ΚΣΣ , που έχει μεγέθος [image: ], δίδεται από τη σχέση [image: ]. Μετά τον μετασχηματισμό των μητρώων των εννέα πλαισίων που απαρτίζουν το πολυώροφο κτίριο, καταλήγουμε στο πλήρες μητρώο δυσκαμψίας που προκύπτει από το άθροισμα των επιμέρους μητρώων ως εξής:

			[image: ]

			και 
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			Στο επόμενο βήμα εφαρμόζεται η Εξίσωση (9.65) για τον υπολογισμό των συντεταγμένων των ελαστικών κέντρων και καταλήγουμε σε μηδενικά μητρώα [image: ]. Κατά συνέπεια, ο κάθε όροφος έχει ένα μοναδικό ελαστικό κέντρο, και μάλιστα είναι το ίδιο για όλους τους ορόφους και συμπίπτει με τα κέντρα βάρους των. Μία πιο προσεκτική εξέταση του παραπάνω αποτελέσματος δείχνει πως αυτό οφείλεται στο ότι τα μητρώα σύζευξης των μεταφορικών και στροφικών ΒΕ [image: ] και [image: ], είναι μηδενικά. Κατ’ επέκταση, τα παραπάνω αποτελέσματα υποδηλώνουν πως υπάρχει ελαστικός άξονας, αλλά γνωρίζουμε εκ των προτέρων πως το συμπεράσμα αυτό είναι λανθασμένο και βρίσκεται σε αντίθεση με τους υπολογισμούς της προηγούμενης υπο-ενότητας. Η τελική εξήγηση βέβαια είναι πως η ύπαρξη ελαστικού άξονα οφείλεται στην παραδοχή της δράσης του κτιρίου ως μία σειρά από επίπεδα πλαίσια. 

			Το πλήρες μητρώο μάζας [image: ] του κτιρίου είναι το ίδιο με αυτό της υπο-Ενότητας 10.2.2. Τώρα μπορεί να γίνει η επίλυση του προβλήματος ιδιοτιμών, τα αποτελέσματα της οποίας παρουσιάζονται στον Πίνακα 10.5 για τις εξής περιπτώσεις: 

			
					[image: ] Ασύζευκτες ιδιοτιμές του x-υποσυστήματος

					[image: ] Ασύζευκτες ιδιοτιμές του y-υποσυστήματος

					[image: ] Ασύζευκτες ιδιοτιμές του ψ-υποσυστήματος	Ιδιομορφή
	Ιδιοπεριοδος 
Tα 
(sec)
	Ιδιοπεριοδος Τx
(sec)
	Ιδιοπεριοδος Τy
(sec)
	Ιδιοπεριοδος 
Τψ
(sec)

	1
	0.4703
	-
	0.4617
	-

	2
	0.4699
	0.4496
	-
	-

	3
	0.2998
	-
	-
	0.3030

	4
	0.1183
	-
	0.1141
	-

	5
	0.1179
	0.1137
	-
	-

	6
	0.0728
	-
	-
	0.0710

	7
	0.0564
	-
	0.0545
	-

	8
	0.0564
	0.0544
	-
	-

	9
	0.0375
	-
	0.0363
	-

	10
	0.0374
	0.0362
	-
	-

	11
	0.0343
	-
	-
	0.0330

	12
	0.0294
	-
	0.0286
	-

	13
	0.0294
	0.0285
	-
	-

	14
	0.0259
	-
	0.0251
	-

	15
	0.0259
	0.0251
	-
	-

	16
	0.0227
	-
	-
	0.0210

	17
	0.0179
	-
	-
	0.0170

	18
	0.0158
	-
	-
	0.0150




			

			Πίνακας 10.5 Σύγκριση ιδιοπεριόδων για επίπεδα και γραμμικά μοντέλα.

			Σχήμα 10.7 Γραμμικά μοντέλα προβόλου με μεταφορικούς και στρεπτικούς ΒΕ.
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			Κλείνοντας, συμπεραίνουμε πως τα συστήματα που προσομοιώνονται από τα τρία ζεύγη υπομητρώων [image: ], [image: ], [image: ] μπορούν να θεωρηθούν ως τρία ανεξάρτητα γραμμικά μοντέλα (πρόβολοι), με δύο μεταφορικούς και έναν στροφικό ΒΕ ανά κόμβο, όπως φαίνεται στο Σχήμα 10.7. Η λογική που οδηγεί στα προσομοιώματα αυτού του τύπου στηρίζεται στην αρχική παραδοχή πως [image: ], η οποία φυσικά δεν είναι ακριβής για το χωρικό μοντέλο. Είναι όμως αποδεκτή στα πλαίσια των πιο απλοποιημένων αναλύσεων, η ορθότητα των οποίων είναι συνάρτηση του βαθμού συμμετρίας της κάτοψης του συγκεκριμένου κτιρίου.

			10.3 Ανάλυση Πολυώροφων Πλαισίων με Πυρήνα

			Στην προηγούμενη υπο-ενότητα μελετήθηκε ένα πολυώροφο κτίριο με μεμονωμένα κατακόρυφα τοιχεία που παρουσίαζαν επίπεδη λειτουργία. Εδώ θα μελετηθεί το εξαώροφο κτίριο του Σχήματος 10.14 με πυρήνα, που απαρτίζεται από σύμπλεγμα κατακόρυφων στοιχείων με χωρική λειτουργία, και προσδίδει καλή αντισεισμική συμπεριφορά στα συνήθη οικοδομικά έργα. 
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			Σχήμα 10.8 Κάτοψη τυπικού ορόφου εξαώροφου κτιρίου με πυρήνα.

			Τα κτίριο αυτό θα αναλυθεί μέ χρήση απλοποιημένων μοντέλων, και ταυτόχρονα θα εξετασθεί ο βαθμός ακρίβειας των προσεγγίσεων αυτών. Οσον αφορά τις ιδιότητες του παραπάνω κτιρίου, έχουμε στύλους με διαστάσεις [image: ], δοκούς με διαστάσεις [image: ], τοιχεία που συνθέτουν τον πυρήνα με πάχος [image: ], και πλάκες δαπέδου πάχους [image: ]. Επίσης, υπάρχει δρομικού-τύπου τοιχοπλήρωση πάχους [image: ]. Τέλος, το ύψος μεταξύ δύο ορόφων είναι σταθερό στα [image: ], και ο τύπος σκυροδέματος είναι [image: ].

			10.3.1 Διακριτοποίηση με Γραμμικά και Επιφανειακά Στοιχεία (Μοντέλο Α)

			Με εξαίρεση τον πυρήνα, η προηγούμενη διακριτοποίηση για το εξαώροφο πλαίσιο (Μοντέλο Α) της Ενότητας 10.2.1 παραμένει η ίδια. Τα στοιχεία κελύφους που χρησιμοποιούνται για την προσομοίωση της πλάκας με το πρόγραμμα πεπερασμένων στοιχείων SAP 2000 είναι διαστάσεων [image: ]. Για τον πυρήνα χρησιμοποιούνται ξανά στοιχεία κελύφους διαστάσεων [image: ], τα οποία όμως ενεργοποιούν και τους έξι ΒΕ ανά κόμβο. Οπως και στην περίπτωση του τοιχείου, χρησιμοποιούνται άκαμπτα στοιχεία δοκού στις γωνίες του πυρήνα για να ληφθεί υπ’ όψη ο μηδενισμός της γωνίας στροφής στη σύνδεση του με τις δοκούς. Οσον αφορά τα αδρανειακά χαρακτηριστικά του κτιρίου, η μάζα προσδιορίζεται μέσω της πυκνότητας του υλικού. Τα αποτελέσματα της ανάλυσης ιδιοτιμών για τα δυναμικά χαρακτηριστικά του κτιρίου παρουσιάζονται στον Πίνακα 10.6, ενώ στο Σχήμα 10.9 φαίνεται η χωρική απεικόνιση ενός τυπικού ορόφου.
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			Πίνακας 10.6 Υπολογισμός δυναμικών παραμέτρων (Μοντέλο Α).
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			Σχήμα 10.9 Τρισδιάστατη απεικόνιση ενός τυπικού ορόφου του Μοντέλου Α.

			10.3.2 Διακριτοποίηση με Γραμμικά Στοιχεία (Μοντέλο Β)

			Τα επίπεδα τοιχεία που συνθέτουν τον πυρήνα προσομοιώθηκαν στο Μοντέλο Α με επιφανειακά πεπερασμένα στοιχεία κελύφους, που προσφέρουν καλύτερη ακρίβεια αποτελεσμάτων. Στην παρούσα περίπτωση, θα απλοποιηθεί η προσομοίωση των τοιχείων με χρήση γραμμικών στοιχείων. Η προσέγγιση αυτή προσφέρει πολύ μικρότερο υπολογιστικό όγκο σε σχέση με το Μοντέλο Α, με την προϋπόθεση βέβαια πως αποτελέσματα θα είναι αξιόπιστα. Συνεπώς, τα κατακόρυφα τοιχεία προσομοιώνονται με ισοδύναμους στύλους, που τοποθετούνται στον κεντροβαρικό άξονα του τοιχώματος. Τα μεγέθη διατομής και το ύψος του ισοδύναμου υποστυλώματος εξισώνονται με τα αντίστοιχα μεγέθη του τοιχείου. Στις στάθμες κάθε ορόφου, από τον ισοδύναμο στύλο ως τις παρειές του εκάστοτε τοιχώματος, τοποθετούνται στερεοί βραχίονες, όπως φαίνεται στο Σχήμα 10.10. Οι βραχίονες συνδέουν ολόσωμα το τοιχείο με τον υπόλοιπο φέροντα οργανισμό του κτιρίου, ενώ παράλληλα αντιπροσωπεύουν τη διατομή που ορίζεται από το πάχος του τοιχείου και το ύψος του ορόφου. Σκοπός τους είναι να εξασφαλίσουν τη λειτουργία του τοιχείου μέσα στο επίπεδό του, που στην πράξη επιτυγχάνεται μέσω και των διαφραγμάτων των τριών υπόλοιπων ανεξάρτητων τοιχείων (λειτουργία πυρήνα). Για τον σκοπό αυτό, εισάγονται και εμπειρικού-τύπου αυξητικοί πολλαπλασιαστές των ελαστικών χαρακτηριστικών των τοιχείων, ώστε να προκύψει μία ισοδύναμη διατομή που θα δώσει τις απαιτούμενες καμπτικές, διατμητικές και αξονικές παραμορφώσεις.
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			Σχήμα 10.10 Προσομοίωση τοιχώματος με γραμμικά στοιχεία.

			Η επιλογή των κατάλληλων αυξητικών συντελεστών είναι σημαντική προκειμένου να επιτύχουμε την καλύτερη δυνατή προσομοίωση. Παρατηρούμε πρώτα πως τα τοιχεία παρουσιάζουν λόγο ύψους προς μήκος 3,22/6 = 0,536, δηλαδή πρόκειται για χαμηλά, ισχυρού διατμητικού χαρακτήρα τοιχεία. Αυτό σημαίνει πως οι βραχίονες σύζευξης δεν είναι απόλυτα άκαμπτοι σε σχέση με τους ισοδύναμους στύλους που προσομοιώνουν το τοιχείο. Αντιθέτως, η μεταξύ των δύο γραμμικών στοιχείων αναλογία καθιστά τον ισοδύναμο στύλο περισσότερο άκαμπτο σε σύγκριση με τον βραχίονα. Η ροπή αδράνειας ως προς τον ισχυρό άξονα του ισοδύναμου στύλου είναι [image: ], η δε ροπή αδράνειας ως προς τον ισχυρό άξονα των βραχιόνων είναι [image: ]. Παρατηρούμε πως η καμπτική δυσκαμψία των ισοδύναμων στύλων και του βραχίονα είναι της ίδιας τάξης μεγέθους, οπότε κρίνεται σκόπιμο να χρησιμοποιηθούν παρόμοιοι πολλαπλασιαστές για να μην υπάρξει υπερτίμηση της πραγματικής καμπτικής δυσκαμψίας του βραχίονα. Επίσης, η ροπή αδράνειας ως προς τον ισχυρό άξονα των γραμμικών στοιχείων τύπου ‘Rigid’ του προγράμματος SAP 2000 είναι [image: ]. Τέλος, ως πολλαπλασιαστής των καμπτικών δυσκαμψιών των στοιχείων ‘Rigid’ επιλέγεται η τιμή 100, που κρίνεται ικανοποιητική γιατί διατηρεί δυσκαμψίες ίδιας τάξης μεγέθους σε σχέση με τα πραγματικά τοιχώματα.

			Οι μάζες των ορόφων θεωρούνται συγκεντρωμένες στο γεωμετρικό κέντρο βάρους της κάτοψης. Μετά από τις σχετικές πράξεις, η μάζα δώματος υπολογίζεται ως [image: ], η δε στροφική ροπή αδρανείας ως [image: ]. Αντίστοιχα έχουμε για τους υπόλοιπους ορόφους [image: ] και [image: ]. Η επίλυση του προβλήματος ιδιοτιμών με το SAP 2000 για το εξαώροφο κτίριο με πυρήνα συνοψίζεται στον Πίνακα 10.7.
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			Πίνακας 10.7 Υπολογισμός δυναμικών παραμέτρων (Μοντέλο Β).

			10.3.3 Διακριτοποίηση με Γραμμικά Στοιχεία και Ολόσωμο Πυρήνα (Μοντέλο Γ)

			Μετά την ανάλυση με το απλοποιημένο γραμμικό μοντέλο, εδώ θα προχωρήσουμε σε μία νέα προσομοίωση με γραμμικά στοιχεία (Μοντέλο Γ). Η διαφορά από την προηγούμενη περίπτωση είναι στον τρόπο προσομοίωσης του πυρήνα, όπως φαίνεται στο Σχήμα 10.11. Πιο συγκεκριμένα, η προσομοίωση του πυρήνα, σε αντίθεση με το Μοντέλο Β όπου έγινε σύνθεση τεσσάρων ξεχωριστών τοιχείων, θα γίνει τώρα με χρήση ολόσωμου πυρήνα. Αυτή η προσομοίωση απαιτεί έναν ισοδύναμο στύλο κλειστής διατομής των ιδίων διαστάσεων με τον πραγματικό πυρήνα, όπως φαίνεται στο Σχήμα 10.12. Περιμετρικά του πυρήνα και στη στάθμη κάθε ορόφου, χρησιμοποιούνται πάλι στερεοί βραχίονες (δηλαδή άκαμπτα στοιχεία δοκού), με σκοπό να προσδώσουν την απαιτούμενη δυσκαμψία των τοιχείων του πυρήνα καθ’ ύψος της διατομής. Η σύνδεση του ισοδύναμου στύλου κλειστής διατομής με το υπόλοιπο πλαισιακό μοντέλο δεν γίνεται μέσω της παρεμβολής κάποιου γραμμικού στοιχείου, αλλά με τη βοήθεια της διαφραγματικής λειτουργίας των πλακών. Θεωρούμε συνεπώς πως ο κόμβος του ισοδύναμου στύλου στη στάθμη κάθε ορόφου ανήκει στο διάφραγμα του ορόφου. Τα αποτελέσματα της νέας ανάλυσης του προβλήματος ιδιοτιμών με το πρόγραμμα SAP 2000 δίδονται στον Πίνακα 10.8.
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			Σχήμα 10.11 Τρισδιάστατο μοντέλο του εξαώροφου κτιρίου με πυρήνα (Μοντέλο Γ).

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 10.12 Προσομοίωση του πυρήνα με γραμμικό στοιχείο κλειστής διατομής.
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			Πίνακας 10.8 Υπολογισμός δυναμικών παραμέτρων (Μοντέλο Γ).

			Παρατηρούμε πως υπάρχουν αρκετά σημαντικές διαφορές μεταξύ των τριών τρόπων προσομοίωσης για ένα πλαισιακού-τύπου πολυώροφο κτίριο με πυρήνα, που οφείλεται στο γεγονός πως ο πυρήνας είναι ένα τρισδιάστατο δομικό στοιχείο με πλήρη συνέργεια των τεσσάρων τοιχείων που τον απαρτίζουν. Συνεπώς, δύσκολα αναλύεται με χρήση επιφανειακών στοιχείων. 

			10.3.4 Λεπτομερής Διερεύνηση της Απόκρισης του Κτιρίου (Μοντέλο Β)

			Εδώ θα μελετηθούν τα δυναμικά χαρακτηριστικά του κτιρίου που έδωσαν οι αναλύσεις των υπο-ενοτήτων 10.1.2 και 10.2.3, ώστε να προκύψουν συμπεράσματα σχετικά με τη δυνατότητα περαιτέρω απλοποίησης της διαδικασίας προσομοίωσης, δηλαδή της χωρικής και της ψευδό-χωρικής, αντίστοιχα. Χρησιμοποιώντας το Μοντέλο Β και τη βοήθεια προγράμματος SAP 2000, υπολογίζουμε το μητρώο δυσκαμψίας του κτιρίου ως προς το διάνυσμα μετακινήσεων [image: ], το οποίο αποτελείται από τα εξής επιμέρους υπομητρώα:
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			Εφαρμόζοντας την Εξίσωση (9.65) για τον υπολογισμό των συντεταγμένων των ελαστικών κέντρων (εάν αυτά υπάρχουν και είναι μοναδικά), καταλήγουμε στην παρακάτω λύση: 
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			Από την μορφή του μητρώου [image: ] γίνεται κατανοητό πως ελαστικά κέντρα δεν υπάρχουν, και κατ’ επέκταση δεν υπάρχει και ελαστικός άξονας για το συγκεκριμένο χωρικό μοντέλο του κτιρίου. 

			Ακολούθως, γίνεται σύνθεση του μητρώου μάζας ως προς το διάνυσμα [image: ]:
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			που απαρτίζεται από διαγώνια μητρώα συμβατικών καθώς και στροφικών μαζών.

			Η ύπαρξη των μητρώων  οδηγεί στο συμπέρασμα πως η χωρική αποσύζευξη του δομικού συστήματος δεν είναι εφικτή. Σχετικά με αυτό το θέμα, ενδιαφέρον έχουν τα αποτελέσματα των παρακάτω τεσσάρων ιδιοπροβλημάτων, και πιο συγκεκριμένα η σύγκριση των ιδιοπεριόδων που δίδει το κάθε παρακάτω ιδιοπρόβλημα:
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					[image: ] Ιδιοτιμές του χωρικού συστήματος

					[image: ] Ασύζευκτες ιδιοτιμές του x-υποσυστήματος

					[image: ] Ασύζευκτες ιδιοτιμές του y-υποσυστήματος

					[image: ] Ασύζευκτες ιδιοτιμές του στροφικού ψ-υποσυστήματος

			

			Τα αποτελέσματα παρουσιάζονται στον Πίνακα 10.9 και παρατηρούμε πρώτα πως υπάρχει απόλυτη σύμπτωση των ιδιοπεριόδων [image: ], κάτι που είναι αναμενόμενο αποτέλεσμα λόγω της Εξίσωσης (10.12). Για τις ιδιοπεριόδους που υπολογίζονται από τα αλλά δυο υποσυστήματα (τα οποία στην πράξη είναι συζευγμένα), και σε αντίθεση με τα αποτελέσματα του Πίνακα 10.7, παρατηρούμε διαφορές της τάξεως του 15%. Το γεγονός αυτό μας οδηγεί στο συμπέρασμα πως η αποσύζευξη του χωρικού φορέα σε τρία ανεξάρτητα υποσυστήματα δεν αποτελεί καλή προσέγγιση του προβλήματος.

			
				
					
					
					
					
					
				
				
					
							
							Ιδιομορφή

						
							
							Ιδιοπεριοδος Tα 

							(sec)

						
							
							Ιδιοπεριοδος Τx

							(sec)

						
							
							Ιδιοπεριοδος Τy

							(sec)

						
							
							Ιδιοπεριοδος Τψ

							(sec)

						
					

					
							
							1

						
							
							0.468

						
							
							-

						
							
							-

						
							
							0.402

						
					

					
							
							2

						
							
							0.354

						
							
							0.354

						
							
							-

						
							
							-

						
					

					
							
							3

						
							
							0.327

						
							
							-

						
							
							0.356

						
							
							-

						
					

					
							
							4

						
							
							0.149

						
							
							-

						
							
							-

						
							
							0.128

						
					

					
							
							5

						
							
							0.099

						
							
							0.099

						
							
							-

						
							
							-

						
					

					
							
							6

						
							
							0.093

						
							
							-

						
							
							0.099

						
							
							-

						
					

					
							
							7

						
							
							0.086

						
							
							-

						
							
							-

						
							
							0.073

						
					

					
							
							8

						
							
							0.061

						
							
							-

						
							
							-

						
							
							0.051

						
					

					
							
							9

						
							
							0.051

						
							
							0.051

						
							
							-

						
							
							-

						
					

					
							
							10

						
							
							0.048

						
							
							-

						
							
							0.051

						
							
							-

						
					

					
							
							11

						
							
							0.048

						
							
							-

						
							
							-

						
							
							0.041

						
					

					
							
							12

						
							
							0.042

						
							
							-

						
							
							-

						
							
							0.036

						
					

					
							
							13

						
							
							0.035

						
							
							0.035

						
							
							-

						
							
							-

						
					

					
							
							14

						
							
							0.033

						
							
							-

						
							
							0.035

						
							
							-

						
					

					
							
							15

						
							
							0.028

						
							
							0.028

						
							
							-

						
							
							-

						
					

					
							
							16

						
							
							0.026

						
							
							-

						
							
							0.028

						
							
							-

						
					

					
							
							17

						
							
							0.025

						
							
							0.025

						
							
							-

						
							
							-

						
					

					
							
							18

						
							
							0.023

						
							
							-

						
							
							0.025

						
							
							-

						
					

				
			

			Πίνακας 10.9 Σύγκριση ασύζευκτων και συζευγμένων ιδιοπεριόδων (Μοντέλο Β).

			10.3.5 Λεπτομερής Διερεύνηση της Απόκρισης του Κτιρίου (Μοντέλο Γ)

			Η ίδια ακριβώς ανάλυση με αυτή της παραπάνω υπο-ενότητας γίνεται και εδώ, με την διάφορα πως αντί για το Μοντέλο Β, χρησιμοποιείται το χωρικό Μοντέλο Γ. Παρουσιάζουμε μόνο τα τελικά αποτελέσματα στον Πίνακα 10.10, και παρατηρούμε πως ισχύουν ακριβώς τα ίδια συμπεράσματα όπως και πριν.

			10.3.6 Απλοποιημένο Μοντέλο με την Παραδοχή της Λειτουργίας στο Επίπεδο

			Οπως και στην υπο-Ενότητα 10.2.4, έτσι και εδώ θα ερευνήσουμε τα δυναμικά χαρακτηριστικά του εξαώροφου κτιρίου σαν να αποτελείται από καθαρά επίπεδους φορείς. Μία τέτοια προσέγγιση απέχει από την πραγματική λειτουργία του δομικού φορέα, αλλά χρησιμοποιείται ευρέως από πολλούς μηχανικούς της πράξης, καθώς ακόμα και στα προγράμματα Η/Υ για διαστασιολόγηση των κατασκευών. Ο κύριος λόγος για τον οποίο μειονεκτεί αυτή η ανάλυση σε επίπεδους φορείς, είναι πως δεν λαμβάνει υπ’ όψη την πολύ σημαντική ικανότητα παραλαβής δυνάμεων του πυρήνα (όπως και κάθε άλλης κλειστής λεπτότοιχης διατομής) μέσω της στρέψης. Θα θεωρήσουμε συνεπώς εδώ πως ο πυρήνας αποσυντίθεται στα επιμέρους τοιχεία, που τον αποτελούν και αυτά με την σειρά τους λειτουργούν ως επίπεδοι φορείς, όπως φαίνεται στο Σχήμα 10.13.

			
				
					
					
					
					
					
				
				
					
							
							Ιδιομορφή

						
							
							Ιδιοπεριοδος Tα 

							(sec)

						
							
							Ιδιοπεριοδος Τx

							(sec)

						
							
							Ιδιοπεριοδος Τy

							(sec)

						
							
							Ιδιοπεριοδος Τψ

							(sec)

						
					

					
							
							1

						
							
							0.387

						
							
							-

						
							
							0.341

						
							
							-

						
					

					
							
							2

						
							
							0.340

						
							
							0.340

						
							
							-

						
							
							-

						
					

					
							
							3

						
							
							0.293

						
							
							-

						
							
							-

						
							
							0.312

						
					

					
							
							4

						
							
							0.121

						
							
							-

						
							
							-

						
							
							0.103

						
					

					
							
							5

						
							
							0.086

						
							
							0.086

						
							
							-

						
							
							-

						
					

					
							
							6

						
							
							0.080

						
							
							-

						
							
							0.087

						
							
							-

						
					

					
							
							7

						
							
							0.073

						
							
							-

						
							
							-

						
							
							0.061

						
					

					
							
							8

						
							
							0.054

						
							
							-

						
							
							-

						
							
							0.045

						
					

					
							
							9

						
							
							0.044

						
							
							-

						
							
							0.043

						
							
							-

						
					

					
							
							10

						
							
							0.043

						
							
							0.043

						
							
							-

						
							
							-

						
					

					
							
							11

						
							
							0.040

						
							
							-

						
							
							-

						
							
							0.037

						
					

					
							
							12

						
							
							0.039

						
							
							-

						
							
							-

						
							
							0.033

						
					

					
							
							13

						
							
							0.031

						
							
							0.031

						
							
							-

						
							
							-

						
					

					
							
							14

						
							
							0.029

						
							
							-

						
							
							0.031

						
							
							-

						
					

					
							
							15

						
							
							0.025

						
							
							0.025

						
							
							-

						
							
							-

						
					

					
							
							16

						
							
							0.023

						
							
							-

						
							
							0.025

						
							
							-

						
					

					
							
							17

						
							
							0.022

						
							
							0.022

						
							
							-

						
							
							-

						
					

					
							
							18

						
							
							0.021

						
							
							-

						
							
							0.022

						
							
							-

						
					

				
			

			Πίνακας 10.10 Σύγκριση ασύζευκτων και συζευγμένων ιδιοπεριόδων (Μοντέλο Γ).

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 10.13 Αποσύνθεση του πυρήνα στα επιμέρους τέσσερα τοιχεία.

			Μετά και από την παραπάνω θεώρηση, το εξαώροφο κτίριο με τον πυρήνα, όπως φαίνεται και στο Σχήμα 11.1, αποτελείται από δυο μικτά πλαίσια (ΠΧ1) και δυο αμιγή πλαίσια (ΠΧ2) κατά τη διεύθυνση x. Παρομοίως, έχουμε τα αντίστοιχα δυο μικτά πλαίσια (ΠΥ1) και τα τρία αμιγή (ΠY2) πλαίσια για τη διεύθυνση y. Τα επιμέρους βήματα της διαδικασίας ανάλυσης του φορέα είναι ακριβώς τα ίδια με αυτά της υπο-Ενότητας 10.2.4, και μάλιστα τα μητρώα των παραπάνω πλαισίων έχουν ήδη υπολογισθεί εκεί, ‘οπως φαίνεται στα Σχήματα 10.5 και 10.6. Τέλος, στον Πίνακα 10.11 δίδονται τα αποτελέσματα της παρούσης ανάλυσης, καθώς και τα αντίστοιχα από την ανάλυση της υπο-ενότητας 10.3.4, για άμεση σύγκριση. 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							Αριθμός

							Ιδιομορφής

						
							
							Ιδιοπερίοδος με

							Ανάλυση της

							§ 10.2.4

							(sec)

						
							
							Ιδιοπερίοδος με

							Ανάλυση της

							§ 10.3.4

							(sec)

						
					

					
							
							1

						
							
							0.468

						
							
							0.601

						
					

					
							
							2

						
							
							0.354

						
							
							0.462

						
					

					
							
							3

						
							
							0.327

						
							
							0.437

						
					

					
							
							4

						
							
							0.149

						
							
							0.177

						
					

					
							
							5

						
							
							0.099

						
							
							0.115

						
					

					
							
							6

						
							
							0.093

						
							
							0.108

						
					

					
							
							7

						
							
							0.086

						
							
							0.092

						
					

					
							
							8

						
							
							0.061

						
							
							0.061

						
					

					
							
							9

						
							
							0.051

						
							
							0.054

						
					

					
							
							10

						
							
							0.048

						
							
							0.051

						
					

					
							
							11

						
							
							0.048

						
							
							0.047

						
					

					
							
							12

						
							
							0.042

						
							
							0.041

						
					

					
							
							13

						
							
							0.035

						
							
							0.036

						
					

					
							
							14

						
							
							0.033

						
							
							0.033

						
					

					
							
							15

						
							
							0.028

						
							
							0.028

						
					

					
							
							16

						
							
							0.026

						
							
							0.026

						
					

					
							
							17

						
							
							0.025

						
							
							0.024

						
					

					
							
							18

						
							
							0.023

						
							
							0.022

						
					

				
			

			Πίνακας 10.11 Σύγκριση ιδιοπεριόδων με την παραδοχή επίπεδης πλαισιακής λειτουργίας

			Παρατηρούμε εδώ πως έχουμε μία μεγάλη αύξηση στις τιμές των ιδιοπεριόδων του φορέα, γεγονός που δηλώνει πολύ πιο εύκαμπτη κατασκευή, όπως είναι αναμενόμενο.

		

	
		
			Κεφάλαιο 11: Επίλυση Κτιριακών Κατασκευών με χρήση Επιταχυνσιογραμμάτων 

			11.1 Εισαγωγή

			Υπάρχουν περιπτώσεις για τις οποίες η ανάλυση των κατασκευών υπό σεισμικά φορτία με τη μέθοδο του φάσματος απόκρισης ή φάσματος σχεδιασμού, όπως αναπτύχθηκε στο Κεφάλαιο 3, δεν είναι επαρκής. Ενας εναλλακτικός τρόπος υπολογισμού είναι η χρήση καταγραφών ισχυρής εδαφικής κίνησης, σε συνδυασμό με την εν χρόνω αριθμητική ολοκλήρωση των διαφορικών εξισώσεων ισορροπίας, με μεθόδους ανάλογες με αυτές που παρουσιάστηκαν στο Κεφάλαιο 8. Για παράδειγμα, δύο κλασσικές περιπτώσεις για τις οποίες επιβάλλεται η χρήση αριθμητικών μεθόδων δυναμικής ανάλυσης είναι:

			
					Η ανάλυση σημαντικών έργων (γέφυρες, φράγματα, μνημεία, κ.λπ..) για τα οποία η απαίτηση για αυξημένη ακρίβεια των αποτελεσμάτων επιβάλλει την εκτέλεση ανελαστικών δυναμικών αναλύσεων. Εδώ πρέπει να σημειώσουμε ότι η φασματική δυναμική μέθοδος ισχύει με μαθηματική ακρίβεια μόνο για γραμμικώς ελαστικά συστήματα και φορείς, η δε χρήση του συντελεστή συμπεριφοράς q επιχειρεί να λάβει υπόψη την ανελαστικότητα με έμμεσο και προσεγγιστικό τρόπο. 

					Η ανάλυση κατασκευών οι οποίες βρίσκονται κοντά σε ενεργά ρήγματα. Όταν αυτό συμβαίνει, απαιτείται συνεργασία με τεχνικούς σεισμολόγους και γεωτεχνικούς μηχανικούς για την επιλογή και χρήση των κατάλληλων επιταχυνσιογραμμάτων, καθώς τα συνήθη φάσματα σχεδιασμού δεν είναι αντιπροσωπευτικά για τις συνθήκες αυτές.

			

			Από τον ΕΑΚ (2003) και σύμφωνα με το Παράρτημα Α, επιτρέπεται η χρήση καταγεγραμμένων επιταχυνσιογραμμάτων για τη σεισμική ανάλυση κατασκευών, υπό ορισμένους όμως όρους. Τα επιταχυνσιογραμμάτων πρέπει να είναι τουλάχιστον πέντε, διαφορετικά μεταξύ τους, και να επιλέγονται ώστε να αντιπροσωπεύουν όσο είναι δυνατόν τις τοπικές συνθήκες της περιοχής που βρίσκεται η κατασκευή. Επίσης, πρέπει να είναι ψηφιοποιημένα το πολύ ανά 0.02 sec και η διάρκεια τους να είναι συμβατή με την τοπική σεισμογένεια. Επιπλέον, πρέπει να ελεγχθεί η ισοδυναμία του μέσου φάσματος απόκρισης (το οποίο είναι ο μέσος όρος των φασμάτων απόκρισης των πέντε ή περισσοτέρων επιταχυνσιογραμμάτων που επιλέχθηκαν) με το ελαστικό φάσμα επιτάχυνσης του ΕΑΚ (2003) για απόσβεση 5%. Τα δύο φάσματα θεωρούνται ισοδύναμα, αν οι τεταγμένες του μέσου φάσματος είναι ανώτερες ή ίσες με τις αντίστοιχες του ελαστικού φάσματος για περιόδους μέχρι 0.20 sec. Επίσης, πρέπει το 10% των τιμών του μέσου φάσματος να είναι κατώτερες από τις αντίστοιχες του ελαστικού φάσματος, μέχρι και 5%, για περιόδους πάνω από 0.20 sec. Σημειώνουμε πως οι ίδιες διατάξεις διατηρούνται και στον Ευροκώδικα 8 (2004).

			Κατά τη χρήση των επιταχυνσιογραμμάτων, σύμφωνα με τις επιταγές του Παραρτήματος Α, προκύπτουν σημαντικές δυσκολίες, επειδή για να ικανοποιηθεί το κριτήριο της ισοδυναμίας και να επιτευχθούν τιμές συγκρίσιμες με τις προβλεπόμενες από το φάσμα του ΕΑΚ (2003) συχνά απαιτείται η δραστική αλλοίωση (κανονικοποίηση) των φυσικών επιταχυνσιογραμμάτων, Αυτό κυρίως οφείλεται στις αυξημένες τιμές του ελαστικού φάσματος σχεδιασμού για υψηλές ιδιοπεριόδους. Δυστυχώς, η επιβαλλόμενη τροποποίηση ακυρώνει εν μέρει την απαίτηση για αυξημένη ακρίβεια, καθώς τα επιταχυνσιογραμμάτων που προκύπτουν ενδέχεται να μην είναι πλέον χαρακτηριστικά (ή συμβατά) των ρηγμάτων και των τοπικών εδαφικών συνθηκών της υπό εξέταση περιοχής.

			Ο απλούστερος τρόπος κανονικοποίησης, ο οποίος επιπλέον δεν αλλοιώνει και το συχνοτικό τους περιεχόμενο, είναι η χρήση ενός κατάλληλου πολλαπλασιαστή στην κάθε διαθέσιμη καταγραφή. Διάφορα κριτήρια για την επιλογή των πολλαπλασιαστών έχουν προταθεί, τα οποία παρ’ όλο που δεν καλύπτουν την ανωτέρω απαίτηση της φασματικής ισοδυναμίας του ΕΑΚ (2003), κατορθώνουν να φέρουν τα διαθέσιμα επιταχυνσιογραμμάτων σε ένα κοινό επίπεδο σεισμικής δράσης. Δύο από τα κριτήρια αυτά, με αύξοντα βαθμό δυσκολίας, είναι τα εξής:

			
					Κοινή μέγιστη εδαφική επιτάχυνση, ίση με την προβλεπόμενη από τον αντισεισμικό κανονισμό. Στην περίπτωση του ΕΑΚ (2203), η μέγιστη εδαφική επιτάχυνση που προτείνεται ως στόχος εξαρτάται από τη ζώνη σεισμικής επικινδυνότητας και ισούται με [image: ]. Αν η j-οστή καταγραφή παρουσιάζει μέγιστη εδαφική επιτάχυνση Αj, o απαιτούμενος πολλαπλασιαστής λj προκύπτει από τον λόγο της εδαφικής επιτάχυνσης-στόχου, προς την υφιστάμενη. Εχουμε συνεπώς ότι [image: ].

					Κοινή φασματική επιτάχυνση, ίση με την προβλεπόμενη από το ελαστικό φάσμα του κανονισμού Φ(T), για τη θεμελιώδη ιδιοπερίοδο της κατασκευής. Εδώ, η επεξεργασία περιλαμβάνει τον υπολογισμό των φασμάτων επιταχύνσεων [image: ] για κάθε καταγραφή j, καθώς και την εύρεση της θεμελιώδους ιδιοπεριόδου Τ0 της κατασκευής. Ο απαιτούμενος πολλαπλασιαστής λj προκύπτει από τον λόγο της φασματικής επιτάχυνσης σχεδιασμού προς την επιτάχυνση του φάσματος απόκρισης της συγκεκριμένης καταγραφής και είναι [image: ].

			

			Στην ανάλυση που ακολουθεί, θα επιχειρηθεί η διερεύνηση αυτών των μεθόδων κανονικοποίησης, μέσω της σύγκρισης των αποτελεσμάτων της εν χρόνω ολοκλήρωσης, χρησιμοποιώντας κανονικοποιημένες καταγραφές από τον σεισμό των Αθηνών (7/9/1999). Για τα αποτελέσματα της φασματικής δυναμικής ανάλυσης θα χρησιμοποιηθεί το ελαστικό φάσμα του ΕΑΚ (2003). Ο φορέας που επιλέχτηκε αντιστοιχεί σε εσωτερικό επίπεδο πλαίσιο τετραώροφης οικοδομής, με διαστάσεις και φορτία που θεωρούνται τυπικά για τον Ελληνικό χώρο. Ως στοιχεία ελέγχου χρησιμοποιούνται τέσσερα μεγέθη απόκρισης γενικού και ειδικού χαρακτήρα. Συγκεκριμένα εξετάζονται (i) η τέμνουσα βάσης, (ii) η ροπή υποστυλώματος, (iii) η ροπή δοκού, και (iv) η μετακίνηση του τελευταίου ορόφου. Η παραμετρική ανάλυση που ακολουθεί παρουσιάζει αποτελέσματα αναλύσεων για τις ακόλουθες περιπτώσεις:

			
					Ανάλυση με τα αρχικά επιταχυνσιογραφήματα, χωρίς κανονικοποίηση.

					Κανονικοποίηση με στόχο τη μέγιστη εδαφική επιτάχυνση που προβλέπει ο ΕΑΚ (2003).

					Κανονικοποίηση με στόχο τη φασματική τιμή του ΕΑΚ (2003) στην πρώτη ιδιοπερίοδο της κατασκευής.

			

			Η επεξεργασία και η παραγωγή των φασμάτων απόκρισης των διαθέσιμων καταγραφών έγιναν με το λογισμικό seismosignal, προσβάσιμο μέσω της ιστοσελίδας http://www.seismosoft.com. Τέλος, οι αναλύσεις του φορέα (Αποστολίδης κ.ά., 2005) έγιναν με τη χρήση του λογισμικού πεπερασμένων στοιχείων SAP 2000 (2014).

			11.2 Περιγραφή του Φορέα

			Για τις ανάγκες της παρούσης παραμετρικής διερεύνησης επιλέγεται ένα τυπικό τετραώροφο κτίριο με τρισδιάστατη μορφή, σύμφωνα με το Σχήμα 11.1. Τα γεωμετρικά χαρακτηριστικά της κατασκευής είναι τα εξής: η διατομή των δοκών των δύο πρώτων ορόφων είναι 25*60 (σε cm), ενώ αυτή του τρίτου και τέταρτου ορόφου είναι 25*50 και λειτουργούν ως πλακοδοκοί. Τα εξωτερικά υποστυλώματα των δύο κατώτερων ορόφων έχουν διατομή 35*35 και τα εσωτερικά 45*45, ενώ τα εξωτερικά υποστυλώματα των δυο ανώτερων ορόφων έχουν διατομή 30*30 και τα εσωτερικά 40*40. Κατά μήκος του άξονα Χ υπάρχουν τρία ανοίγματα, εκ των οποίων το πρώτο είναι 6m, το δεύτερο 4m και το τρίτο 6m. Το ύψος του πρώτου ορόφου είναι 4.5m και όλων των υπολοίπων ορόφων είναι 3m.

			Ολες οι δοκοί επιβαρύνονται με στατικά φορτία, ομοιόμορφα κατανεμημένα, τα οποία είναι μεγαλύτερα για τις εξωτερικές δοκούς και μικρότερα για τις εσωτερικές. Υπάρχει επίσης διαφοροποίηση στην καθ’ ύψος κατανομή, καθώς τα φορτία είναι μεγαλύτερα στους χαμηλούς ορόφους και μικρότερα στους ανώτερους ορόφους. Οι μάζες των ορόφων είναι 46.36, 44.96, 42.70 και 31.61 (σε tn) για τον πρώτο μέχρι τέταρτο όροφο, αντίστοιχα. Τα υλικά που χρησιμοποιήθηκαν είναι σκυρόδεμα ποιότητας C20 και χάλυβας ποιότητας S400. 

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 11.1 Τετραώροφο συμμετρικό κτίριο σε τρισδιάστατη μορφή.

			Οι δυσκαμψίες των δομικών στοιχείων υπολογίζονται με παραδοχή Σταδίου ΙΙ. Επιπλέον, η κατασκευή επιβαρύνεται και με σεισμικά φορτία, τα οποία υπολογίζονται με βάση το φάσμα σχεδιασμού του EAK (2003). Ο έλεγχος από την αρχική κατασκευή γίνεται μόνο στο μεσαίο πλαίσιο του φορέα (το οποίο επισημαίνεται στο Σχήμα 11.1) για μείωση του απαιτούμενου υπολογιστικό κόστους και για την ευκολότερη ερμηνεία των αποτελεσμάτων. Οι διαστάσεις και οι διατομές των στοιχείων του πλαισίου παρουσιάζονται στο Σχήμα 11.2.
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			Σχήμα 11.2 Τετραώροφο συμμετρικό κτίριο και λεπτομέρια του διατμητικού πλαισίου.

			Όλες οι δοκοί του παραπάνω πλαισίου θεωρούνται πως είναι αμφίπλευρες πλακοδοκοί και το συνεργαζόμενο πλάτος τους υπολογίζεται με βάση τον εξής τύπο του ΕΑΚ (2003): bm =8hf+bw , όπου hf=12cm. Τα επιμέρους χαρακτηριστικά των δοκών παρουσιάζονται στον Πίνακα 11.1, τα δε μόνιμα και κινητά κατακόρυφα φορτία του υπό εξέταση πλαισίου δίδονται στο Σχήμα 11.3 και στον Πίνακα 11.2. Σημειώνεται πως στα μόνιμα φορτία περιλαμβάνεται και το ίδιο βάρος των δομικών στοιχείων. Τέλος, οι μάζες ορόφων δίνονται στον Πίνακα 11.3.
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			Πίνακας 11.1 Γεωμετρικά στοιχεία πλακοδοκών.
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			Σχήμα 11.3 Κατανεμημένα και σημειακά κατακόρυφα στατικά φορτία στο πλαίσιο.
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			Πίνακας 11.2 Κατακόρυφα φορτία των ορόφων του κτιρίου.
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			Πίνακας 11.3 Μάζες ορόφων του κτιρίου.

			Το τετραώροφο διατμητικό πλαίσιο αντιστοιχεί σε ταλαντωτή με τέσσερις βαθμούς ελευθερίας. Τα αποτελέσματα της ιδιομορφικής ανάλυση που έγινε προσδιορίζουν τις ιδιοπεριόδους και τα ποσοστά συμμετοχής τους στον Πίνακα 11.4. Είναι φανερό πως η πρώτη ιδιομορφή είναι κυρίαρχη, καθώς διεγείρει πάνω από το 90% της μάζας της κατασκευής. Οι τέσσερις πρώτες ιδιομορφές του πλαισίου παρουσιάζονται στο Σχήμα 11.4.
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			Πίνακας 11.4 Ιδιοπερίοδοι του κτιρίου και ποσοστά συμμετοχής.

			Όλες οι εν χρόνω δυναμικές αναλύσεις του φορέα που έγιναν, συγκρίνονται με τα αποτελέσματα της δυναμικής φασματικής ανάλυσης που αντιστοιχεί στο ελαστικό φάσμα σχεδιασμού του ΕΑΚ (2003) για ζώνη σεισμικής επικινδυνότητας Ι και για κατηγορία εδάφους Β. Επίσης, οι σχετικοί συντελεστές του φάσματος σχεδιασμού δίνονται στον Πίνακα 11.5. Πρέπει να σημειωθεί ότι σύμφωνα με το Παράρτημα Α του ΕΑΚ (2003), το ελαστικό φάσμα προκύπτει από τις φασματικές εξισώσεις του Σχήματος 3.9 για συντελεστές q = θ = 1. Εξαίρεση αποτελεί η εξίσωση του φθίνοντος κλάδου της τρίτης εξίσωσης του Σχήματος 3.9, στην οποία ο εκθέτης (2/3) πρέπει να αντικατασταθεί με τη μονάδα. Εχουμε δηλαδή πως 
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			Τέλος, το ελαστικό φάσμα σχεδιασμού που προκύπτει για τους συντελεστές του Πίνακα 11.5, δίδεται στο Σχήμα 11.5.
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			Σχήμα 11.4 Οι τέσσερις πρώτες ιδιομορφές του διατμητικού πλαισίου.
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			Πίνακας 11.5 Συντελεστές του ελαστικού φάσματος κατά ΕΑΚ (2003).
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			Σχήμα 11.5 Ελαστικό φάσμα σχεδιασμού κατά ΕΑΚ 2000.

			Όπως ήδη αναφέρθηκε, για λόγους σύγκρισης των μεθοδολογιών κανονικοποίησης, επιλέχθηκαν τέσσερα από το σύνολο των μεγεθών απόκρισης των αρχείων εξαγωγής. Τα δύο 

			Πρώτα μεγέθη αναφέρονται στη συνολική συμπεριφορά του κτιρίου (τέμνουσα βάσης, μετακίνηση κορυφής), ενώ τα υπόλοιπα δύο αναφέρονται στη δομική συμπεριφορά ενός υποστυλώματος και μιας δοκού. Πιο αναλυτικά, τα μεγέθη απόκρισης και οι διατομές ελέγχου (Σχήμα 11.6) είναι τα εξής:

			
					Η τέμνουσα βάσης που συνοψίζει τη συνολική απόκριση του κτιρίου.

					Η ροπή στη βάση γωνιακού υποστυλώματος ισογείου, επειδή οι ροπές που αναπτύσσονται εκεί είναι χαρακτηριστικά μεγέθη σχεδιασμού (Κόμβος 1).

					Η ροπή στη δεξιά στήριξη της ακραίας δοκού του δευτέρου ορόφου (Κόμβος 3).

					Η μετακίνηση του τελευταίου ορόφου που δείχνει ενδεικτικά τη μετακίνηση της κατασκευής στο ψηλότερο της σημείο (Κόμβος 2).
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			Σχήμα 11.6 Διατομές ελέγχου (κόμβοι) του διατμητικού πλαισίου.

			11.3 Σεισμικές Καταγραφές

			Για την επίτευξη των στόχων της παρούσης μελέτης, έγινε επιλογή τεσσάρων αντιπροσωπευτικών καταγραφών (σύνολο οκτώ οριζόντιες συνιστώσες) του σεισμού των Αθηνών (7/9/1999) από την τράπεζα δεδομένων του ΙΤΣΑΚ μέσω της ιστοσελίδας του (http://www.itsak.gr). Οι θέσεις αυτές περιλαμβάνουν τους σταθμούς καταγραφής στο ΚΕΔΕ (a399-1), στο Κερατσίνι (kert 991), στα Σεπόλια (splb1) και στο Σύνταγμα (Sgma1). Τα χαρακτηριστικά των καταγραφών περιλαμβάνονται στον Πίνακα 11.6 που ακολουθεί. Επεξηγήσεις: 

			
					ΣΕΙΣΜΟΣ: Κωδικό όνομα καταγραφής (συνιστώσες L και Τ).

					ΤΟΠΟΘΕΣΙΑ: Γεωγραφική θέση καταγραφής και χρονολογία.

					ΣΗΜΕΙΑ: Αριθμός σημείων καταγραφής σεισμικής δραστηριότητας.

					ΧΡΟΝΙΚΟ ΒΗΜΑ: Βήμα μεταξύ των σημείων καταγραφής.

					ΔΙΑΡΚΕΙΑ: Διάρκεια σεισμικής δραστηριότητας.

					PGA: Μέγιστη εδαφική επιτάχυνση καταγραφής.
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			Πίνακας 11.6 Χαρακτηριστικά των σεισμικών καταγραφών του σεισμού Αθηνών (7/9/1999).

			Παρά το γεγονός πως οι παραπάνω καταγραφές αναφέρονται στο ίδιο σεισμικό συμβάν και σε σχετικά στενό γεωγραφικό χώρο, παρουσιάζουν σημαντικές διαφοροποιήσεις στις παραμέτρους αιχμής (όπως PGA), στη διάρκεια της ισχυρής εδαφικής κίνησης, στο συχνοτικό και στο ενεργειακό τους περιεχόμενο (Koliopoulos et al., 2001; 2002; 2004). Πέραν της επίδρασης των τοπικών εδαφικών συνθηκών, η διασπορά θα πρέπει να αποδοθεί και στη διαφοροποίηση της επικεντρικής απόστασης, επειδή ο σεισμός των Αθηνών ήταν κοντινού πεδίου. Αυτές οι διαφοροποιήσεις μπορούν να παρατηρηθούν τόσο στις χρονοϊστορίες των συνιστωσών του εδαφικού κραδασμού που παρουσιάζονται στο Σχήμα 11.7, όσο και στα φάσματα απόκρισης με όρους επιτάχυνσης που παρουσιάζονται στο Σχήμα 11.8. Τα φάσματα αυτά αναδεικνύουν τις ιδιαίτερα μεγάλες φασματικές τιμές (πάνω από 1.0g) για δύσκαμπτες κατασκευές σε σχέση με το προβλεπόμενο (0.1g) από τον τότε ισχύοντα αντισεισμικό κανονισμό του 1959, βάση του οποίου μελετήθηκαν και κατασκευάστηκαν τα περισσότερα υφιστάμενα κτίρια του λεκανοπεδίου των Αθηνών.
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			Σχήμα 11.7 Χρονοϊστορίες οκτώ καταγραφών σε τέσσερις σταθμούς κατά τη διάρκεια του σεισμού των Αθηνών (7/9/1999).
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			Σχήμα 11.8 Φάσματα απόκρισης οκτώ καταγραφών σε τέσσερις σταθμούς κατά τη διάρκεια του σεισμού των Αθηνών (7/9/1999).

			11.4 Ανάλυση με τα Αρχικά Επιταχυνσιογραμμάτων

			Στο πρώτο στάδιο της παρούσης μελέτης και για λόγους σύγκρισης, το επίπεδο τετρώροφο πλαίσιο επιλύεται με τη δυναμική φασματική μέθοδο χρησιμοποιώντας το ελαστικό φάσμα του ΕΑΚ (2003) που προσδιορίσθηκε στην Ενότητα 11.1. Κατόπιν επιλύεται για κάθε μία από τις οκτώ συνιστώσες της εδαφικής κίνησης του Σχήματος 11.7. Τα αποτελέσματα των αναλύσεων για τα επιλεγμένα τέσσερα μεγέθη απόκρισης του πλαισίου συνοψίζονται στον Πίνακα 11.7 και στο Σχήμα 11.9 που ακολουθούν.

			Επεξηγήσεις: 

			
					PGA: Τιμή της μέγιστης επιτάχυνσης του εδάφους.

					Ροπή στύλου: Τιμή ροπής της βάσης του κάτω αριστερά υποστυλώματος.

					Ροπή δοκού: Τιμή της ροπής της δεξιά εξωτερικής δοκού του τρίτου ορόφου.

					Μετακίνηση 4ου ορόφου: Τιμή μετακίνησης κατά Χ του τετάρτου ορόφου.[image: ]


			

			

			Πίνακας 11.7 Μεγέθη απόκρισης του διατμητικού πλαισίου από αρχικές καταγραφές.

			Παρατηρούμε πώς υπάρχει διασπορά αποτελεσμάτων, που είναι αναμενόμενο καθώς η κάθε καταγραφή παρουσιάζει διαφορετικά χαρακτηριστικά (διάρκεια, τιμές αιχμής, συχνοτικό περιεχόμενο), από τα οποία και εξαρτώνται τα μεγέθη απόκρισης της κατασκευής. Εστιάζοντας στο ρόλο της μέγιστης εδαφικής επιτάχυνσης, παρατηρείται ότι δύο συνιστώσες των οποίων οι τιμές είναι πολύ κοντά, όπως οι καταγραφές Α399Τ με PGA=297.20 cm/sec2 και Α399L με PGA=258.60 cm/sec2, δίνουν τελείως διαφορετικά αποτελέσματα. Έχουμε συνεπως τους εξής αριθμούς: 

			
					Στη ροπή της βάσης του στύλου, 88.76 kN-m και 205.11 kN-m αντίστοιχα.

					Στη ροπή της εξεταζόμενης δοκού, 97.20 kN-m και 213.88 kN-m αντίστοιχα. 

					Στη μετακίνηση του τετάρτου ορόφου, που αποτελεί σημαντική παράμετρο εκτίμησης δομικής βλάβης, 0,0207 m και 0,0527 m αντίστοιχα.

					Στην τέμνουσα βάσης, 262.2 kN και 604.6 kN αντίστοιχα.
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			Σχήμα 11.9 Το PGA και τα τέσσερα μεγέθη απόκρισης του διατμητικού πλαισίου από τις αρχικές καταγραφές.

			Η ανεπάρκεια χρήσης του PGA ως δείκτη σεισμικής επιβάρυνσης της κατασκευής επιβεβαιώνεται ακόμα περισσότερο από το γεγονός πως μια καταγραφή με μεγάλη τιμή όπως η SPLB1L (PGA = 342,00 cm/sec2), συγκρινόμενη με μία άλλη με αρκετά μικρότερη τιμή όπως η SGMA1L (PGA= 144.70 cm/sec2) δίνει τα εξής αποτελέσματα:

			
					Μικρότερη ροπή στο υποστύλωμα, 91.71 kN-m έναντι 102.82kN-m.

					Μικρότερη ροπή στη δοκό, (81.44 kN-m έναντι 88.51 kN-m.

					Μικρότερη μετακίνηση ορόφου, 0.0196 m έναντι 0.0236 m.

					Μικρότερη τέμνουσα βάσης, 273.3 kN έναντι 304.5 kN.

			

			Συμπερασματικά, ένας ισχυρός σεισμός από πλευράς μέγιστης εδαφικής επιτάχυνσης (PGA), δεν καταπονεί πάντα μια κατασκευή περισσότερο από έναν άλλο, λιγότερο ισχυρό σεισμό. Η παρατήρηση αυτή αποτελεί κοινό τόπο σειράς σχετικών μελετών στη διεθνή βιβλιογραφία. Παρουσιάζει δε ιδιαίτερο ενδιαφέρον, καθώς σχεδόν όλα τα διεθνή κανονιστικά πλαίσια, συμπεριλαμβανομένου και του ΕΑΚ (2003), ταξινομούν τις ζώνες σεισμικής επικινδυνότητας σε όρους PGA. Υπενθυμίζεται ότι στον ΕΑΚ (2003), οι τρεις Ελληνικές ζώνες σεισμικής επικινδυνότητας αντιστοιχούν σε τιμές 0.16g, 0.24g και 0.36g του PGA. Τέλος, όσον αφορά τη διακύμανση των τιμών των μεγεθών απόκρισης, παρατηρούμε ότι οι τιμές μεταβάλλονται αναλογικά στα μεγέθη τόσο τοπικού χαρακτήρα (ροπές δοκού και υποστυλώματος) όσο και γενικού χαρακτήρα (τέμνουσα βάσης και μετακίνηση άνω ορόφου). 

			11.5 Κανονικοποίηση ως προς τη Μέγιστη Εδαφική Επιτάχυνση

			Στην παρούσα ενότητα, τα προηγούμενα επιταχυνσιογραφήματα κανονικοποιούνται ώστε όλες οι συνιστώσες να παρουσιάζουν κοινή μέγιστη εδαφική επιτάχυνση PGA, ίση με την τιμή-στόχο που προβλέπει ο ΕΑΚ (2003) για την επιλεχθείσα ζώνη σεισμικής επικινδυνότητας (156.96 cm/sec2). Προς τον σκοπό αυτό, υπολογίζονται οι πολλαπλασιαστές λj (j =1,..,8) για κάθε μία από τις οκτώ διαθέσιμες συνιστώσες. Ο απαιτούμενος πολλαπλασιαστής λj προκύπτει από τον λόγο της εδαφικής επιτάχυνσης-στόχου προς την υφιστάμενη, και οι τιμές που υπολογίστηκαν, παρουσιάζονται στον πίνακα 11.8.
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			Πίνακας 11.8 Πολλαπλασιαστές για κανονικοποίηση καταγραφών ως προς PGA.

			Οι κανονικοποιημένες, ως προς PGA, χρονοϊστορίες χρησιμοποιούνται για τις νέες εν χρόνω δυναμικές αναλύσεις του τετρώροφου διατμητικού πλαισίου. Τα αποτελέσματα των αναλύσεων για τα τέσσερα μεγέθη απόκρισης που έχουν επιλεχθεί, παρουσιάζονται στον Πίνακα 11.9 και στο Σχήμα 11.10 που ακολουθούν.
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			Πίνακας 11.9 Μεγέθη απόκρισης του διατμητικού πλαισίου με κανονικοποίηση ως προς το PGA.

			Σχήμα 11.10 Το PGA και τα τέσσερα μεγέθη απόκρισης του διατμητικού πλαισίου με καταγραφές κανονικοποιημένες ως προς το PGA.
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			Εξετάζοντας τα παραπάνω δεδομένα παρατηρούμε πως η διασπορά των αποτελεσμάτων εξακολουθεί να είναι μεγάλη. Η παρατήρηση αυτή ενισχύει το συμπέρασμα ότι η μέγιστη εδαφική επιτάχυνση, μολονότι είναι μια σημαντική παράμετρος, δεν μπορεί να χαρακτηρίσει το σύνολο της σεισμικής δράσης, η οποία είναι ένα σύνθετο φαινόμενο.
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			ΛΕΠΤΟΜΕΡΕΙΑ ΕΠΙΚΕΝΤΡΩΜΕΝΗ ΣΕ Τ=0.62sec
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			Σχήμα 11.11 Φάσματα απόκρισης που χρησιμοποιήθηκαν στη δυναμική ανάλυση του διατμητικού πλαισίου με καταγραφές κανονικοποιημένες ως προς το PGA.

			Ως τέτοιο, το φαινόμενο δεν ορίζεται πλήρως από μία και μόνο παράμετρο. Αυτό άλλωστε φαίνεται και από τις διαφορές που παρατηρούνται, παρά την κανονικοποίηση, στα φάσματα απόκρισης που ενδεικτικά παρουσιάζονται στο Σχήμα 11.11, για έξι κανονικοποιημένες καταγραφές. Ο λόγος είναι πως ενώ οι πολλαπλασιαστές οδηγούν στη σύμπτωση της μέγιστης εδαφικής επιτάχυνσης που ισούται με τη φασματική τιμή για περίοδο Τ=0, δεν οδηγούν σε αντίστοιχη σύμπτωση των φασματικών τιμών στις υπόλοιπες περιόδους. Είναι φανερό ότι τα πρόσθετα χαρακτηριστικά της εδαφικής κίνησης, τα οποία δεν ακολουθούν την κανονικοποίηση της PGA, καθορίζουν τον βαθμό επίδρασης των επιμέρους χρονοϊστοριών στην απόκριση της κατασκευής (Katsanos et al., 2013). Παρά ταύτα, η κανονικοποίηση με βάση την PGA είναι συνήθης πρακτική λόγω της απλότητας της, καθώς δεν απαιτεί επιπλέον δυναμικές αναλύσεις του φορέα.

			Τα ανωτέρω συμπεράσματα ερμηνεύονται με βάση τη θεωρία της δυναμικής ανάλυσης συστημάτων υπό εδαφική διέγερση που παρουσιάστηκε στo Kεφάλαιo 3. Σύμφωνα με τα όσα αναπτύχθηκαν εκεί, η απόκριση της κατασκευής επηρεάζεται μεν από τη μέγιστη εδαφική επιτάχυνση, αλλά επηρεάζεται πρωτίστως από τις τιμές του φάσματος στις ιδιοπεριόδους της κατασκευής, και κυρίως στην περιοχή της πρώτης ιδιοπερίοδου. Αν μετρηθούν οι φασματικές τιμές στην ιδιοπερίοδο αυτή (Τ=0.62sec) από το Σχήμα 11.11, θα διαπιστωθεί πως είναι πολύ διαφορετικές, εξηγώντας έτσι και τις έντονες αποκλίσεις στα αποτελέσματα της ανάλυσης. Τα παραπάνω καταδεικνύουν την αναγκαιότητα αναζήτησης ενός πιο ακριβούς τρόπου κανονικοποίησης. 

			11.6 Κανονικοποίηση ως προς τη Φασματική Τιμή της Θεμελιώδους Ιδιοπεριόδου

			Στην τελευταία ενότητα του παρόντος κεφαλαίου, κανονικοποιούνται τα προηγούμενα επιταχυνσιογραφήματα κατά τρόπο ώστε όλες οι συνιστώσες να παρουσιάζουν κοινή φασματική επιτάχυνση, ίση με την προβλεπόμενη από το ελαστικό φάσμα του ΕΑΚ (2003) Φ(T), για τη θεμελιώδη ιδιοπερίοδο της κατασκευής. Έχουμε συνεπώς Φ(0.56) = 379.13 cm/sec2. Προς τον σκοπό αυτό, υπολογίζονται οι πολλαπλασιαστές λj (j =1,..,8) για κάθε μία από τις οκτώ διαθέσιμες συνιστώσες. Για την κάθε μία, o απαιτούμενος πολλαπλασιαστής λj προκύπτει από τον λόγο της φασματικής επιτάχυνσης σχεδιασμού προς την επιτάχυνση του φάσματος απόκρισης της συγκεκριμένης καταγραφής. Οι τιμές των λj παρουσιάζονται στον Πίνακα 11.10. Επίσης, τα αποτελέσματα των εν χρόνω δυναμικών αναλύσεων, καθώς και τα φάσματα απόκρισης για τις κανονικοποιημένες ως προς Φ(Τ) διεγέρσεις, παρουσιάζονται στον Πίνακα 11.11 και στα Σχήματα 11.12 και 11.13 που ακολουθούν.

			Από την κανονικοποίηση ως προς Φ(Τ) προέκυψαν ροπές στύλων-δοκών, μετακινήσεις ορόφων και τέμνουσες βάσης που είναι απόλυτα συγκρίσιμες. Βέβαια, υπάρχουν κάποιες μικρές διαφορές που οφείλονται στο γεγονός ότι κατά την κανονικοποίηση λήφθηκε υπ’ όψη η φασματική τιμή της πρώτης ιδιοπεριόδου μόνο, ενώ αγνοήθηκαν οι υπόλοιπες τρείς. Επειδή όμως στον πλαισιακο φορέα υπό εξέταση η πρώτη ιδιομορφή είναι και η κυρίαρχη, τα αποτελέσματα δείχνουν πολύ καλή προσέγγιση μεταξύ τους.
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			Πίνακας 11.10 Πολλαπλασιαστές για κανονικοποίηση καταγραφών ως προς Φ(Τ).
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			Πίνακας 11.11 Μεγέθη απόκρισης του διατμητικού πλαισίου με κανονικοποίηση προς Φ(Τ).
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			Σχήμα 11.12 Το PGA και τα τέσσερα μεγέθη απόκρισης του διατμητικού πλαισίου με καταγραφές κανονικοποιημένες ως προς το Φ(Τ).

			Η κανονικοποίηση με βάση την απόκριση φάσματος της πρώτης ιδιοπεριόδου είναι υπολογιστικά πιο δυσχερής σε σχέση με την κανονικοποίηση με βάση το PGA, για τους παρακάτω δύο λόγους:

			
					Απαιτείται η αναπαραγωγή των φασμάτων απόκρισης των διαθέσιμων καταγραφών, και εφόσον αυτά δεν είναι διαθέσιμα, τότε από εκθέσεις σεισμολογικών ινστιτούτων και φορέων όπως το ΙΤΣΑΚ (http://www.itsak.gr). 

					Απαιτείται ο υπολογισμός της πρώτης ιδιοπεριόδου της κατασκευής. 

			

			Η υπολογιστική δυσκολία βέβαια περιορίζεται σημαντικά με τη χρήση συμβατικού λογισμικού επεξεργασίας ισχυρής εδαφικής κίνησης (π.χ., το πρόγραμμα Seismosoft) και δυναμικής ανάλυσης κατασκευών (π.χ., το πρόγραμμα SAP 2000). Πρέπει τέλος να σημειωθεί ότι η παρούσα μέθοδος θα έδινε αποτελέσματα με σημαντικά μεγαλύτερη διασπορά, εάν οι ανώτερες ιδιομορφές του φορέα ενεργοποιούσαν μεγαλύτερα ποσοστά μάζας και έπαιζαν σημαντικότερο ρόλο στη διαμόρφωση της δυναμικής του απόκρισης. Αυτό συνήθως συμβαίνει σε μη-κανονικές κατασκευές, οι οποίες παρουσιάζουν σημαντικές ανομοιομορφίες κατανομής μάζας ή/και δυσκαμψίας καθ’ ύψος ή στην κάτοψη.

			[image: ]

			ΛΕΠΤΟΜΕΡΕΙΑ ΕΠΙΚΕΝΤΡΩΜΕΝΗ ΣΕ Τ=0.62sec
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			Σχήμα 11.13 Φάσματα απόκρισης του διατμητικού πλαισίου με καταγραφές κανονικοποιημένες ως προς το Φ(Τ).

			11.7 Γενικά Συμπεράσματα

			Στον Πίνακα 11.12 συνοψίζονται για κάθε εξεταζόμενη παράμετρο απόκρισης, η τιμή που προκύπτει από τη φασματική δυναμική ανάλυση με τον ΕΑΚ (2003), ο μέσος όρος (μ) και η τυπική απόκλιση (σ) που υπολογίζονται από τη στατιστική επεξεργασία των αποτελεσμάτων των εν χρόνω αναλύσεων για τις ακόλουθες περιπτώσεις:

			
					Καταγραφές χωρίς κανονικοποίηση. 

					Καταγραφές με κανονικοποίηση ως προς PGA. 

					Καταγραφές με κανονικοποίηση ως προς Φ(Τ). [image: ]


			

			Πίνακας 11.12 Μεγέθη απόκρισης του πλαισίου: Μέσες τιμές και τυπικές αποκλίσεις.

			Λαμβάνοντας υπόψη πως ο στόχος του παρόντος κεφαλαίου ήταν να προσδιορισθεί ο βέλτιστος τρόπος κανονικοποίησης των διαθέσιμων καταγραφών, ώστε τα αποτελέσματα της εν χρόνω δυναμικής ανάλυσης να προσεγγίζουν τα αποτελέσματα της φασματικής δυναμικής ανάλυσης, συνοψίζουμε ως εξής: 

			
					Τα στατιστικά αποτελέσματα του Πίνακα 11.12 φανερώνουν ότι μετά τις κανονικοποιήσεις με βάση τη φασματική τιμή της πρώτης ιδιοπεριόδου της κατασκευής, ο μέσος όρος των τιμών των εντατικών μεγεθών που προέρχονται από το σύνολο των καταγραφών είναι πολύ κοντά με τις αντίστοιχες τιμές των εντατικών μεγεθών που δίνει η δυναμική ανάλυση με το φάσμα του ΕΑΚ (2003) . Πέραν της σύγκλισης του μέσου όρου, ο συντελεστής τυπικής απόκλισης είναι πολύ μικρός λόγω της εξαιρετικά περιορισμένης διασποράς των αποτελεσμάτων γύρω από τις τιμές-στόχους. 

					Η συνήθης κανονικοποίηση με βάση το PGA είναι ανεπαρκής, επειδή παρουσιάζεται σημαντική διαφορά μεταξύ του μέσου όρου των τιμών των εντατικών μεγεθών που προκύπτουν από τις καταγραφές και των αντίστοιχων τιμών-στόχων. Επιπλέον, ο πολύ μεγάλος συντελεστής τυπικής απόκλισης καταδεικνύει αντίστοιχα μεγάλη στατιστική αβεβαιότητα και διασπορά τιμών.

					Η επίτευξη εντυπωσιακής ομοιομορφίας αποτελεσμάτων της εν χρόνω δυναμικής ανάλυσης μετά την κανονικοποίηση με βάση τη φασματική τιμή της πρώτης ιδιοπεριόδου, σημαίνει πως θα μπορούσε να αποτελέσει μια εναλλακτική πρόταση (σε περιπτώσεις κανονικών κατασκευών), έναντι της δύσκολης και μάλλον ασαφούς διαδικασίας του Παραρτήματος Α του ΕΑΚ (2003).

					Η ενδεχόμενη χρήση των κανονικοποιημένων καταγραφών για μη-γραμμικές δυναμικές αναλύσεις θα μπορούσε να οδηγήσει στην απαίτηση πως το μέσο φάσμα των επιταχυνσιογραμμάτων πρέπει να καλύπτει το φάσμα του κανονισμού σε μία μόνο περιοχή κοντά στην πρώτη ιδιοπερίοδο, και όχι σε όλο το φάσμα των ιδιοπεριόδων. Η περιοχή αυτή θα πρέπει να ορίζεται λίγο δεξιότερα της θεμελιώδους ιδιοπεριόδου, καθώς στη μετελαστική περιοχή απόκρισης της κατασκευής αναμένεται αύξηση της τιμής της ιδιοπεριόδου.

					Εναλλακτικά, σε περιπτώσεις μελέτης έργων σε συνθήκες κοντινού πεδίου κατά τις οποίες δεν παρέχεται αξιόπιστο ελαστικό φάσμα, η χρήση της μεθοδολογίας θα μπορούσε να αποτελέσει το μέσο εξασφάλισης κάποιας στοιχειώδους ομοιομορφίας των διαθέσιμων καταγραφών κοντινού πεδίου. Στην περίπτωση αυτή, ως φασματική τιμή-στόχος για τη θεμελιώδη ιδιοπερίοδο θα μπορούσε να επιλεγεί η δυσμενέστερη τιμή από τα φάσματα απόκρισης.

			

		

	
		
			Κεφάλαιο 12: Μέτρηση Απόκρισης Kτιρίου σε Εξωτερική Φόρτιση

			12.1 Εισαγωγή 

			Η θεωρία σημάτων βρίσκει άμεση εφαρμογή στην αναγνώριση των δυναμικών χαρακτηριστικών (ιδιοσυχνότητες, ιδιομορφές και ιδιομορφικά ποσοστά ιξώδους απόσβεσης) κτιρίων μέσω της ανάλυσης ενόργανων μετρήσεων. Οι μετρήσεις προέρχονται είτε από χρονοϊστορίες επιταχύνσεων λόγω σεισμών είτε από περιβαλλοντικές ταλαντώσεις (ambient vibrations). Τα τελευταία χρόνια, η ενόργανη παρακολούθηση των κτιρίων χρησιμοποιώντας κάποιο πολυκαναλικό δίκτυο επιταχυνσιομέτρων, αναπτύσσεται με ραγδαίο ρυθμό. Όσο μεγαλύτερη ακρίβεια εμπεριέχουν οι μετρήσεις, τόσο ευκολότερος γίνεται ο υπολογισμός των δυναμικών χαρακτηριστικών μιας κατασκευής. Για παράδειγμα, η ανάλυση (resolution) του ψηφιοποιητή της καταγραφικής μονάδας θεωρείται σήμερα επαρκής όταν είναι μεγαλύτερη από 20-bits στα 200 sps (δείγματα ανά δευτερόλεπτο, samples per second) και με δυναμικό εύρος (dynamic range) 128 dB. Επίσης, το εύρος (bandwidth) του συχνοτικού περιεχομένου των επιταχυνσιομέτρων είναι [image: ], με ακρίβεια [image: ] για ολόκληρο το εύρος απόκρισης, ενώ το δυναμικό εύρος των επιταχυνσιομέτρων πρέπει να είναι τουλάχιστον 120 dB στην κλίμακα των [image: ] .

			Πρωτεύον στοιχείο για την επιτυχή αναγνώριση των δυναμικών χαρακτηριστικών μιας κατασκευής αποτελεί το σχήμα ενοργάνωσης που θα υλοποιηθεί, δηλαδή οι θέσεις εγκατάστασης και ο προσανατολισμός των επιταχυνσιομέτρων. Σε αναλογία με το εκάστοτε σχήμα ενοργάνωσης, διαφοροποιείται και η μεθοδολογία αναγνώρισης των δυναμικών χαρακτηριστικών της κατασκευής που πρέπει να ακολουθηθεί, με αποτέλεσμα οι μέθοδοι να τροποποιούνται ανάλογα με το είδος της κατασκευής (κτίρια, γέφυρες, πύργοι, κ.λπ..). Η αναγνώριση των δυναμικών χαρακτηριστικών μιας κατασκευής συντελεί (i) στην άρση των αβεβαιοτήτων που εμπεριέχει το μαθηματικό της προσομοίωμά, προκειμένου να εκπονηθούν προχωρημένες μελέτες αποτίμησης της φέρουσας αντισεισμικής ικανότητας, και (ii) στη διαχρονική παρακολούθηση της δομικής ακεραιότητας της κατασκευής (structural integrity). Η αναγνώριση των δυναμικών χαρακτηριστικών με ενόργανες μετρήσεις στηρίζεται στο γεγονός ότι οι χρονοϊστορίες απόκρισης εμπεριέχουν τις ιδιομορφικές αποκρίσεις της κατασκευής (Wenzel and Pichler, 2005). Ως παράδειγμα, η ταλάντωση των ορόφων ενός κτιρίου λόγω ασθενούς άνεμου ενεργεί απευθείας στους ορόφους, ενώ ταυτόχρονα έχουμε σχεδόν μηδενικές τιμές στη βάση του κτιρίου. Παρόμοιες ιδιαιτερότητες παρουσιάζει η περίπτωση κυκλοφορίας οχημάτων στο κατάστρωμα κάποιας γέφυρας. Για το λόγο αυτό έχουν αναπτυχθεί μεθοδολογίες αναγνώρισης ιδιομορφών που στηρίζονται μόνο στα δεδομένα της απόκρισης των κατασκευών, που κατηγοριοποιούνται σε (i) στοχαστικές και (ii) ημι-στοχαστικές. Στην πρώτη κατηγορία ανήκει η μέθοδος stochastic subspace identification (Overschee and De Moor, 1996; Basseville et al., 2001), όπου με κατάλληλη βελτιστοποίηση οι βασικοί παράμετροι (κυρίως οι δύο πρώτες ιδιοσυχνότητες) του μαθηματικού προσομοιώματος της κατασκευής εναρμονίζονται με τις αντίστοιχες μετρούμενες παραμέτρους απόκρισης. Στη δεύτερη κατηγορία, έχουμε την ambient modal analysis (Peeters and De Roeck, 2001). Η μέθοδος αυτή, με τις διάφορες παραλλαγές της, χρησιμοποιεί τεχνικές ανάλυσης των καταγεγραμμένων σημάτων στο πεδίο των συχνοτήτων και είναι μία επέκταση της τεχνικής των ακροτάτων σημείων (peak-picking technique) των διαγραμμάτων που προκύπτουν μετά από μετασχηματισμό Fourier της αρχικής χρονοϊστορίας. Επίσης, χρησιμοποιείται η μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων στο πεδίο του χρόνου (Beck et al., 1994) επί των συναρτήσεων ετεροσυσχέτισης των χρονοϊστοριών απόκρισης. Σε άλλες παραλλαγές, χρησιμοποιείται η μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων στο πεδίο των συχνοτήτων επί των διαγραμμάτων φασματικής πυκνότητας ισχύος (Brincker et al., 2001). Παραλλήλως, τα τελευταία χρόνια έχουν αναπτυχθεί διάφοροι αλγόριθμοι για τη βελτιστοποίηση των μαθηματικών προσομοιωμάτων των κατασκευών, χρησιμοποιώντας τεχνικές αναγνώρισης ιδιομορφικών χαρακτηριστικών (Brownjohn, 2003; Lam et al., 2004; Christodoulou and Papadimitriou, 2007). Επίσης, τα τελευταία χρόνια έχουμε εργασίες σχετικά με την ανίχνευση βλαβών στις κατασκευές διά μέσω ενόργανων μετρήσεων (Amani et al., 2007; Xiadong et al., 2007).

			Στην περίπτωση ενός σεισμού, και δίπλα στα σημεία στήριξης της κατασκευής, υπάρχει αιτιοκρατική σχέση μεταξύ της διέγερσης της βάσης και της ταλάντωσης της κατασκευής. Από τις ενόργανες μετρήσεις σε μία κατασκευή έχουμε δύο ομάδες δεδομένων που συνδέονται μεταξύ τους, (i) τις χρονοϊστορίες των ολικών επιταχύνσεων στις θέσεις εγκατάστασης των επιταχυνσιομέτρων και (ii) τις χρονοϊστορίες των τριών εδαφικών συνιστωσών (δύο οριζόντιων και μιας κατακόρυφης) στη βάση της κατασκευής. Από τις πρώτες ερευνητικές προσπάθειες για την περίπτωση της χρήσης της σεισμικής διέγερσης σε αναγνώριση των δυναμικών χαρακτηριστικών της υπερκείμενης κατασκευής ήταν αυτές των McVerry (1980) και Papageorgiou & Lin (1989). Πρέπει όμως να σημειωθεί ότι οι καταγραφές με τεχνολογικό εξοπλισμό πριν το έτος 2000 είχαν μικρή ανάλυση, καθότι ήταν αναλογικού τύπου που ισοδυναμεί με τα σημερινά 12-bits. Σε αντίθεση, ο σημερινός εξοπλισμός που είναι ψηφιακού τύπου με ανάλυση στα 24-bits, επιτρέπει καταγραφές με αυξημένη ακρίβεια κατά 4096 φορές. Αυτό σημαίνει πως οι δυνατότητες αναγνώρισης των δυναμικών χαρακτηριστικών των κατασκευών μέσα από καταγραφές υψηλής ανάλυσης είναι τώρα πολύ μεγαλύτερες από αυτές του πρόσφατου παρελθόντος.

			12.2 Διαδικασία Ανάλυσης Δυναμικών Σημάτων 

			Στην διαδικασία ενοργάνωσης ενός κτιρίου, τίθεται το θέμα των πλέον κατάλληλων θέσεων για την τοποθέτηση των επιταχυνσιόμετρων. Οι πλάκες στις στάθμες των ορόφων των κτιρίων συνήθως λειτουργούν ως διαφράγματα, και η κίνησή τους αποδίδεται πλήρως με τρεις βαθμούς ελευθερίας κίνησης στο χώρο, ήτοι δύο οριζόντιες μετατοπίσεις [image: ] και μία στροφή [image: ], όπως φαίνεται στο Σχήμα 12.1. Θεωρούμε πως οι χρονοϊστορίες της μεταφορικής επιτάχυνσης που αναπτύσσονται σε κάθε όροφο μπορούν άμεσα να καταγραφούν από τα επιταχυνσιόμετρα, ενώ οι χρονοϊστορίες των στροφικών επιταχύνσεων μπορούν να υπολογισθούν μόνο έμμεσα από τις μεταφορικές επιταχύνσεις. Συνεπώς, πρέπει να ευρεθεί ένα σχήμα ενοργάνωσης το οποίο θα χρησιμοποιεί τον μικρότερο δυνατό αριθμό επιταχυνσιόμετρων σε κάθε όροφο, ώστε να επιτευχθεί η πλήρης καταγραφή της κίνησής του στο χώρο. Ταυτόχρονα, θα πρέπει να αποφεύγεται η τοποθέτηση των επιταχυνσιόμετρων κοντά στους πόλους στροφής των θεμελιωδών ιδιομορφών των ορόφων, διότι εκεί μηδενίζεται η οριζόντια μεταφορική κίνηση. Ένας τρόπος ενοργάνωσης φαίνεται στο Σχήμα 12.1, όπου τα επιταχυνσιόμετρα τοποθετούνται κατά μήκος των ελευθεριών κίνησης [image: ] του διαφράγματος. Έχει αποδειχθεί πως η πλήρης κίνηση του διαφράγματος στον χώρο εκφράζεται ισοδύναμα με τις νέες ελευθερίες κίνησης [image: ] αντί των αρχικών βασικών ελευθεριών κίνησης [image: ]του κέντρου μάζας (Makarios, 2012; 2013). Πιο συγκεκριμένα, εξισώνοντας την κινητική ενέργεια του μονώροφου κτιρίου του Σχήματος 12.1, εκφρασμένη αρχικά με τους ΒΕ του κέντρου μάζας και ακολούθως με τους ΒΕ που αντιστοιχούν στο σχήμα ενοργάνωσης, προκύπτει η σχέση μεταξύ των μητρώων μάζας και δυσκαμψίας για τα δύο συστήματα συντεταγμένων. Τα μητρώα αυτά παραμένουν συμμετρικά και στις δύο περιπτώσεις, αλλά όχι (για την περίπτωση των μαζών) διαγώνια. 

			
				
					[image: Sx]
				

			

			Σχήμα 12.1 (a) Tρεις βασικές ελευθερίες κίνησης της μάζας του διαφράγματος και (b) τρεις νέες ελευθερίες κίνησης του διαφράγματος που συμπίπτουν με τις θέσεις εγκατάστασης των επιταχυνσιόμετρων.

			12.2.1 Εξισώσεις Κίνησης Μονώροφου Κτιρίου υπό Σεισμική Διέγερση

			Θεωρούμε ότι το ασύμμετρο μονώροφο κτίριο του Σχήματος 12.1 υποβάλλεται σε σεισμική εδαφική κίνηση με δύο συνιστώσες της χρονοϊστορίες επιταχύνσεων [image: ] κατά μήκος των αξόνων [image: ] αντίστοιχα. Οι ολικές μετακινήσεις [image: ] των τριών μεταφορικών ελευθεριών κίνησης είναι: 

			
				
					[image: ]
				

			

			Οι παραπάνω ολικές μετακινήσεις έχουν κοινή χρονική εξέλιξη και δίδονται σε διανυσματική μορφή ως:

			
				
					[image: ]
				

			

			Η εξίσωση κίνησης του παραπάνω μονώροφου κτιρίου στο νέο σύστημα συντεταγμένων με μεταφορικούς ΒΕ ελευθερίας μόνο είναι 

			
				
					[image: ]
				

			

			όπου Μ, C, K είναι τα σχετικά μητρώα μάζας, απόσβεσης και δυσκαμψίας του κτιρίου. Σε περίπτωση συμμετρικού φορέα, το μητρώο μάζας είναι διαγώνιο για τους αρχικούς ΒΕ του κέντρου μάζας, αλλά όχι και για τους ΒΕ του νέου συστήματος συντεταγμένων. Επίσης, η ιδιομορφική ανάλυση που ακολουθεί είναι για τους μεταφορικούς ΒΕ [image: ], και μετά την επίλυση μπορεί να γίνει αναγωγή των ιδιομορφών στο αρχικό σύστημα συντεταγμένων. Τέλος, σημειώνουμε πως ο μετασχηματισμός μεταξύ των δύο αυτών συστημάτων συντεταγμένων δεν επηρεάζει τις ιδιοσυχνότητες 

			12.2.2 Ιδιομορφική Ανάλυση Μονώροφου Κτιρίου υπό Σεισμική Διέγερση

			Το ιδιομορφικό μητρώο Φ του κτιρίου (με τις ιδιομορφές σε στήλες) έχει την ακόλουθη μορφή, όπου οι συνιστώσες [image: ] των ιδιομορφών αναφέρονται απ’ ευθείας στις θέσεις εγκατάστασης των επιταχυνσιομέτρων:

			
				
					[image: ]
				

			

			Οι μετακινήσεις u(t) μπορούν να δοθούν συναρτήσει των ιδιομορφών ως

			
				
					[image: ]
				

			

			όπου [image: ] είναι η χρονική συνάρτηση ταλάντωσης της σχετικής ιδιομορφής. Εισάγοντας τις παραπάνω μετακινήσεις στην εξίσωση δυναμικής ισορροπίας προκύπτει

			
				
					[image: ]
				

			

			όπου το διάνυσμα [image: ]. Πολλαπλασιάζοντας από αριστερά την προηγούμενη εξίσωση με το [image: ] προκύπτει:

			
				
					[image: ]
				

			

			Γνωρίζουμε πως τα μητρώα μάζας Μ και οριζόντιας δυσκαμψίας Κ είναι συμμετρικά και θετικά ορισμένα, ενώ ισχύουν οι συνθήκες ορθογωνικότητας των ιδιομορφών. Συνεπώς έχουμε τα ακόλουθα διαγώνια γενικευμένα (ή ιδιομορφικά) μητρώα:

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχετικά με το μητρώο απόσβεσης C των πολυβάθμιων συστημάτων, εισάγουμε την παραδοχή πως είναι ανάλογο είτε ως προς το μητρώο μάζας Μ, είτε το μητρώο δυσκαμψίας Κ ή και ως προς τα δύο μητρώα ταυτόχρονα. Για τον λόγο αυτό το C ονομάζεται αναλογικό μητρώο απόσβεσης (proportional matrix damping), και ισχύουν τα ακόλουθα:

			
				
					[image: ]
				

			

			Η τελική μορφή της εξίσωσης κίνησης στις γενικευμένες (ή ιδιομορφικές) συντεταγμένες qi(t) είναι συνεπώς 

			
				
					[image: ]
				

			

			Στην παραπάνω μητρωική εξίσωση επιτυγχάνεται αποσύζευξη των εξισώσεων κίνησης, με αποτέλεσμα τη διάσπαση της σε τρεις ανεξάρτητες εξισώσεις:

			
				
					[image: ]
				

			

			Η κάθε μία εξίσωση περιγράφει έναν αντίστοιχο (ιδεατό) μονοβάθμιο ταλαντωτή, ο οποίος τώρα διαθέτει μάζα, απόσβεση και δυσκαμψία [image: ], αντίστοιχα. Ορίζουμε την υποκρίσιμη απόσβεση ως [image: ], όπου [image: ] είναι το ποσοστό απόσβεσης της αντίστοιχης ιδιομορφής. Αντικαθιστώντας στην Εξίσωση (12.12) διαιρώντας με την ιδιομορφική μάζα έχουμε:

			
				
					[image: ]
				

			

			Ο ιδιομορφικός συντελεστής συμμετοχής (modal participation function) [image: ] δεν είναι σταθερός, αλλά μεταβάλλεται σε κάθε χρονικό βήμα εξαιτίας της ταυτόχρονης συνύπαρξης των δύο οριζόντιων σεισμικών συνιστωσών [image: ]. Η απόκριση του κάθε ιδεατού μονοβάθμιο ταλαντωτή μπορεί να υπολογισθεί με δύο βασικούς τρόπους:

			
					Αριθμητική αποτίμηση του ολοκληρώματος του Duhamel, συνήθως με τον κανόνα του Simpson. 

					Απ’ ευθείας αριθμητική ολοκλήρωση της διαφορικής εξίσωσης με μεθόδους όπως η Νewmark-β ή η Wilson-θ. 

			

			Συνεπώς, από τους παραπάνω υπολογισμούς καθίστανται γνωστές οι τρεις χρονοϊστορίες των γενικευμένων συντεταγμένων qi(t), και η απόκριση στο αρχικό πεδίο των μετατοπίσεων ui(t) δίνεται από τον παρακάτω μετασχηματισμό:

			
				
					[image: ]
				

			

			Η φυσική ερμηνεία της παραπάνω εξίσωσης δίνεται στο Σχήμα 12-2 με εποπτικό τρόπο για την ελεύθερη ταλάντωση του κτιρίου μετά το πέρας της σεισμικής διέγερσης. Προκύπτει συνεπώς ότι για τις θέσεις [image: ]του επιταχυνσιόμετρου, η χρονοϊστορία της απόκρισης [image: ] που συνεισφέρει η i-στή ιδιομορφή μόνο, είναι[image: ], όπου [image: ] είναι η ιδιομορφική συνιστώσα της i-στης ιδιομορφής στη θέση του n-στου επιταχυνσιόμετρου.

			
				
					[image: Sx]
				

			

			Σχήμα 12-2: Ιδιομορφικές αποκρίσεις του κτιρίου για την i-στη ιδιομορφή κατά την ελεύθερη ταλάντωση του κτιρίου, στις θέσεις ενοργάνωσης n=1,2,3.

			Συνοψίζοντας, η ιδιομορφική απόκριση μετατοπίσεων [image: ] είναι το ζητούμενο μέγεθος που δίδεται από την εξίσωση 

			
				
					[image: ]
				

			

			Η υλοποίηση της παραπάνω εξίσωσης προϋποθέτει την ύπαρξη εξωτερικής σεισμικής διέγερσης. Μετά την πάροδο κάποιου χρόνου ώστε να παύσει η διέγερση, έχουμε πλέον το καθεστώς της ελεύθερης ταλάντωσης, που είναι αρμονική εξ΄ορισμού. Επειδή η λύση της παραπάνω διαφορικής εξίσωσης έχει τη μορφή της Εξίσωσης (12-14), οι μέγιστες τιμές που παρατηρούνται για τις μετακινήσεις [image: ]σε κοινό χρονικό σημείο απαρτίζουν την ιδιομορφή που αντιστοιχεί στη συγκεκριμένη συχνότητα ταλάντωσης. Εάν δεν είναι δυνατός ο εντοπισμός ελεύθερης ταλάντωσης στο καταγεγραμμένο σήμα, τότε η ομογενής λύση της Εξίσωσης (12.14) αποτελεί μια καλή προσέγγιση της πλήρους λύσης, που συντίθεται από την επαλληλία της ομογενούς και της ιδιάζουσας λύσης. Αυτή η προσέγγιση προφανώς ισχύει για σεισμικές φορτίσεις χαμηλής έντασης.

			Ανακεφαλαιώνοντας, η επίλυση της Εξίσωσης (12.15) δίνει αναλυτικά τα ακόλουθα τρία μεγέθη στις θέσεις [image: ] εγκατάστασης των επιταχυνσιόμετρων:

			
					τη ζητούμενη ιδιομορφική απόκριση μετατοπίσεων [image: ], 

					τη ζητούμενη ιδιομορφική απόκριση ταχυτήτων [image: ], και 

					τη ζητούμενη ιδιομορφική απόκριση επιταχύνσεων [image: ] του κτιρίου.Προκειμένου να επιλυθεί η εξίσωση αυτή πρέπει να είναι γνωστά τα ακόλουθα πέντε μεγέθη:


					οι ιδιομορφές [image: ] του κτιρίου, 

					οι κυκλικές ιδιοσυχνότητες [image: ]του κτιρίου, 

					τα αντίστοιχα ποσοστά ισοδύναμης ιξώδους απόσβεσης [image: ], 

					το μητρώο μάζας Μ, και 

					οι οριζόντιες εδαφικές σεισμικές συνιστώσες [image: ] από την καταγραφή της σεισμικής διέγερσης.

			

			Από τα παραπάνω οκτώ μεγέθη συνολικά, τα (3), (4), (5) και (6), μπορούν να προκύψουν άμεσα (αλλά με κάποιο βαθμό προσέγγισης) από τη μέθοδο των ιδιομορφικών χρονοϊστοριών απόκρισης επιτάχυνσης που θα παρουσιασθεί ακολούθως, ενώ τα (1) και (2) προκύπτουν έμμεσα από το (3) με διπλή και απλή αριθμητική ολοκλήρωση ως προς τον χρόνο, αντίστοιχα. Εφ΄όσον γίνουν γνωστά τα ανωτέρω, τότε μπορούν να εφαρμοσθούν διάφορες τεχνικές βελτιστοποίησης, προκειμένου να επιτευχθεί η βέλτιστη δυνατή σύγκλιση όλων των μεγεθών. 

			12.3 Διαδικασία Επεξεργασίας Δυναμικών Σημάτων 

			Πρόσφατα αναπτύχθηκε η μέθοδος των «ιδιομορφικών χρονοϊστοριών επιτάχυνσης απόκρισης», για την αναγνώριση των δυναμικών χαρακτηριστικών των κατασκευών που υποβάλλονται είτε σε σεισμική διέγερση είτε σε ισχυρή ανεμοπίεση (Makarios, 2012; 2013). Η μέθοδος αποσκοπεί απευθείας στην απομόνωση των ιδιομορφικών χρονοϊστοριών απόκρισης επιταχύνσεων από τα αρχικά καταγεγραμμένα επιταχυνσιογράμματα απόκρισης διά μέσω κατάλληλης αριθμητικής επεξεργασίας. Από τις επιμέρους ιδιομορφικές χρονοϊστορίες υπολογίζονται στη συνέχεια οι ιδιομορφές, οι ιδιοσυχνότητες και τα ιδιομορφικά ποσοστά απόσβεσης της κατασκευής. 

			12.3.1 Η Μέθοδος των Ιδιομορφικών Χρονοϊστοριών Επιτάχυνσης

			Η βασική ιδέα είναι πως κάθε χρονοϊστορία απόκρισης επιταχύνσεων που καταγράφεται σε κάποιο σημείο του κτιρίου αποτελείται από επαλληλία αρμονικών χρονοϊστοριών, οι οποίες εντοπίζονται μετά απο Ταχύ Μετασχηματισμό Fourier (FFT), ως προς το πλάτος και τη διαφορά φάσης τους. Ακολούθως, κάποιες από αυτές τις αρμονικές χρονοϊστορίες είναι οι ζητούμενες ιδιομορφικές αποκρίσεις της κατασκευής. Τότε, η συχνότητα της κάθε μίας αρμονικής ιδιομορφικής χρονοϊστορίας συμπίπτει με την ιδιοσυχνότητα της κατασκευής. Η απομόνωση της ζητούμενης ιδιομορφικής χρονοϊστορίας από το σύνολο όλων των υπολοίπων γίνεται με τη χρήση ειδικού φίλτρου (Ενότητα 7.3). Το φίλτρο αυτό πρέπει να απορρίπτει όλες τις αρμονικές χρονοϊστορίες πλην της ζητούμενης, και για τον ορισμό του αρκεί να είναι γνωστή η τιμή της ιδιοσυχνότητας [image: ], η οποία προσδιορίζεται από την τεχνική των ακρότατων σημείων (peak-picking technique) στα διαγράμματα FFT των χρονοϊστοριών των μεταφορικών και στροφικών επιιταχύνσεων των ορόφων. Για επαλήθευση, η τεχνική των ακρότατων σημείων μπορεί να εφαρμοστεί συμπληρωματικά και στα διαγράμματα της φασματικής πυκνότητας ισχύος (PSD) των χρονοϊστοριών. Οι κοινές συχνότητες που θα αναδειχθούν από τα διαγράμματα FFT και PSD αποτελούν τις ζητούμενες ιδιοσυχνότητες [image: ] του κτιρίου. Ειδικά για την απόσβεση, το αρχικό επιταχυνσιόγραμμα φιλτράρεται και στη συνέχεια από το τμήμα της ελεύθερης ταλάντωσης των υπόψη ιδιομορφικών χρονοϊστοριών, προκύπτουν τα ιδιομορφικά ποσοστά της ιξώδους απόσβεσης για κάθε μία ιδιομορφή από τη λογαριθμική απομείωση των πλατών ταλάντωσης

			 Οι μετρήσεις από το πολυκαναλικό σύστημα επιταχυνσιομέτρων με το οποίο έχει ενοργανωθεί ένα κτίριο αντιστοιχούν σε δύο ομάδες δεδομένων:

			
					Η πρώτη ομάδα περιλαμβάνει τις χρονοϊστορίες των ολικών επιταχύνσεων [image: ], σύμφωνα με τον προσανατολισμό και τη θετική φορά του κάθε επιταχυνσιομέτρου στις θέσεις εγκατάστασης. 

					Η δεύτερη ομάδα περιλαμβάνει τις χρονοϊστορίες των δύο οριζόντιων εδαφικών σεισμικών συνιστωσών [image: ]. 

			

			Απο κάθε χρονοϊστορία αρχικά απομακρύνεται ο θόρυβος χρησιμοποιώντας κατάλληλο ψηφιακό φίλτρο Βutterworth προσαρμογής δύο πλευρών, Σχήμα 12.3. Για τα συνήθη κτίρια οπλισμένου σκυροδέματος, χρησιμοποιούνται οι εξής τιμές των συχνοτήτων αποκοπής [image: ], ενώ για μεταλλικές κατασκευές λαμβάνεται [image: ]. Επίσης, σε κάθε περίπτωση γίνεται διόρθωση της γραμμής αναφοράς (linear baseline correction) όλων των χρονοϊστοριών επιτάχυνσης. Η καμπύλη προσαρμογής στα δύο άκρα του πλάτους ζώνης καθορίζεται από την τάξη 2Ν που χρησιμοποιείται στην εξίσωση του εύρους του φίλτρου Α, Σχήμα 12.4. Συνήθως για βέλτιστα αποτελέσματα έχουμε πως Ν=4:

			
				
					[image: ]
				

			

			Στην περίπτωση των τυχαίων σημάτων όπως είναι οι χρονοϊστορίες επιτάχυνσης, η απομάκρυνση του θορύβου πρέπει να γίνεται με προσοχή διότι μπορεί να αποκοπούν χρήσιμες συχνότητες. Μία από τις ακριβέστερες μεθοδολογίες για την ορθολογική απομάκρυνση του θορύβου είναι η παρακάτω επαναληπτική διαδικασία (Oppenheim and Schafer, 1975; Papoulis, 1985; Bendat and Piersol, 2000) που απαιτεί τον υπολογισμό των τριών ακόλουθων μεγεθών για κάθε τιμή του εύρους του φίλτρου Α, ξεκινώντας με Α=1.00:

			
				
					[image: Sx]
				

			

			Σχήμα 12.3 Το ψηφιακό φίλτρο προσαρμογής δύο πλευρών με τις καμπύλες προσαρμογής. 

			
					Υπολογισμός της συνάρτησης αυτοσυσχέτισης [image: ] του θορύβου μόνο.

					Yπολογισμός της συνάρτησης ετεροσυσχέτισης [image: ] του φιλτραρισμένου σήματος με τον θόρυβο.

					Yπολογισμός του λόγου του φιλτραρισμένου σήματος προς τον θόρυβο ως λ=S/N, όπου S είναι μία από τις ακόλουθες παραμέτρους: (i) Η θετική ρίζα της μέσης τετραγωνικής τιμής [image: ]του φιλτραρισμένου σήματος, που γενικώς θεωρείται το πλέον αξιόπιστο, (ii) η μέση ισχύς του φιλτραρισμένου σήματος, (iii) η στιγμιαία μέγιστη ισχύς του φιλτραρισμένου σήματος, (iv) η μέγιστη τιμή της αυτοφασματικής πυκνότητας του φιλτραρισμένου σήματος, και (v)	το μέγιστο πλάτος από το μετασχηματισμό Fourier του φιλτραρισμένου σήματος.

			

			Στη συνέχεια, δίνοντας νέα τιμή στο Α (π.χ., Α=0.995) γίνεται επανάληψη των παραπάνω υπολογισμών και αυτό συνεχίζεται για πτωτικές τιμές του Α (π.χ., Α=0.98). Η εκάστοτε τιμή του Α αποκόπτει κατάλληλα τα ακρότατα τμήματα της εξεταζόμενης χρονοϊστορίας επιταχύνσεων, τα οποία εμφανίζονται ενίοτε πλασματικά εξαιτίας του μικρού χρονικού βήματος που χρησιμοποιείται στον FFT. Το βέλτιστο φίλτρο είναι εκείνο όπου συνδυάζει τις ακόλουθες τρεις απαιτήσεις κατά σειρά σπουδαιότητας: (i) Eλαχιστοποιείται η συνάρτηση αυτοσυσχέτισης [image: ] του θορύβου, (ii) ελαχιστοποιείται η συνάρτηση ετεροσυσχέτισης [image: ] μεταξύ του φιλτραρισμένου σήματος και του θορύβου, και (iii) επιτυγχάνεται μεγάλη τιμή του λόγου λ. Επιπροσθέτως, αναφέρουμε τις παρακάτω λεπτομέρεις αναφορικά με τη μεθόδο.

			
				
					[image: Sx]
				

			

			Σχήμα 12.4 Λεπτομέρεις της καμπύλης προσαρμογής του ψηφιακού φίλτρου για διάφορες τιμές του N στην περιοχή της συχνότητας f2H=10Hz για f2H-B2<f .

			
					Ο προσανατολισμός (polarity) όλων των επιταχυνσιόμετρων προς τους θετικούς ημιάξονες Οx, Οy , Σχήμα 12.1, είναι αναγκαίος προκειμένου να υπολογισθούν σωστά τα πρόσημα των συνιστωσών της εκάστοτε ιδιομορφής.

					Τα επιταχυνσιόμετρα θα πρέπει να έχουν κοινή έναρξη και κοινό χρόνο καταγραφής, ενώ συνιστάται να έχουν τουλάχιστον 10 sec διάρκεια προ της έναρξης (pre-event time) και 20 sec διάρκεια μετά το πέρας (post-event time) της σεισμικής διέγερσης.

			

			12.3.2 Παράδειγμα Εφαρμογής 

			Για κάποιο συγκεκριμένο κτίριο, γίνεται υπολογισμός της χρονοϊστορίας των στρεπτικών επιταχύνσεων [image: ]για κάθε διάφραγμα i=1,2,…Κ , όπου Κ είναι ο αριθμός των ορόφων ενός πολυώροφου κτιρίου, από την καταγραφή των χρονοϊστοριών των ολικών μεταφορικών επιταχύνσεων [image: ] και [image: ] των δύο παράλληλων επιταχυνσιομέτρων σύμφωνα με τη σχέση [image: ]. Για το παράδειγμα του μονώροφου κτιρίου του Σχήματος 12.1, έχουμε τις ακόλουθες τρεις καταγραφές που δίδονται στο Σχήμα 12.5.

			Η διαδικασία υπολογισμού των ιδιομορφικών χαρακτηριστικών του κτιρίου έχει την εξής αλγοριθμική μορφή: 

			
					Υπολογισμός των διαγραμμάτων στο πεδίο των συχνοτήτων μέσω του Ταχέως Μετασχηματισμού Fourier (FFT) για όλες τις χρονοϊστορίες επιταχύνσεων (μεταφορικές και στρεπτικές). Η γραφική παράσταση όλων αυτών στο ίδιο σχήμα είναι απαραίτητη προϋπόθεση για τον εντοπισμό των ιδιοσυχνοτήτων του κτιρίου, Σχήμα 12.6. 

					Από τα διαγράμματα FFT των στρεπτικών επιταχύνσεων [image: ] των ορόφων επισημαίνονται όλες οι συχνότητες για τις οποίες εμφανίζονται ταυτόχρονα τοπικά μέγιστα του εύρους ταλάντωσης. Στη συνέχεια, γίνεται έλεγχος εάν στις συχνότητες αυτές συμβαίνει να εμφανίζουν τοπικά μέγιστα και για τις μεταφορικές επιταχύνσεις στα σημεία εγκατάστασης (A, B, …, κ.λπ.) των επιταχυνσιομέτρων. Αν αυτό ισχύει, τότε οι συχνότητες αυτές αποτελούν τις ιδιοσυχνότητες του κτιρίου που αναδεικνύονται από τη συγκεκριμένη διέγερση, Σχήμα 12.6. Για επιβεβαίωση, μπορούμε να εφαρμόσουμε την ίδια τεχνική στα διαγράμματα Φασματικής Πυκνότητας Ισχύος (PSD) των αντίστοιχων χρονοϊστοριών και να κρατήσουμε τις συχνότητες που επαληθεύονται και από τις δύο διαδικασίες.[image: Sx]
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Σχήμα 12.5 Διορθωμένη χρονοϊστορία απόκρισης μεταφορικών επιταχύνσεων στις σχηματικές θέσεις Α και B της κάτοψης του μονώροφου κτιρίου και υπολογισμός της χρονοϊστορίας απόκρισης της στρεπτικής επιτάχυνσης στο διάφραγμα.
[image: Sx]
Σχήμα 12.6 Υπολογισμός διαγραμμάτων FFT των χρονοϊστοριών των μεταφορικών και στρεπτικών επιταχύνσεων και προσδιορισμός των ιδιοσυχνοτήτων του μονώροφου κτιρίου.


					 Στη συνέχεια στις θέσεις A, B, … κ.λπ., υπολογίζονται οι χρονοϊστορίες των ιδιομορφικών μεταφορικών επιταχύνσεων απόκρισης. Αυτό γίνεται με τη χρήση ενός κατάλληλου ψηφιακού φίλτρου δύο πλευρών που αφήνει να διέλθει μόνο η συγκεκριμένη (γνωστή πλέον) ιδιοσυχνότητα του κτιρίου. Για παράδειγμα, στο Σχήμα 12.7 έχουμε με συνεχή γραμμή το φίλτρο για τις διορθωμένες χρονοϊστορίες μεταφορικών επιταχύνσεων προκειμένου να ανακτηθούν οι αρμονικές ιδιομορφικές χρονοϊστορίες της πρώτης ιδιομορφής για κάθε θέση A, B, ..., κ.λπ.. Το φίλτρο αυτό αφήνει να διέλθει η θεμελιώδης ιδιοσυχνότητα του κτιρίου f=1.599 Hz, ενώ αποκόπτει (ή περιορίζει δραστικά) όλες τις υπόλοιπες συχνότητες της χρονοϊστορίας. Σε αντιδιαστολή, έχουμε με διακεκομμένη γραμμή και ένα δεύτερο φίλτρο που αφήνει ανεπηρέαστη τη θεμελιώδη ιδιοσυχνότητα f=1.599 Hz, το οποίο όμως είναι ακατάλληλο για την απομόνωση της ζητούμενης ιδιομορφικής χρονοϊστορίας. Η ίδια διαδικασία επαναλαμβάνεται για όλες τις άλλες ιδιοσυχνότητες που εντοπίσθηκαν στο Σχήμα 12.7, τροποποιώντας κατάλληλα κάθε φορά το ψηφιακό φίλτρο που χρησιμοποιείται.

					Η γραφική παράσταση των ιδιομορφικών χρονοϊστοριών μεταφορικής απόκρισης μιας συγκεκριμένης ιδιομορφής δίδει το μέγιστο ιδιομορφικό πλάτος απόκρισης στη συγκεκριμένη θέση και επίσης τη διαφορά φάσης που έχουν μεταξύ τους οι ιδιομορφικές συνιστώσες μεταξύ τους, Σχήμα 12.8.

					Για μια συγκεκριμένη κοινή χρονική στιγμή, μπορούμε να κανονικοποιήσουμε τα ακραία ιδιομορφικά πλάτη απόκρισης (a, b, c, d, …) από τις αντίστοιχες χρονοϊστορίες (Α, Β, C, D, …) των ιδιομορφικών μεταφορικών αποκρίσεων. Οι λόγοι a/a, b/a, c/a, d/a,… τότε αναπαριστούν τις ιδιομορφικές συνιστώσες της υπ΄όψη ιδιομορφής στις θέσεις εγκατάστασης των επιταχυνσιόμετρων, Σχήματα 12.9, 12.10. Οι ιδιομορφικές συνιστώσες [image: ] των ιδιομορφών προκύπτουν από τις ιδιομορφικές χρονοϊστορίες των επιταχύνσεων απόκρισης [image: ] σύμφωνα με τη σχέση [image: ]. Σύμφωνα με το Σχήμα 12-2, οι ιδιομορφικές συνιστώσες προκύπτουν απευθείας από τους παρακάτω λόγους
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			Σχήμα 12.7 Φίλτρα για λήψη χρονοϊστορίας ιδιομορφικής απόκρισης επιταχύνσεων στην ζητούμενη ιδιοσυχνότητα των f=1.599Hz: (a) Κατάλληλο φίλτρο με Ν=4, f1H=1.59 Hz, f2H=1.61 Hz και ζώνη Β1= Β2=0.01 Ηz που οδηγεί σε A=0.72, και (b) ακατάλληλο φίλτρο με Ν=4, f1H=1.00 Hz, f2H=5.00 Hz και ζώνη Β1=0.60 Ηz, Β2=3.40 Ηz που οδηγεί σε A=1.00.
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			Σχήμα 12.8 Ιδιομορφικές χρονοϊστορίες της θεμελιώδους ιδιομορφής (f1=1.599Hz) στις θέσεις Α και Β της κάτοψης του κτιρίου.

			Στην περίπτωση που ζητάμε τα ακραία ιδιομορφικά πλάτη απόκρισης να είναι ανεπηρέαστα από την εξωτερική σεισμική διέγερση, τότε πρέπει να χρησιμοποιείται αποκλειστικά το τμήμα της ελεύθερης ταλάντωσης (post-event time) του κτιρίου. Ακόμη όμως και εάν χρησιμοποιηθούν τα ακραία ιδιομορφικά πλάτη ολόκληρης της ιδιομορφικής χρονοϊστορίας, δεν υπάρχει σφάλμα, αρκεί βέβαια οι τελικές τιμές των ιδιομορφικών συνιστωσών να είναι κανονικοποιημένες. Πρακτικά, η εξωτερική διέγερση δίδει καλύτερα απότελέσματα από την ελεύθερη ταλάντωση, ιδίως εάν εμφανίζεται το φαινόμενο του συντονισμού με ταύτιση της συχνότητας διέγερσης με κάποια ιδιοσυχνότητα. Πρόσφατες εφαρμογές μετρήσεων δυναμικής απόκρισης κατασκευών με μικρές διαστάσεις (πεζογέφυρες, κλίμακες) υπό περιβαλλοντικού-τύπου διεγέρσεις αναφέρονται από τους Manolis et al. (2014) και Makarios et al (2015). 

			Επίσης, από τη γραφική παράσταση των ιδιομορφικών χρονοϊστοριών μεταφορικής απόκρισης μιας συγκεκριμένης ιδιομορφής, προκύπτουν τα πρόσημα των επιμέρους ιδιομορφικών συνιστωσών των ιδιομορφών. Πιο συγκεκριμένα, όταν η διαφορά φάσης που εμφανίζουν μεταξύ των οι ιδιομορφικές αποκρίσεις στις θέσεις εγκατάστασης των επιταχυνσιομέτρων είναι μηδέν (Σχήμα 12.9), τότε οι ιδιομορφικές συνιστώσες είναι ομόσημες. Εαν η διαφορά φάσης είναι π rad (Σχήμα 12.10) τότε οι ιδιομορφικές συνιστώσες είναι ετερόσημες. 
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			Σχήμα 12.9 Ιδιομορφικές χρονοϊστορίες στην περιοχή των μέγιστων πλατών με μηδενική διαφορά φάσης και λόγους a/a ,b/a να δίνουν τις ιδιομορφικές συνιστώσες του κτιρίου στις θέσεις Α και Β κατά την πρώτη ιδιομορφή.
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			Σχήμα 12.10 Ιδιομορφική χρονοϊστορία C με διαφορά φάσης π σε σχέση με τις ιδιομορφικές χρονοϊστορίες Α και Β, με την ιδιομορφική συνιστώσα c/a να έχει αρνητικό πρόσημο ενώ οι ιδιομορφικές συνιστώσες a/a ,b/a έχουν θετικό πρόσημο.

			Στη συνέχεια, οι παράμετροι που δύνανται να υπολογισθούν εκτελώντας κατάλληλη αριθμητική επεξεργασία, είναι οι ακόλουθες: 

			
					Οι φυσικές ιδιοσυχνότητες [image: ] (σε Hz) του εξεταζόμενου κτιρίου, καθώς επίσης και τα παράγωγα μεγέθη, οι κυκλικές ιδιοσυχνότητες [image: ]και οι ιδιοπερίοδοι [image: ].

					Η ιδιομορφική χρονοϊστορία επιταχύνσεων απόκρισης [image: ], για κάθε i-στη ιδιομορφή στη n-στη θέση εγκατάστασης των επιταχυνσιόμετρων. Η χρήση αυτών των ιδιομορφικών χρονοϊστοριών επιτάχυνσης αποτελεί κεντρικό σημείο της παρούσης μεθόδου, και για τον λόγο αυτό ονομάζεται «μέθοδος των ιδιομορφικών χρονοϊστοριών επιτάχυνσης». 

					Οι ιδιομορφικές χρονοϊστορίες απόκρισης ταχυτήτων [image: ] και μετατοπίσεων [image: ] προκύπτουν έμμεσα από τις ιδιομορφικές χρονοϊστορίες επιταχύνσεων [image: ] με αριθμητική ολοκλήρωση.

					Το ποσοστό ισοδύναμης ιξώδους απόσβεσης [image: ] υπολογίζεται ως ο αριθμητικός μέσος όρος των επιμέρους ποσοστών απόσβεσης [image: ] των ιδιομορφικών συνιστωσών όλων των επιταχυνσιομέτρων (των τριών επιταχυνσιομέτρων για την περίπτωση του μονώροφου κτιρίου) για κάθε ιδιομορφή ως [image: ]. Εδώ χρησιμοποιείτια μόνο η ελεύθερη ταλάντωση (δηλαδή, το δεύτερο ήμισυ του post-event χρόνου) της κάθε ιδιομορφικής απόκρισης [image: ], Σχήμα 12-2.	

					Η ακρίβεια που επιτυγχάνεται από την προηγούμενη διαδικασία είναι συνήθως ικανοποιητική. Για βελτίωση της ακρίβειας των αποτελεσμάτων, πρέπει να εκτελέσουμε απλές τεχνικές βελτιστοποίησης. 

			

		

	
		
			Κεφάλαιο 13: Εφαρμογές και Προγράμματα Επίλυσης με Η/Υ

			13.1 Η Εφαρμογή Dynasoft

			Το όνομα της εφαρμογής dynasoft, προέρχεται από τη σύμπτυξη και μετέπειτα συνένωση δυο λέξεων. Η ιδέα του ονόματος βασίστηκε στην προσπάθεια απόδοσης δυο χαρακτηριστικών της παρούσας εφαρμογής, με την πρώτη ερμηνεία να προέρχεται από τις λέξεις dynamics και software, δηλαδή το λειτουργικό για τη δυναμική, ενώ η δεύτερη να αποδίδει την σημασία της απλότητας και της εκπαιδευτικής στόχευσης της εφαρμογής από την συνένωση των λέξεων dynamics και soft, που θα μπορούσε να αποδοθεί ως υποτυπώδης εφαρμογή της δυναμικής. Δεν ήταν δηλαδή στις προθέσεις των συγγραφέων αλλά και της ύλης του βιβλίου, η ανάπτυξη ενός ολοκληρωμένου προγράμματος που να καλύπτει το σύνολο των εφαρμογών της δυναμικής των κατασκευών. 

			Γίνεται λοιπόν σαφής ο εκπαιδευτικός χαρακτήρας του dynasoft, αλλά και ο σκοπός και στόχος των συγγραφέων αυτού του βιβλίου. Η εφαρμογή αυτή μπορεί να θεωρηθεί ότι αποτελείται από τέσσερις βασικές υπολειτουργίες, που όμως όλες μαζί διαμορφώνουν ένα εκπαιδευτικό πλαίσιο κατάλληλο στο να παίξει το ρόλο ενός ηλεκτρονικού εργαστηρίου της δυναμικής των κατασκευών. 

			Η γλώσσα προγραμματισμού που επιλέχθηκε είναι η java για τρεις κυρίως λόγους. Πρώτος λόγος είναι το γεγονός ότι η java είναι ελεύθερα διαθέσιμη μέσω του διαδικτύου. Δεύτερος λόγος, το γεγονός ότι είναι ευρέως διαδεδομένη αφού εγκαθίσταται σε πληθώρα συσκευών και είναι ανεξάρτητη λειτουργικού συστήματος. Τέλος, τρίτο λόγο αποτελεί το γεγονός ότι η ευκολία, η ευελιξία και το εύρος των εφαρμογών που μπορεί να βρεθεί και να αναπαραχθεί, είναι τέτοια που καθιστούν την java ένα ιδιαίτερα χρήσιμο εργαλείο για προγράμματα εκπαιδευτικού χαρακτήρα όπως και για πιο εξειδικευμένες εφαρμογές επιστημονικού ενδιαφέροντος. Το παραγόμενο εκπαιδευτικό λογισμικό, έχει δημιουργηθεί με τη σκέψη της διαδικτυακής λειτουργίας, αλλά και της απευθείας λειτουργίας σε προσωπικούς υπολογιστές ή άλλες συμβατές συσκευές. Το λογισμικό αυτό αποτελεί μέρος του βιβλίου και διατίθεται ελεύθερα μαζί με τον κώδικα του υπό την άδεια GPL, στην αντίστοιχη ιστοσελίδα (http://dynasoft.civil.auth.gr/). 

			Συνοπτικά, οι δυνατότητες του προγράμματος μπορούν να συγκεντρωθούν σε αυτή τη παράγραφο: (i). Εισαγωγή και ανάλυση κάποιων τυποποιημένων συστημάτων (εδώ θα αναφέρονται ως dynasoft-κατασκευές), (ii) Υπολογισμός δυναμικών και ίδιο-χαρακτηριστικών αυτών των κατασκευών, (iii) Εισαγωγή φορτίων είτε σε αναλυτική μαθηματική μορφή είτε από αρχεία καθώς και δυνατότητα εισαγωγής διέγερσης της βάσης, θεώρηση μη μηδενικών αρχικών συνθηκών, (iv) Ανάλυση σε φόρτιση εξαρτώμενη από τον χρόνο και υπολογισμός των χρονοϊστοριών της απόκρισης, (v) Εισαγωγή φάσματος και υπολογισμός των φασματικών παραμέτρων, (vi) Τέλος, υπάρχει η δυνατότητα κατασκευής φασμάτων για συγκεκριμένο φορτίο που διαβάζεται από αρχείο και θεωρείται ως επιτάχυνση της βάσης.

			13.2 Το Γραφικό Περιβάλλον Dynasoft 

			Το γραφικό περιβάλλον διάδρασης με τον χρήστη του συνοδευτικού λογισμικού dynasoft αποτελείται από τέσσερα μέρη, το καθένα με ξεχωριστή λειτουργία και σκοπό. Πιο συγκεκριμένα έχουμε το τμήμα γραφικής απεικόνισης του υπό μελέτη συστήματος και της κινηματικής κατάστασης αυτού (παραμόρφωση, ιδιοδιανύσματα, κίνηση στον χρόνο). Το τμήμα κειμένου πληροφοριών είναι αυτό στο οποίο δίνονται καταχωρημένα δεδομένα, υπολογισμένα στοιχεία της κατασκευής αλλά και αποτελέσματα απόκρισης. Το τμήμα απεικόνισης διαγραμμάτων, όπου σχεδιάζονται διαγράμματα της απόκρισης στον χρόνο, αλλά και αντίστοιχα διαγράμματα φασματικών μεγεθών ως συνάρτηση της ιδιοπεριόδου. Τέλος, υπάρχει και η μπάρα του κυρίως μενού που αποτελείται από επιμέρους επιλογές, το σύνολο των οποίων μας επιτρέπουν να εισάγουμε και να διαχειριζόμαστε κατάλληλα τα στοιχεία και τις δυνατότητες του προγράμματος. Στο Σχήμα 13.1 απεικονίζεται το γραφικό περιβάλλον του προγράμματος ενώ τα επιμέρους τμήματα στα οποία αναφερθήκαμε πιο πάνω σημειώνονται ευδιάκριτα. 

			Ο σχεδιασμός του λογισμικού έχει γίνει υιοθετώντας κάποιες από τις αρχές του αντικειμενοστραφούς προγραμματισμού (object-oriented programming), με συνέπεια να είναι προσαρμοστικό και να δέχεται εύκολα μετατροπές και προσαρτήσεις επιπλέον λειτουργιών. Τέτοια παραδείγματα θα μπορούσαν να είναι π.χ., η προσάρτηση επίλυσης που να βασίζεται σε ανάπτυξη στη βάση των ιδιοδιανυσμάτων ή και η επίλυση στον χώρο της συχνότητας με χρήση ολοκληρωτικών μετασχηματισμών (Fourier, Laplace, κ.α.), μεταξύ άλλων δυνατοτήτων.
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			Σχήμα 13.1 Γραφικό περιβάλλον διάδρασης με τον χρήστη

			Ακολουθεί μια πιο ενδελεχής περιγραφή των τεσσάρων επιμέρους τμημάτων του γραφικού περιβάλλοντος, ξεκινώντας από τη μπάρα του κυρίως μενού. Το πλήκτρο File περιεχέι τα δύο επιμέρους μενού New και Define. Η επιλογή Define μας παρέχει τη δυνατότητα να ορίσουμε μία από τις τέσσερις κύριες οντότητες του προγράμματος. Επιγραμματικά, από εκεί μπορούμε να καθορίσουμε, τον μονοβάθμιο ταλαντωτή (οντότητα sdof), το μονώροφο τρισδιάστατο κτίριο (οντότητα storey), το επίπεδο πλαίσιο ενός ανοίγματος και έως τριών ορόφων (οντότητα frame), και τέλος τον υπολογιστή φασμάτων (οντότητα specalc). Η επιλογή καθορισμού μίας από τις πιο πάνω οντότητες απαιτεί την εισαγωγή περαιτέρω δεδομένων, τα οποία και θα δούμε σε επιμέρους ενότητες που ακολουθούν. Να ξεκαθαρίσουμε εδώ πως οι οντότητες sdof, storey και frame, έχουν κάποιες κοινές ιδιότητες και λειτουργίες μεταξύ τους, όπως θα φανεί και στη συνέχεια. Για τον λόγο αυτό τις προηγούμενες τρεις οντότητες θα τις ονομάζουμε και dynasoft-κατασκευές, ενώ ο υπολογιστής φασμάτων θα αποτελεί μια ξεχωριστή περίπτωση. Το μενού Define αναφέρεται στις dynasoft-κατασκευές και πιο συγκεκριμένα αφορά τον καθορισμό φορτίων (loading), αρχικών συνθηκών (initial conditions) ή κάποιου φάσματος από το οποίο θα εξαχθούν οι χαρακτηριστικές φασματικές τιμές της κάθε dynasoft-κατασκευής, ανάλογα και με τις υπολογιζόμενες ιδιοπεριόδους τους. Οι επιμέρους επιλογές του μενού Define θα είναι ανενεργές ωσότου να οριστεί κάποια dynasoft-κατασκευή. Το πλήκτρο Edit μας παρέχει τις εξής δύο δυνατότητες με ισάριθμες επιλογές στο μενού του. Η πρώτη δυνατότητα είναι η επιλογή καθορισμού παραμέτρων για τον αλγόριθμο χρονικής ολοκλήρωσης β-Newmark (β-Newmark parameters), με προκαθορισμένη επιλογή αυτή της σταθερής μέσης επιτάχυνσης, που αντιστοιχεί στις παραμέτρους γ=1/2 και β=1/4. Στο ίδιο πλαίσιο διάλογου καθορίζεται και το βήμα χρονικής ολοκλήρωσης, στο οποίο έχει δοθεί μια προκαθορισμένη τιμή 0.001sec. Η δεύτερη δυνατότητα είναι η στον χρόνο ανάλυση (transient analysis), η οποία και παραμένει ανενεργή έως ότου να καθοριστεί κάποια dynasoft-κατασκευή και η στον χρόνο φόρτιση. Από το πλήκτρο View μπορούμε να επιλέγουμε αν θα απεικονίζονται στο αντίστοιχο τμήμα απεικόνισης διαγραμμάτων γραφικές παραστάσεις που αφορούν απόκριση κάποιας dynasoft-κατασκευής ή γραφήματα που αφορούν στον υπολογισμό φασμάτων από κάποια φόρτιση βάσης. Το πλήκτρο Tools περιέχει στην παρούσα έκδοση του προγράμματος, τη μοναδική επιλογή για τις παραμέτρους διαγράμματος (plot parameters), που αφορούν τις παραμέτρους που χρησιμοποιούνται για να κατασκευαστεί και απεικονιστεί ένα διάγραμμα. Επίσης, αφορούν και την επιλογή απεικόνισης συγκεκριμένου ιδιοδιανύσματος στο τμήμα γραφικής απεικόνισης. Τέλος, εμπεριέχει και δίνει πρόσβαση σε παραμέτρους που αφορούν κάποιες υποτυπώδεις δυνατότητες κινούμενης απεικόνισης (animation). Τελευταίο πλήκτρο στο κυρίως μενού είναι το Help, το οποίο μας παρέχει πρόσβαση σε πληροφορίες σχετικές με το λογισμικό dynasoft και τους συγγραφείς.

			13.3 Οντότητα Μονοβάθμιου Ταλαντωτή sdof

			Για την παρουσίαση της συγκεκριμένης οντότητας, αλλά και λειτουργιών του προγράμματος, θα ορίσουμε ένα υποθετικό πρόβλημα. Έστω ένας μονοβάθμιος ταλαντωτής δυσκαμψίας k=2000 kN /m2 και μάζας m=10 tn, ο οποίος βρίσκεται σε κατάσταση ηρεμίας στον χρόνο μηδέν, ενώ υπόκειται σε εξωτερική διέγερση, η χρονική εξέλιξη της οποίας δίνεται από αναλυτική μαθηματική σχέση:

			fext =sin(1.1∙ωο∙t) kN, για χρονικό διάστημα από t=0 έως t=10 sec. 

			Στη σχέση του εξωτερικού φορτίου ω0 είναι η ιδιοσυχνότητα του ταλαντωτή. Να υπολογιστούν τα δυναμικά χαρακτηριστικά του ταλαντωτή και να δοθούν τα διαγράμματα χρονικής εξέλιξης της μετακίνησης, της ταχύτητας και της επιτάχυνσης στο παραπάνω χρονικό διάστημα.

			Από το κυρίως μενού του προγράμματος και το πλήκτρο New επιλέγουμε sdof και εμφανίζεται το παράθυρο εισαγωγής του μονοβάθμιου ταλαντωτή, όπως φαίνεται στο Σχήμα 13.2. Για τον ορισμό του sdof απαιτούνται τρεις μεταβλητές, ο συντελεστής δυσκαμψίας, η μάζα και η απόσβεση που εδώ δίνεται ως το ποσοστό επί της κρίσιμης απόσβεσης ζ. Το πρόγραμμα, αφού έχει υπολογίσει την ιδιοπερίοδο και την ιδιοσυχνότητα, υπολογίζει και τον συντελεστή απόσβεσης c. Η εικόνα του dynasoft θα είναι, αφού εισάγουμε τα δεδομένα και πιέσουμε ενημέρωση, παρόμοια με αυτή του Σχήματος 13.3.
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			Σχήμα 13.2 Πλαίσιο διαλόγου εισαγωγής μονοβάθμιου ταλαντωτή.

			Στο τμήμα γραφικής απεικόνισης έχει σχεδιασθεί ένα απλό σχηματικό ανάλογο του μονοβάθμιου ταλαντωτή ενώ ταυτόχρονα στο τμήμα κειμένου πληροφοριών έχουν συμπληρωθεί τα δεδομένα της δυσκαμψίας, της μάζας και του συντελεστή κρίσιμη απόσβεσης, καθώς και ο συντελεστής απόσβεσης c και τα εξής δυναμικά χαρακτηριστικά: (i) της ιδιοπεριόδου Τ=0.444 sec, (ii) της ιδιοσυχνότητας ω=14.142 rad/sec, και (iii) της αποσβεσμένης ιδιοσυχνότητας που εδώ συμπίπτει με την αναπόσβεστη.

			Ο καθορισμός του φορτίου γίνεται από File→Define→loading, όπου και εμφανίζεται το πλαίσιο διαλόγου της εισαγωγής της φόρτισης, το οποίο στην περίπτωση του μονοβάθμιου ταλαντωτή θα έχει μορφή παρόμοια με αυτή της εικόνας του Σχήματος 13.4. Στο συγκεκριμένο πλαίσιο διαλόγου, διακρίνουμε τα πεδία καθορισμού της φόρτισης, της τιμής του διακριτού χρονικού βήματος, καθώς και του καθορισμού τιμής συνολικού χρόνου. Προσοχή απαιτείται εδώ, καθώς αυτό είναι το χρονικό βήμα στο οποίο υπολογίζονται ή δίνονται οι τιμές της συνάρτησης εξωτερικής φόρτισης και διαφέρει από το βήμα χρονικής ολοκλήρωσης (δείτε Κεφάλαιο 8), το οποίο καθορίζεται από το Tools→β-Nemark parameters. Στο συγκεκριμένο παράδειγμα έχουμε επιλέξει για το διακριτό χρονικό βήμα, την τιμή dt=0.01sec (που είναι και η προκαθορισμένη τιμή για το βήμα χρονικής ολοκλήρωσης) ενώ ο συνολικός χρόνος από τα δεδομένα του προβλήματος είναι Τολ=10sec. 
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			Σχήμα 13.3 Εικόνα προγράμματος αφού έχουμε εισάγει τον μονοβάθμιο ταλαντωτή.
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			Σχήμα 13.4 Πλαίσιο διαλόγου εισαγωγής φόρτισης για τον μονοβάθμιο ταλαντωτή.

			Όσον αφορά τον καθορισμό του φορτίου, θα σταθούμε εδώ λίγο περισσότερο από ότι το απαιτεί η ανάγκη του προβλήματος, έτσι ώστε να εξηγήσουμε τις δυνατότητες που υπάρχουν. Η εισαγωγή αυτής καθ’ αυτής της δύναμης μπορεί να γίνει είτε δίνοντας την αναλυτική μαθηματική έκφραση της ως συνάρτηση του χρόνου t, που εδώ θα είναι 

			fext=sin(1.1*ωο*t)=sin(1.1*14.142*t), 

			είτε με τιμές από αρχείο. Για τη δεύτερη επιλογή θα επιλέξουμε να απελευθερώσουμε κατάλληλα το αντίστοιχο πεδίο και έπειτα, αφού ενεργοποιηθεί το πλήκτρο αρχείο, το πατάμε για να καθορίσουμε το ASCII αρχείο, όπου μέσα βρίσκονται εγγεγραμμένες οι τιμές του φορτίου σε μορφή μιας στήλης. Σημειώνουμε εδώ πως το διακριτό χρονικό βήμα είναι κοινό για το βήμα χρονικής ολοκλήρωσης και το βήμα που δίνονται οι τιμές στο αρχείο φόρτισης. 

			Ως παράδειγμα την περίπτωση που έχουμε συνολικό χρόνο 10 sec με ένα βήμα 0.01 sec, τότε περιμένουμε στο αρχείο να υπάρχουν 1000 τιμές. Σε περίπτωση που υπάρχουν περισσότερες, οι επιπλέον δεν λαμβάνονται υπόψη ενώ αν υπάρχουν λιγότερες τιμές, από εκεί και πέρα θεωρείται ότι η φόρτιση είναι μηδενική. Πατώντας ενημέρωση, η φόρτιση έχει καθοριστεί και στο τμήμα κειμένου πληροφοριών αναγράφεται το μήνυμα “Καθορισμένη Εξωτερική Φόρτιση στον Χρόνο”. Σε αυτό το σημείο είναι χρήσιμο να αναφέρουμε κάποιες από τις συναρτήσεις που υποστηρίζονται στο πρόγραμμα.
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			Πίνακας 13.1 Αναλυτικές συναρτήσεις φόρτισης.

			Πολλές φορές, οι κατασκευές δέχονται φορτία, τα οποία έχουν ορισμένη διάρκεια στον χρόνο και μετά είναι μηδενικά. Για να ορίσουμε τέτοιες συναρτήσεις στο dynasoft, μπορούμε είτε να χρησιμοποιήσουμε τη συνάρτηση υπό συνθήκες if() είτε τη συνάρτηση Ηeaviside . Εδώ θα χρησιμοποιήσουμε τη συνάρτηση Ηeaviside η οποία ορίζεται ως:

			 h(t-t1) =1.0, για t≥t1 =0.0, για t<t1  (13.1) 

			Η συνάρτηση Ηeaviside, μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τον ορισμό συναρτήσεων ορισμένου χρόνου f(t), η οποία και ενεργεί από το χρόνο t1 έως το χρόνο t2 ως εξής:

			 f(t)*( h(t-t1) – h(t-t2) )  (13.2)

			Κάποια τέτοια παραδείγματα μπορούμε να δούμε και στον πινάκα που ακολουθεί, όπου δίνονται κάποιες συχνά εμφανιζόμενες φορτίσεις και ο τρόπος με τον οποίο ορίζονται οι συναρτήσεις τους.
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			Πίνακας 13.2 Σύνθεση συναρτήσεων φόρτισης με χρήση της συνάρτησης Ηeaviside.

			Αφού έχουμε καθορίσει και τη φόρτιση, στο πλήκτρο Edit θα έχει πλέον ενεργοποιηθεί η επιλογή της ανάλυσης χρονοϊστορίας (transient analysis) και μπορούμε να την επιλέξουμε έτσι ώστε να προχωρήσουμε στην ανάλυση και τη δημιουργία της απόκρισης του ταλαντωτή.
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			Σχήμα 13.5 Μορφή γραφικού περιβάλλοντος μετά από την ανάλυση χρονοϊστορίας.

			Πριν αρχίσουμε την ανάλυση, από το πλήκτρο Edit και μέσω της επιλογής β-Newmark parameters, μπορούμε να αλλάξουμε τις τιμές των συντελεστών του αλγορίθμου. Μετά την ανάλυση, η εικόνα του γραφικού περιβάλλοντος του dynasoft θα είναι παρόμοια με της εικόνας του Σχήματος 13.5. Στο τμήμα κειμένου πληροφοριών έχουν εγγραφεί οι τιμές της απόκρισης του μονοβάθμιου ταλαντωτή (μετατόπιση, ταχύτητα και επιτάχυνση) ενώ στο τμήμα απεικόνισης διαγραμμάτων έχει ήδη σχεδιαστεί η μετατόπιση u στον χρόνο t, Σχήμα13.6. Με δεξί ‘κλικ’ στο τμήμα κείμενου πληροφοριών, εμφανίζονται οι επιλογές καθαρισμός, για να σβήσουμε ότι έως τώρα έχει εγγραφεί και αντιγραφή για να γράψουμε στη μνήμη ό,τι έχουμε επιλέξει. Έχει πλέον ενεργοποιηθεί και η επιλογή Tools→plot parameters, την οποία και όταν επιλέξουμε, εμφανίζεται το αντίστοιχο πλαίσιο διαλόγου που φαίνεται στο Σχήμα 13.7.
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			Σχήμα13.6 Διάγραμμα μετατόπισης στο χρόνο όπως δημιουργήθηκε από το dynasoft.
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			Σχήμα 13.7 Πλαίσιο διαλόγου διαχείρισης διαγραμμάτων, παραμόρφωσης φορέα και κινούμενων απεικονίσεων.

			Αντίστοιχα, με δεξί κλικ, στο τμήμα απεικόνισης διαγραμμάτων εμφανίζονται οι επιλογές αντιγραφή δεδομένων, οπότε και αντιγράφονται στη μνήμη τα δεδομένα του εκάστοτε τρέχοντος διαγράμματος και αποθήκευση διαγράμματος, με την οποία μπορούμε να αποθηκεύσουμε το τρέχων διάγραμμα σε αρχείο εικόνας png, όπως αυτό του Σχήματος 13.6. Με το κλασικό σύμβολο του play που υπάρχει στο σχετικό πλαίσιο διάλογου, ξεκινάει η κίνηση στον χρόνο στο τμήμα γραφικής απεικόνισης ενώ ταυτόχρονα στο διάγραμμα, που υπάρχει στο τμήμα απεικόνισης διαγραμμάτων, μια πράσινη κουκκίδα κινείται ταυτόχρονα πάνω στο γράφημα όπου και μας δείχνει την αντιστοιχία. Με το σύμβολο του stop η κίνηση παγώνει. Κατά τη διάρκεια της κίνησης μπορούμε να καθορίσουμε την ταχύτητα εξέλιξης με τον ρυθμιστήρα που βρίσκεται στο κάτω μέρος του πλαισίου διαλόγου. Τέλος, από τα δύο στοιχεία ελέγχου σύνθετου πλαισίου, επιλέγουμε την τετμημένη και την τεταγμένη του διαγράμματος από κάποιον αριθμό επιλογών. Αναφέρουμε εδώ πως οι επιλογές αυτές για γραφική απεικόνιση, όσον αφορά στον μονοβάθμιο ταλαντωτή, αντιστοιχούν σε αυτά που συνοδεύονται από τον αριθμό 1 (στις επιλογές όπου υπάρχει αριθμός στο τέλος).

			13.4 Οντότητα Μονώροφου Κτιρίου storey

			Το μονώροφο κτίριο αποτελείται από αυθαίρετο αριθμό κατακόρυφων στοιχείων, αξονικά απαραμόρφωτων. Επίσης η δυστμησία τους, καθώς και η δυστρεψία τους δεν λαμβάνονται υπ’ όψη. Η πλάκα εντός του επιπέδου της θεωρείται πλήρως απαραμόρφωτη (διαφραγματική λειτουργία). Σχετικά με τη σύνδεση των κατακόρυφων στοιχείων με την πλάκα οροφής, το πρόγραμμα έχει δύο επιλογές: (i) αρθρωτή σύνδεση, (ii) πλήρη πάκτωση. 
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			Σχήμα 13.8 Κάτοψη πρώτου παραδείγματος μονώροφου κτιρίου που θα εισαχθεί στο dynasoft.

			Ως παράδειγμα θα θεωρήσουμε την κάτοψη της πλάκας μονώροφου κτιρίου όπως στην εικόνα του Σχήματος 13.8. Θα υπολογιστούν τα δυναμικά χαρακτηριστικά του κτιρίου με χρήση του προγράμματος dynasoft ενώ θα γίνει η θεώρηση της πλήρως άκαμπτης, όσον αφορά τη δυσκαμψία της πλάκας κάθετα στο επίπεδό της. Το μέτρο ελαστικότητας είναι Ε=2.9Ε7 kN/m2 ενώ η μάζα ανά τετραγωνικό μέτρο είναι μ=1.0 tn/m2 και το ύψος του κτιρίου είναι h=4.0m. Επιπλέον, το ποσοστό κρίσιμης απόσβεσης λαμβάνεται ως ζ=5%. Η εισαγωγή του μονώροφου κτιρίου θα γίνει μέσω του αρχείου File→New→storey, οπότε και θα εμφανιστεί το αντίστοιχο παράθυρο διαλόγου καθορισμού, παρόμοιο με αυτό του Σχήματος 13.9.
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			Σχήμα 13.9 Στοιχεία στο πλαίσιο διαλόγου εισαγωγής μονώροφου κτιρίου.

			Αφού συμπληρώσουμε τα πεδία Lx, Ly, μ (μάζα ανά τετραγωνικό μέτρο κάτοψης), E, h και μηδενική απόσβεση, επιλέγουμε δύσκαμπτη πλάκα και συνεχίζουμε με την εισαγωγή των κατακόρυφων στοιχείων. Σημειώνουμε εδώ πως τα πλήκτρα και η χρήση τους σε αυτό το παράθυρο είναι τα παρακάτω:

			
					κατακόρυφα στοιχεία από αρχείο: εισάγουμε τα κατακόρυφα στοιχεία όπως αυτά είναι καταγεγραμμένα σε ένα ascii αρχείο. Η μορφή των δεδομένων σε αυτό το αρχείο είναι μια σειρά για κάθε στοιχείο όπου δίνονται στη σειρά και χωρισμένα με ένα κενό (space) οι συντεταγμένες του κέντρου του και τα μήκη των πλευρών του bx και by. 

					πρόσθεσε κατακόρυφο στοιχείο: προσθέτουμε ένα κατακόρυφο στοιχείο δίνοντας στο παράθυρο που θα εμφανιστεί, τις συντεταγμένες του κέντρου του και τα μήκη των πλευρών του bx και by. Κάθε στοιχείο που προστίθεται προσαρτείται στον πίνακα του παραθύρου. 

					αφαίρεσε κατακόρυφο στοιχείο: επιλέγουμε κατακόρυφα στοιχεία από τον πίνακα και με χρήση αυτού του πλήκτρου τα καταργούμε. 

					ακύρωση: ακυρώνει τη διαδικασία εισαγωγής και κλείνει το παράθυρο. Το πρόγραμμα θα είναι στην ίδια κατάσταση όπως ήταν πριν ανοίξουμε το παράθυρο.

					ενημέρωση: με το πλήκτρο αυτό ενημερώνουμε το πρόγραμμα για το κτίριο που θέλουμε να εισάγουμε, με κατακόρυφα στοιχεία αυτά που θα είναι καταγεγραμμένα στο πίνακα του παραθύρου. 

			

			Για να εισάγουμε τα κατακόρυφα στοιχεία χρησιμοποιούμε το πλήκτρο πρόσθεσε κατακόρυφο στοιχείο. Στο παράθυρο που εμφανίζεται συμπληρώνουμε για το αριστερά στοιχείο, όπως φαίνεται στην παρακάτω εικόνα του Σχηματος 13.10, και πατάμε ενημέρωση. Ενώ παρόμοια συνεχίζουμε και για τα δύο άλλα κατακόρυφα στοιχεία του κτιρίου.

			Το παράθυρο εισαγωγής θα έχει παρόμοια μορφή με αυτή της εικόνας του Σχήματος 13.11. Αφού ενημερώσουμε και έχουμε εισάγει το κτίριο, το γραφικό περιβάλλον του 
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			Σχήμα 13.10 Εισαγωγή νέου κατακορύφου στοιχείου.

			dynasoft θα ενημερωθεί, και θα είναι παρόμοιο με αυτό του Σχήματος 13.12. Το πρόγραμμα αυτόματα έχει υπολογίσει και καταγράψει στο τμήμα κειμένου πληροφοριών τα μητρώα δυσκαμψίας, μάζας και απόσβεσης, τη θέση του ελαστικού κέντρου, την ακτίνα αδράνειας, τις ιδιοπεριόδους, ιδιοσυχνότητες και ασύζευκτες ιδιοσυχνότητες και τέλος τα ιδιοδιανύσματα. Στο τμήμα γραφικής απεικόνισης έχει σχεδιαστεί το πρώτο ιδιοδιάνυσμα, ενώ από το Tools→plot parameters, μπορούμε να επιλέξουμε, με χρήση των πλήκτρων με τα πίσω και μπροστά βέλη, ποιό από τα ιδιοδιανύσματα θέλουμε να σχεδιαστεί. Τέλος, στον Πίνακα 13.2 αναπαράγουμε τα αποτελέσματα όπως δίνονται από το dynasoft. Αποτελέσματα σε γραφική απεικόνιση δίδονται στα Σχήματα 13.12, 13.13 και 13.14.
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			Σχήμα 13.11 Στοιχεία στο πλαίσιο διαλόγου εισαγωγής μονώροφου κτιρίου.

			Θα συνεχίσουμε επιπλέον, περνώντας και στην περίπτωση της χρονικά εξαρτημένης φόρτισης και υπολογισμού της απόκρισης της οντότητας storey. Ως φόρτιση θα χρησιμοποιήσουμε κάποιο επιταχυνσιογράφημα αποθηκευμένο σε αρχείο με χρονικό βήμα 0.1sec και θα θεωρήσουμε την κίνηση της βάσης υπό γωνία 30 μοιρών με τον οριζόντιο άξονα (x). Από το File→Define→loading ανοίγει το παράθυρο διαλόγου εισαγωγής δυνάμεων. Ενεργοποιούμε την επιλογή “επιτάχυνση βάσης” και παρατηρούμε πως αυτόματα η δυνατότητα προσδιορισμού εξωτερικών δυνάμεων αναλυτικά ή από αρχείο απενεργοποιείται. 
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							0.000

						
							
							70.000

						
							
							0.000

						
					

					
							
							0.000

						
							
							0.000

						
							
							869.167

						
					

				
			

			<Μητρώο απόσβεσης>

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							758.737

						
							
							113.911

						
							
							1531.361

						
					

					
							
							113.911

						
							
							476.066

						
							
							-1140.489

						
					

					
							
							1531.361

						
							
							-1140.489

						
							
							13138.622

						
					

				
			

			<Συντεταγμένες ελαστικού κέντρου>

			K : x=-4.574, y=-3.411

			<Ακτίνα αδράνειας>

			r : 3.524

			<Δυναμικά χαρακτηριστικά συστήματος>

			ιδιοσυχνότητα ω1: 23.650

			ιδιοσυχνότητα ω2: 101.971

			ιδιοσυχνότητα ω3: 201.943

			ιδιοπερίοδος Τ1: 0.26568

			ιδιοπερίοδος Τ2: 0.06162

			ιδιοπερίοδος Τ3: 0.03111

			<Ασύζευκτες ιδιοσυχνότητες>

			ιδιοσυχνότητα ωI : 125.967

			ιδιοσυχνότητα ωII : 83.833

			ιδιοσυχνότητα ωIII : 169.831

			<Ιδιοδιανύσματα>

			ιδιοδιάνυσμα 1: φ11=0.57208 φ21=-0.80409 φ31=-0.16179

			ιδιοδιάνυσμα 2: φ12=-0.72462 φ22=-0.69847 φ32=0.07322

			ιδιοδιάνυσμα 3: φ13=1.52213 φ23=-0.66726 φ33=0.70055

			<Συντεταγμένες κέντρων ταλαντώσεως>

			O1 : x=-4.97000, y=-3.53597

			O2 : x=9.53932, y=-9.89650

			O3 : x=0.95249, y=2.17276

			Πίνακας 13.3 Αναπαραγωγή στοιχείων εισαγωγής μονώροφου κτιρίου.

			Να σημειώσουμε βέβαια πως θα ήταν δυνατό να έχουμε εξωτερικές δυνάμεις, ταυτόχρονα με την επιτάχυνση βάσης, η δε δράση τους να υπολογίζεται αθροιστικά. Παρά ταύτα, προτιμήθηκε να σχεδιαστεί το πρόγραμμα όπως περιγράφτηκε προηγουμένως. Πατάμε συνεπώς το αντίστοιχο πλήκτρο, για να εντοπίσουμε στον υπολογιστή το αρχείο όπου εμπεριέχει τις τιμές της επιτάχυνσης βάσης. 
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			Σχήμα 13.12 Εικόνα του γραφικού περιβάλλοντος έπειτα από την εισαγωγή της οντότητας storey του παραδείγματος και ενημέρωση.
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			Σχήμα 13.13 (Αριστερά) Δεύτερο ιδιοδιάνυσμα όπως σχεδιάζεται και αποθηκεύεται από το dynasoft.

			Σχήμα 13.14 (Δεξιά) Τρίτο ιδιοδιάνυσμα όπως σχεδιάζεται και αποθηκεύεται από το dynasoft.

			Μέ την επιλογή “επιτάχυνση βάσης”, ταυτόχρονα ενεργοποιείται και το πεδίο εισόδου γωνιάς πρόσπτωσης, με τον οριζόντιο άξονα σε μοίρες. Για αυτό το παράδειγμα συμπληρώνουμε με την τιμή των 30 μοιρών. Το πεδίο, διακριτό χρονικό βήμα, αναφέρεται στο χρονικό βήμα με το οποίο δίνονται οι τιμές στο αρχείο και εδώ αντιστοιχεί σε 0.1sec. Τέλος, ο συνολικός χρόνος, αναφέρεται στον συνολικό χρόνο που θα ληφθεί υπόψη η απόκριση και έχει αφεθεί και σε αυτή την περίπτωση ελεύθερα να επιλεγεί από τον χρήστη, έτσι ώστε να μπορεί να ορίσει και διάρκεια μεγαλύτερη από τον χρόνο που διαρκεί η επιτάχυνση βάσης. Σε αυτό το παράδειγμα θα ορίσουμε συνολικό χρόνο 25 sec ενώ η διάρκεια του επιταχυνσιογραφήματος είναι 19.9 sec. Οι τιμές της επιτάχυνσης πρέπει να δίδονται σε συμβατές μονάδες (με τη δυσκαμψία, τη μάζα και τις αρχικές συνθήκες), όπου εδώ είναι το m/sec2 ενώ η μεγίστη απόλυτη τιμή του συγκεκριμένου επιταχυνσεογραφήματος, αντιστοιχεί σε περίπου 0.15g, όπου g η επιτάχυνση της βαρύτητας. Αφού συμπληρώσουμε όλα τα απαραίτητα πεδία και πατήσουμε ενημέρωση, μπορούμε πλέον να περάσουμε στην ανάλυση από το Edit→transient analysis οπότε και θα υπολογιστεί η απόκριση του κτιρίου. Πιο πριν, μπορούμε να ορίσουμε κατάλληλα τις παραμέτρους του αλγόριθμου β-Newmark και το βήμα χρονικής ολοκλήρωσης ή και να αφήσουμε τις προκαθορισμένες τιμές. Αφού γίνει και η ανάλυση στον χρόνο, η υπολογισμένη απόκριση του συστήματος θα γραφτεί στο τμήμα κειμένου πληροφοριών ανά βαθμό ελευθερίας και θα σχεδιαστεί διάγραμμα του πρώτου βαθμού ελευθερίας (μετατόπιση κατά x) με τον χρόνο, στο τμήμα απεικόνισης διαγραμμάτων ενώ η εικόνα του γραφικού περιβάλλοντος θα είναι παρόμοια με αυτή του Σχήματος 13.15. 
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			Σχήμα 13.15 Μορφή εικόνας μετά την ανάλυση χρονοϊστορίας.

			Μέσω του Tools→plot parameters μπορούμε να επιλέξουμε τις μεταβλητές (χρόνος, μετακίνηση, ταχύτητα, κ.λπ.) που θέλουμε να σχεδιάσουμε στο τμήμα απεικόνισης διαγραμμάτων, το οποίο και μπορούμε έπειτα να αποθηκεύσουμε ως png αρχείο, με δεξί κλικ κάπου πάνω στο διάγραμμα και επιλογή του “αποθήκευση διαγράμματος”. Έτσι, έχει προκύψει και το διάγραμμα του Σχήματος 13.16, όπου απεικονίζει την ταυτόχρονη χρονική εξέλιξη της ταχύτητας και της μετακίνησης του μεταφορικού βαθμού ελευθερίας κατά y. Όπως είδαμε και πριν, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε και τις δυνατότητες κινούμενης εικόνας και σε αυτό το παράδειγμα μέσω του διαλόγου Tools→plot parameters (δείτε Σχήμα 13.7).

			Θα κλείσουμε αυτό το παράδειγμα με την εισαγωγή ενός φάσματος επιταχύνσεων και τον υπολογισμό των αντίστοιχων τιμών για την υπό ανάλυση κατασκευή. Από το File→Define→Spec, ανοίγουμε το πλαίσιο διαλόγου εισαγωγής.
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			Σχήμα 13.16 Διάγραμμα ταχύτητας-μετακίνησης του δεύτερου βαθμού ελευθερίας (απόκριση κατά y).

			Το παράθυρο καθορισμού φάσματος χωρίζεται σε τρία διαφορετικά τμήματα. Το τμήμα γραφικής απεικόνισης (πάνω δεξιά), το τμήμα πίνακα φάσματος (πάνω αριστερά) και το τμήμα πλήκτρων διαχείρισης (κάτω τμήμα). Όταν ανοίγει πρώτη φορά, έχει σαν προκαθορισμένο φάσμα (σχεδιασμένο και συμπληρωμένο στον πίνακα) το φάσμα του ΕΑΚ (2003), υπολογισμένο σε 6 χαρακτηριστικά σημεία ιδιοπεριόδων, όπως φαίνεται και στο Σχήμα 13.17, για κατηγορία εδάφους Β, ζώνη σεισμικής επικινδυνότητας Ι, συντελεστή σπουδαιότητας γΙ=1.0, συντελεστή θεμελίωσης θ=1.0, συντελεστή σεισμικής συμπεριφοράς q=3.5, ποσοστό κρίσιμης απόσβεσης ζ=5% και συντελεστή φασματικής ενίσχυσης β0=2.5. Τα πλήκτρα διαχείρισης καθώς και μια συνοπτική περιγραφή τους δίνονται στην λίστα που ακολουθεί.

			
					φόρτωση από αρχείο: Δημιουργεί ένα φάσμα από κάποιο αρχείο που βρίσκεται στον υπολογιστή μας. 

					νέος πίνακας: Δημιουργεί ένα φάσμα από τιμές που δίνει ο χρηστής στον πίνακα φάσματος. 

					επανασχεδίαση φάσματος: Ενημερώνει το τμήμα γραφικής απεικόνισης για το τρέχον φάσμα και επανασχεδιάζει. 

					ενημέρωση: Ενημερώνει το πρόγραμμα για το φάσμα το οποίο καθορίστηκε και από το οποίο θα προκύψουν οι φασματικές τιμές για το προκαθορισμένο πλαίσιο. 

					ακύρωση: Ακυρώνει τη διαδικασία και κλείνει το παράθυρο καθορισμού φάσματος. 

			

			Για να εισάγουμε κάποιο άλλο φάσμα, ορίζοντας έναν νέο πίνακα και συμπληρώνοντας τον με τιμές, πιέζουμε το πλήκτρο νέος πίνακας. Αφού εισάγουμε τον πινάκα με τις τιμές πιέζουμε και το πλήκτρο επανασχεδίαση φάσματος. Υπάρχει επίσης η δυνατότητα εισαγωγής φάσματος από αρχείο που θα δούμε σε επόμενη ενότητα αυτού του κεφαλαίου.
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			Σχήμα 13.17 Πλαίσιο διαλόγου εισαγωγής φάσματος

			Στο φάσμα της εικόνας του Σχήματος 13.17, σημειώνονται και οι ιδιοπερίοδοι της κατασκευής και οι φασματικές τιμές που τις αντιστοιχούν. Τέλος, όταν πιέσουμε ενημέρωση, στο τμήμα κειμένου πληροφοριών θα αναγράφονται οι φασματικές τιμές για τις μετακινήσεις, ταχύτητες και επιταχύνσεις, που αντιστοιχούν στη συγκεκριμένη dynasoft-κατασκευή, σε συμφωνία με τις υπολογισμένες ιδιοπεριόδους. Για το συγκεκριμένο παράδειγμα θα έχουμε τους παρακάτω υπολογισμούς, που δίνονται στον Πίνακα 13.4.

			<Φασματικά χαρακτηριστικά>

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							Sa1=1.121 m/sec^2

							Sa2=1.386 m/sec^2

							Sa3=1.477 m/sec^2

						
							
							Sd1=2.00E-3 m

							Sd2=1.33E-4 m

							Sd3=3.62E-5 m

						
							
							Sv1=4.74E-2 m/sec

							Sv2=1.36E-2 m/sec

							Sv3=7.31E-3 m/sec

						
					

				
			

			Πίνακας 13.4 Αναπαραγωγή στοιχείων εισαγωγής φάσματος.

			13.5 Οντότητα Επιπέδου Πλασίου frame

			Θεωρούμε τριώροφο δίστηλο πλαίσιο, το μέτρο ελαστικότητας του υλικού είναι Ε=2.9Ε7 kN/m2, οι μάζες που αναλογούν σε κάθε όροφο του κτιρίου είναι 20tn και το ποσοστό κρίσιμης απόσβεσης είναι ζ=5%. Το ύψος των ορόφων, ξεκινώντας από το ισόγειο είναι h1=4, h2=3, h3=3m ενώ οι διατομές των στύλων είναι ορθογωνικές 40/30 (cm), με τη διάσταση 40cm στο επίπεδο του πλαισίου. Οι δοκοί των ορόφων θεωρούνται άπειρης δυσκαμψίας, Iδοκών→∞ καθώς και άπειρης δυστένειας, δηλαδή έχουμε διαφραγματική λειτουργία. 

			Για να εισάγουμε το πλαίσιο ανοίγουμε το αντίστοιχο πλαίσιο διαλόγου από το File→New→frame και συμπληρώνουμε, για αυτό το παράδειγμα, όπως ακριβώς στην εικόνα του Σχήματος 13.18. Όπως μπορούμε να δούμε σε αυτή την εικόνα, έχουμε επιλέξει ως τύπο κτιρίου, αυτό των άκαμπτων δοκών λόγω της άπειρης δυσκαμψίας που αναφέρθηκε πιο πάνω. Να σημειωθεί ότι το άνοιγμα L δεν επηρεάζει σε κανένα σημείο τα αποτελέσματα, παρά μόνο τη γραφική απεικόνιση του σχεδίου του κτιρίου. Τέλος, να αναφέρουμε ότι για να θεωρήσει κανείς διαδοχικά ένα κτίριο δύο ορόφων ή και ένα μονώροφο, θα πρέπει να απελευθερώσει τις αντίστοιχες επιλογές στο πλαίσιο “Γεωμετρία κτιρίου”. Τέλος, υπάρχει και η δυνατότητα θεώρησης μόνωσης της βάσης δίνοντας κατάλληλα ελαστικά, αδρανειακά και ιξωδοελαστικά χαρακτηριστικά., που εδώ όμως δεν θα χρησιμοποιηθεί.
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			Σχήμα 13.18 Πλαίσιο διαλόγου εισαγωγής πλαισιακής κατασκευής.

			Αφού συμπληρώσουμε τα πεδία καταλλήλως, πιέζουμε το πλήκτρο ενημέρωση, ώστε να δημιουργηθεί από το πρόγραμμα, το ζητούμενο πλαίσιο ως μια οντότητα frame. Αυτόματα από το πρόγραμμα, θα κατασκευαστούν τα απαραίτητα μητρώα (δυσκαμψίας, μάζας) και θα υπολογιστούν τα δυναμικά χαρακτηριστικά (ιδιοσυχνότητες, ιδιοδιανύσματα, κτλ.) αλλά και το μητρώο απόσβεσης (αναλογικό) που αντιστοιχεί ώστε κάθε ιδιομορφή να έχει ποσοστό κρίσιμης απόσβεσης ίσο με ζ=5%. Τα προηγούμενα γράφονται στο κειμένου πληροφοριών, Πίνακας 13.5.

			<Μητρώο δυσκαμψίας>

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							58644.444

						
							
							-41244.444

						
							
							0.000

						
					

					
							
							-41244.444

						
							
							82488.889

						
							
							-41244.444

						
					

					
							
							0.000 

						
							
							-41244.444

						
							
							41244.444

						
					

				
			

			<Μητρώο μάζας>

			20.000	0.000	0.000

			0.000	20.000	0.000

			0.000	0.000	20.000

			<Μητρώο απόσβεσης>

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							99.658

						
							
							-41.066

						
							
							-10.525

						
					

					
							
							-41.066

						
							
							112.874

						
							
							-45.507

						
					

					
							
							-10.525

						
							
							-45.507

						
							
							77.893

						
					

				
			

			<Δυναμικά χαρακτηριστικά>

			Ιδιομορφή 1

			----------

			ιδιοπερίοδος T=0.414

			ιδιοσυχνότητα ω=15.161

			ιδιοδιάνυσμα: φ11=0.678 φ21=0.889 φ31=1.000

			γενικευμένη μάζα=44.986

			συντελεστής συμμετοχής ν=1.141

			δρώσα ιδιομορφική μάζα Μ*=58.574

			ποσοστό συμμετοχής=97.623%

			Ιδιομορφή 2

			----------

			ιδιοπερίοδος T=0.125

			ιδιοσυχνότητα ω=50.323

			ιδιοδιάνυσμα: φ12=-1.176 φ22=-0.228 φ32=1.000

			γενικευμένη μάζα=48.700

			συντελεστής συμμετοχής ν=-0.166

			δρώσα ιδιομορφική μάζα Μ*=1.341

			ποσοστό συμμετοχής=2.234%

			Ιδιομορφή 3

			----------

			ιδιοπερίοδος T=0.079

			ιδιοσυχνότητα ω=79.729

			ιδιοδιάνυσμα: φ13=1.254 φ23=-2.082 φ33=1.000

			γενικευμένη μάζα=138.183

			συντελεστής συμμετοχής ν=0.025

			δρώσα ιδιομορφική μάζα Μ*=0.085

			ποσοστό συμμετοχής=0.142% 

			Πίνακας 13.5 Αναπαραγωγή στοιχείων εισαγωγής τριώροφου κτιρίου.

			Ταυτόχρονα στο τμήμα γραφικής απεικόνισης θα έχει σχεδιασθεί το πλαίσιο, αλλά και η πρώτη ιδιομορφή ενώ για να σχεδιάσουμε και να δούμε τις υπόλοιπες, θα πρέπει να ανοίξουμε το πλαίσιο διαλόγου από το Tools→plot parameters. Στη συνέχεια, θα υπολογίσουμε τη χρονική απόκριση του πλαισίου υπό αρχικές συνθήκες που αντιστοιχούν σε μετακίνηση για τον πρώτο όροφο u1(0)=0.01m και αντίστοιχα για τους ανώτερους ορόφους u2(0)=-0.005m και u3(0)=-0.02m ενώ οι αρχικές ταχύτητες θεωρούνται μηδενικές. Ταυτόχρονα στην κατασκευή δρα φόρτιση, το διάνυσμα της οποίας αντιστοιχεί, σε φορτίο για τον πρώτο όροφο f1=100kN, για τον δεύτερο f2=-20kN και μηδενικό για τον τρίτο. Η χρονική εξέλιξη της φόρτισης είναι η βηματική (ορθογωνική) συνάρτηση από χρόνο έναρξης t1=3.5sec έως χρόνο απομάκρυνσης t2=4sec ενώ ως συνολικός χρόνος μελέτης θα θεωρηθούν τα 10.5sec. Αρχικά καθορίζουμε τις παραπάνω αρχικές συνθήκες, από το File→Define→initial conditions και έπειτα (η σειρά επιβολής φορτίου και αρχικών συνθηκών μπορεί να εναλλαχθεί) καθορίζουμε την φόρτιση από το File→Define→loading. Στο πλαίσιο διαλόγου καθορισμού της φόρτισης συμπληρώνουμε στην αναλυτική μαθηματική έκφραση (συνάρτηση) της φόρτισης του πρώτου ορόφου με 

			100*(h(t-3.5)-h(t-4.0)) 

			και αντίστοιχα του δεύτερου με

			-20*(h(t-3.5)-h(t-4.0)) 

			ενώ τέλος για τον τρίτο συμπληρώνουμε με ένα μηδενικό. Για το διακριτό χρονικό βήμα επιλέγουμε το 0.01, ώστε να συμπίπτει με το προκαθορισμένο βήμα χρονικής ολοκλήρωσης ενώ τέλος για τον ολικό χρόνο συμπληρώνουμε με 10.5 και πατάμε ενημέρωση. Σε αυτή τη φάση, η μορφή του γραφικού περιβάλλοντος θα είναι παρόμοια με το Σχήμα 13.19. Επιπλέον, μπορούμε να αποθηκεύσουμε αυτά τα διαγράμματα, όπως π.χ. τα διαγράμματα των Σχημάτων 13.20 και 13.21.
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			Σχήμα 13.19 Γραφικό περιβάλλον αφού έχει εισαχθεί πλαίσιο (frame) και έχει ακολουθήσει ανάλυση στον χρόνο.

			Θα κλείσουμε το παράδειγμα με την εισαγωγή κάποιου φάσματος, το όποιο έχει δημιουργηθεί με τη λειτουργία του dynasoft σύνθεσης φασμάτων specalc που θα περιγραφθεί στην επόμενη ενότητα. Το φάσμα επιταχύνσεων βρίσκεται αποθηκευμένο σε αρχείο υπό τη μορφή κατακόρυφα διαδοχικών γραμμών, που κάθε μία περιέχουν ζεύγη τιμών περιόδου και επιτάχυνσης, χωρισμένες με ένα κενό. Ανοίγουμε το πλαίσιο διαλόγου εισαγωγής φάσματος από το File→Define→spec, πατάμε το πλήκτρο φόρτωση από αρχείο, για να εντοπίσουμε και να επιλέξουμε μέσα στον υπολογιστή το αρχείο που εμπεριέχει το φάσμα. Η εικόνα είναι παρόμοια με την εικόνα του Σχήματος 13.22. Πιέζοντας το πλήκτρο ενημέρωση, στο τμήμα κειμένου πληροφοριών θα έχουν γραφτεί και τα φασματικά μεγέθη, όπως φαίνεται στον Πίνακα 13.6.
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							Σχήμα 13.20 Ταχύτητα δεύτερου ορόφου ως προς τον χρόνο.

						
							
							Σχήμα 13.21 Ελαστική δύναμη δεύτερου ορόφου ως προς τον χρόνο.

						
					

				
			

			<Φασματικά χαρακτηριστικά>

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							Sa1=6.658 m/sec^2

							Sa2=2.347 m/sec^2

							Sa3=1.759 m/sec^2

						
							
							Sd1=2.90E-2 m

							Sd2=9.27E-4 m

							Sd3=2.77E-4 m

						
							
							Sv1=4.39E-1 m/sec

							Sv2=4.66E-2 m/sec

							Sv3=2.21E-2 m/sec

						
					

				
			

			Πίνακας 13.6 Αναπαραγωγή στοιχείων εισαγωγής φάσματος.

			13.6 Οντότητα Σύνθεσης Φασμάτων από Χρονοϊστορίες Specalc

			Στην τελευταία ενότητα θα περιγράψουμε και την τελευταία λειτουργία του προγράμματος, η οποία διαφοροποιείται από τις υπόλοιπες, υπό την έννοια ότι δεν προϋποθέτει τον καθορισμό κάποιας dynasoft-κατασκευής. Πρόκειται για τη σύνθεση φασμάτων απόκρισης από χρονοϊστορίες επιταχύνσεων της κίνησης του εδάφους. Στο παράδειγμα που θα ακολουθήσει θα γίνει χρήση του συνθετικού επιταχυνσεογραφήματος που βρίσκεται αποθηκευμένο σε ASCII αρχείο. Οι τιμές των επιταχύνσεων δίνονται με ένα χρονικό βήμα των 0.1sec. Ανοίγουμε το πλαίσιο διαλόγου εισαγωγής υπολογιστή φασμάτων specalc από το File→New→specalc και θα εμφανιστεί το παράθυρο του Σχήματος 13.22. Συμπληρώνουμε τα πεδία όπου αναφέρονται στην αρχική περίοδο από όπου θα ξεκινάει το φάσμα, την τελική περίοδο όπου θα σταματάει το φάσμα, τον αριθμό των διακριτών τιμών περιόδων που θα περιέχει, και το ποσοστό κρίσιμης απόσβεσης. Επιπλέον, θα πρέπει να εντοπίσουμε και να επιλέξουμε το αρχείο το οποίο εμπεριέχει τις τιμές του επιταχυνσεογραφήματος και να ορίσουμε το χρονικό βήμα που δίνονται οι διακριτές αυτές τιμές.
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			Σχήμα 13.22 Πλαίσιο διαλόγου εισαγωγής στον υπολογιστή φασμάτων specalc.

			Να σημειώσουμε εδώ πως για την κατασκευή του φάσματος, θα γίνουν τόσες επιλύσεις ενός μονοβάθμιου ταλαντωτή, όσες και ο αριθμός των διακριτών τιμών ιδιοπεριόδου που δόθηκε παραπάνω (στην αντίστοιχη εικόνα έχουμε 400 τιμές). Κάθε μια από αυτές τις επιλύσεις, γίνεται αριθμητικά με τη μέθοδο β-Newmark για παραμέτρους (β,γ) αλλά και βήμα χρονικής ολοκλήρωσης, που μπορούν να καθοριστούν από το Edit→β-Newmark parameters. Αν θέλουμε να μεταβάλουμε αυτές τις τιμές, για να ληφθούν υπόψη στις χρονικές αναλύσεις που θα γίνουν για τη κατασκευή του φάσματος, θα πρέπει να τις μεταβάλουμε πριν το άνοιγμα του διάλογου καθορισμού specalc. Πιέζοντας ενημέρωση στο πλαίσιο διαλόγου καθορισμού specalc, αυτόματα θα υπολογιστεί το φάσμα, θα γραφτούν στο τμήμα κειμένου πληροφοριών οι τιμές για φασματική μετακίνηση, ψευδο-ταχύτητα και ψευδο-επιτάχυνση, και θα σχεδιασθεί, στο τμήμα απεικόνισης διαγραμμάτων, η επιτάχυνση του εδάφους στον χρόνο, για την οποία υπολογίστηκε το φάσμα. Για να σχεδιάσουμε τα φάσματα και να αποθηκεύσουμε τα δεδομένα ή τα διαγράμματα τους, μπορούμε να επιλέξουμε, αφού πάμε από Tools→plot parameters, τις αντίστοιχες παραμέτρους για τους άξονες των διαγραμμάτων. Για το συγκεκριμένο παράδειγμα, τα φάσματα θα είναι αυτά που απεικονίζονται στα Σχήματα 13.23 έως 13.24, αντίστοιχα. Να σημειώσουμε εδώ πως αν έχει προηγούμενα οριστεί και έχει γίνει η ανάλυση για κάποια dynasoft-κατασκευή ή ακόμα και αν αυτή εισαχθεί και αναλυθεί μετά τον υπολογισμό φάσματος με τον specalc, μπορούμε να εναλλάσσουμε ανάμεσα σε απεικόνιση διαγραμμάτων dynasoft-κατασκευής και specalc φασμάτων, στο τμήμα απεικόνισης διαγραμμάτων, από το View με επιλογή είτε “Σχεδίαση Διαγραμμάτων Υπολογισμένων Φασμάτων” είτε “Σχεδίαση Διαγραμμάτων Υπολογισμένων Αποκρίσεων».
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			Σχήμα 13.23 Φασματικές μετακινήσεις ως προς Τ.
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			Σχήμα 13.24 Φασματικές ψευδο-ταχύτητες ως προς Τ.

			
				
					[image: ]
				

			

			Σχήμα 13.25 Φασματικές ψευδο-επιταχύνσεις ως προς Τ.

		

	
		
			Κεφάλαιο 14: Στατική μη-Γραμμική Ανάλυση (Pushover Analysis) Πολυωρόφων Επίπεδων Πλαισίων

			14.1 Μαθηματική Διατύπωση

			Ως προοίμιο για τη μαθηματική διατύπωση της στατικής μη-γραμμικής (υπερωθητικής) ανάλυσης (pushover analysis) για επίπεδους φορείς, κρίνεται σκόπιμο πρώτα να αναφερθούμε συνοπτικά στη γνωστή πλεον γραμμική ελαστική δυναμική μέθοδο ανάλυσης των κατασκευών (ιδιομορφική ανάλυση). Έτσι καταδεικνύεται πως η μη-γραμμική στατική ανάλυση μπορεί να θεωρηθεί ως μια επέκταση της γραμμικής θεωρίας, υπό τις κατάλληλες όμως προϋποθέσεις και παραδοχές. Η ανάγκη της εισαγωγής της μη-γραμμικής απόκρισης για κατασκευές υπό σεισμική φόρτιση, και πρωτίστως της προσεγγιστικής υπερωθητικής ανάλυσης, αναπτύσσεται με ιδιαίτερη σαφήνεια στην εργασία των Krawinkler and Seneviratna (1998). Εδώ θα δώσουμε τη βασική διατύπωση της υπερωθητικής ανάλυσης μέσω ενός παραδείγματος που αφορά ένα 9-ώροφο επίπεδο πλαίσιο.

			14.1.1 Γραμμική ελαστική δυναμική ανάλυση

			Για την κατάστρωση των διαφορικών εξισώσεων χρησιμοποιούμε το Ν-βάθμιο δυναμικό σύστημα του Σχήματος 14.1, του οποίου η βάση υποβάλλεται σε μεταφορική δυναμική διέγερση [image: ], με παράγωγα την ταχύτητα [image: ] και την επιτάχυνση [image: ], εξαιτίας της οποίας προκύπτουν οι ολικές (Τ) και οι αντίστοιχες σχετικές μετατοπίσεις των μαζών [image: ]ως
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			Η απόκριση της κατασκευής παραμένει γραμμική και η εσωτερική απόσβεση του παραμορφούμενου φορέα αποδίδεται με μία ισοδύναμη ιξώδη-γραμμική απόσβεση.

			Στη συνέχεια, όσον αφορά τη διατύπωση της ισορροπίας του φορέα, οι αναπτυσσόμενες δυνάμεις που ενεργούν στην μάζα [image: ], δηλαδή η ελαστική δύναμη επαναφοράς [image: ], η δύναμη απόσβεσης [image: ] και τέλος η αδρανειακή δύναμη [image: ] διατυπώνονται για κάθε χρονική στιγμή t ως εξής με την αρχή του D’ Alembert:
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			όπου 

			[image: ]
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			Σχήμα 14.1 Ν-βάθμιο δυναμικό σύστημα.
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			Σχήμα 14.2 Υπολογισμός συντελεστών δυσκαμψίας [image: ].

			Σημειώνεται ότι τα μεγέθη [image: ] και [image: ] (j=1,2,3,….N) είναι οι συντελεστές δυσκαμψίας και απόσβεσης του συστήματος (Σχήμα 14.2), ενώ το αρνητικό πρόσημο των δυνάμεων οφείλεται στο ότι έχουν αντίθετη φορά από τη θεωρούμενη θετική μετατόπιση [image: ]. Με τις σχετικές αντικαταστάσεις για τις δυνάμεις, η Εξίσωση (14.2) παίρνει τη μορφή: 
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			Εκτελώντας την ίδια διαδικασία για όλες τις μάζες [image: ] του συστήματος, προκύπτουν οι Ν εξισώσεις ισορροπίας:
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			Συμβολίζοντας στην συνέχεια τα μητρώα και τα διανύσματα με έντονη γραφή, έχουμε 
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			Για την επίλυση του διαφορικού συστήματος των Εξισώσεων (14.3) ως προς το βασικό άγνωστο Ν-διάστατο διάνυσμα [image: ]των σχετικών μετακινήσεων των μαζών του συστήματος, προχωράμε πρώτα στην χρήση της θεωρίας των ιδιοτιμών και ιδιοδιανυσμάτων, η οποία αποδίδει και το φυσικό περιεχόμενο της ιδιοταλάντωσης του συστήματος. Θεωρούμε προσωρινά ότι η απόσβεση του συστήματος ισούται με το μηδέν, που σημαίνει μία ιδεατή κατάσταση ταλάντωσης του συστήματος στην οποία τα πλάτη ταλάντωσης δεν μειώνονται με τον χρόνο. Επίσης, θεωρούμε μηδενική εξωτερική διέγερση, που αντιστοιχεί σε ελεύθερη ταλάντωση του Ν-βάθμιου δυναμικού συστήματος του Σχήματος 14.1. Κατά συνέπεια έχουμε 
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			Στη συνέχεια, για την Εξίσωση (14.5) αναζητούμε λύσεις της μορφής
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			η οποία παριστάνει μία συγχρονισμένη κίνηση όλων των μαζών του συστήματος, με κοινή χρονική εξέλιξη [image: ] των μετατοπίσεων. Το διάνυσμα [image: ]είναι ανεξάρτητο του χρόνου t. Αντικαθιστώντας προκύπτει το ιδιομορφικό σύστημα
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			και η iη διαφορική εξίσωση του συστήματος γράφεται αναλυτικά ως 
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			Εφαρμόζοντας τη μέθοδο του διαχωριζμού των μεταβλητών για την επίλυση της παραπάνω διαφορικής εξίσωσης προκύπτει πως 
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			Όπως και στο Κεφάλαιο 4, το πρώτο μέρος της διαφορικής εξίσωσης είναι ανεξάρτητο του χρόνου και συμβολίζεται με [image: ]. Τότε προκύπτουν οι δύο αποσυζευγμένες εξισώσεις:
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			Η Εξίσωση (14.10) σε μητρωική μορφή διατυπώνεται ως
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			και είναι πρόβλημα ιδιοτιμών διότι ισχύει πως
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			Για την εύρεση μη-μηδενικής λύσης απαιτείται να μηδενισθεί η ορίζουσά του συστήματος
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			Τώρα, το ανάπτυγμα της ορίζουσας είναι μία αλγεβρική εξίσωση Ν βαθμού ως προς [image: ] και διαθέτει πραγματικές ρίζες, διότι τα μητρώα Κ και Μ είναι συμμετρικά και θετικά ορισμένα. Για κάθε τιμή της ρίζας [image: ] προκύπτει και ένα αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα [image: ]. Εξετάζοντας την Εξίσωση (14.11), παρατηρούμε ότι προκύπτουν Ν ανεξάρτητες διαφορικές εξισώσεις ως εξής:
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			Η κάθε μία ανεξάρτητη διαφορική εξίσωση ταυτίζεται με την ελεύθερη ταλάντωση, χωρίς απόσβεση, ενός διακριτού μονοβάθμιου ταλαντωτή με ιδιοσυχνότητα [image: ], του οποίου οι μετακινήσεις δίδονται από τη γνωστή λύση της αρμονικής ταλάντωσης. Η ιδιομορφή [image: ] που αντιστοιχεί στη μικρότερη ιδιοσυχνότητα [image: ] (και ταυτόχρονα στην μεγαλύτερη αντίστοιχη ιδιοπερίοδο [image: ]) ονομάζεται θεμελιώδης ιδιομορφή. 

			Αποδεικνύεται ότι μεταξύ των ιδιοδιανυσμάτων (ιδιομορφών) [image: ] ισχύουν οι συνθήκες ορθογωνικότητας. Θεωρώντας δύο διαφορετικές ιδιοτιμές [image: ] και [image: ] του ιδιοπροβλήματος με τις αντίστοιχες ιδιομορφές [image: ] και [image: ], ισχύουν οι εξής σχέσεις:
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			Πολλαπλασιάζουμε από αριστερά την πρώτη με το [image: ] και τη δεύτερη με το [image: ]έχουμε
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			Επειδή τα μητρώα Κ και Μ είναι πάντοτε συμμετρικά και θετικά ορισμένα, ισχύει πως

			[image: ] και [image: ]. Επομένως, αφαιρώντας κατά μέλη τις Εξισώσεις (14.16) και (14.17) έχουμε πως
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			Επειδή όμως ισχύει [image: ] , συνάγεται ότι [image: ] και [image: ]. 

			Ακολούθως, θεωρούμε την Εξίσωση (14.3) με εξωτερική διέγερση βάσης. Το άγνωστο διάνυσμα μετατοπίσεων της Εξίσωσης (14.6) παίρνει την ακόλουθη μορφή: 
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			Εισάγοντας την Εξίσωση(14.21) στην Εξίσωση(14.3), έχουμε: 

			[image: ]

			Πολλαπλασιάζοντας στη συνέχεια από αριστερά με το [image: ] και λαμβάνοντας υπόψη τις συνθήκες ορθογωνικότητας των ιδιομορφών προκύπτει πως
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			Το αρχικό διαφορικό σύστημα συνεπώς διασπάται σε σύστημα Ν ανεξάρτητων εξισώσεων που κάθε μία παριστάνει κίνηση μονοβάθμιου ταλαντωτή, όπου [image: ] είναι ο συντελεστής διέγερσης. Θεωρώντας ιξώδη απόσβεση και δεδομένου ότι ισχύει η συνθήκη ορθογωνικότητας [image: ], [image: ] προκύπτει πως [image: ].

			Στη συνέχεια, διαιρώντας την Εξίσωση(14.23) με τη μάζα [image: ]προκύπτει
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			όπου [image: ] είναι ο συντελεστής συμμετοχής της iης ιδιομορφής. 

			Τέλος, στην περίπτωση του φασματικού δυναμικού υπολογισμού, για κάθε ιδιομορφή με ιδιοσυχνότητα [image: ] προκύπτει από το φάσμα σχεδιασμού η φασματική επιτάχυνση [image: ], με αποτέλεσμα τα ιδιομορφικά σεισμικά φορτία του συστήματος να δίδονται ως εξής:
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			14.1.2 Μη-γραμμική στατική ανάλυση πολυώροφων επίπεδων συστημάτων

			Για τη μετάβαση από γραμμική δυναμική ανάλυση σε μη-γραμμική, αναγκαστικά θα μεταπέσουμε σε οιωνεί στατικές συνθήκες φόρτισης ως τρόπο απλοποίησης του προβλήματος, αλλά ταυτόχρονα διατηρώντας τις βασικές αρχές για αντισεισμικό σχεδιασμό. Θεωρούμε τον Ν-βάθμιο δυναμικό σύστημα του Σχήματος 14.3, το οποίο φορτίζεται με το διάνυσμα Ρ των οριζόντιων στατικών δυνάμεων στις στάθμες των ορόφων του. Θεωρούμε ότι οι στατικές δυνάμεις ακολουθούν κατανομή καθ› ύψος που καθορίζεται από το διάνυσμα γ και διατηρείται σταθερή σε ολόκληρη τη διάρκεια της ανάλυσης, με το μέτρο τους να αυξάνεται σταδιακά. Ο φορέας τροποποιείται κατάλληλα σε κάθε βήμα ανάλυσης, λόγω σταδιακής εμφάνισης των πλαστικών αρθρώσεων, μέχρι να επέλθει η κατάρρευση του φορέα. Η ανάλυση που ακολουθεί (Makarios, 2005) και αναφέρεται στα επίπεδα πολυώροφα πλαίσια, η δε περίπτωση των ασύμμετρων χωρικών κτιρίων αντιμετωπίζεται με τον ορισμό κατάλληλων μη-γραμμικών μονοβάθμιων ταλαντωτών (Makarios, 2009, 2012). 
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			Σχήμα 14.3 Κατανομή των (a) δυνάμεων στους (b) ΒΕ του προσομοιώματος και των (c) ανελαστικών μετατοπίσεων στην ανελαστική περιοχή και (d) διάγραμμα Vo-uN.

			‘Εχουμε συνεπώς τη φόρτιση και τις ανελαστικές μετακινήσεις του πολυβάθμιου συστήματος ως
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			Οι τελικές ανελαστικές μετατοπίσεις [image: ] από την ολοκλήρωση της στατικής, μη-γραμμικής ανάλυση ισούνται με [image: ]. Η κατανομή καθ› ύψος ψ υπολογίζεται διαιρώντας όλες τις ανελαστικές μετακινήσεις με τη μετακίνηση στην κορυφή, το δε σχήμα της θυμίζει γραμμική κατανομή που είναι σχεδόν ανεξάρτητη από το τελικό επίπεδο της ανελαστικής μετακίνησης του Σχήματος 14.3(d). Ως εκ τούτου, η κατανομή ψ θεωρείται ως παρόμοια με την πρώτη (δεσπόζουσα) ιδιομορφή του δυναμικού συστήματος, που επίσης έχει ομαλή και σχεδόν γραμμική κατανομή κατ› ύψος. Τότε, η Εξίσωση(14.3) για μηδενική απόσβεση είναι 
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			και αντιστοιχεί σ΄ένα σύστημα Ν εξισώσεων της μορφής

			[image: ]

			Πολλαπλασιάζοντας από αριστερά με το [image: ] την Εξίσωση (14.26) έχουμε:
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			Εισάγοντας τις μετασχηματισμένες μετατοπίσεις και μάζες 
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			η Εξίσωση(14.27) παίρνει τη μορφή 	
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			όπου 
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			Οι μετασχηματισμένες μετατοπίσεις μπορούν να γραφούν ως 
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			ενώ ο συντελεστής της οριζόντιας στατικής δύναμης [image: ] στην κορυφή του φορέα είναι
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			Τέλος, η Εξίσωση(14.29) παίρνει τη μορφή 

			
				
					[image: ]
				

			

			Είναι γνωστό ότι η συνολική σεισμική τέμνουσα βάσης [image: ] του φορέα ισούται με το άθροισμα όλων των εξωτερικών οριζοντίων στατικών δυνάμεων που ενεργούν στις στάθμες των ορόφων, δηλαδή 
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			Συνεπώς, επιλύνοντας την Εξίσωση(14.34) ως προς την ισοδύναμη στατική οριζόντια δύναμη, προκύπτει ότι [image: ]. Αντικαθιστώντας στην Εξίσωση(14.29) έχουμε
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			Η Εξίσωση(14.36) αντιπροσωπεύει έναν μονοβάθμιο ταλαντωτή (Σχήμα 14.4) που διαθέτει ισοδύναμη μάζα [image: ]και φορτίζεται με την ισοδύναμη στατική δύναμη [image: ] . Η δύναμη αυτή εξαρτάται τόσο από την κατανομή ψ των τελικών ανελαστικών μετακινήσεων λόγω της μη-γραμμικής στατικής ανάλυσης, όσο και από την κατανομή γ των οριζοντίων στατικών δυνάμεων που εφαρμόσθηκαν κατά τη μη-γραμμική στατική ανάλυση. Τέλος, δίδεται απευθείας από τον δεύτερο όρο της Εξίσωσης (14.36) ως

			
				
					[image: ]
				

			

			Από την παραπάνω ανάλυση έχουμε [image: ] και [image: ] αντίστοιχα, όπου
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			Στην ειδική περίπτωση που η κατανομή ψ των τελικών ανελαστικών μετακινήσεων είναι ίση με την κατανομή γ των οριζοντίων στατικών δυνάμεων των ορόφων, ενώ ταυτόχρονα ισχύει ότι όλες οι μάζες [image: ]είναι ίσες με m , τότε οι συντελεστές [image: ] και [image: ] είναι ίσοι και δίδονται ως [image: ]. Το επόμενο στάδιο είναι η μετάβαση από το πολυβάθμιο προσομείωμα του επίπεδου πλαισίου στον μονοβάθμιο ταλαντωτή με σκοπό τον προσδιορισμό της μετακίνησης κορυφής και της τέμνουσας βάσης. Αυτά τα δύο μεγέθη είναι αρκετά για έλεγχο επάρκειας του αρχικού σχεδισμού του κτιρίου σε σεισμικά φορτία. 
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			Σχήμα 14.4 Ισοδύναμο μονοβάθμιο δυναμικό σύστημα.

			14.2 Η Στοχευόμενη Μετατόπιση Πλαισιακού Φορέα

			Είδαμε προηγουμένως ότι για κάθε πολυβάθμιο σύστημα που προσομοιώνει ένα επίπεδο πλαίσο, μπορεί να ορισθεί προσεγγιστικά ένας αντίστοιχος ισοδύναμος (ή ιδεατός) μονοβάθμιος ταλαντωτής. Συνεπώς, μπορούμε να εφαρμόσουμε αυτά που αναφέρθηκαν και να υπολογίσουμε για κάθε δεδομένο σεισμό-σχεδιασμού (i) τη μετατόπιση-στόχο (target-displacement) [image: ]του ιδεατού μονοβάθμιου ταλαντωτή, (ii) το προφίλ των ανελαστικών μετατοπίσεων του αρχικού επίπεδου πλαισίου και (iii) την εικόνα του μηχανισμού διαρροής με τις θέσεις εμφάνισης των πλαστικών αρθρώσεων. Συνεπώς, το κομβικό σημείο για την εφαρμογή της μη-γραμμικής στατικής ανάλυσης στα πολυβάθμια συστήματα αποτελεί η χάραξη της καμπύλης [image: ] του Σχήματος 14.5, όπου [image: ] είναι η τέμνουσα βάσης του πολυώροφου επίπεδου φορέα και [image: ] η οριζόντια μετατόπιση στην κορυφή (τελευταίο όροφο) του πλαισιακού φορέα. 

			Μετά τη χάραξη της καμπύλης [image: ], μπορούμε στην συνέχεια να υπολογίσουμε την ισοδύναμη μάζα [image: ]από την Εξίσωση (14.28) που φέρει ο ισοδύναμος μονοβάθμιος ταλαντωτής, τους συντελεστές μετατροπής [image: ] και [image: ] από τις Εξίσωσεις (14.38) και την ενεργή δυσκαμψία [image: ]από το Σχήμα 14.4. Με γνωστά τα στοιχεία αυτά, υπολογίζουμε τη μετατόπιση-στόχο [image: ]του ιδεατού ισοδύναμου μονοβάθμιου ταλαντωτή, όπως θα φανεί στο παράδειγμα που ακολουθεί. Τέλος, ακολουθώντας την αντίστροφη πορεία, μπορούμε να υπολογίσουμε το προφίλ των ανελαστικών μετατοπίσεων του αρχικού πλαισιακού φορέα και την έκταση του μηχανισμού διαρροής στο πλαίσιο για τη δεδομένη σεισμική φόρτιση.

			14.3 Αριθμητικό Παράδειγμα

			Ως αριθμητικό παράδειγμα επιλέγουμε ένα πολυώροφο επίπεδο πλαίσιο από οπλισμένο σκυροδέμα (Ο/Σ) με σεισμό σχεδιασμού αυτόν της Λευκάδας της 14/8/2003.
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			Σχήμα 14.5 Καμπύλη τέμνουσας βάσης–μετακίνησης της οροφής για πολυώροφο επίπεδο πλαίσιο.

			14.3.1 Δεδομένα του προβλήματος

			Δίδεται το 9-ώροφο, τετράστυλο επίπεδο πλαίσιο Ο/Σ του Σχήματος 14.6. Το υπ’ όψη πλαίσιο αναλύθηκε και διαστασιολογήθηκε με βάση τους νέους Ελληνικούς Κανονισμούς ΕΑΚ (2003). Για την αντισεισμική ανάλυση, θεωρήθηκε ότι το πλαίσιο ανήκει στη ζώνη σεισμικής επικινδυνότητας ΙΙ με εδαφική επιτάχυνση σχεδιασμού [image: ], έχει συντελεστή σπουδαιότητας [image: ], συντελεστή θεμελίωσης [image: ], ποσοστό ιξώδους απόσβεσης [image: ], φασματικό συντελεστή επαύξησης της επιτάχυνσης εδάφους [image: ], έδαφος Γ και συντελεστή συμπεριφοράς [image: ]. Τα δεδομένα του πλαισίου, οι διαστάσεις, η όπλιση των υποστυλωμάτων και τα διαγράμματα ροπών-καμπυλοτήτων των δοκών φαίνονται στα Σχήματα 14.6 ως 14.8, καθώς επίσης και στους Πίνακες 14.1 ως 14.3. Επίσης, θα γίνει χρήση του επιταχυσιογραφήματος από το σεισμό αναφοράς «T-Λευκάδα» (Margaris et al., 2003), με διπλασιασμό του μεγέθους των επιταχύνσεων για την εμφάνιση μη-γραμμικής συμπεριφοράς στον υπό εξέταση φορέα. Για τον αντισεισμικό έλεγχο του πλαισίου αυτού ακολουθήθηκε η κάτωθι μεθοδολογία.

			14.3.2 Στατική μη-γραμμική ανάλυση

			Για τη διενέργεια της στατικής μη-γραμμικής ανάλυσης χρησιμοποιήθηκε το πρόγραμμα SAP 2000. Η φόρτιση του πλαισίου έγινε με οριζόντιες στατικές δυνάμεις τριγωνικής κατανομής καθ’ ύψος. Για τον υπολογισμό της μετακίνησης-στόχου του φορέα, με χρήση της στατικής μη-γραμμικής ανάλυσης, και για τον σεισμό αναφοράς «T-Λευκάδα», πρέπει να ορίσουμε πρώτα τον ισοδύναμο μονοβάθμιο ταλαντωτή. Για τον σκοπό αυτό εκτελούμε τη στατική μη-γραμμική ανάλυση στο εξεταζόμενο 9-ώροφο πλαίσιο μέχρι την εμφάνιση αστοχίας. Το διάγραμμα [image: ] (Ρ= τέμνουσα βάσης, [image: ]= η μετατόπιση του 
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			Σχήμα 14.6 (a) 9-ώροφο πλαίσιο, (b) πολυβάθμιο δυναμικό προσομοίωμα και (c) κρίσιμες διατομές δοκών.

			[image: ]

			Σχήμα 14.7 Διάγραμμα ροπών-καμπυλοτήτων της πλακοδοκού. 

			ενάτου ορόφου) δίδεται στο Σχήμα 14.8, μαζί με την τελική κατανομή των ανελαστικών μετακινήσεων των ορόφων που αντιστοιχεί σε κατάσταση αστοχίας του πλαισίου. Ο ισοδύναμος μονοβάθμιος ταλαντωτής μπορεί να υπολογισθεί είτε από την προτεινόμενη μεθοδολογία του Παραρτήματος Β του Ευρωκώδικα ΕΝ 1998-1, είτε από άλλες παρόμοιες μεθοδολογίες που έχουν δημοσιευτεί στη διεθνή βιβλιογραφία. Σε αμφότερες των περιπτώσεων μπορεί να χρησιμοποιηθεί ως βάση το διάγραμμα του Σχήματος 14.8.
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							Μόνιμο (G) και ωφέλιμο (Q) φορτίο δοκών
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			Πίνακας 14.1 Διαστάσεις δοκών, ιδιότητες υλικών και φορτία δοκών του πλαισίου.

			Στο εν λόγω σχήμα φαίνεται πως το ιδεατό, ισοδύναμο μη-γραμμικό σύστημα έχει οριζόντια δυσκαμψία [image: ] και μάζα [image: ], όπου η ομοαλοποιημένη κατανομή των μετακινήσεων των ορόφων είναι 
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			Η ιδιοπερίοδος [image: ]και η ιδιοσυχνότητα [image: ] του μονοβάθμιου συστήματος για ταλάντωση επάνω στον πρώτο κλάδο του δι-γραμμικού διαγράμματος του Σχήματος 14.8, ισούνται με
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			Πίνακας 14.2 Διαστάσεις και όπλιση υποστυλωμάτων του πλαισίου.
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							+1100.
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			Πίνακας 14.3 Ροπές και καμπυλότητες των διατομών των δοκών του πλαισίου.
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			Σχήμα 14.8 (a) Καμπύλη [image: ] και (b) προφίλ ανελαστικών μετακινήσεων (κατάσταση αστοχίας) από την στατική μη-γραμμική ανάλυση.

			Από το φάσμα επιταχύνσεων (ζ=5%) του σεισμού αναφοράς «Τ-Λευκάδας» και για [image: ], προκύπτουν οι ακόλουθες τιμές για την ελαστική φασματική επιτάχυνση [image: ]και την ελαστική φασματική μετακίνηση [image: ]

			[image: ]

			Ακολούθως, η τέμνουσα βάσης του ελαστικού ισοδύναμου μονοβάθμιου ταλαντωτή είναι 
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			Από το Σχήμα 14.8 επίσης προκύπτει άμεσα ότι το τμήμα του συντελεστή συμπεριφοράς [image: ] (από τον συνολικά διαθέσιμο συντελεστή συμπεριφοράς) που οφείλεται στην πλαστιμότητα του ισοδύναμου μη-γραμμικού συστήματος είναι
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			.

			Ο συντελεστής συμμετοχής είναι [image: ], όπου [image: ] και [image: ]. Ακολούθως, χρησιμοποιώντας τις σχέσεις των Nassar and Krawinkler (1991), υπολογίζουμε τον συντελεστή c=0.86 για κράτυνση 5.2%. Συνεπώς, η ελάχιστη απαιτούμενη πλαστιμότητα μ που πρέπει να διαθέτει ο φορέας υπολογίζεται από την ακόλουθη σχέση: 
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			Kατά συνέπεια, η μετακίνηση-στόχος του ιδεατού ισοδύναμου μονοβάθμιου είναι 
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			Σχήμα 14.9 Μηχανισμός διαρροής του πλαισίου από τη στατική μη-γραμμική ανάλυση.

			Λόγω της ισοδυναμίας του μονοβάθμιου ταλαντωτή με το πραγματικό 9-ώροφο επίπεδο πλαίσιο, προκύπτει πως για τον σεισμό αναφοράς «Τ-Λευκάδας», η αναμενόμενη μετακίνηση στην κορυφή του πλαισίου θα είναι επίσης [image: ]. Από την ήδη γνωστή επίλυση της στατικής μη-γραμμικής ανάλυσης, επιλέγουμε το βήμα της ανάλυσης που έδωσε στην μετακίνηση [image: ]. Τότε οι μετακινήσεις των άλλων ορόφων αποτελούν τις μετακινήσεις –στόχο για τον θεωρούμενο σεισμό αναφοράς «Τ-Λευκάδας», όπως φαίνεται στο Σχήμα 14.8(b). Τέλος, στο Σχήμα 14.9 δίδεται η θέση των πλαστικών αρθρώσεων που αναπτύσσονται στο 9-ώροφο πλαίσιο όταν επιτευχθεί η παραπάνω μετακίνηση κορυφής.
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