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			O Δημήτριος Πετρίδης αποφοίτησε από την Κτηνιατρική Σχολή του Αριστοτελείου Πανεπιστημίου Θεσσαλονίκης και εκπόνησε διδακτορική διατριβή στη «Δυναμική των Πληθυσμών σε υδρόβια οικοσυστήματα» στο Department of Zoology, University of Liverpool. Από το έτος 1994 είναι καθηγητής του Τμήματος Τεχνολογίας Τροφίμων του ΑΤΕΙ Θεσσαλονίκης και η ερευνητική και η εκπαιδευτική του δραστηριότητα κυρίως περιλαμβάνει Εφαρμοσμένη Στατιστική στην επιστήμη των τροφίμων, ανάλυση πολυμεταβλητών τεχνικών, σχεδιασμό και βελτιστοποίηση προϊόντος και στατιστικό έλεγχο διεργασιών.  Έχει σημαντικό ερευνητικό έργο, το μεγαλύτερο μέρος του οποίου είναι αυτοδύναμο με 67 δημοσιεύσεις σε διεθνή περιοδικά αναγνωρισμένου κύρους και έχει παρουσιάσει 35 επιστημονικές εργασίες σε ελληνικά και διεθνή συνέδρια. Επίσης έχει επιβλέψει ένα μεγάλο αριθμό προπτυχιακών και μεταπτυχιακών εργασιών και έχει συγγράψει ένα βιβλίο με τίτλο «Εφαρμοσμένη Στατιστική με έμφαση στην επιστήμη τροφίμων», ενώ αναμένεται και η έκδοση ενός δεύτερου βιβλίου, που αφορά τον πειραματικό σχεδιασμό προϊόντων.
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					...η γνώση δεν πρέπει να φυλακίζεται αλλά να διαδίδεται και να μεταλαμπαδεύεται 

					...οι πολυμεταβλητές τεχνικές αποτελούν δυσπρόσιτο πεδίο στην επιστημονική ενημέρωση

					...η ολοκληρωμένη παρουσίαση των πολυμεταβλητών τεχνικών σε θεωρητικό και εφαρμοστικό επίπεδο αποτελούσε ισχυρό σημείο πρόκλησης για τον συγγραφέα

					...η συνεισφορά αυτών των τεχνικών προάγει θεαματικά τα αποτελέσματα της έρευνας 

					...η αξιοποίησή τους προσδίδει υψηλή ικανοποίηση και καταξίωση στον ερευνητή από την απογείωση της επιστημονικής έρευνας

					...δεν υπάρχει ερευνητικό πεδίο που να μην χρειάζεται την εφαρμογή τέτοιων μεθόδων 

					...η ίδια η ζωή υπόκειται σε επιδράσεις/αλληλεπιδράσεις πολυμεταβαλλόμενων σκέψεων και ενεργειών

			

			Για όλα αυτά και κάποια άλλα διαφεύγοντα ο συγγραφέας πήρε την απόφαση να δημοσιεύσει όλη την 25χρονη εμπειρία που έχει αποκτήσει από την εφαρμογή αυτών των μεθόδων. Δηλώνει δε, συγκλονισμένος από την ποιότητα των αποτελεσμάτων και το βάθος που μπορεί κάποιος να διεισδύσει στην έρευνα με την απλή βοήθεια μερικών στατιστικών προγραμμάτων και ενός γρήγορου υπολογιστή.

			Όλες οι τεχνικές συνοδεύονται από ερευνημένες περιπτώσεις, πολλές από τις οποίες δημοσιεύτηκαν σε διεθνή περιοδικά μετά από κρίση, περιλαμβάνουν δε ποικίλη θεματολογία: οικολογία των ειδών, ρεολογία, χημεία και οργανοληπτικές δοκιμές στην επιστήμη τροφίμων, μελέτες κοινωνικού και εκπαιδευτικού περιεχομένου.

			Ο τρόπος γραφής του κειμένου, και ειδικότερα των παραδειγμάτων, στοχεύει στην προσέγγιση του αναγνώστη στις αναλύσεις των τεχνικών αυτών με φιλικό τρόπο, αμβλύνοντας τυχόν δισταγμούς για τη χρήση τους λόγω της μαθηματικής πολυπλοκότητας που εμπεριέχουν. 

			Για το κείμενο του βιβλίου ο συγγραφέας χρησιμοποίησε τον επεξεργαστή κειμένου LibreOffice Writer 4.4.0.

			Τα παραδείγματα αποδόθηκαν με τη βοήθεια των στατιστικών προγραμμάτων STATISTICA 12.0, MINITAB 16.0 και 17.0, CANOCO 4.5, PC-ORD 6.0 και XcalibreΤΜ 4.2.

			Η συγγραφή του βιβλίου αυτού απευθύνεται σε όλους τους επιστήμονες που ασχολούνται με την έρευνα σε επίπεδο προπτυχιακής διατριβής, μεταπτυχιακού και διδακτορικού διπλώματος  και περιλαμβάνει το ακόλουθο θεματικό περιεχόμενο:

			
					Εισαγωγή στην πολυδιάσταση (Introduction to multidimensional theory)

					Ανάλυση της πολλαπλής παλινδρόμησης και συσχέτισης (Multiple Regression and Correlation)

					Πολλαπλή λογιστική παλινδρόμηση (Logistic Regression): Διωνυμική (Binomial), Τακτική (Ordinal), Ονομαστική (Multinomial)

					Ανάλυση κύριων συνιστωσών (Principal Components Analysis )

					Παραγοντική ανάλυση (Factor Analysis)

					Ανάλυση συστάδων (Cluster Analysis)

					Πολυμεταβλητή ανάλυση της διακύμανσης (Multivariate Analysis of Variance - MANOVA)

					Πολλαπλή διακριτική ανάλυση (Multiple Discriminant Analysis)

					Δενδρική παλινδρόμηση και ταξινόμηση (Classification And Regression Trees - CART) 

					Αυτόματος ανιχνευτής αλληλεπίδρασης με τον έλεγχο χ2 (Chi-square Automatic Interaction Detector - CHAID)

					Ανάλυση αντιστοιχιών (Correspondence Analysis)

					Ανάλυση αμοιβαίας μεσοστάθμισης (Reciprocal Averaging)

					Κανονιστική συσχέτιση (Canonical Correlation)

					Ανάλυση κανονιστικών αντιστοιχιών (Canonical Correspondence Analysis)

					Ανάλυση πλεονασμού (Redundancy Analysis)

					Ανάλυση ερωτήσεων (Item Analysis)

					Ολοκληρωμένες εφαρμογές περιπτώσεων (Case studies)

			

			Ο συγγραφέας εκφράζει βαθιά ευγνωμοσύνη στον συνάδελφο και συνεργάτη Δρ. Σιάρδο Γεώργιο, Ομότιμο Καθηγητή του Αριστοτέλειου Πανεπιστημίου Θεσσαλονίκης, για τον απεριόριστο χρόνο και υπομονή που αφιέρωσε στη σύνταξη και διόρθωση του κειμένου καθώς και στις εξαιρετικά πολύτιμες υποδείξεις του στο περιεχόμενο των στατιστικών αναλύσεων. 

			Δημήτριος Πετρίδης

			Κεφάλαιο 1: Εισαγωγή στην Πολυδιάσταση

			Σύνοψη

			Γίνεται αναδρομή στη διαδικασία εκτέλεσης των στατιστικών αναλύσεων, στα είδη των μεταβλητών και τρόπους μέτρησής τους. Εισαγωγή στην ορολογία της πολυμεταβλητής ανάλυσης και σύντομη περιγραφή όλων των στατιστικών τεχνικών που περιλαμβάνονται στο παρόν βιβλίο. Αναφέρονται οι σπουδαιότεροι τρόποι παρουσίασης των αποτελεσμάτων των πολυμεταβλητών αναλύσεων και οι μέθοδοι μετασχηματισμού των στοιχείων προς επαναφορά της κανονικότητάς τους ή και διευκόλυνση της εκτέλεσης των πολυμεταβλητών τεχνικών. 

			Απαιτείται πρότερη γνώση των μεθόδων της περιγραφικής στατιστικής και, σχετικά με το επιστημονικό υπόβαθρο του αναγνώστη, θεωρητικές γνώσεις της επιστήμης τροφίμων και οικολογίας.

			Στις σύγχρονες επιστημονικές μελέτες θεωρείται πλέον επιτακτική η ανάγκη της από κοινού διερεύνησης της δράσης μεγάλου αριθμού μεταβλητών που μετρώνται σε ένα δειγματοληπτικό χώρο προσαρμοσμένο στα δεδομένα της έρευνας. Τέτοιες μελέτες αφορούν, τις φυσικοχημικές παραμέτρους ενός υδάτινου όγκου, τα βιολογικά χαρακτηριστικά του πληθυσμού ενός οργανισμού που ενδιαιτεί σε ένα οικοσύστημα, τα ρεολογικά και οργανοληπτικά χαρακτηριστικά μιας ομάδας τροφίμων, την έρευνα αγοράς στην προτίμηση επιλεγμένων προϊόντων σε ένα πολυκατάστημα κτλ. Η αναγκαιότητα αυτή οδήγησε στην επινόηση ειδικών τεχνικών επεξεργασίας των στοιχείων, γνωστών ως πολυμεταβλητές τεχνικές (Multivariate techniques). Το συγκριτικό πλεονέκτημα της χρήσης τέτοιων τεχνικών διασαφηνίζεται παραδειγματικά με την εφαρμογή της ανάλυσης της συσχέτισης σε δέκα μεταβλητές υποθετικής έρευνας. Η συσχέτιση μετρά την ένταση της σχέσης (θετικής ή αρνητικής) που αναπτύσσεται μεταξύ δύο μεταβλητών κάθε φορά και έτσι απαιτείται η εκτίμηση συνολικά 45 συντελεστών συσχέτισης. Εύκολα διαπιστώνεται η αδυναμία, νοητικά τουλάχιστον, μιας ολοκληρωμένης συγκρότησης της δράσης των μεταβλητών μεταξύ τους λόγω της πολυπλοκότητας συγκριτικής επεξήγησης των επιμέρους δράσεων. Το μειονέκτημα αυτό αίρεται με τη χρήση πολυμεταβλητής τεχνικής (ανάλυση συστάδων ή και ανάλυση των κύριων συνιστωσών) η οποία μεριμνά στη συγκρότηση ομάδας μεταβλητών με κοινή δράση μεταξύ τους, στη συγκρότηση μιας άλλης με επίσης κοινά χαρακτηριστικά αλλά με αντίθετο αποτέλεσμα ως προς την πρώτη κοκ. Έτσι, με τη δημιουργία ομάδων μεταβλητών με κοινό περιεχόμενο δράσης αλλά διαφοροποιημένο ως προς άλλες ομάδες μεταβλητών επιτυγχάνεται μία ουσιαστικότερη προσέγγιση στα ζητούμενα της έρευνας. 

			Οι πολυμεταβλητές τεχνικές, εξαιρετικά πολύπλοκες να διαχειρίζονται με υπολογιστή χεριού, απέβησαν ραγδαία δημοφιλείς με τη χρήση στατιστικών λογισμικών προγραμμάτων Η/Υ. Η συνεισφορά αυτών των τεχνικών προάγει θεαματικά τα αποτελέσματα της έρευνας και προσδίδει υψηλή ικανοποίηση και επιστημονική καταξίωση στο διοργανωτή της έρευνας. 

			Το κεφάλαιο αυτό πραγματεύεται όλους εκείνους τους στατιστικούς όρους και διαγράμματα αναλύσεων που κρίνονται απαραίτητα για τη βαθμιαία κατανόησή τους από επιστήμονες που δεν είναι ιδιαίτερα φιλικά προσκείμενοι σε πρωτόγνωρες έννοιες και ορολογία των πολυμεταβλητών τεχνικών. Στις περιπτώσεις αυτές συγκαταλέγονται η γνώση ως προς την καταλληλότητα επιλογής μίας πολυμεταβλητής ανάλυσης, η έννοια της χωροταξικής κλίμακας διαβάθμισης (McCune, 1994), η εξομάλυνση στοιχείων ατάκτως κατανεμημένων (Bowman & Azzallni, 1997ˑ Velleman & Hoaglin, 1981) και οι μετασχηματισμοί των στοιχείων με στόχο τη βελτίωση της απόδοσης των τεχνικών. Πρωτίστως όμως, θα γίνει σύντομη αναφορά ως προς την αναγκαιότητα εφαρμογής των στατιστικών ελέγχων καθώς και τη διαδικασία και τις προϋποθέσεις που διασφαλίζουν την ορθότητα εκτέλεσής τους.

			 

			1.1 Στατιστική συμπερασματολογία

			Η περισσότερο συχνή εφαρμογή της στατιστικής είναι η διατύπωση και ο έλεγχος κάποιας επιστημονικής υπόθεσης αν, για παράδειγμα, ο αριθμός των αιωρούμενων στερεών ενός τοματοχυμού που έχει υποβληθεί σε ειδική κατεργασία έχει μειωθεί σημαντικά σε σχέση με εκείνο πριν από την κατεργασία. Οι στατιστικοί έλεγχοι έχουν μεγάλη σημασία, γιατί τα πειραματικά αποτελέσματα δεν παρουσιάζουν πάντοτε εμφανείς διαφορές, αλλά συχνά χρειάζονται τη στατιστική υποστήριξη για να εξαχθεί κάποιο συμπέρασμα. Γενικώς, ένας στατιστικός έλεγχος εξετάζει αν μία σειρά από δείγματα ακολουθούν κάποιο συγκεκριμένο ή αναμενόμενο αποτέλεσμα (μηδενική υπόθεση) και συμβάλλει στην εξαγωγή ενός συμπεράσματος, κατά πόσο δηλαδή το δείγμα ή τα δείγματα συμμορφώνονται ή όχι με την υπόθεση του αναμενόμενου αποτελέσματος. Για παράδειγμα, ο μέσος όρος 13,8 ενός δείγματος δεν είναι μικρότερος από το μέσο όρο 18,4 ενός άλλου δείγματος αναφορικά ως προς την εξεταζόμενη μεταβλητή, όπως φαίνεται με την πρώτη ματιά. Χρειάζεται στατιστική κάλυψη για να αποδειχθεί αυτό, γιατί κάθε μέσος όρος, όπως είναι φυσικό, προέρχεται από ομάδα παρατηρήσεων με διαφορετικές τιμές οι οποίες όσο περισσότερο είναι απομακρυσμένες από το μέσο όρο τους τόσο περιορίζονται οι πιθανότητες να διαφέρουν οι μέσοι όροι 13,8 και 18,4.

			Η συμπερασματική στατιστική αναφέρεται στη σύγκριση μίας ή περισσότερων ομάδων παρατηρήσεων που προέρχονται από μετρήσεις μίας μεταβλητής, με την υιοθέτηση διαφόρων στατιστικών ελέγχων, όπως: χ2, t-Student, ανάλυσης διακύμανσης F, γραμμικής παλινδρόμησης και συσχέτισης. Αντίθετα προς την περιγραφική στατιστική, στην οποία αναλύονται διεξοδικά όλες οι παράμετροι που δίνουν πληροφορίες για τη φύση των παρατηρήσεων μίας ομάδας, ο βασικός στόχος της συμπερασματολογίας επικεντρώνεται στον προσδιορισμό, με κάποια ισχυρή πεποίθηση, της πιθανότητας ένα συμπέρασμα που προκύπτει μετά από τη σύγκριση κάποιων ομάδων παρατηρήσεων να είναι ορθό (αληθινό). Η φύση αυτής της σύγκρισης έχει τέσσερα ουσιώδη χαρακτηριστικά:

			(α) Την υπόθεση Η0 που οδηγεί σε ένα ορισμένο αναμενόμενο αποτέλεσμα (μηδενική υπόθεση) και την αντίθετη υπόθεση ΗΑ που δεν οδηγεί σε αυτό (εναλλακτική υπόθεση). Η υπόθεση του ελέγχου καλείται μηδενική, γιατί υπονοεί ότι δεν υπάρχει πραγματική διαφορά μεταξύ των εξεταζόμενων στατιστικών μεγεθών (π.χ. μέσων όρων). Οποιαδήποτε υπόθεση διαφορετική της μηδενικής καλείται εναλλακτική και σημαίνει την ύπαρξη διαφοράς μεταξύ των στατιστικών μεγεθών που εξετάζονται. Το ερώτημα, για παράδειγμα, αν ο ρυθμός οσμωτικής αφυδάτωσης ενός πληθυσμού ομοειδών τροφίμων (νεκταρίνια) σε χρόνο t ώρες έχει μεταβληθεί συγκριτικά με το ρυθμό αφυδάτωσης σε χρόνο t-1 ώρες αποτελεί υπόθεση για σύγκριση. Η μηδενική αφορά τη διατύπωση ότι ο πληθυσμός αναμένεται να διατηρεί τον ίδιο ρυθμό στους δύο διαφορετικούς χρόνους και η εναλλακτική υπόθεση τη διατύπωση ότι πρόκειται να υπάρξει διαφορά στο ρυθμό αφυδάτωσης. Οι υποθέσεις αυτές διακρίνονται, επίσης, σε μονόπλευρη και δίπλευρη κατεύθυνση, ανάλογα με τη φύση του ζητουμένου (διερευνωμένου). Για παράδειγμα, αν μας ενδιαφέρει να διαπιστώσουμε αν η μέση ποσοστιαία αφυδάτωση 20 φρούτων είδους Α αυξήθηκε την πέμπτη μέρα ψύξης περισσότερο από 30%, τότε αναφερόμαστε σε μονόπλευρη κατεύθυνση μεταβολής και μάλιστα προς τα άνω, αφού η μηδενική υπόθεση θα εκφράζεται ως Η0:μ≤30 και η εναλλακτική ως ΗΑ:μ>30. Αντιθέτως, αν το ενδιαφέρον εντοπίζεται στο ερώτημα αν η μέση ποσοστιαία αφυδάτωση διαφέρει από το 30%, τότε πρόκειται για έλεγχο διπλής κατεύθυνσης, Η0:μ=30 και ΗΑ:μ≠30, γιατί απλώς δε γνωρίζουμε αν η εξεταζόμενη στατιστικά μεταβολή θα είναι μικρότερη ή μεγαλύτερη από 30%. 

			(β) Ένα παρατηρούμενο αποτέλεσμα που παρεκκλίνει λίγο ή πολύ από εκείνο που αναμένεται από την υπόθεση Η0 και το μέγεθος της απόκλισης προσδιορίζεται από τον υπολογισμό του κατάλληλου στατιστικού κριτηρίου. Στην περίπτωση του ελέγχου της υπόθεσης ενός δείγματος εφαρμόζεται ο έλεγχος του στατιστικού κριτηρίου t, η τιμή του οποίου όσο μεγαλύτερη είναι τόσο εντονότερη θα είναι η απόκλιση. 

			(γ) Την εκτίμηση της πιθανότητας p η οποία αντιστοιχεί στο παρατηρούμενο αποτέλεσμα που παρεκκλίνει από το αναμενόμενο και για το οποίο αναμενόμενο αντιστοιχεί πάντα μία προκαθορισμένη πιθανότητα (π.χ. 0,05).

			(δ) Το συμπέρασμα της σύγκρισης που εξάγεται με βάση είτε την υπολογισθείσα πιθανότητα είτε την τιμή του στατιστικού κριτηρίου. Το συμπέρασμα ουσιαστικά στηρίζεται στην αποδοχή μίας από δύο αμφίδρομα συνυπάρχουσες περιπτώσεις: αν η εκτιμώμενη πιθανότητα είναι χαμηλή (π.χ. p<0,05), το παρατηρούμενο αποτέλεσμα απορρίπτεται ως μη συνεπές με τη μηδενική υπόθεση και έτσι υιοθετείται η εναλλακτική υπόθεση. Αν η εκτιμώμενη πιθανότητα είναι μεγάλη (p>0,05), το παρατηρούμενο αποτέλεσμα θεωρείται συνεπές με τη μηδενική υπόθεση. Με ανάλογο τρόπο, η τιμή του στατιστικού κριτηρίου συγκρίνεται με μία θεωρητική τιμή που αντιστοιχεί σε καθορισμένη πιθανότητα λάθους και η οποία λαμβάνεται από ειδικούς πίνακες. Αν η τιμή του κριτηρίου είναι μεγαλύτερη ή ίση της θεωρητικής, τότε απορρίπτεται η μηδενική υπόθεση και υιοθετείται η εναλλακτική.

			Ο επιστήμονας χρειάζεται κάποιο αντικειμενικό κριτήριο αναφοράς, κοινό για όλους τους στατιστικούς ελέγχους και ικανό, ώστε να είναι σε θέση να θεωρήσει ότι ορθώς απορρίπτεται ή υιοθετείται (γίνεται αποδεκτή) η μηδενική υπόθεση. Ένα τέτοιο στατιστικό κριτήριο είναι η αποδοχή της πιθανότητας α% με βάση την οποία δεχόμαστε την απόρριψη της μηδενικής υπόθεσης (και υιοθετούμε την εναλλακτική υπόθεση). Η πιθανότητα αυτή κυμαίνεται συνήθως μεταξύ των επιπέδων 10%, 5% (συνηθέστερα) και 1% ή μπορεί να εκφραστεί, επίσης, και με δεκαδικό τρόπο, ως 0,10, 0,05 και 0,01 αντίστοιχα. Η πιθανότητα αυτή αποτελεί το επίπεδο σημαντικότητας, είναι δηλαδή η διαχωριστική γραμμή μεταξύ της αποδοχής και της απόρριψης της διατυπωθείσας υπόθεσης. Αν η υπολογιζόμενη πιθανότητα του ελέγχου είναι p≤α, η μηδενική υπόθεση θεωρείται εσφαλμένη και το αποτέλεσμα κρίνεται στατιστικά σημαντικό. Παράλληλα, η τιμή του στατιστικού κριτηρίου που προκύπτει από την εφαρμογή κάποιου στατιστικού ελέγχου και αντιστοιχεί στο ίδιο επίπεδο σημαντικότητας α αποτελεί τη θεωρητική (οριακή) τιμή. Η θεωρητική τιμή για την ίδια πιθανότητα σφάλματος α μεταβάλλεται και μάλιστα αυξάνεται όσο αυξάνουν οι βαθμοί ελευθερίας του δείγματος ή όσο αυξάνεται το δειγματοληπτικό μέγεθος. Επηρεάζεται, επίσης, και από την κατεύθυνση της στατιστικής υπόθεσης, αν δηλαδή αυτή είναι μονόπλευρη ή δίπλευρη. Έτσι, η θεωρητική τιμή θα πρέπει να συμβολίζεται με τέτοιο τρόπο που να περιλαμβάνει αναφορικά όλα τα παραπάνω. Έτσι, η σχέση tορ=tα,(n-1), ή Fορ=Fα,(k-1),(N-k), περιλαμβάνει το επίπεδο σημαντικότητας, τη μονόπλευρη ή δίπλευρη κατεύθυνση και τους βαθμούς ελευθερίας. Για παράδειγμα, για n=10 και επίπεδο σημαντικότητας 5%, όταν ισχύει δίπλευρη κατεύθυνση, η οριακή τιμή του στατιστικού ελέγχου t0,05,9 είναι ίση με 2,262, ενώ όταν ισχύει η μονόπλευρη κατεύθυνση η οριακή τιμή ισούται με t0,05,9=1,833. Η ουσιαστική διαφορά μεταξύ της μονόπλευρης και της δίπλευρης κατεύθυνσης εστιάζεται στο επίπεδο σημαντικότητας της πιθανότητας α η οποία στη δίπλευρη κατεύθυνση είναι πάντοτε το διπλάσιο της μονόπλευρης. 

			 Στις βιολογικές επιστήμες είναι γενικά αποδεκτή η πιθανότητα της απόκλισης του παρατηρούμενου αποτελέσματος από το αναμενόμενο, ή αλλιώς η πιθανότητα σφάλματος, να μετράται στο επίπεδο του 0,05 (ή 5%), στη Φαρμακολογία μπορεί να μειωθεί στο επίπεδο 0,01 (1%) και στο στατιστικό ποιοτικό έλεγχο μίας παραγωγικής διαδικασίας να κατέλθει ακόμα χαμηλότερα στο επίπεδο 0,003 (0,3%).

			 Όταν η μηδενική υπόθεση απορρίπτεται σε συγκεκριμένο και πάντοτε προεπιλεγμένο επίπεδο σημαντικότητας α, τότε θεωρούμε ότι το δείγμα διαφέρει στατιστικώς σημαντικά με πιθανότητα p≤α. Εκτός από την απλή αναφορά της αποδοχής ή όχι μίας από τις δύο υποθέσεις (μηδενική και εναλλακτική) επιδιώκεται να αναγράφεται και η τιμή του στατιστικού ελέγχου, καθώς και η ακριβής πιθανότητα της απόρριψης. Για παράδειγμα αν t=3,218 και n=10, τότε η πιθανότητα p της απόρριψης, και για δίπλευρη κατεύθυνση, θα κυμαίνεται μεταξύ 0,02 και 0,01. Με τον τρόπο αυτόν ο αναγνώστης πληροφορείται με μεγαλύτερη προσέγγιση την ακριβή πιθανότητα και όχι μόνο αυτήν του αποδεκτού ορίου 0,05, η οποία μπορεί να είναι πέραν του δικού του ενδιαφέροντος. Ένας άλλος τρόπος καταγραφής του μεγέθους της στατιστικής διαφοράς είναι η αναγραφή δίπλα στην οριακή (θεωρητική) τιμή ενός αστερίσκου για πιθανότητες μικρότερες του 0,05 (π.χ. t=3,004*, n=11) και δύο αστερίσκων για πιθανότητες μικρότερες του 0,01 (t=4,018**, n=11). Πάλι όμως, η ακρίβεια της πιθανότητας p που βρίσκεται από τους ειδικούς πίνακες δεν είναι απολύτως ακριβής, γιατί στην πραγματικότητα παρέχεται σε διάστημα ακρίβειας της πιθανότητας η οποία για το παράδειγμα με οριακή τιμή 3,218 είναι το διάστημα 0,01 (0,02>p>0,01). Το πρόβλημα της ακριβούς προσέγγισης αντιμετωπίζεται ριζικά μόνο με τη χρήση των στατιστικών προγραμμάτων μέσω Η/Υ τα οποία υπολογίζουν απευθείας την πιθανότητα p στην οποία δεν παρατηρείται στατιστικά σημαντική διαφορά (ισχύει, δηλαδή, η μηδενική υπόθεση). Έτσι, αν η υπολογιζόμενη πιθανότητα είναι κάτω του ορίου 0,05 που θεωρούμε από πριν ως επιτρεπτό επίπεδο σημαντικότητας, τότε συμπεραίνουμε ότι υπάρχει στατιστικά σημαντική διαφορά (ισχύει ΗΑ), π.χ. αν η πιθανότητα είναι ίση με p=0,036, τότε ισχύει η εναλλακτική υπόθεση, γιατί p<0,05. Αντιθέτως, αν το επιτρεπτό επίπεδο σημαντικότητας κατέλθει στο 0,01, τότε για την ίδια πιθανότητα p=0,036 εξακολουθεί να ισχύει η μηδενική υπόθεση Η0. Τέλος, αν η παραπάνω πιθανότητα αφορούσε μονόπλευρο έλεγχο αντί για δίπλευρο, τότε αυτή θα υποδιπλασιαζόταν, p=0,018, και θα υπήρχε ακόμα μεγαλύτερη στατιστικά σημαντική διαφορά μικρότερη και από το επίπεδο σημαντικότητας 0,02. 

			Μερικές φορές είναι δυνατόν να απορρίπτεται λανθασμένα η μηδενική υπόθεση που είναι στην πραγματικότητα αληθής και να υιοθετείται η εναλλακτική υπόθεση, κάνοντας έτσι ένα σφάλμα που είναι τόσο μεγάλο όσο και η πιθανότητα σημαντικότητας α% που προκαθορίστηκε. Το γεγονός της απόρριψης της μηδενικής υπόθεσης, όταν αυτή είναι ορθή ορίζεται ως σφάλμα τύπου Ι (ή σφάλμα α΄είδους) και η πιθανότητα στην οποία αυτό πραγματοποιείται λέγεται σφάλμα α. Αντιθέτως, το γεγονός της αποδοχής της μηδενικής υπόθεσης ως ορθής, όταν αυτή είναι εσφαλμένη, καλείται σφάλμα τύπου ΙΙ (ή σφάλμα β΄είδους) και η πιθανότητα στην οποία αυτή πραγματοποιείται λέγεται σφάλμα β. Η ισχύς ενός στατιστικού ελέγχου ορίζεται ως η πιθανότητα 1-β, η οποία είναι η πιθανότητα απόρριψης της μηδενικής υπόθεσης, όταν πραγματικά έτσι συμβαίνει και οφείλει να απορριφθεί. Ένας στατιστικός έλεγχος θεωρείται ότι έχει μεγάλη στατιστική αξία ή ισχύ, όταν αυτή είναι τουλάχιστον 80%. 

			Η πιθανότητα α του σφάλματος Ι είναι γνωστή, γιατί προκαθορίζεται από τον ερευνητή, ενώ η πιθανότητα β του σφάλματος ΙΙ παραμένει άγνωστη. Για ένα δεδομένο δείγμα μεγέθους n η πιθανότητα α σχετίζεται αντίστροφα με την πιθανότητα β, δηλαδή χαμηλές τιμές της α αντιστοιχούν με υψηλές τιμές της β και ο μόνος τρόπος για να μειωθούν ταυτόχρονα και οι δύο πιθανότητες είναι να αυξηθεί το δειγματοληπτικό μέγεθος. Επίσης, για δεδομένη πιθανότητα α, περισσότερα δείγματα θα αυξήσουν την ποσοστιαία δύναμη του στατιστικού ελέγχου (1-β).

			1.2 Πολυμεταβλητή κανονική κατανομή

			Η κατανομή των μετρήσεων μίας μεταβλητής θα πρέπει να είναι κανονική, να προσεγγίζει δηλαδή αυτή της κατανομής του Gauss (κωδωνοειδής καμπύλη). Μετρήσεις που διαφεύγουν της κανονικότητας, εμφανίζονται συνήθως στο γράφημα της συχνότητας κατανομής τους ασύμμετρες θετικά ή αρνητικά. Οι έλεγχοι της κανονικότητας βασίζονται είτε στη γραφική πληροφόρηση είτε και σε πιο αποτελεσματικές μεθόδους, όπως είναι ο έλεγχος των Kolmogorov-Smirnof, Anderson-Darling, Shapiro-Wilk κ.α. 

			Στις πολυμεταβλητές αναλύσεις θεωρούμε συνήθως τα στοιχεία (ανά σειρά) των μελετούμενων μεταβλητών ως ένα απλό στοιχείο, για παράδειγμα μία παράταξη στην ίδια σειρά τεσσάρων τιμών της μορφής (x1, x2, x3, x4) λογίζεται ως ένα απλό σημείο σε μία ανάλυση με παρούσες τέσσερις μεταβλητές Χ1, Χ2, Χ3, Χ4. Έτσι, όταν αναλύεται η απόκριση ικανοποίησης των καταναλωτών σε δύο προϊόντα τότε για κάθε καταναλωτή υπολογίζεται ένα ζεύγος τιμών απόκρισης (x1, x2) όπου x1 είναι η τιμή ικανοποίησης για το προϊόν 1 και x2 η αντίστοιχη για το προϊόν 2. Το ζεύγος αυτό εκλαμβάνεται ως ένα σημείο δείγματος και όταν k μεταβλητές μελετούνται ταυτόχρονα θα έχουμε κατ’ επέκταση k πολλαπλές τιμές (x1, x2,..., xk) να αντιστοιχούν σε ένα μοναδικό σημείο στοιχείων. Μία τέτοια παράταξη αριθμών ονομάζεται άνυσμα και αποτελεί τη στοιχειακή βάση των πολυμεταβλητών τεχνικών.

			Η θεώρηση της κανονικής κατανομής αποτελεί κρίσιμη προϋπόθεση για την εφαρμογή πολλών στατιστικών αναλύσεων που για το θεσμό της πολυμεταβλητής ανάλυσης αυτή ενσωματώνει πλέον αρκετές μεταβλητές υπό τη μορφή ανύσματος των τυχαίων μεταβλητών: Χ=(Χ1, Χ2,..., Χk) μεταπίπτοντας έτσι σε πολυμεταβλητή κανονική κατανομή. Όταν συμμετέχουν δύο μεταβλητές (k=2) προκύπτει διμεταβλητή κανονική κατανομή, δύο διαστάσεων δηλαδή, η οποία εξελίσσεται γραφικά ως μία κωδωνοειδής καμπύλη (Σχ. 1.1), όταν k=3, η τριδιάστατη κατανομή αναδιπλώνεται στο σχήμα 1.1 υπό μορφή περιγράμματος και όταν k>3 η συνάρτηση των πιθανοτήτων της κανονικής κατανομής αδυνατεί να παρασταθεί γραφικά. 

			Όπως αναφέρθηκε, ένα άνυσμα συνίσταται από μία ομάδα αριθμών όπου ο καθένας αντιπροσωπεύει μία τιμή μίας από k συμμετέχουσες μεταβλητές στην ανάλυση και γενικεύοντας τον όρο, μία τυχαία μεταβλητή k διαστάσεων θα περιγράφεται από τη σχέση Χ=(Χ1, Χ2,..., Χk). Αν εισάγουμε την έννοια της λήψης ενός δείγματος από ένα πληθυσμό k μεταβλητών, η παραπάνω σχέση διαμορφώνεται με παρόμοιο τρόπο αλλά με μικρά γράμματα: x=(x1, x2,..., xk) και ανταποκρίνεται σε μία σειρά τιμών διαφορετικών μεταβλητών από ένα πίνακα στοιχείων με μεταβλητές (στήλες) και παρατηρήσεις (σειρές). 
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			Σχήμα 1.1. Γραφική απεικόνιση διμεταβλητής κανονικής κατανομής των στοιχείων.

			Η πολυμεταβλητή κανονική κατανομή εκφράζεται μαθηματικά από την κοινή συνάρτηση (πυκνότητας) πιθανότητας,
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			όπου Χ είναι η ανυσματική τυχαία μεταβλητή, ο όρος μ= (μ1, μ2,..., μk) είναι το άνυσμα των μέσων όρων των συμμετεχουσών μεταβλητών Χj και |Σ| η ορίζουσα του πίνακα διακύμανσης-συνδιακύμανσης. Η στίξη ‘ παραπέμπει στον πίνακα αντιμετάθεσης και ο εκθέτης -1 στον πίνακα αντιστροφής (άλγεβρα πινάκων). Η παραπάνω εξίσωση με βάση τους όρους που περιλαμβάνει, επιτρέπει τον προσδιορισμό της πολυδιάστατης κανονικής κατανομής σε ένα άνυσμα Χ όταν ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες:

			
					Οι γραμμικοί συνδυασμοί των συνιστωσών του ανύσματος Χ κατανέμονται ομαλά.

					Όλα τα υποσύνολα κάθε συνιστώσας του ανύσματος Χ ακολουθούν την πολυμεταβλητή κανονική κατανομή.

					Οι δεσμευμένες κατανομές (περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας) των συνιστωσών ακολουθούν την πολυμεταβλητή κανονική κατανομή.

			

			1.3 Έννοια των πολυμεταβλητών τεχνικών

			Η πολυμεταβλητή ανάλυση με την ευρεία έννοια αναφέρεται σε όλες τις στατιστικές μεθόδους οι οποίες ταυτόχρονα χειρίζονται πολλαπλές μετρήσεις σε κάθε άτομο ή αντικείμενο υπό μελέτη. Ουσιαστικά, η πολυμεταβλητή ανάλυση αποτελεί προέκταση στατιστικής ανάλυσης που επεξεργάζεται μία μόνο μεταβλητή όπως η ανάλυση της διακύμανσης (Analysis of Variance - ANOVA) ή δύο μεταβλητές όπως η παλινδρόμηση (ή και συσχέτιση). Στην πρώτη περίπτωση η ανάλυση, με την παρουσία πολλών μεταβλητών, μετακυλίεται στην πολυμεταβλητή ανάλυση της διακύμανσης (Multivariate Analysis of Variance - MANOVA) και στη δεύτερη περίπτωση μεταπίπτει στην πολλαπλή ανάλυση της παλινδρόμησης με συμμετέχουσες πολλές ανεξάρτητες μεταβλητές. Ανεξάρτητα από τις παραπάνω προεκτάσεις, η πολυμεταβλητή ανάλυση μπορεί να εφαρμοστεί και αυτούσια, όπως συμβαίνει στην ανάλυση των κύριων συνιστωσών με την οποία επιδιώκει να ανασύρει από ένα πλήθος μεταβλητών εκείνες που προσδίδουν τη σημαντικότερη πληροφόρηση ή στην πολλαπλή διακριτική ανάλυση (discriminant analysis) μέσω της οποίας προσπαθεί να ανιχνεύσει ομάδες στοιχείων που διαφοροποιούνται άριστα ως αποτέλεσμα της δράσης διαφορετικών ομάδων μεταβλητών. 

			O βασικός σχεδιασμός των πολυμεταβλητών αναλύσεων αφορά τη δημιουργία ειδικών μεταβλητών (variates) καθεμία των οποίων αποτελεί γραμμικό συνδυασμό των αρχικών μεταβλητών και υπολογίζεται με ειδικές τεχνικές. Οι εισαγόμενες μεταβλητές στην ανάλυση επιλέγονται από τον ερευνητή και οι τεχνικές υπολογίζουν ειδικές τιμές (συντελεστές στάθμισης), γνωστές ως ειδικά βάρη (weights) ή βαρύνουσες, και έτσι η πρώτη ειδική μεταβλητή Ζ1 προκύπτει συνήθως από τη σχέση,
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			όπου Χn είναι η συμμετέχουσα μεταβλητή n και wn το ειδικό βάρος της. Έτσι, η μεταβλητή Z1 αντιπροσωπεύει ένα γραμμικό συνδυασμό όλων των μεταβλητών ο οποίος καταλήγει στην άριστη περιγραφή της δράσης αυτών. Για παράδειγμα, στην πολλαπλή παλινδρόμηση η ειδική μεταβλητή αποτελεί την άριστη γραμμική σχέση με καθεμία ανεξάρτητη μεταβλητή και στη διακριτική ανάλυση παίρνει τέτοια τιμή ώστε να διαφοροποιεί στο μέγιστο τις διάφορες ομάδες παρατηρήσεων μεταξύ τους. Στην παραγοντική ανάλυση οι ειδικές μεταβλητές δημιουργούνται με μοναδικό τρόπο ώστε να παρέχουν τη μέγιστη δυνατή πληροφόρηση ως προς τη φυσιογνωμία των συσχετιζόμενων μεταβλητών. 

			Οι μετρήσεις των πολυμεταβλητών λαμβάνονται με τη χρήση κλίμακας ποσοτικής, ποιοτικής και τακτικής (Πίν. 1.1). Οι πολυμεταβλητές μπορεί επίσης να αφορούν ποικίλο θεματικό περιεχόμενο άριστα προσαρμοζόμενο στις απαιτήσεις μίας στατιστικής ή γραφικής ανάλυσης (Πίν. 1.2).

			Τα ποσοτικά στοιχεία είναι περισσότερο ακριβή επειδή αποδίδονται αριθμητικά (ποσοτικά), π.χ. πυκνότητα ενός πληθυσμού, ή μετρώνται σε συγκεκριμένη κλίμακα που υπαγορεύεται από τη χρήση κάποιας συσκευής π.χ. διαθλασίμετρο, φασματοφωτόμετρο, και γι΄αυτό τυγχάνουν καλύτερης στατιστικής επεξεργασίας και περισσότερων δυνατοτήτων επιλογής από τις διαθέσιμες πολυμεταβλητές τεχνικές. 

			Τα ποιοτικά στοιχεία είναι μη μετρήσιμα αφού υπόκεινται σε υποκειμενική κρίση η οποία μερικές φορές είναι αξιόπιστη, όπως στην αναγνώριση του φύλου σε άνδρες και γυναίκες, και άλλες φορές λιγότερο διαφανής όπως συμβαίνει στην κατάταξη ενός εδαφικού υποστρώματος σε αμιγώς αμμώδες, πετρώδες, αργιλώδες ή και συνδυασμό αυτών, οπότε και η πλήρης διαφοροποίηση αυτών περιέχει ασάφεια. Κάθε ένα διαχωριστικό χαρακτηριστικό αποτελεί και μία κατηγορία της μεταβλητής εξ ου και το όνομα των κατηγορικών μεταβλητών. 
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			Πίνακας 1.1. Μορφή και περιγραφή τακτικών και ποσοτικών μεταβλητών. 
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			Πίνακας 1.2. Θεματικά περιεχόμενα που μπορούν να αξιοποιηθούν συνδυαστικά είτε ως κατηγορικές είτε ως ποσοτικές μεταβλητές σε γραφικές ή στατιστικές αναλύσεις.

			Οι τακτικές μεταβλητές αποτελούν μία ενδιάμεση κατάσταση των δύο προηγούμενων γιατί συντίθενται μεν από κατηγορίες και άρα από ποιοτικά χαρακτηριστικά, ισχύει όμως σε αυτές και η έννοια της ανισότητας μεταξύ των κατηγοριών. Για παράδειγμα, η οργανοληπτική αποδοχή (αρεστότητα) ενός προϊόντος αποδίδεται συνήθως με κατηγορίες -συνήθως 5, όπως: αποδεκτό καθόλου, λίγο, μέτρια, αρκετά, πολύ, οι οποίες στο υποσυνείδητο του δοκιμαστή γίνονται εύκολα αντιληπτές και επιτρέπουν την ερμηνεία ότι το λίγο αποδεκτό είναι περισσότερο από το καθόλου και το πολύ από το αρκετά αποδεκτό. Η αίσθηση της γένεσης της ανισότητας δημιουργεί και το θεσμό των διαβαθμίσεων οι οποίες αναφορικά με το παράδειγμα συνήθως λαμβάνουν τις τιμές 1<2<3<4<5. Προέκταση της διαβαθμισμένης κλίμακας αποτελεί και εκείνη που εφαρμόζεται σε ερωτήσεις με πολλές κατηγορίες στις οποίες ο ερωτώμενος υποχρεώνεται να τις βαθμολογήσει όλες. Για παράδειγμα, αν μία ερώτηση έχει 6 επιλογές, τότε ο ερωτώμενος αποδίδει 6 βαθμούς από 1-6 σε καθεμία κατηγορία, έτσι ώστε να προκύψουν 6 διαβαθμίσεις με τη διαβάθμιση 1 να αποτελεί την ισχυρότερη επιλογή. Οι ερωτήσεις αυτές επεξεργάζονται στατιστικά με την τεχνική των συχνοτήτων και διαφωτίζουν τη σχέση διαδοχής των διαβαθμίσεων στις διάφορες κατηγορίες, π.χ. οι κατηγορίες Δ και Γ μίας ερώτησης βαθμολογούνται στην πλειονότητά τους ως επιλεγόμενες 1 και 2 αντίστοιχα. 

			Οι συνθήκες δημιουργίας των τακτικών μεταβλητών επιτρέπουν τη στατιστική μεταχείριση αυτών εντάσσοντας τες είτε στις κατηγορικές (ανάλυση συχνοτήτων) είτε στις ποσοτικές (παραμετρική στατιστική). Επισημαίνεται ότι στις ποσοτικώς διαχειριζόμενες τακτικές μεταβλητές, η έννοια της ομαλής κατανομής των στοιχείων καταλύεται συνήθως λόγω της ιδιομορφίας των διαβαθμίσεων που ως τιμές αξιολόγησης είναι ολιγάριθμες και άρα επαναλαμβάνονται συνεχώς σε ένα πλήθος στοιχείων. Ένα δεύτερο μειονέκτημα είναι η παραδοχή αφενός ότι οι αποστάσεις μεταξύ των κατηγοριών της κλίμακας είναι ίσες και αφετέρου ότι μία κατηγορία είναι πολλαπλάσια της άλλης (π.χ. η με αριθμό 4 είναι διπλάσια της με αριθμό 2, η με αριθμό 5 πενταπλάσια της με αριθμό 1 κοκ.). Έτσι, η χρήση των κλιμάκων διαβάθμισης με παραμετρικές μεθόδους αποτελεί σοβαρό σημείο αμφισβήτησης μεταξύ των επιστημόνων η οποία προεκτείνεται και στις πολυμεταβλητές αναλύσεις. Η παραδοχή της αναλογικότητας των διαβαθμίσεων επίσης δεν μπορεί να ισχύει σε περιπτώσεις όπως π.χ. στη θεώρηση τεσσάρων μεγεθών μικροοργανισμών που συναντώνται συχνά σε μία μικροσκοπική καταμέτρηση. Μεγέθη της τάξης όπως στο παρακάτω σχέδιο δεν ανταποκρίνονται σε καμία περίπτωση στη φύση της αναλογικότητας των διαστάσεων.
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			Το μειονέκτημα της έλλειψης κανονικότητας αντιμετωπίζεται αποτελεσματικά αν επιλεγεί η χρήση της αδιαβάθμητης (μη δομημένης) κλίμακας (unstructured scale) για τη μέτρηση των στοιχείων. Αυτή σχεδιάζεται με τη χάραξη μίας ευθείας γραμμής μήκους 10-15 cm πάνω στην οποία σημειώνεται με στίξη το αποτέλεσμα της κρίσης του αξιολογητή. Η στίξη επί της γραμμής έχει πλέον απόσταση από το μηδέν που αντιστοιχεί στο αριστερό άκρο της ευθείας η οποία και καταγράφεται με τη βοήθεια ενός απλού βαθμονομημένου χάρακα. Έτσι, όλες οι τιμές που καταγράφονται κυμαίνονται μεταξύ 0 και 15 cm και έχουν πλέον τεχνηέντως ποσοτική υπόσταση και άρα αναμένεται καλύτερη στατιστική απόδοση των πολυμεταβλητών τεχνικών. 

			Μία άλλη κλίμακα η οποία αποτελεί αποκλειστικό προνόμιο των πολυμεταβλητών τεχνικών είναι η αθροιστική κλίμακα απόκρισης (summated scales). Σύμφωνα με αυτή, αρκετές μεταβλητές συνενώνονται αθροιστικά σε μία νέα σύνθετη μεταβλητή η οποία αντιπροσωπεύει μία γενική εικόνα της απόκρισης αυτών, όπως συμβαίνει συχνά στα ερωτηματολόγια προσδιορισμού της φυσιογνωμίας της ατομικής προσωπικότητας ή του βαθμού ικανοποίησης (ευχαρίστησης) ενός προϊόντος. Με τον τρόπο αυτόν αποφεύγεται η χρήση μίας μόνο μεταβλητής για να εκφράσει αυτή την εικόνα και αντ’ αυτής προκρίνεται η παρουσία μίας σύνθετης μεταβλητής η οποία δρα ως δείκτης και εκπροσωπεί διάφορες όψεις της ίδιας εικόνας πληρέστερα, όμως, διαμορφωμένης. Δηλαδή, οι πολλαπλές αποκρίσεις απηχούν την ‘πραγματική’ απόκριση με μεγαλύτερη ακρίβεια απ’ ό,τι μία μόνο απόκριση τη φορά. 

			1.4 Tύποι πολυμεταβλητών τεχνικών

			Κάθε πολυμεταβλητή τεχνική παρουσιάζει ιδιαίτερα χαρακτηριστικά εφαρμογής στις μεταβλητές της και άρα αποτελεί συγκεκριμένη επιλογή ανάλογα με την κλίμακα μέτρησής των στοιχείων, το εξειδικευμένο υπόβαθρο του ερευνητή, το μέγεθος της πολυπλοκότητας των αναλύσεων, την προσαρμοστικότητα των αποτελεσμάτων σε διαγράμματα και πίνακες και το βάθος κατανόησης των ευρημάτων. Παρακάτω αναφέρονται οι συχνότερα χρησιμοποιούμενες τεχνικές με τη συνοδεία ορισμένων χαρακτηριστικών τους.

			Ανάλυση πολλαπλής παλινδρόμησης (Multiple Regression Analysis-MRA)

			Είναι κατάλληλη στις αναλύσεις εκείνες στις οποίες εμπλέκονται μία απλή ποσοτική εξαρτημένη μεταβλητή και δύο ή περισσότερες ανεξάρτητες ποσοτικές ή κατηγορικές μεταβλητές. Η τεχνική επιδιώκει να προβλέψει το μέγεθος της απόκρισης της εξαρτημένης μεταβλητής, το οποίο εκλαμβάνεται ως το αποτέλεσμα της δράσης των ανεξάρτητων μεταβλητών και επιπροσθέτως, να αναδείξει ποιες μεταβλητές είναι οι πλέον υπεύθυνες για το μέγιστο εύρος μεταβολής της εξαρτημένης. Σχετικές μελέτες αναφέρονται συχνά στην ανάπτυξη των οργανισμών υπό την επίδραση της φύσης του υποστρώματος, προσανατολισμού στο χώρο, υψομέτρου, θερμοκρασίας κτλ. ή και στην εξαρτημένη σχέση μίας οργανοληπτικής μεταβλητής ενός αλλαντικού με βάση τις μηχανικές ιδιότητές του.

			Πολλαπλή διακριτική (ή διαχωριστική) ανάλυση (Multiple Discriminant Anasysis-MDA)

			Επιλέγεται στις περιπτώσεις όπου η εξαρτημένη μεταβλητή είναι μοναδική και κατηγορική, είτε διμερής (διχοτομική) (με δύο κατηγορίες, π.χ. άνδρες και γυναίκες) είτε πολυμερής (περισσότερες από δύο κατηγορίες, π.χ. λίγο, μέτρια, πολύ), και οι ανεξάρτητες ποσοτικές μεταβλητές. Συνήθως η εξαρτημένη προέρχεται από την ομαδοποίηση (κατηγοριοποίηση) των παρατηρήσεων (δειγμάτων) ως αποτέλεσμα της εφαρμογής της ταξιδομικής ανάλυσης (ανάλυσης συστάδων) των στοιχείων και σπανιότερα από προεπιλογή των κατηγοριών. Σε αντίθεση με την ανάλυση συστάδων, η διακριτική ανάλυση προϋποθέτει τη γνώση εκ των προτέρων των ομάδων ως προς την ένταξη των παρατηρήσεων, με βάση την οποία είναι δυνατή, στη συνέχεια, η πρόβλεψη ως προς την ένταξη μίας νέας παρατήρησης. Η τεχνική αποσκοπεί στην κατανόηση των διαφορών που αναπτύσσονται μεταξύ των ομάδων εξαιτίας της δράσης των ανεξάρτητων μεταβλητών καθώς και στην πρόβλεψη της πιθανότητας που έχει μία παρατήρηση ή άτομο να καταχωρηθεί ορθά σε μία συγκεκριμένη ομάδα. Πέραν της ανεύρεσής των πλέον υπεύθυνων μεταβλητών για τον εκάστοτε διαχωρισμό, η τεχνική εκτιμά παράλληλα και το ποσοστό αξιοπιστίας του διαχωρισμού των στοιχείων σε ομάδες που προηγήθηκε με την εφαρμογή της ανάλυσης συστάδων. 

			Πολλαπλή λογιστική παλινδρόμηση (Multiple Logistic Regression-MLR)

			Η μέθοδος αυτή γνωστή και ως πολυωνυμική ή πολυχοτομική ή ονομαστική παλινδρόμηση, αποτελεί ειδική κατηγορία μοντέλων γραμμικών πιθανοτήτων και είναι αρκετά συγγενική με την πολλαπλή παλινδρόμηση αλλά και με την πολλαπλή διακριτική ανάλυση. Διαφοροποιείται από την πρώτη στην επιλογή της εξαρτημένης μεταβλητής η οποία είναι αποκλειστικά κατηγορική (διμερής ή πολυμερής) ή διαβαθμισμένη. Διακρίνεται από τη δεύτερη τεχνική στην επιλογή των ανεξάρτητων μεταβλητών οι οποίες μπορεί να είναι ποσοτικές, κατηγορικές ή και συνδυασμός αυτών (ασυμβίβαστη συνθήκη στη διακριτική ανάλυση) και δεν υπόκειται στον περιορισμό της κανονικής κατανομής των στοιχείων. 

			Πολυμεταβλητή ανάλυση διακύμανσης (Multivariate Analysis Of Variance-MANOVA)

			Η τεχνική εξερευνά ταυτόχρονα τις σχέσεις που αναπτύσσονται μεταξύ αρκετών κατηγορικών ανεξάρτητων μεταβλητών, γνωστών και ως μεταχειρίσεων, και δύο ή περισσότερων εξαρτημένων ποσοτικών μεταβλητών. Κατά βάση, η τεχνική προσβλέπει στον στατιστικό έλεγχο της διακύμανσης που παράγεται μεταξύ των ομάδων (κατηγοριών) των μεταχειρίσεων ένεκα της δράσης αυτών επί των εξαρτημένων μεταβλητών.

			Ανάλυση συστάδων ή ταξιδομική ανάλυση (CLuster Analysis-CLA)

			Η αρχή της μεθόδου συνίσταται στη διάταξη ενός συνόλου δειγμάτων, ατόμων ή παρατηρήσεων σε ένα μικρό αριθμό απόλυτα διαχωρισμένων υποομάδων εκτιμώντας τις ομοιότητες που αναπτύσσονται μεταξύ των στοιχείων ποσοτικών μεταβλητών ή και διμερών κατηγορικών. Σε αντίθεση με τη διακριτική ανάλυση η οποία ασχολείται με προκαθορισμένο αριθμό ομάδων (κατηγοριών), η ταξιδομική ανάλυση χρησιμοποιείται χωρίς προηγούμενη γνώση για την ταυτοποίηση των παρατηρήσεων σε ομάδες και εκτελείται σε τρία βήματα (εξαιρείται η ανάλυση των k μέσων και του αλγόριθμου ταξιδόμησης κατανομών ΕΜ). Αρχικά υπολογίζεται ο βαθμός ομοιότητας μεταξύ των παρατηρήσεων ώστε να είναι σε θέση να επιλεγούν αργότερα σε συγκεκριμένο αριθμό ομάδων (πίνακας ομοιότητας των στοιχείων). Στη συνέχεια, οι όμοιες παρατηρήσεις (δείγματα) με τη χρήση ειδικών τεχνικών διασύνδεσης ταξινομούνται σε διάφορες ομάδες με κοινά χαρακτηριστικά εκάστη. Τέλος, αναδεικνύεται η ιδιότητα των δειγμάτων με την απονομή κατάλληλων τίτλων, αν είναι εφικτό, κοινής δράσης ανά ομάδα. Ως παράδειγμα αναφέρεται η ταξιδόμηση διαφορετικών ποικιλιών τυριών με βάση τις μεθόδους παρασκευής τους οι οποίες αντανακλούν διαφορετικές φυσικοχημικές, μηχανικές και οργανοληπτικές ιδιότητες. Έτσι, κάθε ομάδα παρέχει διαφορετική πληροφόρηση ως προς την ένταση της απόκρισής των παραπάνω ιδιοτήτων. Η ορθότητα επιλογής του αριθμού των συστάδων εξετάζεται με ειδικά κριτήρια και η αξιοπιστία επιλογής των συγκεκριμένων ομάδων πραγματοποιείται με την εφαρμογή της διακριτικής ανάλυσης. 

			Ανάλυση δενδρικής ταξινόμησης και παλινδρόμησης (τεχνικές CART/CHAID)

			Η τεχνική στοχεύει στην πρόβλεψη μίας μεταβλητής, κατηγορικής, τακτικής ή ποσοτικής, από ένα πλήθος ανεξάρτητων μεταβλητών, ποσοτικών ή κατηγορικών, υιοθετώντας την ανάπτυξη δενδρικής ιεραρχίας των παρατηρήσεων η οποία συνοδεύεται από συγκεκριμένες τιμές τμήσης των ανεξάρτητων μεταβλητών. Ειδικοί αλγόριθμοι επιλέγονται, η λειτουργία των οποίων στηρίζεται στην υπόθεση αν ισχύει μία συνθήκη, τότε εκτελείται αναλόγως, π.χ. αν η μεταβλητή Χ3 προσεγγίσει την τιμή ≤2,4 τότε οι παρατηρήσεις διχάζονται σε δύο υποομάδες και παρατάσσονται κάτω αριστερά και δεξιά της συνθήκης. Οι αλγόριθμοι τελικά συγκροτούν μία δενδρική κατάταξη των μεταβλητών και παρατηρήσεων, τέτοια ώστε να προβλέπεται άριστα η τοποθέτηση των παρατηρήσεων των ομάδων των εξαρτημένων μεταβλητών. Στην πράξη, η τεχνική αποτελεί μία μορφή της πολλαπλής διακριτικής ανάλυσης με τη διαφορά ότι περιγράφει την εξαρτημένη μεταβλητή με συγκεκριμένες τιμές δράσης (τμήσης) των ανεξάρτητων ποσοτικών ή κατηγορία τμήσης των κατηγορικών μεταβλητών. Επίσης διαφέρει από την προηγούμενη και στην επιλογή της εξαρτημένης μεταβλητής που μπορεί να είναι είτε κατηγορική είτε ποσοτική, όπως και στις ανεξάρτητες, μία τουλάχιστον από τις οποίες, μπορεί να είναι κατηγορική.

			Ανάλυση κύριων συνιστωσών (Principal Component Analysis-PCA) / Παραγοντική ανάλυση (Factor Analys-FA)

			Αμφότερες οι τεχνικές ακολουθούν μία συγκεκριμένη στατιστική διαδικασία η οποία προσπαθεί να αναλύσει τις σχέσεις που αναπτύσσονται μεταξύ ενός μεγάλου αριθμού μεταβλητών και να τις ερμηνεύσει επιλέγοντας τελικά ένα μικρότερο αριθμό νέων μεταβλητών (συνιστωσών ή παραγόντων), στις οποίες ενσωματώνεται η συλλογή όλης της δυνατής πληροφορίας με ελάχιστες δυνατές απώλειες. Η εμπειρική αυτή εκτίμηση των ειδικών μεταβλητών Ζi αποτελεί κατά κάποιο τρόπο τη δημιουργία της αθροιστικής κλίμακας απόκρισης. 

			Η ανάλυση κύριων συνιστωσών επινοήθηκε για να μειώσει τον αριθμό των μεταβλητών σε ένα μικρότερο αριθμό νέων μεταβλητών, γνωστών και ως κύριων συνιστωσών, οι οποίες αποτελούν γραμμικούς συνδυασμούς των αρχικών μεταβλητών με στόχο να συσσωρεύσουν όσο το δυνατό περισσότερη πληροφόρηση και παράλληλα να ενσωματώσουν σημαντικό μέρος της ολικής μεταβλητότητας (διακύμανσης) της ανάλυσης. Με απλούστερα λόγια, η τεχνική απλοποιεί την πολυπλοκότητα της πληροφόρησης που πηγάζει από μεγάλο αριθμό μεταβλητών μειώνοντας τον αριθμό αυτών σε λίγες, νέες και ουσιαστικές. 

			Η παραγοντική ανάλυση δρα με όμοιο τρόπο όπως και η προηγούμενη, επιδιώκοντας να αντλήσει όσο το δυνατό μεγαλύτερο ποσοστό διακύμανσης με τη δημιουργία ολιγάριθμων νέων μεταβλητών (παραγόντων). Επιπροσθέτως, στην ανάλυση αυτή, κάθε αρχική μεταβλητή εκφράζεται και ως γραμμικός συνδυασμός των παραγόντων, ενσωματώνοντας και μία υπολειμματική ποσότητα η οποία αντιστοιχεί στο μέγεθος της ανεξαρτησίας της μεταβλητής αυτής από τις υπόλοιπες. Συνήθως, η παραγοντική ανάλυση εκκινεί με ολιγάριθμες νέες μεταβλητές που είναι προϊόν της ανάλυσης κύριων συνιστωσών και ακολούθως τις μετασχηματίζει σε παράγοντες με τη βοήθεια τεχνικών περιστροφής των κύριων αξόνων των συνιστωσών, παρέχοντας έτσι πληρέστερη ερμηνευτική υπόσταση. 

			Κανονιστική συσχέτιση (Canonical Correlation-CC)

			Στόχος της ανάλυσης αυτής είναι η θεώρηση δύο ομάδων μεταβλητών και η ανεύρεση επάλληλων κοινών χαρακτηριστικών μεταξύ αυτών και διενεργείται με την ταυτόχρονη συγκρότηση της συσχέτισης που διέπει μία ομάδα εξαρτημένων μεταβλητών με μία ομάδα ανεξάρτητων. Για παράδειγμα, μία ομάδα φυσικοχημικών δεικτών της οργανικής ρύπανσης, σε μία διεργασία καθαρισμού υγρών αποβλήτων, συνδέεται με την ομάδα αφθονίας των πρωτοζώων στο λύμα με στόχο να διερευνηθεί ό,τι κοινό μπορεί να συνυπάρχει μεταξύ των δύο ομάδων αλλά και πόση μεταβλητότητα συμπαράγεται. Η βασική αρχή της μεθόδου στηρίζεται στη δημιουργία δύο γραμμικών συνδυασμών υπό μορφή κανονιστικών συνιστωσών, ένα συνδυασμό για κάθε ομάδα (εξαρτημένη-ανεξάρτητη), με τέτοιο τρόπο ώστε να μεγιστοποιήσει τη συσχέτιση μεταξύ των δύο ομάδων. Ακολουθεί μία δεύτερη επίσης μεγιστοποιημένη συσχέτιση αλλά μικρότερης ισχύος κοκ. Κάθε συσχέτιση μεταξύ των δύο ομάδων παρίσταται γραφικά ως γραμμική τάση μεταξύ των δύο συνιστωσών. 

			Ανάλυση αντιστοιχιών (Correspondence Αnalysis -CA)

			H ανάλυση αντιστοιχιών εφαρμόζεται στις περιπτώσεις όπου οι μετρούμενες μεταβλητές είναι όλες κατηγορικές και υπάρχει αναγκαιότητα να ποσοτικοποιηθούν οι σχέσεις που διαφαίνονται μεταξύ τους. Η τεχνική βασίζεται στην κατασκευή ενός πίνακα ενδεχομένων (συχνοτήτων) από τη διασταυρωτή πινακοποίηση δύο τουλάχιστον κατηγορικών μεταβλητών. Ακολούθως, τα ποιοτικά στοιχεία μετατρέπονται σε ποσοτικά μέσω της επεξεργασίας των συχνοτήτων των πινάκων και η μέθοδος καταλήγει στην επιλογή ολιγάριθμων νέων μεταβλητών διατηρώντας ένα μέγιστο ποσοστό πληροφόρησής των σχέσεων αυτών. 

			Ανάλυση της αμοιβαίας μεσοστάθμισης (Reciprocal Averaging-RA)

			Η ανάλυση της αμοιβαίας μεσοστάθμισης είναι ανάλογη με την ανάλυση των αντιστοιχιών, διακρίνεται ωστόσο από τη θεώρηση των επιλεγμένων μεταβλητών που είναι όλες ποσοτικές και βρίσκει πρόσφορο έδαφος εφαρμογής στην οικολογία των ειδών. Στην περίπτωση αυτή οι παρατηρήσεις αποτελούν τα σημεία δειγματοληψίας των ειδών και οι μεταβλητές τις πληθυσμιακές αφθονίες των ειδών στις δειγματοληπτικές θέσεις. Σκοπός της ανάλυσης είναι να διερευνήσει τις σχέσεις που αναπτύσσονται μεταξύ των δειγμάτων εκφραζόμενες ως κατανομή των ειδών και τις σχέσεις μεταξύ των ειδών εκφραζόμενες ως κατανομή των δειγμάτων. Δείγματα και είδη συγκροτούν γραφικές παραστάσεις με εξαιρετική απόδοση στην πληροφόρηση. H RA, ουσιαστικά, είναι μέθοδος διαστασιομείωσης η οποία συνδυάζει μία χωροταξική κλίμακα διαβάθμισης με ένα σύστημα επαναληπτικών διαδικασιών με προσεγγιστικές τιμές. Αναλυτικότερα, η τεχνική εφαρμόζεται σε μία σειρά δειγμάτων με συγκεκριμένο αριθμό ειδών ανά δείγμα απονέμοντας αρχικά μία αυθαίρετη (τυχαία) τιμή σε κάθε είδος (βαθμός ειδών). Οι βαθμοί των ειδών σταθμίζονται αναλογικά με την αφθονία κάθε είδους σε κάθε δείγμα και ο προκύπτων σταθμισμένος μέσος βαθμός των ειδών σε κάθε δείγμα παράγει και μία ειδική τιμή για κάθε δείγμα (βαθμός δειγμάτων). Ο σταθμισμένος μέσος βαθμός των δειγμάτων δημιουργεί, με την ίδια λογική, και ένα νέο βαθμό των ειδών. Ακολούθως, δείγματα και είδη τυποποιούνται αφαιρώντας κάθε τιμή από το μέσο όρο και διαιρώντας με την τυπική απόκλιση. Η ίδια διαδικασία επαναλαμβάνεται έως ότου οι διαδοχικές επαναληπτικές τιμές δεν προκαλούν ουσιαστική μεταβολή μεταξύ τους. Η τεχνική χρησιμοποιείται ευρέως για την απεικόνιση των ειδών κατά μήκος μίας κλίμακας περιβαλλοντικής χωροταξικής διαβάθμισης σε συγκεκριμένη θέση η οποία ανταποκρίνεται στο μέγιστο της αφθονίας τους. Αποτελεί επίσης και πρόδρομη ανασκόπηση πριν την εφαρμογή περισσότερο εξελιγμένων πολυμεταβλητών τεχνικών όπως είναι η ανάλυση των κανονιστικών αντιστοιχιών. 

			Ανάλυση πλεονασμού (Redundancy Analysis-RDA)

			Η ανάλυση πλεονασμού είναι μία τεχνική η οποία αποσπά και συνοψίζει τη μεταβλητότητα (διακύμανση) μίας ομάδας εξαρτημένων μεταβλητών η οποία δύναται να επεξηγηθεί από μία ομάδα ανεξάρτητων (επεξηγηματικών) μεταβλητών. Ειδικότερα, η ανάλυση περιγράφει τους άριστους γραμμικούς συνδυασμούς μεταξύ συνιστωσών των εξαρτημένων μεταβλητών που «πλεονάζουν», δηλαδή επεξηγούνται από μία ομάδα ανεξάρτητων μεταβλητών. Προς τούτο, η RDA εφαρμόζει την τεχνική της πολλαπλής παλινδρόμησης μεταξύ των πολυπληθών εξαρτημένων και ανεξάρτητων μεταβλητών και ο προκύπτων πίνακας που περιέχει τις προσαρμοσμένες τιμές των εξαρτημένων μεταβλητών, ένεκα εφαρμογής της MRA, υπόκειται στην ανάλυση των κύριων συνιστωσών. Το αποτέλεσμα απεικονίζεται σε διδιάστατα και τριδιάστατα γραφήματα που παρέχουν σημαντικό όγκο πληροφόρησης για τα δείγματα και τις μεταβλητές. Η μέθοδος αυτή, βασίζεται αυτονόητα στην PCA και επιλέγεται όταν η αναμενόμενη σχέση μεταξύ των ομάδων των μεταβλητών είναι γραμμική. Ειδάλλως, επιλέγεται η ανάλυση των κανονιστικών αντιστοιχιών (CCA) στην οποία οι σχέσεις των δύο ομάδων περιγράφονται με την καμπύλη του Gauss (κωδωνοειδής καμπύλη της κανονικής κατανομής). 

			Ανάλυση κανονιστικών αντιστοιχιών (Canonical Correspondence Analysis-CCA)

			Η ανάλυση κανονιστικών αντιστοιχιών προϋποθέτει την εφαρμογή της ανάλυσης της αμοιβαίας μεσοστάθμισης σε μία ομάδα εξαρτημένων μεταβλητών και την ύπαρξη μίας δεύτερης ομάδας ανεξάρτητων μεταβλητών. Χρησιμοποιείται σε υπερβολικό βαθμό σε οικολογικά στοιχεία (δείγματα και είδη). Η τεχνική αποσκοπεί στην, με μορφή καμπύλης, ανάδειξη των μέγιστων αποκρίσεων των πληθυσμών των ειδών (εξαρτημένων μεταβλητών) ως αποτέλεσμα της δράσης περιβαλλοντικών παραμέτρων (ανεξάρτητες μεταβλητές). Το αποτέλεσμα των αποκρίσεων ερμηνεύεται γραφικά σε διδιάστατες και τριδιάστατες γραφικές παραστάσεις με φιλοσοφία ερμηνείας παρόμοια με την ανάλυση πλεονασμού.

			5. Τρόποι αντίληψης και συστηματοποίησής των δεδομένων

			Όπως γίνεται αντιληπτό από τα παραπάνω, σημαντικό στοιχείο της πολυμεταβλητής ανάλυσης είναι ο τρόπος θεώρησης της έννοιας των εξαρτημένων μεταβλητών κατά την επιλογή των μεταβλητών προς διερεύνηση. Υπάρχουν τεχνικές που διαχωρίζουν τις μεταβλητές σε δύο ομάδες. Η μία ομάδα παίζει το ρόλο των εξαρτημένων και η άλλη των ανεξάρτητων, όπως συμβαίνει στην κανονιστική συσχέτιση, στην πολλαπλή διακριτική ανάλυση κτλ. Υπάρχουν όμως και τεχνικές που εντάσσουν όλες τις μεταβλητές σε μία συνολική ομάδα και μετρούν απλά την ενδοεξάρτηση των σχέσεων που αναπτύσσονται μεταξύ τους, όπως συμβαίνει στην ανάλυση των κύριων συνιστωσών και των αντιστοιχιών.

			[image: p3.png]

			Πίνακας 1.3. Εξισώσεις των πολυμεταβλητών τεχνικών. Στο αριστερό (Α) και δεξιό (Δ) σκέλος των εξισώσεων περιγράφονται οι αντιστοιχίες των εξαρτημένων και ανεξάρτητων μεταβλητών.
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			Πίνακας 1.4. α) Καταμερισμός των μεταβλητών με βάση το εξειδικευμένο υπόβαθρο. β ) Τρόπος καταγραφής των μεταβλητών σε φύλλο εργασίας.

			Ο πίνακας 1.3 παριστάνει αναλυτικά τη φύση της εξάρτησης που υιοθετεί κάθε πολυμεταβλητή τεχνική καθώς και την κλίμακα μέτρησής των στοιχείων των μεταβλητών. Προς απλούστευση της καταγραφής των μετρήσεων των πολλαπλών μεταβλητών, προτείνεται το σχέδιο που καταγράφεται στον πίνακα 1.4 με τις εξής επισημάνσεις:

			Κάθε μεταβλητή καταλαμβάνει διακριτό και μοναδικό ρόλο ανάλογα με το επιστημονικό πεδίο στο οποίο απευθύνεται η έρευνα. Για παράδειγμα, το pH έχει διαφορετικό βάρος στη σύνθεση ενός προϊόντος (χημεία τροφίμων) και διαφορετικό στην υδάτινη μάζα ενός ποταμού (οικολογία υδρόβιου περιβάλλοντος). Είναι επιτακτική ανάγκη λοιπόν, η καταγραφή της σχετικής επιστήμης και ακολούθως ο προσδιορισμός της φύσης της μεταβλητής που άλλοτε ρυθμίζεται ως εξαρτημένη και άλλοτε ως ανεξάρτητη. Για παράδειγμα, η ομάδα των μηχανικών ιδιοτήτων ενός προϊόντος θεωρείται ως εξαρτημένη όταν μελετάται σε αυτήν η δράση μίας ομάδας χημικών ενώσεων που θεωρούνται ευρέως ως ανεξάρτητες επειδή αυτές ρυθμίζουν την τελική σύνθεση του προϊόντος (Πίν. 1.4). Η ίδια ομάδα των μηχανικών μεταβλητών, απουσία των χημικών, μπορεί εξίσου να θεωρηθεί ως ανεξάρτητη όταν μελετάται η δράση της σε μία ομάδα οργανοληπτικών μεταβλητών που εκλαμβάνονται πάντα ως εξαρτημένες. Η ομάδα των εξαρτημένων μεταβλητών σε μερικές επιστήμες ορίζεται ως Κύριος πίνακας και η ομάδα των ανεξάρτητων ως Δευτερεύων ή γενικώς Δεύτερος πίνακας επειδή υπάρχουν πολυμεταβλητές τεχνικές που λειτουργούν αποκλειστικά με τη χρήση μόνο του κύριου πίνακα και αρκετές μόνο με την ενσωμάτωση και του δεύτερου. 

			Στον πίνακα 1.5 περιγράφεται λεπτομερώς ο τρόπος διασύνδεσης μεταξύ των δύο ομάδων μεταβλητών με τις πολυμεταβλητές τεχνικές: 

			Οι μεταβλητές του κύριου πίνακα (DV), ανεξάρτητα αν λογίζονται ποσοτικές ή κατηγορικές, θεωρούνται ότι αποτελούν μία συνολική ομάδα μεταβλητών χωρίς διακρίσεις εξάρτησης μόνο όταν υποβάλλονται απευθείας προς στατιστική επεξεργασία από τις τεχνικές PCA, FA, RA, CA και CLA. Οι τέσσερις πρώτες παρουσιάζονται σε πλαίσιο για να δείξουν ότι αποτελούν συναφούς περιεχομένου πολυμεταβλητές τεχνικές. Οι ομάδες (κατηγορίες) της ταξιδομικής ανάλυσης μπορούν έμμεσα να χρησιμοποιηθούν ως δείκτες διαχωρισμού των δειγμάτων στις περιγεγραμμένες τεχνικές. Οι υπόλοιπες τεχνικές απαιτούν την παρουσία και του δεύτερου πίνακα μεταβλητών μαζί με τον πρώτο πίνακα ο οποίος τώρα κατέχει θέση εξαρτημένων μεταβλητών. 

			Οι τεχνικές CART και MDA χρησιμοποιούν τις ομάδες ταξιδόμησης της CLA ως εξαρτημένη μεταβλητή και τις μεταβλητές του πίνακα IV ως ανεξάρτητες. Ο ίδιος πίνακας ΙV μπορεί να χρησιμοποιηθεί έμμεσα ως δράση των ανεξάρτητων μεταβλητών στις δύο πρώτες κύριες συνιστώσες της PCA. 

			Οι τεχνικές RDA και CCA προαπαιτούν την εφαρμογή πρώτα της PCA και RA αντίστοιχα στον κύριο πίνακα για να εκτελεστούν ακολούθως με τη συνεπικουρία και του δεύτερου πίνακα. 
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			Πίνακας 1.5. Διαγραμματική διασύνδεση εφαρμογής των διαφόρων πολυμεταβλητών τεχνικών μεταξύ τους και με τους πίνακες των εξαρτημένων και ανεξάρτητων μεταβλητών.

			Ονοματολογία:

			DV (Dependent Variables) - Ομάδα Εξαρτημένων Μεταβλητών ή Κύριος Πίνακας

			IV (Independent (Variables) - Ομάδα Ανεξάρτητων Μεταβλητών ή Δεύτερος Πίνακας

			CC (Canonical Correlation) - Κανονιστική Συσχέτιση

			CCA (Canonical Correspondence Analysis) -  Ανάλυση Κανονιστικών Αντιστοιχιών

			RDA (Redundancy Analysis) - Ανάλυση Πλεονασμού 

			MRA (Multiple Regression Analysis) - Ανάλυση Πολλαπλής παλινδρόμησης

			MLR (Multiple Logistic Regression) - Πολλαπλή Λογιστική παλινδρόμηση

			PCA (Principal Component Analysis) - Ανάλυση κύριων Συνιστωσών

			FA (Factor Analysis) - Παραγοντική Ανάλυση

			RA (Reciprocal Averaging) - Ανάλυση Αμοιβαίας Μεσοστάθμισης

			CA (Correspondence Analysis) - Ανάλυση Αντιστοιχιών

			CLA (Cluster Analysis) - Ανάλυση Συστάδων 

			MDA (Multiple Discriminant Analysis) - Πολλαπλή Διακριτική Ανάλυση

			CART (Classification and Regression Trees)- Δενδρική Ταξινόμηση και Παλινδρόμηση

			CHAID (Chi-squared Automatic Interaction Detector)  -  Αυτόματος Ανιχνευτής Αλληλεπίδρασης με το  χ2

			MANOVA (Multiple Analysis of Variance) - Πολυμεταβλητή Ανάλυση της Διακύμανσης

			1.6 Τρόποι παρουσίασής των πολυμεταβλητών στοιχείων

			Εξ ορισμού η γραφική απεικόνιση πολλών μεταβλητών ταυτόχρονα σε ένα διδιάστατο γράφημα θεωρείται εξαιρετικά δύσκολη. Για το λόγο αυτόν έχουν επινοηθεί κάποια γραφικά τεχνάσματα ικανά να προσδώσουν μεγαλύτερη πληροφόρηση από εκείνη που δίνει ένα απλό γράφημα δύο μεταβλητών. Τέτοια τεχνάσματα ευρείας αποδοχής αναφέρονται παρακάτω.

			
					Το οικείο γράφημα ΧΥ δύο μεταβλητών Χ και Υ το οποίο περιγράφει την κατανομή n στοιχείων μπορεί να «σπάσει» σε ένα ή περισσότερα τμήματα διακριτά ή μη εντός του γραφήματος αν τα στοιχεία ομαδοποιηθούν με κάποιο κριτήριο το οποίο παρέχεται από μία τρίτη μεταβλητή π.χ. η ενσωμάτωση τριών τύπων τυριών στο γράφημα της σχέσης μεταξύ μηχανικής και χημικής μεταβλητής (Σχ. 1.2α). Ένα τέτοιο γράφημα μπορεί να κατατμηθεί σε περισσότερες κατηγορίες απεικόνισης αν ληφθεί υπόψη και ένα δεύτερο κριτήριο, δηλαδή ενσωματώνοντας δύο κατηγορικές μεταβλητές με 2 και 3 κατηγορίες αντίστοιχα τότε στο γράφημα ΧΥ θα παραχθούν 2x3=6 συνδυασμοί διαχωρισμού των στοιχείων. Ένας διαφορετικός τρόπος απεικόνισής των στοιχείων σε γράφημα ΧΥ είναι η τοποθέτηση των μεταβλητών στον άξονα Χ και οι τιμές αυτών στον άξονα Υ (Σχ. 1.2β). Σε κάθε μεταβλητή περιγράφεται η θέση των δειγμάτων και έτσι υψηλές τιμές στο γράφημα αντιστοιχούν σε συγκεκριμένα δείγματα τα οποία με αυτό τον τρόπο αντιδιαστέλλονται από τα υπόλοιπα. Στο σχήμα 1.2β παρίστανται οι ποσοτικές μετρήσεις στον άξονα Υ 15 ποικιλιών τυριών σε 9 μηχανικά χαρακτηριστικά τους και προκύπτουν έτσι 15x9=105 συνδυασμοί. [image: sh3.png]
Σχήμα 1.2. (α). Σχέση μεταξύ της μηχανικής σκληρότητας FB και της ξηρής ουσίας στην οποία καταφαίνεται ο διαχωρισμός των στοιχείων σε τρεις ομάδες δειγμάτων με βάση τα χαρακτηριστικά των τυριών (β) Κατανομή των ποικιλιών τυριών με βάση τα μηχανικά χαρακτηριστικά τους. 


					Το σημειόγραμμα (dotplot) αποτελεί εναλλακτική απεικόνιση των ποσοτικών στοιχείων και επιλέγεται όταν υπάρχει ανάγκη ομαδοποίησης αυτών σε κλάσεις ίσου μεγέθους (Σχ. 1.3). Κάθε σημείο παριστάνει και ένα συγκεκριμένο αριθμό παρατηρήσεων και το σημειόγραμμα χρησιμοποιείται ευρέως όταν εμπλέκονται στη μελέτη μία ή περισσότερες κατηγορικές μεταβλητές και ζητείται η ανεύρεση τυχόν διαφορετικών μορφών κατανομής των στοιχείων σε καθεμία από αυτές.[image: sh4.png]
Σχήμα 1.3. Διαχρονική μεταβολή του μήκους μυδιών μίας μυδοκαλλιέργειας με μορφή σημειακών συχνοτήτων. 


					Τα τρισδιάστατα γραφήματα ΧΥΖ επίσης προτείνονται όταν υπάρχει ανάγκη παρουσίασης τριών μεταβλητών (Σχ. 1.4) από τις οποίες η μία θεωρείται εξαρτημένη (Ζ) και οι λοιπές ανεξάρτητες (Χ,Υ). Τα διαγράμματα αυτά εμφανίζουν σχετική δυσκολία στην αντίληψη του χώρου και συνεπώς στην κατανόηση των σχέσεων μεταξύ των μεταβλητών. Η γραμμική σχέση μεταξύ δύο μεταβλητών Χ και Υ, εφόσον υφίσταται, διαμορφώνεται σε επίπεδη Χ-Υ μεταβολή με την παρουσία και τρίτης μεταβλητής Ζ. [image: sh5.png]
Σχήμα 1.4. Τριδιάστατη απεικόνιση της σχέσης μεταξύ τριών μεταβλητών.


					 Ο μόνος τρόπος να παρουσιαστούν γραφικά περισσότερες από τρεις μεταβλητές είναι η αντιπροσώπευσή τους με σύνθετες μεταβλητές, γνωστές ως κύριες συνιστώσες ή παράγοντες, δύο από τις οποίες κάθε φορά σχεδιάζονται σε γράφημα ΧΥ (Σχ. 1.5). Ένα τέτοιο γράφημα αποτελεί το δημοφιλέστερο τέχνασμα απεικόνισής των πολυμεταβλητών αναλύσεων. [image: Ch1-Sx-1-5.png]
Σχήμα 1.5. Κατανομή των μηχανικών ιδιοτήτων ενός τροφίμου στη χωροδιάταξη των δύο πρώτων κύριων συνιστωσών (άξονες 1 και 2).


					Η παρουσίαση των παρατηρήσεων με τη βοήθεια συμβόλων αποτελεί μία εναλλακτική γραφική προσέγγιση. Κάθε δείγμα ή παρατήρηση απεικονίζεται με διαφορετικούς συνδυασμούς χαρακτήρων ή συμβόλων επειδή σε αυτά ενσωματώνεται και η δράση όλων των μετρούμενων μεταβλητών (Σχ. 1.6). Έτσι, διαφορετικές φυσιογνωμίες υποδηλώνουν διαφορετικό τρόπο δράσης των μεταβλητών σε κάθε παρατήρηση (δείγμα) και πρόσωπα που εμφανίζουν ομοειδή χαρακτηριστικά επιτρέπουν την οπτική ομαδοποίηση των δειγμάτων που εκδηλώνονται σε αυτά (Σχ. 1.6α). Η κατανομή των χρωμάτων και ή έκταση που καταλαμβάνουν στις πίτες ενθαρρύνουν επίσης την οπτική ομαδοποίηση των δειγμάτων (Σχ. 1.6β). Με παρόμοιο τρόπο, οι διακυμάνσεις των γραμμών και το άνοιγμα των ακτίνων επιτρέπουν την εξαγωγή συμπερασμάτων περί κοινών γνωρισμάτων μεταξύ των δειγμάτων (Σχ. 1.6γ, 1.6δ). Η χρήση των συμβόλων έχει το πλεονέκτημα της ταυτόχρονης απεικόνισης ενός πλήθους μεταβλητών σε όλα τα δείγματα, μειονεκτεί όμως στην τεχνική σχεδίασής των διαγραμμάτων, στα οποία η σειρά με την οποία παρουσιάζονται τα δείγματα και η αποτύπωση των δράσεων των μεταβλητών σε αυτά επηρεάζει σημαντικά την αντίληψη της συνολικής εικόνας. [image: sh7.png]
Σχήμα 1.6. Παρουσίαση της ομοιομορφίας 15 ποικιλιών γαλλικών τυριών (δειγμάτων) υπό τη διερεύνηση οκτώ μηχανικών μεταβλητών: (α) φυσιογνωμίες, (β) πίτες, (γ) γραμμές, (δ) ακτίνες. Περιγράμματα με ίδιο ή παρεμφερές χρώμα δείχνουν υψηλό βαθμό ομοιότητας των δειγμάτων στα επιμέρους γραφήματα.


					Ο πίνακας των συσχετίσεων όλων των μεταβλητών επιτρέπει την ανά δύο σύγκριση των γραμμικών τάσεών τους που ενδεχομένως αναπτύσσονται (Πίν. 1.6). Ο πίνακας αυτός εύκολα αναπαρίσταται σε ειδικό γράφημα το οποίο μαζικά αναλύει την κατανομή των στοιχείων σε κάθε ζεύγος συγκρινόμενων μεταβλητών (βλέπε σχήμα στον πίνακα 1.6). Το γράφημα αδυνατεί να συγκρίνει τα στοιχεία μεταξύ τους, προσανατολίζεται αποκλειστικά σε σχέσεις μεταβλητών.[image: p6.png]
Πίνακας 1.6. Απεικόνιση των κατά ζεύγη συσχετίσεων των μηχανικών μεταβλητών ποικιλιών τυριών σε πίνακα και ορισμένων εξ αυτών σε γράφημα.
Όταν υπάρχει λόγος ταξινόμησής των μεταβλητών σε ομάδες, τότε το ενδιαφέρον των συσχετίσεων στρέφεται στην κατασκευή ενός τροποποιημένου πίνακα των συσχετίσεων (Πίν. 1.7). Σε αυτόν καταγράφονται μεν οι συσχετίσεις μεταξύ των μεταβλητών ανά δύο, με τον περιορισμό όμως ότι καθεμία ανήκει σε διαφορετική ομάδα. Οι συσχετίσεις αυτές περαιτέρω μεταφέρονται σε διδιάστατα γραφήματα απεικόνισής των μεταβλητών ανά δύο τη φορά (βλ. γράφημα στον πίνακα 1.7).
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Πίνακας 1.7. Απεικόνιση των συσχετίσεων μεταξύ δυο διαφορετικών ομάδων μεταβλητών (χημικών και μηχανικών ιδιοτήτων σε δείγματα τυριών) σε πίνακα και ορισμένων εξ αυτών σε γράφημα.


					Όταν οι κλίμακες μέτρησής των μεταβλητών έχουν διαφορετικό εύρος διακύμανσής των τιμών όπως συμβαίνει πάντα με τα μηχανικά χαρακτηριστικά ή τις χημικές αναλύσεις ενός προϊόντος τότε η από κοινού παράσταση της μεταβολής αυτών σε γράφημα ΧΥ καθίσταται αδύνατη. Το πρόβλημα αυτό λύνεται μετατρέποντας όλες τις μεταβλητές σε μονάδες τυπικής απόκλισης, γνωστές και ως τυποποιημένες, ενσωματώνοντας δηλαδή το μέγεθος της τυπικής απόκλισης σύμφωνα με την εξίσωση,[image: eq3.png]
όπου Xi η τιμή της παρατήρησης i και s η τυπική απόκλιση των τιμών της μεταβλητής Χ
Έτσι με αυτόν τον τρόπο το γράφημα παριστά τη μεταβολή των τυπικών αποκλίσεων κάθε μεταβλητής εξουδετερώνοντας το πρόβλημα μέτρησης αυτών με διαφορετικές μονάδες (Σχ. 1.7). 
  [image: Ch1-Sx-1-7.png]
Σχήμα 1.7. Μεταβολή των τυποποιημένων περιβαλλοντικών μεταβλητών σε συνάρτηση με την απόσταση.


					Η προκαταρκτική συγκεντρωτική διερεύνηση των μεταβλητών και στοιχείων υποβοηθείται από την πληροφόρηση που παρέχουν τα θηκογράμματα και τα όρια εμπιστοσύνης των αριθμητικών μέσων σε επίπεδο σημαντικότητας 95% (Σχ. 1.8).  [image: Ch1-Sx-1-8.png]
Σχήμα 1.8. Θηκόγραμμα των οργανοληπτικών μεταβλητών και γράφημα των 95% ορίων εμπιστοσύνης των μηχανικών μεταβλητών.
Το πρώτο παριστάνει τη διάμεσο μαζί με το 1ο και 3ο τεταρτημόριο των στοιχείων και χρησιμοποιείται ευρέως για την ανίχνευση ακραίων (ύποπτων) τιμών στα στοιχεία των μεταβλητών. Η διαφορά των τιμών μεταξύ του 3ου (Q3) και του 1ου (Q1) τεταρτημόριου δημιουργεί το ενδοτεταρτημοριακό εύρος το οποίο περιγράφεται στο γράφημα ως θήκη. Σημεία κείμενα μακρύτερα από την απόσταση 1,5·(Q3-Q1) θεωρούνται ύποπτες τιμές και όταν υπερβαίνουν το όριο 3·(Q3-Q1), τότε πρέπει να απομακρύνονται από την ανάλυση ή τουλάχιστον να επαναξετάζονται. Το δεύτερο γράφημα προσδιορίζει έμμεσα το μέγεθος της διασποράς των τιμών σε κάθε μεταβλητή και επίσης συγκρίνει τυχόν διαφορές των μέσων όρων ανά δυο. Προέκταση της ανίχνευσής των ακραίων τιμών σε διμεταβλητά γραφήματα ΧΥ αποτελεί η απεικόνιση της ενθυλάκωσης των στοιχείων (bag plot). Στο σχήμα 1.9 ο θύλακας καταλαμβάνει το βάθος της περιοχής που εσωκλείει το 50% όλων των στοιχείων. Επέκταση της περιοχής αυτής περισσότερο από 1,5 φορές του βάθους συνθέτει ένα περιγεγραμμένο όριο, εκτός του οποίου, οποιαδήποτε τιμή που συναντάται εκλαμβάνεται ως ακραία.   
[image: Ch1-Sx-1-9.png]
Σχήμα 1.9. Ενθυλάκωση των στοιχείων σε διμεταβλητή κατανομή t με παρούσες δυο ακραίες τιμές.


					Υπάρχουν περιπτώσεις που το ενδιαφέρον του ερευνητή στρέφεται στην εξέλιξη της απόκρισης μιας μεταβλητής ένεκα της δράσης μιας δεύτερης η οποία μετρείται με αυξητική διαδοχή τιμών όπως π.χ. είναι η χρονική μεταβολή ή η απόσταση στο χώρο. Το προκύπτον γράφημα ΧΥ που εκφράζει τη μεταβολή αυτή συνήθως υποφέρει από την παρουσία έντονης μεταβλητότητας των στοιχείων της μεταβλητής Υ επισκιάζοντας κάποια ενδεχόμενη τάση μεταβολής. Το πρόβλημα αυτό διορθώνεται με τη χρήση των τεχνικών εξομάλυνσης των στοιχείων όπως είναι η μέθοδος του μη παραμετρικού εξομαλυντή 4253Η (Σχ. 1.10). Σύμφωνα με αυτήν, τα στοιχεία ομαλοποιούνται με τη διαδοχική χρήση τεσσάρων, δυο, πέντε και τριών κινητών διαμέσων yt, και τροποποίηση της τιμής των διαμέσων με την εξομάλυνση 0,25yt-1 + 0,5yt + 0,25yt+1 (Velleman, 1980). Η όλη διαδικασία εκτελείται δυο φορές και το τελικό αποτέλεσμα της εξομάλυνσης φαίνεται στο γράφημα με σημαντική μείωση των ελιγμών των στοιχείων και τη δημιουργία εμφανούς τάσης μεταβολής.
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			Σχήμα 1.10. Καμπύλη ανάκαμψης του οξυγόνου με την απόσταση εμφάνισης της ρυπογόνου δράσης σε αρχικές τιμές και σε εξομαλυσμένες τιμές με τη μέθοδο 4253Η. 

			1.7 Έννοια της χωροταξικής κλίμακας διαβάθμισης (Gradient) 

			Όταν μελετούμε σε έναν οργανισμό ή σε ένα προϊόν πώς μεταβάλλεται ένα χαρακτηριστικό του όπως είναι ο πληθυσμός για τον οργανισμό, η σκληρότητα για το προϊόν, εξαιτίας της δράσης μιας μεταβλητής π.χ. pH, τότε η ευκολότερη λύση είναι να καταφύγουμε στη γραφική απεικόνιση της δράσης του pH (Σχ. 1.11). Το γράφημα ΧΥ απεικονίζει στον άξονα Υ την αφθονία του είδους ή τη ρεολογική σκληρότητα του προϊόντος και στον άξονα Χ τις διαβαθμίσεις του pH. Το είδος αναμένεται να κορυφώσει, να προσεγγίσει δηλαδή ένα μέγιστο της εμφάνισής του, σε κάποιο διάστημα κατά μήκος της κλίμακας του pH, ενώ η σκληρότητα του προϊόντος ενδέχεται να αυξηθεί (ή να μειωθεί) με την αύξηση της έντασης του pH. 

			Μπορούμε λοιπόν να θεωρήσουμε ότι η συμπεριφορά της Υ μεταβάλλεται κατά μήκος της κλίμακας του pH. Αν τώρα ληφθεί υπόψη ότι πλην του pH ασκούν τη δράση τους πλήθος άλλων μεταβλητών Χi (π.χ. αμμωνία, οξυγόνο κτλ.), τότε θα χρειαστούν πολλά νέα γραφήματα της Y για κάθε μια μεταβλητή Xi και η κατανόηση της δράσης των μεταβλητών καθίσταται εξαιρετικά δύσκολη. Υπάρχουν όμως τεχνικές οι οποίες μπορούν να εκφράσουν τη συνδυασμένη δράση όλων των μεταβλητών Χi σε μια νέα μεταβλητή η οποία καλείται συνιστώσα και η οποία καταλαμβάνει αντιπροσωπευτικά τη θέση των μεταβλητών Χi στο διάγραμμα. Επειδή οι συμμετέχουσες μεταβλητές Χi δεν μετρώνται στις ίδιες μονάδες αλλά και λόγω της φύσης λειτουργίας των τεχνικών αυτών, η προκύπτουσα συνιστώσα εκφράζεται σε μονάδες τυπικής απόκλισης οι οποίες ως γνωστό παίρνουν αρνητικές και θετικές τιμές και έτσι καθορίζεται και το εύρος της κλίμακας της Χ. Όσο μεγαλύτερο το εύρος της κλίμακας της Χ τόσο πιο θεαματικές αναμένονται και οι μεταβολές της μεταβλητής Υ. Αν αντί ενός είδους θέσουμε στον άξονα Υ όλες τις αφθονίες των ειδών που απαρτίζουν μια κοινωνία σε ένα υδάτινο, ας υποθέσουμε, χώρο τότε θα δημιουργηθεί το γράφημα του σχήματος 1.12α. Τα είδη κορυφώνουν σε διαφορετικά σημεία της κλίμακας Χ και άρα δείχνουν ιδιάζουσες συμπεριφορές κατά μήκος της κλίμακας διαβάθμισης της συνιστώσας Χ των μεταβλητών. Επειδή κάθε μεταβλητή Χi εμφανίζει φυσικώς ισχυρότερη ή χαλαρότερη σύνδεση από κάποιες άλλες με τη συνιστώσα Χ, έπεται ότι έμμεσα το αποτέλεσμα αυτής περιγράφεται και στις κατανομές απόκρισης των ειδών στο γράφημα. Για παράδειγμα αν η μεταβλητή Χ4 εμφανίζει ισχυρή θετική συσχέτιση με την συνιστώσα Χ τότε το αποτέλεσμα της δράσης της επί των πληθυσμών των ειδών θα εντοπίζεται έμμεσα στο δεξιό άκρο της κλίμακας διαβάθμισης.

			Με παρόμοιο τρόπο, αν θεωρήσουμε όλες τις μετρούμενες ρεολογικές μεταβλητές του προϊόντος και τις εισάγουμε στον άξονα Υ τότε αναμένουμε μια γραμμική κατά προσέγγιση μεταβολή αυτών κατά μήκος της κλίμακας διαβάθμισης της συνιστώσας των μεταβλητών Χ οι οποίες υποθέτουμε ότι είναι χημικά συστατικά (Σχ. 1.12β). Η δράση των μεταβλητών Χ εμφανίζεται έμμεσα στην αυξητική ή πτωτική συμπεριφορά των ρεολογικών μεταβλητών, αναλόγως της έντασης σύνδεσης των χημικών συστατικών με τη συνιστώσα Χ αλλά και την κατεύθυνση της σύνδεσης (αριστερά ή δεξιά της κλίμακας δηλαδή, ισχυρή αρνητική ή θετική συσχέτιση).  
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			Σχήμα 1.11. Μεταβολή (απόκριση) της μεταβλητής Υ ως αποτέλεσμα της δράσης της μεταβλητής Χ. 
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			Σχήμα 1.12. Απόκριση των μεταβλητών Υ κατά μήκος της κλίμακας διαβάθμισης της συνιστώσας Χ. α) Μεταβολή της αφθονίας των ειδών. β) Απόκριση των ρεολογικών μεταβλητών.

			1.8 Μετασχηματισμοί των στοιχείων

			Οι μετασχηματισμοί των στοιχείων επιβάλλονται όταν κάποιες προϋποθέσεις δεν υφίστανται όπως η έλλειψη κανονικότητας, η μη γραμμικότητα των μεταβλητών, η ανομοιογένεια των διακυμάνσεων κτλ. Για παράδειγμα, σε ένα πίνακα πολλαπλών συσχετίσεων επιβάλλεται η επισκόπηση και τήρηση της κανονικότητας των μεταβλητών μεταξύ τους διότι η έλλειψη σε μερικές εξ αυτών μειώνει αρκετά την αποτελεσματικότητα ορισμένων τεχνικών όπως διαπιστώνεται στην Ανάλυση κύριων συνιστωσών (PCA) και τη συναφή με αυτή Ανάλυση πλεονασμού της διακύμανσης (RDA). 

			Επίσης και στις περιπτώσεις όπου οι μονάδες μέτρησης των στοιχείων στις διάφορες μεταβλητές είναι διαφορετικές π.χ. μια χημική ένωση μετρείται σε mg/l, μια ρεολογική μεταβλητή σε μονάδες Newton, η κλίση του εδάφους σε μοίρες κτλ. Υπό τις συνθήκες αυτές είναι απαραίτητη η σχετικοποίηση των μεταβλητών με τρόπο ώστε να υποχρεώνονται να μεταβάλλονται από κοινού σε ένα περιορισμένο εύρος μίας τροποποιημένης κλίμακας μέτρησης, όπως αυτή παρέχεται παραδειγματικά από την τυποποίηση των στοιχείων με βάση την τυπική απόκλιση. Με τον τρόπο αυτό αξιοποιείται στο έπακρο η μελέτη της απόκρισης πολλών μεταβλητών, ως εξαρτημένες, σε ένα μόνο γράφημα κατά μήκος της δράσης μιας ανεξάρτητης μεταβλητής (Σχ. 1.7) διότι όλες αυτές μπορούν να συμπεριλαμβάνονται στην κλίμακα του άξονα Υ. 

			Κάποιοι μετασχηματισμοί θεωρούνται απαραίτητοι για την περιγραφή βιολογικών ή φυσικοχημικών φαινομένων όπως είναι ο εκθετικός, ο λογαριθμικός ή και ο γωνιακός σε περιπτώσεις μεταβολής του ρυθμού ανάπτυξης των οργανισμών. 

			Ιδιάζουσα σημασία για την οικολογία των ειδών αποκτούν και οι σχετικοποιήσεις των ειδών ή δειγμάτων (στηλών ή σειρών) στοχεύοντας στην εξομάλυνση της μεταβλητότητας κατανομής των στοιχείων πριν την εφαρμογή των πολυμεταβλητών τεχνικών. 

			Οι μετασχηματισμοί διακρίνονται σε: 

			
					Μονοτονικούς στους οποίους οι προκύπτουσες νέες τιμές στις μεταβλητές δεν αλλάζουν τη σειρά κατάταξης των στοιχείων σε αυτές.

					Σχετικοποιημένους οι οποίες εφαρμόζονται σε πίνακα στοιχείων (σειρέςxστήλες) διαιρώντας τις τιμές των σειρών ή των στηλών με τα αθροίσματα ή το μέσο όρο αυτών αντίστοιχα.

					Εξομάλυνση των στοιχείων με σκοπό την ορθολογικότερη διάταξή τους (συμπεριφορά) μέσα στις μεταβλητές.

			

			Σημειογραφικά, ο όρος xij περιγράφει την αρχική τιμή στη σειρά i και στήλη j του πίνακα των στοιχείων και bij τις νέες τιμές στη θέση των αρχικών xij.

			1.8.1 Μονοτονικοί μετασχηματισμοί

			Μετασχηματισμός της δύναμης ή εκθετικός (power transformation): 

			 [image: eq4.png] 

			Διαφορετικοί εκθέτες αλλάζουν το αποτέλεσμα του μετασχηματισμού, έτσι ο εκθέτης p=0 μετατρέπει τον πίνακα των στοιχείων σε παρουσία-απουσία ειδών, γεγονότων κτλ., ο εκθέτης p=0,5 δίνει τετραγωνική ρίζα και γενικά όσο μικραίνει ο εκθέτης τόσο περισσότερο συμπιέζονται οι υψηλές τιμές των στοιχείων. 

			Λογαριθμικός μετασχηματισμός: 

			 [image: eq5.png]

			Οι λογάριθμοι συμπιέζουν τις υψηλές τιμές και αραιώνουν τις χαμηλές εκφράζοντας αυτές σε νέα κλίμακα τάξεων μεγέθους (1, 2, 3 αντί 10, 100, 1000). Εφαρμόζονται όταν παρατηρείται έντονη μεταβλητότητα των τιμών στις μεταβλητές, γεγονός που παρατηρείται σε αφθονίες πληθυσμών και σε φυσικοχημικά φαινόμενα. Τα στοιχεία που ομαλοποιούνται λογαριθμικά εμφανίζουν τη γνωστή λογαριθμο-κανονική (lognormal) κατανομή η οποία από καμπύλη ασύμμετρη θετικά μεταπίπτει σε κωδωνοειδή καμπύλη (Σχ. 1.13)
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			Σχήμα 1.13. Υπόδειγμα λογαριθμο-κανονικής κατανομής των στοιχείων μιας μεταβλητής. α) Κατανομή ασύμμετρη θετικά. β) Κατανομή κανονική των στοιχείων μετά την εφαρμογή του λογαριθμικού μετασχηματισμού.

			Αν τα στοιχεία περιέχουν και κάποιες μηδενικές αρχικές τιμές τότε προστίθεται η μονάδα ανεξαιρέτως σε όλες τις τιμές:
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			Γωνιακός μετασχηματισμός:
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			Ο όρος ημ-1 δηλώνει το αντίστροφο ημίτονο και ο όρος 2/π προσαρμόζει το αποτέλεσμα του ημιτόνου (σε ακτίνες) στο εύρος 0-1 αρκεί να ισχύει 0≤x≤1. Τα στοιχεία οφείλουν να κυμαίνονται μεταξύ 0 και 1 (ή και 0-100%) αλλιώς θα πρέπει να προηγείται ο μετασχηματισμός της σχετικοποίησης (βλ. ακολούθως). Ο γωνιακός μετασχηματισμός τείνει να διευρύνει τις υψηλές τιμές και να συμπιέζει τις χαμηλές και είναι κατάλληλος σε ασύμμετρες αρνητικά κατανομές, προκαλεί δηλαδή ακριβώς το αντίστροφο αποτέλεσμα του λογαριθμικού. Πολλές φορές εισάγεται στην παραπάνω εξίσωση και η τετραγωνική ρίζα των στοιχείων:
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			Ο μετασχηματισμός αυτός προτιμάται συνηθέστερα γιατί έχει την τάση σε αναλογικά ή ποσοστιαία στοιχεία παρόντα να απλώνει (επιμηκύνει) τα άκρα της κλίμακας και να συμπιέζει το μεσαίο τμήμα βελτιώνοντας έτσι την κανονικότητα των στοιχείων. 

			Εναλλακτικά χρησιμοποιείται και ο μετασχηματισμός 
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			και αν υπάρχουν μηδενικές ή μοναδιαίες τιμές τότε προστίθεται στα στοιχεία μια σταθερά μικρής αριθμητικής αξίας (π.χ. +0,5). 

			Εξομάλυνση του Beals

			Μετατρέπει δυαδικά στοιχεία (παρουσία-απουσία, ενδεχόμενα) σε ποσοτικές τιμές οι οποίες περιγράφουν τη «συμπάθεια» (προτίμηση) ενός δείγματος για κάθε είδος (ή γεγονός) ασχέτως αν το είδος ήταν παρόν στο δείγμα (McCune, 1994). Η εξομάλυνση του Βeals προκύπτει από τον τύπο, 
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			όπου Si είναι ο αριθμός των ειδών (ή γεγονότων) στη δειγματοληπτική μονάδα i, Mjk είναι ο αριθμός των μονάδων με συνεύρεση των ειδών j και k και Nk είναι ο αριθμός των μονάδων με το είδος k (Παράδειγμα 1.1.). Ο μετασχηματισμός αυτός χρησιμοποιείται σε στοιχεία του πίνακα σειρών-στηλών με παρουσία μεγάλου πλήθους μηδενικών τιμών και είναι γνωστός ως κοινωνικός δείκτης ευνοϊκότητας (favorability index). Ο δείκτης μειώνει τη μεταβλητότητα ή ανομοιογένεια των στοιχείων γνωστή και ως «θόρυβος» (noise) εξομαλύνοντας την τάση συνεύρεσης των ειδών στα στοιχεία. Αντενδείκνυται η χρήση του σε πίνακες με λίγες μηδενικές τιμές καθώς και σε ποσοτικά στοιχεία γιατί αλλάζει τη φυσιογνωμία των αριθμών και της πληροφόρησης. 

			Παράδειγμα 1.1. Εφαρμογή της εξομάλυParνσης του Beals.

			Σε πίνακα κατάταξης στοιχείων 4x5 (σειρές-στήλες) παρατίθενται οι παρουσίες των ειδών 1 έως 5 σε 4 δειγματοληπτικές μονάδες.
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			Si = αριθμός ειδών στη δειγματοληπτική μονάδα i

			Nj = αριθμός δειγματοληπτικών μονάδων με παρόν το είδος j

			Όταν συμβαίνει j=k τότε ισχύει Mjk=Nj, για παράδειγμα το είδος 1 συνευρίσκεται με τον εαυτό του (ίδια άτομα στο δείγμα) δυο φορές και το είδος 4 τρεις φορές. 

			Με βάση τις εμφανίσεις των ειδών συγκροτείται ο πίνακας συνεύρεσης των ειδών j και k όπου Mjk= ο αριθμός των δειγματοληπτικών μονάδων στα κελιά με αμφότερα τα είδη παρόντα.

			 [image: Par-1-1-Pin-2.png]

			Εφαρμόζοντας την εξομάλυνση του Beals προκύπτει ο πίνακας των μετασχηματισμένων τιμών
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			Για παράδειγμα, η πρώτη δειγματοληπτική μονάδα περιλαμβάνει τα είδη 1 και 4 και επομένως όλα τα είδη θα συγκριθούν με αυτά τα δυο συγκεκριμένα. Έτσι το είδος 1 συγκρίνεται με τον εαυτό του και με το είδος 4 οπότε από τον πίνακα συνεύρεσης και τις Nj τιμές θα έχουμε, 
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			για το είδος 2 υπολογίζουμε
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			και για το είδος 5 
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			Επίσης η τρίτη δειγματοληπτική μονάδα περιέχει τα είδη 1,2 και 4 επομένως οι συγκρίσεις όλων των ειδών θα γίνουν με τα συγκεκριμένα τρία είδη. Οπότε για το είδος 1 προκύπτει,
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			για το είδος 4 θα έχουμε
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			1.8.2 Σχετικοποιήσεις (relativizations)

			Οι μετασχηματισμοί αυτοί αναπροσαρμόζουν τις τιμές των σειρών ή των στηλών στηριζόμενοι σε κάποιο κριτήριο σχετιζόμενο με άλλες σειρές ή στήλες π.χ. άθροισμα των σειρών. Αν τα αθροίσματα των σειρών (ή στηλών) είναι περίπου ίσα τότε η σχετικοποίηση των σειρών θα έχει μικρό αποτέλεσμα. Η επιτυχία εφαρμογής της σχετικοποίησης εκτιμάται με το συντελεστή μεταβλητότητας CV= (τυπική απόκλιση/μέση τιμή)·100. Τιμές CV<50% δηλώνουν μικρή μεταβλητότητα και ασήμαντο αποτέλεσμα της σχετικοποίησης. Τιμές CV=50-100% δηλώνουν μέτριο θόρυβο και μέτριο αποτέλεσμα σχετικοποίησης. Τιμές CV>100 αυξάνουν κατά πολύ την αποτελεσματικότητα της σχετικοποίησης. Η εφαρμογή όλων των σχετικοποιήσεων αναλύεται στον πίνακα 1.8. 

			Σχετικοποίηση των αθροισμάτων των σειρών ή στηλών αντίστοιχα, σε ποσοτικά στοιχεία με n σειρές και q στήλες. Ο εκθέτης p ευθύνεται για τη γένεση διαφορετικής βαρύτητας μετασχηματισμού. Όταν p=1 η σχετικοποίηση εκτελείται με βάση το άθροισμα των σειρών ή στηλών και συνιστάται για αναλύσεις με μετρήσεις απόστασης των Bray-Curtis ή Sorensen (βλ. κεφάλαιο 5, ταξινόμηση των στοιχείων). Όταν p=2 η σχετικοποίηση εναρμονίζεται με την Ευκλείδια απόσταση.

			[image: eq16.png]

			[image: eq17.png]

			Σχετικοποίηση της μέγιστης τιμής σειράς ή στήλης: 

			 [image: eq18.png]

			όπου όταν οι σειρές είναι δείγματα και οι στήλες αποτελούν είδη, ο όρος xmaxj δίνει τη μέγιστη τιμή στον πίνακα στοιχείων για το είδος j. Η σχετικοποίηση της μέγιστης τιμής εξισώνει τα ύψη των κορυφών των καμπυλών κατανομής των ειδών κατά μήκος της περιβαλλοντικής κλίμακας διαβάθμισης, ενώ η σχετικοποίηση των αθροισμάτων εξισώνει τις περιοχές κάτω από τις καμπύλες απόκρισης των ειδών. Με την τεχνική αυτή τα πολύ σπάνια είδη ενδέχεται να προκαλέσουν θόρυβο σε διαδοχικές αναλύσεις αν δεν παραλειφθούν και επίσης η παρουσία ακραίων τιμών αυξάνει πολύ το πειραματικό σφάλμα. 

			Σχετικοποίηση της μέσης τιμής: 

			[image: eq19.png]

			η οποία παράγει θετικές και αρνητικές τιμές και άρα δεν εφαρμόζεται σε αναλογίες ή ποσοστά. Η τεχνική δίνει έμφαση στις μηδενικές τιμές και μειώνει τη σημασία ειδών που εκδηλώνουν αρκετό θόρυβο συγκριτικά με εκείνα που συμπεριφέρονται πιο σταθεροποιητικά.
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			Πίνακας. 1.8. Αποτελέσματα των διαφορετικών σχετικοποιήσεων (στήλες Α-Η) στην αρχική μεταβλητή Χ. 

			Σχετικοποίηση της τυπικής απόκλισης:

			[image: eq20.png]

			όπου sj η τυπική απόκλιση της στήλης j. H σχετικοποίηση αυτή λέγεται και τυποποιημένη ή και τιμή z, και εφαρμόζεται συνήθως στις μεταβλητές (στήλες) εξάγοντας τελικές τιμές με μέση τιμή 0 και τυπική απόκλιση (ή διακύμανση) 1. 

			Σχετικοποίηση δυαδικής μορφής με βάση τη μέση τιμή: 

			[image: eq21.png]

			δηλαδή τιμές μεγαλύτερες της μέσης τιμής εκλαμβάνονται ως 1 και μικρότερες αυτής ως 0. Η τεχνική επιλέγεται όταν επιδιώκουμε να συγκρίνουμε ειδικές συνθήκες τιμών άνω και κάτω του μέσου όρου και τείνει να ισοσκελίζει την επίδραση των κοινών και σπάνιων ειδών. 

			Σχετικοποίηση δυαδικής μορφής με βάση τη διάμεση τιμή: 

			[image: eq22.png]

			με αποτέλεσμα παρόμοιο του μέσου όρου, αλλά χρησιμοποιείται σε στήλες με μη ομαλή κατανομή των στοιχείων. 

			Σχετικοποίηση των διαβαθμίσεων στην οποία τα στοιχεία κατατάσσονται με βάση το μέγεθος των τιμών τους αποδίδοντας την τιμή (διαβάθμιση) 1 στην μικρότερη τιμή των στοιχείων. Έτσι οι διαβαθμίσεις παίρνουν τιμές 1, 2, 3 κοκ. και αν υπάρχουν ισοψηφίες τότε υπολογίζεται η μέση τιμή αυτών η οποία και απονέμεται σε κάθε ισοψηφία π.χ. οι αρχικές τιμές 3, 5, 8, 9, 9, 9, 12, 17 μετασχηματίζονται στις διαβαθμίσεις 1, 2, 3, 5, 5, 5, 7, 8. Η τεχνική των διαβαθμίσεων αντενδείκνυται όταν υπάρχουν μηδενικές τιμές επειδή εκλαμβάνονται ως ισοψηφίες και λαμβάνουν έτσι αναγκαστικά, διαβαθμισμένες τιμές χωρίς όμως πραγματική υπόσταση. 
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			Κεφάλαιο 2: Πολλαπλή Γραμμική Παλινδρόμηση & Συσχέτιση

			Σύνοψη

			Μελετάται η απόκριση μίας εξαρτημένης μεταβλητής ως γραμμικό αποτέλεσμα της δράσης πολλών ανεξάρτητων μεταβλητών μέσω της δημιουργίας της εξίσωσης πολλαπλής παλινδρόμησης. Επιστρατεύονται οι μηχανισμοί της άριστης επιλογής των υποψήφιων ανεξάρτητων μεταβλητών προς ένταξη στο μοντέλο της παλινδρόμησης, η εγκυρότητα και αξιοπιστία του οποίου ελέγχεται με ειδικά διαγνωστικά κριτήρια βασιζόμενα κυρίως στη συμπεριφορά των υπολειμμάτων της εξίσωσης. Αναλύονται επίσης και οι κανόνες της πολυωνυμικής παλινδρόμησης και πολλαπλής συσχέτισης. Επιλύονται παραδείγματα σχετικά με την περιγραφή του χημικού προφίλ ενός προϊόντος και μελετάται η περίπτωση ανάπτυξης εφαρμοστικού μοντέλου πολλαπλής παλινδρόμησης στη βιολογική διαχείριση πάχυνσης ιχθύων προς κατανάλωση. 

			Στατιστικές γνώσεις προπαρασκευής σχετικά με την απλή γραμμική παλινδρόμηση και συσχέτιση και την ανάλυση διακύμανσης ενός παράγοντα θεωρούνται απαραίτητες.

			Στο κεφάλαιο αυτό μελετάται η ανάλυση πλήθους μεταβλητών αναφορικά με τις ειδικές σχέσεις μεταξύ τους που αναφορικά με τις ειδικές σχέσεις που αναπτύσσονται μεταξύ τους. εκφράζονται με δύο τεχνικές υπολογισμού, την παλινδρόμηση και την συσχέτιση. Στην απλή παλινδρόμηση εκτιμούμε τη σχέση μίας μεταβλητής (Χ) με μία άλλη (Υ), εκφράζοντας αυτή τη σχέση ως γραμμικό αποτέλεσμα της πρώτης (Χ) επί της δεύτερης (Υ). Στη συσχέτιση, εκτιμούμε το βαθμό της έντασης με τον οποίο δύο μεταβλητές μεταβάλλονται ταυτόχρονα. Στην παλινδρόμηση και στη συσχέτιση οι μεταβλητές πρέπει να είναι συνεχείς. Τακτικές μεταβλητές θεωρούνται αποδεκτές και τις μεταχειριζόμαστε ως ποσοτικές αν και υπάρχει ισχυρή αμφισβήτηση ως προς την εγκυρότητα των αποτελεσμάτων, ιδιαίτερα όταν οι διαβαθμίσεις είναι ολιγάριθμες. Αντίθετα, οι ονομαστικές μεταβλητές δεν χρησιμοποιούνται με την κατηγορική μορφή που αυτές συνίστανται, αλλά ύστερα από μετασχηματισμό τους σε εικονικές μεταβλητές. Η παλινδρόμηση εκφράζει την εξάρτηση της μεταβλητής Υ από την ανεξάρτητη Χ με μορφή ευθείας γραμμής με τη χρήση της μαθηματικής εξίσωσης, Υ= a + bX και η έννοιά της προήλθε από την αρχική απόδοση του όρου σε θέματα βιομετρίας ότι «επιστρέφει» ή «επανέρχεται» ή «γυρίζει πίσω». Η σχέση αυτή μεταξύ των δύο μεταβλητών είναι ουσιαστικά εξάρτηση της πρώτης από τη δεύτερη, δηλαδή το μέγεθος της μεταβολής της πρώτης προσδιορίζεται ως το αποτέλεσμα της δράσης της δεύτερης, χωρίς να ισχύει το αντίθετο. Τονίζεται επίσης ότι τα όρια μέσα στα οποία μεταβάλλεται η δεύτερη μεταβλητή καθορίζονται συνήθως επιλεκτικά από τον οργανωτή του πειράματος και σπανιότερα με τρόπο τυχαίο. Η πρώτη μεταβλητή καλείται εξαρτημένη (dependent) ή μεταβλητή απόκρισης (response) ή προβλέψιμη (predicted) και συμβολίζεται με Y και η δεύτερη καλείται ανεξάρτητη (independent) ή προβλεπτική (predictive) ή επεξηγηματική (explanatory) και συμβολίζεται με Χ. Η μεταβλητή Χ εκλαμβάνεται ως ανεξάρτητη, καθόσον ελέγχεται με μετρήσεις που διεξάγει ο ερευνητής, το αποτέλεσμα των οποίων αναμένεται να διαπιστωθεί επί της μεταβλητής Y της οποίας οι τιμές εξαρτώνται άμεσα από τις τιμές της Χ. Τέτοια εξαρτημένη σχέση καλείται παλινδρόμηση και πιο συγκεκριμένα απλή παλινδρόμηση, όταν εμπλέκονται δύο μόνο μεταβλητές. 

			Στην πράξη, οι παρατηρήσεις μίας γραμμικής σχέσης Χ-Υ ποτέ δεν πρόκειται να αποτελούν όλες σημεία της ευθείας γραμμής, αλλά θα κείνται λίγο πάνω και λίγο κάτω από αυτή. Αυτό οφείλεται κυρίως στη φυσική μεταβλητότητα των εξεταζόμενων προβλεπτικών μεταβλητών, εξαιτίας περιβαλλοντικών, γενετικών ή άλλων παραγόντων και δευτερογενώς σε πειραματικό σφάλμα (σφάλμα μέτρησης). Συνεπώς, στην παλινδρόμηση η γραμμική εξίσωση δεν σημαίνει ότι η τιμή της Υ θα είναι της μορφής a + bX για δεδομένη τιμή της Χ, αλλά η μέση τιμή όλων των σημείων της Υ που κείνται πάνω και κάτω της ευθείας γραμμής για την ίδια τιμή της Χ. 

			Η συμμετοχή περισσότερων των δύο μεταβλητών σε μία ανάλυση παλινδρόμησης ή και συσχέτισης αποτελεί ειδικό κεφάλαιο μελέτης, γνωστό ως πολλαπλή παλινδρόμηση (Multiple Regression Analysis- MRA) ή και πολλαπλή συσχέτιση (multiple correlation) 

			Αν πραγματοποιήσουμε μετρήσεις ταυτόχρονα για τρεις ή περισσότερες μεταβλητές από τις οποίες η μία θεωρούμε ότι είναι εξαρτημένη (Υ) από τη δράση των λοιπών (Xi), π.χ. τις X1, X2 και X3, τότε αναφερόμαστε στην πολλαπλή παλινδρόμηση. Στην περίπτωση αυτή ισχύουν οι εξής προϋποθέσεις για την εξαρτημένη Υ: οι τιμές της είναι τυχαίες, έχουν κανονική κατανομή και βρίσκονται σε αντιστοιχία με τους παρατηρούμενους συνδυασμούς των τιμών των ανεξάρτητων μεταβλητών. Τυχόν επαναληπτικές μετρήσεις της Υ σε συνδυασμό πάντοτε με τις τιμές των ανεξάρτητων μεταβλητών, θα πρέπει επίσης, να έχουν κανονική κατανομή και κοινή διακύμανση. 

			Αν η σχέση των μεταβλητών δεν εκφράζεται με πολλαπλή γραμμική παλινδρόμηση, καθότι λόγω της φύσης και προέλευσης αυτών, δεν υποβάλλονται στο θεσμό της σχέσης εξαρτημένης-ανεξάρτητες, τότε αναφερόμαστε στην πολλαπλή συσχέτιση, με κύρια προϋπόθεση ότι, όλες οι μεταβλητές έχουν κανονική κατανομή. Αυτό σημαίνει για την απλή συσχέτιση ότι οι δύο μεταβλητές προέρχονται από συμμεταβλητό κανονικό πληθυσμό και, για την πολλαπλή συσχέτιση, ότι οι εμπλεκόμενες μεταβλητές προέρχονται από πολυμεταβλητό κανονικό πληθυσμό. 

			Τα μοντέλα πολλαπλής παλινδρόμησης μπορούν επίσης να διασαφηνιστούν και με δύο διαφορετικές προοπτικές, ως επεξηγηματικά και προβλεπτικά (Pedhazur, 1997). Τα επεξηγηματικά μοντέλα επιδιώκουν την εδραίωση ενός ισχυρού μοντέλου το οποίο οφείλει να επιβεβαιώνει το αποτέλεσμα των προβλέψεων εκείνων μόνο που διαθέτουν ως εφαλτήριο ικανή θεωρητική υπόσταση, απορρίπτοντας άλλες που δεν είναι σχετικές. Δηλαδή, τα μοντέλα οφείλουν να ελέγχουν αν μία σημαντική προβλεπτική μεταβλητή μπορεί, ένεκα του θεωρητικού της υπόβαθρου, να παράγει τη μέγιστη δυνατή διακύμανση οδηγώντας έτσι σε ακριβέστερες προβλέψεις. Τα προβλεπτικά ή διερευνητικά μοντέλα διαθέτουν πιο ελεύθερη θεωρητική βάση και συνεπώς είναι περισσότερο ευέλικτα αφού βασίζονται άμεσα στην απρόσκοπτη ανάλυση των στοιχείων. Τα μοντέλα αυτά επιχειρούν την ανεύρεση της ομάδας εκείνης των προβλεπουσών μεταβλητών η οποία παρέχει το καλύτερο αποτέλεσμα πρόβλεψης, ανεξαρτήτως αν το μοντέλο προσεγγίζει ή όχι κάποιο ορθό επεξηγηματικό μηχανισμό σε θεωρητικό επίπεδο. Δεν επιδιώκουν ιδιαίτερα να ανιχνεύσουν αν οι προβλέψεις αντανακλούν κάποια πραγματική επιστημονική αιτία υπεύθυνη για την έκβαση του συγκεκριμένου αποτελέσματος. 

			Η πολλαπλή παλινδρόμηση έχει ευρεία επιστημονική αποδοχή διότι θεωρείται ισχυρό και ευέλικτο στατιστικό εργαλείο με πλήθος εφαρμογές σε τελείως διαφορετικά ερευνητικά πεδία (Draper & Smith, 1989, Pedhazur, 1997, Weisburg, 1985):

			
					Διοίκηση επιχειρήσεων και έρευνα αγοράς – εκτίμηση του βαθμού επίδοσης του προσωπικού μίας εταιρίας, διαχείριση του αριθμού και έκτασης των παραπόνων πελατών

					Προβλήματα οδικής συγκοινωνίας – διαχείριση του τύπου οδοστρώματος και είδους μεταφορικού μέσου στο χρόνο εκπλήρωσης μίας μετακίνησης

					Υπέρβαση στον αθλητισμό – τρόποι βελτίωσης των αθλητικών επιδόσεων στο στίβο, προσαρμογή ενός βέλτιστου διαιτολογίου

					Ατμοσφαιρική και υδρόβια ρύπανση με προεκτάσεις στη διαφύλαξη της δημόσιας υγείας

					Τρόποι διερεύνησης της συμπεριφοράς του δείκτη νοημοσύνης σε διαγωνιστικό επίπεδο

					Εκτίμηση της δράσης των χημικών συστατικών ενός τροφίμου στις οργανοληπτικές ιδιότητές του.

			

			Συνοψίζοντας, η ανάλυση της παλινδρόμησης χρησιμοποιείται για την περιγραφή των ειδικών σχέσεων μεταξύ των μεταβλητών, τη διακρίβωση θεωρητικών υποθέσεων, την πρόβλεψη από λήψεις πειραματικών δεδομένων και τη δημιουργία και επαλήθευση εξισώσεων πολλαπλής παλινδρόμησης (Montgomery et al., 2012, Kleinbaum et al., 1998).

			Η υπολογιστική διαδικασία της ανάλυσης της πολλαπλής παλινδρόμησης και συσχέτισης είναι ιδιαίτερα κοπιαστική και στην πράξη εφικτή μόνο με τη χρήση στατιστικών προγραμμάτων Η/Υ. Για το λόγο αυτό, στην ανάλυση του κεφαλαίου θα γίνει αναφορά μόνο ως προς τα βασικότερα σημεία, ενώ λεπτομερώς θα συζητηθούν τα αποτελέσματα της πολλαπλής παλινδρόμησης που εξάγονται από τα στατιστικά προγράμματα ως προς τον τρόπο αξιολόγησής τους και που κατά κανόνα μοιάζουν πολύ μεταξύ τους. Δίνεται έμφαση στις μεθόδους εύρεσης του καταλληλότερου προβλεπτικού μοντέλου και στις τεχνικές εκτίμησης του βαθμού προσαρμογής και αξιοπιστίας του. 

			2.1 Eξίσωση της πολλαπλής παλινδρόμησης

			Αναφορικά με το θεσμό της απλής γραμμικής παλινδρόμησης για ένα πληθυσμό με ένα ζεύγος μεταβλητών Χ-Υ, θα ισχύει η σχέση, Ŷ=a+bX. Όταν η εξαρτημένη μεταβλητή Υ θεωρούμε ότι είναι γραμμικά εξαρτημένη, επιπλέον, και από μία δεύτερη μεταβλητή (Χ2) ή και από μία τρίτη (Χ3) ή τελικά από ένα σύνολο m μεταβλητών Χ, η παραπάνω σχέση διαμορφώνεται σε 

			 Ŷ=a + b1X1 + b2X2 +...+bmXm, η πιο συνεπτυγμένα σε 

			[image: Ch2-Exis-2-1-1.png]

			Οι συντελεστές b1, b2...bm καλούνται μερικοί συντελεστές παλινδρόμησης και o τρόπος υπολογισμού τους αναφέρεται στον πίνακα 2.1. Ο μερικός συντελεστής b1 εκφράζει το μέγεθος μεταβολής της Υ, όταν μεταβάλλεται η μεταβλητή X1 κατά μία μονάδα, ενώ παράλληλα οι υπόλοιπες μεταβλητές Χi διατηρούνται σταθερές στην τιμή του μέσου όρου τους. Ή αλλιώς, ο μερικός συντελεστής b1 εκφράζει τη μέτρηση της σχέσης μεταξύ Υ και Χ1, θέτοντας υπό έλεγχο ταυτόχρονα τις λοιπές μεταβλητές Χi ή αλλιώς της σχέσης Υ και Χ1, αφού προηγούμενα απαλειφθεί (απομακρυνθεί) το αποτέλεσμα των λοιπών μεταβλητών Χi επί της Υ και Χ1. Παρόμοια, ο συντελεστής b2 εκφράζει το βαθμό μεταβολής της Υ, όταν μεταβάλλεται μόνο η X2 κοκ. Οι συντελεστές της πολλαπλής παλινδρόμησης καλούνται μερικοί, επειδή εκφράζουν μέρος μόνο της εξαρτημένης σχέσης της Υ με τις μεταβλητές Xi. Η παράμετρος a είναι η τιμή της Υ, όταν όλες οι μεταβλητές Χi είναι μηδενικές.

			 

			Πίνακας 2.1. Υπολογισμός των μερικών συντελεστών παλινδρόμησης. Στηρίζεται στη μέθοδο ελαχιστοποίησης του σφάλματος του αθροίσματος των υπολειμμάτων, των αποστάσεων, δηλαδή, από το υπερεπίπεδο προσαρμογής (προσαρμοσμένες τιμές Ŷ) και υπολογίζεται με την εφαρμογή της άλγεβρας μητρών.

			Έστω ότι έχουμε n παρατηρήσεις m μεταβλητών Xi (X1, X2,..., Xm), επομένως τα αθροίσματα των τιμών των παρατηρήσεων ανά μεταβλητή θα είναι ΣΧ1, ΣΧ2,..., ΣΧm και τα αθροίσματα των γινομένων μεταξύ αυτών, γνωστών ως σταυροειδών (χιαστί) γινομένων, θα είναι ΣΧ1Χ2, ΣΧ1Χ3, ΣΧ2Χ5, ΣΧ1Χm..., ΣΧiXj. Από αυτά προκύπτουν τα αθροίσματα των τετραγώνων των τιμών τους Σx12, Σx22,..., Σxm2 και των χιαστί γινομένων τους. Επισημαίνεται ότι: Σxi2=ΣΧi2-(ΣΧi)2/n και Σxixj=ΣΧiXj-(ΣΧi)(ΣΧj)/n. Οι παραπάνω υπολογισμοί παρίστανται ευκρινέστερα με τη δημιουργία μήτρας του αθροίσματος των τετραγώνων των χιαστί γινομένων που συμβολίζεται με S, γνωστής και ως μήτρας διακύμανσης-συνδιακύμανσης:

			[image: eq2_1.png]

			Από τη μήτρα αυτή εύκολα προκύπτει και η αντίστοιχη μήτρα των συντελεστών συσχέτισης, αν αντικαταστήσουμε

			[image: eq3_1.png]

			[image: eq4_1.png]

			Oι μερικοί συντελεστές της πολλαπλής παλινδρόμησης υπολογίζονται από τη σχέση του γινομένου των μητρών: S·b=y, όπου b είναι το διάνυσμα των αγνώστων μερικών συντελεστών παλινδρόμησης και y είναι το διάνυσμα του αθροίσματος των χιαστί γινομένων των m ανεξάρτητων μεταβλητών με την εξαρτημένη Υ:

			[image: eq5_1.png][image: eq6_1.png]

			Λύνοντας την εξίσωση ως προς b θα έχουμε b=S-1·y είναι ο αντίστροφος πίνακας του αθροίσματος των τετραγώνων των χιαστί γινομένων: 

			[image: eq7_1.png]

			Τα στοιχεία του S-1 καλούνται πολλαπλασιαστές του Gauss και εκείνα που βρίσκονται επί της διαγωνίου της αντίστροφης μήτρας συμβολίζονται με cii, ενώ εκείνα που βρίσκονται εκτός αυτής με cij. Οι πολλαπλασιαστές χρησιμοποιούνται για τον υπολογισμό του τυπικού σφάλματος πολλών στατιστικών παραμέτρων της πολλαπλής παλινδρόμησης.	

			Η εξίσωση της πολλαπλής παλινδρόμησης ορίζει ευθεία γραμμή, όταν μετέχει μία μόνο ανεξάρτητη μεταβλητή, επίπεδο, όταν συμετέχουν δύο ανεξάρτητες μεταβλητές X1 και Χ2 (βλ. σχήμα 2.1) και υπερεπίπεδο, όταν Χi≥3 με m διαστάσεις, όσες είναι δηλαδή και οι μεταβλητές Χi. Το υπερεπίπεδο των m διαστάσεων αναφέρεται πολλές φορές και ως επιφάνεια απόκρισης (response surface).

			Αντί των μερικών συντελεστών παλινδρόμησης συχνά χρησιμοποιούνται και οι τυποποιημένοι μερικοί συντελεστές βi (standardized partial regression coefficients) ή βήτα συντελεστές οι οποίοι προκύπτουν ως κανονιστικοί συντελεστές από τον υπολογισμό της εξίσωσης της παλινδρόμησης, αφού προηγουμένως τυποποιηθούν όλες οι συμμετέχουσες μεταβλητές Χi και Υ με την αφαίρεση απ` όλες τις τιμές κάθε μεταβλητής του μέσου όρου αυτής και διαιρώντας τη διαφορά με την τυπική απόκλιση των τιμών της μεταβλητής,

			[image: eq8_1.png]

			και 

			[image: eq9_1.png]

			Έτσι, η εξίσωση τροποποιείται σε Ŷ’=β1X’1+β2X’2+...+βmX’m. Η παράμετρος a απουσιάζει από την εξίσωση, εξαιτίας της φύσης των τυποποιημένων μεταβλητών οι οποίες χαρακτηρίζονται από μέσο όρο ίσο με μηδέν. Ο τυποποιημένος μερικός συντελεστής βήτα εκφράζει το ρυθμό μεταβολής της Υ εξαιτίας μεταβολής της Xi σε μονάδες τυπικής απόκλισης (οι λοιπές μεταβλητές Χm-i διατηρούνται σταθερές ως προς το αποτέλεσμά τους). 

			[image: 1_18.png]

			Σχήμα 2.1. Γράφημα πολλαπλής παλινδρόμησης με δύο ανεξάρτητες μεταβλητές Χ1 (θερμοκρασία συντήρησης του γάλακτος) και Χ2 (λιποπεριεκτικότητα %) και μία εξαρτημένη Υ (χρόνος αναγωγής του κυανού του μεθυλενίου-ΚΜ). Η επίδραση αυτών επί της εξαρτημένης Υ εκφράζεται με επίπεδο μεταβολής, η κλίση του οποίου επηρεάζεται από τις κλίσεις των πλευρών αυτού που αντιστοιχούν μία για κάθε ανεξάρτητη μεταβλητή.

			Το μεγάλο πλεονέκτημα της χρήσης των συντελεστών αυτών είναι ότι τα μεγέθη τους είναι απευθείας συγκρίσιμα μεταξύ τους ως προς το σχετικό μέγεθος της μεταβολής των ανεξάρτητων μεταβλητών επί της ίδιας εξαρτημένης Υ. Εξαλείφεται, δηλαδή, το πρόβλημα της διαφορετικής κλίμακας των μετρήσεων που ελήφθησαν για κάθε μεταβλητή Xi, π.χ. η κλίμακα των βαθμών Κελσίου που χρησιμοποιείται για τη μέτρηση της θερμοκρασίας δεν έχει καμία σχέση με την κλίμακα που χρησιμοποιείται για τη μέτρηση της απώλειας βάρους των φρούτων. Έτσι, ένας τυποποιημένος μερικός συντελεστής με υψηλότερη απόλυτη τιμή συγκριτικά με άλλους συντελεστές, δείχνει μεγαλύτερη επίδραση της μεταβλητής Χi την οποία εκπροσωπεί επί της εξαρτημένης Υ. Τιμές β μεγαλύτερες της μονάδας ενδεχομένως να εμφανίζονται για μερικές ή και όλες τις ανεξάρτητες μεταβλητές σε υπόδειγμα παλινδρόμησης, που ενδεχομένως να σημαίνουν την παρουσία κάποιου βαθμού πολυσυγγραμμικότητας ή κατασταλτικότητας επίδρασής τους μεταξύ των μεταβλητών στο υπόδειγμα. Οι τυποποιημένοι μερικοί συντελεστές συνδέονται μαθηματικά με τους κανονιστικούς από τη σχέση:	

			[image: eq10_1.png]

			2.2 Ανάλυση της διακύμανσης στην πολλαπλή παλινδρόμηση

			Αποτελεί προέκταση της διακύμανσης της απλής παλινδρόμησης, με τις ανάλογες διαφοροποιήσεις, ως προς τον αριθμό m των ανεξάρτητων μεταβλητών που συμμετέχουν με n παρατηρήσεις η καθεμία και τους βαθμούς ελευθερίας των ποσοτήτων που μετρούν τη μεταβλητότητα (Πίν. 2.2). Εξαιτίας της πολυπλοκότητας των υπολογισμών, θα αναφερθούν μόνο γενικεύσεις των επιμέρους διακυμάνσεων:

			[image: Ch2-Pin-2-2.png]

			Πίνακας 2.2. Ανάλυση της διακύμανσης στην πολλαπλή παλινδρόμηση.

			Η ολική πολλαπλή παλινδρόμηση (TSS), όπου το ολικό άθροισμα της διακύμανσης των τετραγώνων των τιμών εκφράζει τη συνολική μεταβλητότητα μεταξύ των Υ τιμών:
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			με n-1 βαθμούς ελευθερίας, όπου n το πλήθος των παρατηρήσεων (σειρών).

			
					Το άθροισμα των τετραγώνων των τιμών της παλινδρόμησης (RSS), το οποίο εκφράζει τη μεταβλητότητα μεταξύ των προσαρμοσμένων τιμών: 
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			με m βαθμούς ελευθερίας.

			
					Το άθροισμα των τετραγώνων των τιμών των υπολειμμάτων (ESS), που εκφράζει τη διαφορά της μεταβλητότητας των τιμών Yi από τις προσαρμοσμένες τιμές: 

			

			 [image: eq13_1.png]

			με n-m-1 βαθμούς ελευθερίας.	

			
					Υπολογισμός των μέσων αθροισμάτων των τετραγώνων της γραμμικής παλινδρόμησης RMS και του υπολείμματος EMS, όπου

			

				RMS=RSS/(m)

				EMS=ESS/(n-m-2)

			Η τιμή F (RMS/EMS) του ομώνυμου ελέγχου συγκρίνεται με την οριακή F0,05,[m,(n-m-1)] του Πίνακα Π1. Aν F≥Fορ, τότε υπάρχει γραμμική εξάρτηση της Υ από τις εξεταζόμενες μεταβλητές Χi. H ποσότητα R2=RSS/TSS αποτελεί το συντελεστή πολλαπλού προσδιορισμού ή το συντελεστή προσδιορισμού προσαρμογής της πολλαπλής παλινδρόμησης (Nagelkerke, 1991). Ο προσδιοριστικός συντελεστής R2 εκφράζει το ποσοστό της ολικής μεταβλητότητας της Υ που εξηγείται από τη συνδυασμένη επίδραση όλων των μεταβλητών Xi που συμμετέχουν στην περιγραφή της εξίσωσης της πολλαπλής γραμμικής παλινδρόμησης επί της εξαρτημένης Υ. Ο συντελεστής R2 λαμβάνει τιμές από μηδέν (κανένα ποσοστό προσαρμοστικότητας) μέχρι 1 (άριστη προσαρμοστικότητα) και επειδή δεν είναι απόλυτα αξιόπιστος, όταν υπάρχουν λίγες παρατηρήσεις στις μεταβλητές, αντικαθίσταται από το διορθωμένο συντελεστή Rδ2:
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			ή

			[image: eq15_1.png]

			Η τιμή του συντελεστή Rδ2 είναι πάντα μικρότερη του αντίστοιχου R2 και παίρνει μερικές φορές αρνητικές τιμές, όταν η αντίστοιχη R2 είναι αρκετά χαμηλή. Στις περιπτώσεις αυτές συνιστάται η αρνητική τιμή να αντικαθίσταται με το μηδέν, για να μη διακυβεύεται η θετική ποσοτική έννοια του συντελεστή πολλαπλού προσδιορισμού και κατ` επέκταση ο θεσμός της παλινδρόμησης. 

			Εναλλακτικά, η γραμμικότητα της πολλαπλής παλινδρόμησης μπορεί να εξεταστεί και από το συντελεστή πολλαπλού προσδιορισμού, ελέγχοντας αν αυτός διαφέρει από το μηδέν και χρησιμοποιώντας την ειδική τιμή F που προκύπτει από τη σχέση:
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			 και τους ίδιους βαθμούς ελευθερίας.

			Όταν F≥F0,05[m,(n-m-1)] τότε ισχύει η εναλλακτική HA:ρ2≠0 που δηλώνει την ύπαρξη γραμμικότητας.

			Οι μερικοί συντελεστές της πολλαπλής παλινδρόμησης μπορούν, επίσης, να εξεταστούν ατομικά, αν διαφέρουν από το μηδέν, αν δηλαδή, υπάρχει κλίση και αυτό πραγματοποιείται με τον έλεγχο t, 
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			όπου cii είναι ένας διαγώνιος πολλαπλασιαστής του Gauss της αντίστροφης μήτρας (βλ. πίνακα 2.1). Η τιμή t του ελέγχου συγκρίνεται με την θεωρητική t0,05,(n-m-1) του Πίνακα Π2 και αν t≥tορ, τότε ισχύει bi≠0 που δηλώνει ότι η κλίση της μεταβλητής Χi που εκφράζεται από το συντελεστή bi διαφέρει του μηδενός. Τα όρια εμπιστοσύνης κάθε συντελεστή bi προκύπτουν από τη σχέση bi ±t0,05,(n-m-1) ·sbi. 

			Οι τυποποιημένοι μερικοί συντελεστές της παλινδρόμησης μπορούν επίσης να ελεγχθούν για τη σημαντικότητά τους με τρόπο παρόμοιο, όπως των απλών μερικών συντελεστών, τροποποιώντας μόνο το τυπικό σφάλμα που δίνεται από τη σχέση,
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			Η σημαντικότητα ή αλλιώς το μέγεθος της επίδρασης που έχουν οι μερικοί συντελεστές μεταξύ τους και οι οποίοι περιγράφουν μία συγκεκριμένη εξίσωση πολλαπλής παλινδρόμησης ελέγχεται συγκρίνοντας τη σημαντικότητα της διαφοράς δύο μόνο συντελεστών κάθε φορά με τον έλεγχο t,
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			 και
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			όπου bA και bB ένα οποιοδήποτε ζεύγος για σύγκριση μερικών συντελεστών με n-m-1 βαθμούς ελευθερίας. Τονίζεται ιδιαίτερα ότι, όταν οι μεταβλητές των μερικών συντελεστών δεν λαμβάνονται με τις ίδιες μετρικές μονάδες, το αποτέλεσμα της σύγκρισης των συντελεστών πρέπει να ερμηνεύεται με τη μέγιστη προσοχή, επειδή υπάρχει σοβαρότατος κίνδυνος παρερμηνείας. Η τιμή του ελέγχου συγκρίνεται με τη θεωρητική t0,05,(n-m-1) και αν t≥tορ, τότε ισχύει η εναλλακτική υπόθεση ότι οι δύο συντελεστές διαφέρουν σημαντικά μεταξύ τους. 

			Το τυπικό σφάλμα της παραμέτρου a της πολλαπλής παλινδρόμησης δίνεται από τη σχέση 

			[image: eq22_1.png]

			Γενικά, μία στατιστικά σημαντική τιμή F του ελέγχου της γραμμικής εξάρτησης της Υ απ` όλες τις εξεταζόμενες Χi για να έχει υπόσταση θα πρέπει οπωσδήποτε να συνοδεύεται και από ορισμένες στατιστικά σημαντικές τιμές των ελέγχων t της σημαντικότητας των μερικών συντελεστών της πολλαπλής παλινδρόμησης. Οι υπόλοιπες μεταβλητές που έχουν μη στατιστικά σημαντικό το μερικό συντελεστή τους, θα πρέπει να απομακρύνονται όλες ή κάποιες από αυτές από την εξίσωση της παλινδρόμησης, με ειδική διαδικασία η οποία περιγράφεται, στη συνέχεια, λεπτομερώς. Υπάρχουν όμως περιπτώσεις όπου παρατηρούνται στατιστικά σημαντικές τιμές του ελέγχου t των συντελεστών bi, χωρίς να συνοδεύονται και από στατιστικά σημαντική τιμή F της εξίσωσης. Aυτές φανερώνουν υψηλό βαθμό συσχέτισης μεταξύ αρκετών από τις ανεξάρτητες μεταβλητές. Κατά κανόνα, όταν διαπιστώνουμε μη στατιστικά σημαντική τιμή F, καλό θα είναι να μην ελέγχουμε ή να μη λαμβάνουμε υπόψη τις τιμές t της σημαντικότητας των μερικών συντελεστών. 

			2.3 Έλεγχος της σημαντικότητας της πολλαπλής συσχέτισης

			Ο έλεγχος F της σημαντικότητας της γραμμικότητας της πολλαπλής παλινδρόμησης ισχύει και για την πολλαπλή συσχέτιση, αρκεί να θεωρήσουμε ότι, δεν υπάρχει καμία εξάρτηση κάποιας μεταβλητής από τις άλλες (η μεταβλητή Υ παύει να ισχύει) και ότι όλες οι μεταβλητές είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους. Άρα, υπάρχουν m+1 μεταβλητές Yi (συνήθως αποφεύγεται η χρήση του όρου Χi στην πολλαπλή συσχέτιση, για να μην προκαλείται σύγχιση). Στην περίπτωση αυτή, εξετάζουμε το συντελεστή πολλαπλής συσχέτισης αν διαφέρει από το μηδέν, υιοθετώντας την τιμή F του ελέγχου της πολλαπλής παλινδρόμησης. Η θετική τετραγωνική ρίζα του συντελεστή πολλαπλού προσδιορισμού 

			 [image: eq23.png]

			 αναφέρεται ως συντελεστής πολλαπλής συσχέτισης R και λαμβάνει τιμές από 0 μέχρι +1, σε αντίθεση με τον απλό συντελεστή συσχέτισης που κυμαίνεται μεταξύ -1 και +1. Ο συντελεστής πολλαπλής συσχέτισης μετρά πόσο ικανοποιητικά οι προσαρμοσμένες (προβλεπόμενες) τιμές  [image: eq24.png] ταιριάζουν με τις παρατηρούμενες τιμές [image: eq26.png]. Έτσι, τιμή R ίση με 1 δηλώνει πλήρη ταύτιση των τιμών  [image: eq25.png] και [image: eq26.png]. Αν η τιμή του ελέγχου F είναι μεγαλύτερη ή ίση της θεωρητικής, τότε ισχύει η εναλλακτική υπόθεση ΗΑ:ρ0≠0 που δηλώνει ότι υπάρχει σημαντική γραμμικότητα της πολλαπλής συσχέτισης. 

			Όταν οι μεταβλητές εξετάζονται κατά ζεύγη, τότε υπολογίζεται ο συντελεστής συσχέτισης r του Pearson για κάθε ζεύγος σύμφωνα με τον τύπο:
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			όπου
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			και 
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			Yi και Yi οι δύο εξεταζόμενες μεταβλητές και η ποσότητα Σyj2 υπολογίζεται κατ’ ανάλογο τρόπο με την Σyi2. 

			Ο παρονομαστής της σχέσης αυτής είναι πάντα θετικός, ο αριθμητής όμως μπορεί να είναι θετικός, αρνητικός ή 0. Το εύρος τιμών του συντελεστή κυμαίνεται μεταξύ -1 και 1. Όταν υπάρχει θετική συσχέτιση μεταξύ δύο μεταβλητών, σημαίνει ότι, αύξηση της τιμής της μίας συνοδεύεται και από αύξηση της τιμής της άλλης. Αρνητική συσχέτιση σημαίνει ότι, αύξηση της τιμής της μίας μεταβλητής επιφέρει μείωση στην τιμή της άλλης και στην περίπτωση που r=0, τότε δεν υπάρχει γραμμική συσχέτιση μεταξύ των μεγεθών των δύο μεταβλητών. Όταν οι τιμές του r πλησιάζουν το +1 ή το -1, τότε αναπτύσσεται ισχυρή θετική ή αρνητική συσχέτιση. Αντίθετα, τιμές κοντά στο 0 δηλώνουν ασθενή συσχέτιση (θετική ή αρνητική). Ο συντελεστής συσχέτισης δεν μετρά την ποσοτική μεταβολή μίας μεταβλητής εξαιτίας μεταβολής της άλλης (όπως συμβαίνει με τον συντελεστή παλινδρόμησης), αλλά απλώς την ένταση της σχέσης μεταξύ δύο μεταβλητών. Ο συντελεστής r υψούμενος στο τετράγωνο μεταπίπτει στο συντελεστή προσδιορισμού της παλινδρόμησης, 
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			Οι δύο αυτοί όροι, παρά τη συγγενική μαθηματική σχέση που εμφανίζουν, προσδιορίζουν τελείως διαφορετικές έννοιες και καλόν είναι να μην αναφέρονται μαζί, γιατί ανταποκρίνονται σε διαφορετικές τεχνικές ανάλυσης. 

			Οι συντελεστές συσχέτισης όμως δεν λαμβάνουν υπολογιστικά υπόψη την εξάλειψη των αλληλεπιδράσεων των λοιπών μεταβλητών Υi σε οποιαδήποτε εξεταζόμενο ζεύγος μεταβλητών. Απλά περιγράφουν το μέτρο της γραμμικής έντασης των μεταβλητών, λαμβανομένων υπόψη μόνο ανά δύο κάθε φορά, όπως φαίνεται στον πίνακα 2.3 των συσχετίσεων o οποίος αναφέρεται στις οργανοληπτικές και χημικές μεταβλητές τυριών ποικίλης προέλευσης.

			Το πρόβλημα αυτό λύνεται, λαμβάνοντας υπόψη το μερικό συντελεστή συσχέτισης rij. ο οποίος υπολογίζει τη συσχέτιση μεταξύ κάθε ζεύγους μεταβλητών, διατηρώντας, παράλληλα, σταθερό το γραμμικό αποτέλεσμα κάθε άλλου ζεύγους των λοιπών μεταβλητών. O συμβολισμός rij. υπονοεί το μερικό συντελεστή συσχέτισης μεταξύ των μεταβλητών i και j, όταν οι λοιπές μεταβλητές, παραμένουν σταθερές ως προς το αποτέλεσμά τους. Έχουμε εξαλείψει δηλαδή οποιαδήποτε δράση της αλληλεπίδρασης των λοιπών μεταβλητών στη σχέση που διέπει τις μεταβλητές i και j. Έτσι, ο μερικός συντελεστής συσχέτισης r14.235 εκφράζει τη μερική συσχέτιση μεταξύ των μεταβλητών Υ1 και Υ4, όταν οι τιμές των λοιπών Υ2, Υ3 και Υ5 κρατούνται σταθερές.

			Οι μερικοί συντελεστές συσχέτισης υπολογίζονται εύκολα μόνον όταν συμμετέχουν τρεις μεταβλητές, Υ1, Υ2 και Υ3, χρησιμοποιώντας στην εξίσωσή τους απλούς συντελεστές συσχέτισης. Έτσι, για το συντελεστή r12.3 (όπου η μεταβλητή Υ3 κρατείται σταθερή και κατά συνέπεια και τα ζεύγη αυτής με τις λοιπές) θα έχουμε:
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			όπου r12, r13 και r23 είναι οι συντελεστές συσχέτισης των τριών μεταβλητών.Οι μερικοί συντελεστές στην πολλαπλή συσχέτιση, όταν γενικά οι μεταβλητές είναι τρεις ή περισσότερες, προκύπτουν εύκολα από τον υπολογισμό πρώτα των στηλών των υπολειμμάτων που προκύπτουν, παλινδρομώντας κάθε μεταβλητή Υi με μία άλλη ή και περισσότερες, διατηρώντας πάντα τις υπόλοιπες σταθερές. Οι συσχετίσεις των στηλών των υπολειμμάτων μεταξύ τους αποτελούν τους μερικούς συντελεστές πολλαπλής συσχέτισης. Για παράδειγμα, ο υπολογισμός του συντελεστή συσχέτισης r12.3 προκύπτει, παλινδρομώντας πρώτα την Υ1 επί της Υ3 και μετά την Υ2 επί της Υ3. Από τις δύο παλινδρομήσεις προκύπτουν δύο αντίστοιχες υπολειμματικές στήλες ESS 
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			των παλινδρομηθεισών μεταβλητών. Η συσχέτιση των στηλών των υπολειμμάτων αποτελεί τον μερικό συντελεστή συσχέτισης. Παρόμοια, αν οι εξεταζόμενες μεταβλητές είναι πέντε και ενδιαφερόμαστε για το μερικό συντελεστή r13.245, τότε παλινδρομούμε την Υ1 επί των υπόλοιπων Υ2, Υ4 και Υ5, εκτελούμε μία δεύτερη πολλαπλή παλινδρόμηση θέτοντας την Υ3 στη θέση της Υ1 και ακολούθως συσχετίζουμε τις δύο στήλες των υπολειμμάτων που προκύπτουν, μία για κάθε παλινδρόμηση.

			Η σημαντικότητα του κάθε μερικού συντελεστή συσχέτισης εξετάζεται αν διαφέρει από το μηδέν (HO:ρij...=0) με τον έλεγχο t, 
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			όπου Μ το πλήθος όλων των (m+1) μεταβλητών. Η τιμή του ελέγχου συγκρίνεται με την θεωρητική τιμή t0,05,(n-Μ) και αν t≥t ορ, τότε ισχύει η εναλλακτική υπόθεση που δηλώνει ότι, ο μερικός συντελεστής είναι στατιστικά σημαντικός. Η σημαντικότητα κάθε μερικού συντελεστή συσχέτισης μπορεί να ελεγχθεί επίσης συγκρίνοντας απευθείας την τιμή του με την οριακή τιμή r0,05(2)(n-Μ) που προκύπτει από τον πίνακα Π3. Αν ο συντελεστής είναι μεγαλύτερος ή ίσος με την οριακή τιμή, τότε διαφέρει στατιστικά σημαντικά από το μηδέν.
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			Πίνακας 2.3. Πίνακας συσχετίσεων οργανοληπτικών και χημικών μεταβλητών σε τυριά ποικίλης προέλευσης. Ο όρος p εκφράζει την ακριβή πιθανότητα λάθους και όταν p≤0,05 οι συσχετίσεις είναι στατιστικά σημαντικές. Τιμές συσχέτισης κοντά στο ±1 εκφράζουν ισχυρή γραμμική συσχέτιση. 

			2.4 Μέθοδοι της άριστης επιλογής των ανεξάρτητων μεταβλητών

			Ας υποθέσουμε ότι μελετούμε την επίδραση ορισμένων χημικών μεταβλητών (Χi) επί της μηχανικής σκληρότητας (FB), της οργανοληπτικής ευθρυπτότητας και σκληρότητας ενός προϊόντος, η καθεμία των οποίων αποτελεί την εξαρτημένη μεταβλητή Υ (Παράδειγμα 2.1 και 2.2). Όμως, η θεώρηση όλων των ανεξάρτητων μεταβλητών σε καμία περίπτωση δεν σημαίνει πλήρη αποδοχή τους, ότι δηλαδή έχουν αυτόματα σημαντικό αποτέλεσμα στην απόκριση της Υ. Θα πρέπει πρώτα να εξεταστούν ως προς τη σημαντικότητά τους, μία προς μία και μετά οι συνδυασμοί αυτών ανά δύο ή ανά τρεις κοκ. Έτσι, το μείζον θέμα της πολλαπλής παλινδρόμησης έγκειται στον κατάλληλο προσδιορισμό μόνον εκείνων των ανεξάρτητων μεταβλητών που έχουν το ισχυρότερο (καλύτερο) στατιστικά σημαντικό αποτέλεσμα επί της Υ (Hocking, 1976). Διάφοροι μέθοδοι έχουν αναπτυχθεί προς την κατεύθυνση αυτή, δηλαδή την άριστη επιλογή του μοντέλου της πολλαπλής παλινδρόμησης, χωρίς να συμφωνούν απαραίτητα μεταξύ τους ως προς:

			
					την επιλογή του αριθμού των μεταβλητών

					την ταυτότητα ισάριθμων επιλεγμένων μεταβλητών 

					την ομοφωνία μεταξύ των επιστημόνων ως προς το ποια μέθοδος είναι η πληρέστερη.

			

			Οι μέθοδοι αυτές στηρίζονται αποκλειστικά στη χρήση στατιστικών προγραμμάτων με τη βοήθεια ηλεκτρονικών υπολογιστών, επειδή παρουσιάζουν εξαντλητική διαδικασία ελέγχων, έκδηλη ακόμα και με τη χρήση των προγραμμάτων αυτών:

			
					Επιλογή της καταλληλότερης ομάδας προσαρμογής των ανεξάρτητων μεταβλητών (best set of regressions). Η διαδικασία αυτή περιλαμβάνει την ανάλυση της πολλαπλής παλινδρόμησης με τη συμμετοχή, αρχικά, όλων των ανεξάρτητων μεταβλητών, ακολούθως με τη συμμετοχή m-1 μεταβλητών, στη συνέχεια με τη συμμετοχή m-2 κοκ., μέχρι το τέλος αυτής της διαδικασίας η οποία θα καταλήγει σε m απλές γραμμικές παλινδρομήσεις. Η διαδικασία μελέτης μπορεί να ακολουθήσει την αντίστροφη κατεύθυνση, αναφορικά με τη συμμετοχή των μεταβλητών, αρχίζοντας από μία τη φορά και αυξάνοντας σταδιακά τον αριθμό συμμετοχής τους. Για παράδειγμα, αν η ανάλυση περιλαμβάνει 4 ανεξάρτητες μεταβλητές, τότε όλοι οι δυνατοί συνδυασμοί θα ανέρχονται σε 15 (βλ. πίνακα παρακάτω).[image: Ch2-PollaX.png]
H μέθοδος στηρίζεται στην επιλογή εκείνου του συνδυασμού των μεταβλητών που θα πληροί όσο το δυνατόν επαρκέστερα τρία βασικά κριτήρια (Παράδειγμα 2.1), στενά συνδεδεμένα μεταξύ τους:
(α) 	Η τιμή του συντελεστή πολλαπλού προσδιορισμού R2. Όσο αυξάνει η τιμή του συντελεστή τόσο καλύτερη προσαρμογή δίνει η εξίσωση. Η είσοδος όμως μίας νέας μεταβλητής στην εξίσωση ποτέ δεν μειώνει το R2. Αντίθετα, προκαλεί πάντα αύξηση, δεν υπάρχει όμως κάποιος συγκεκριμένος έλεγχος για να διαπιστώσουμε τη σημαντικότητα της αύξησης αυτής. Γενικά, μία αύξηση του R2 τουλάχιστον κατά 5% θεωρείται ικανοποιητική για να κρατηθεί η νέα μεταβλητή στην εξίσωση και να συνυποστεί παραπέρα ελέγχους μέχρι την τελική ένταξή της. Ο συντελεστής αυτός θα πρέπει να χρησιμοποιείται με προσοχή, γιατί σχεδόν πάντα αυξάνει θεαματικά το ποσοστό του όταν προσθέτουμε συνεχώς νέους όρους στην εξίσωση της παλινδρόμησης, είτε αυτοί αποτελούν διαφορετικές δυνάμεις της ίδιας μεταβλητής Χ, είτε μία νέα μεταβλητή, είτε είναι γινόμενα μεταξύ των μεταβλητών. Η ποσοστιαία αυτή αύξηση παρατηρείται ειδικότερα στις πολυωνυμικές εξισώσεις όπου ο συντελεστής μπορεί να προσεγγίσει ακόμα και τη μονάδα (τέλεια προσαρμογή των στοιχείων), προσθέτοντας απλά διαφορετικές δυνάμεις της ίδιας μεταβλητής Χ στην εξίσωση (Χ2, Χ3, Χ5 κτλ.). Η αύξηση ή καλύτερα η βελτίωση του συντελεστή πολλαπλού προσδιορισμού θεωρείται στατιστικά έγκυρη όταν μετά την ένταξη ενός νέου όρου στην εξίσωση της παλινδρόμησης η ποσότητα του αθροίσματος των υπολειμμάτων ESS της νέας εξίσωσης μειώνεται σε μέγεθος, τουλάχιστον ίσο με εκείνο της προηγούμενης ποσότητας του μέσου σφάλματος των υπολειμμάτων EMS στην οποία δεν συμμετείχε ο νέος αυτός όρος. Σε αντίθετη περίπτωση, η νέα εξίσωση θα περιέχει συγκριτικά μεγαλύτερο μέσο σφάλμα EMS μη επιθυμητό.
Το κριτήριο R2 θα πρέπει να χρησιμοποιείται με αποφασιστική βαρύτητα μόνο σε συγκρίσεις εξισώσεων που έχουν ίσο αριθμό μεταβλητών.
(β) Το μέσο σφάλμα των υπολειμμάτων EMS ή απλούστερα s2. Συνήθως, για λόγους υπολογιστικής ευχέρειας χρησιμοποιείται η τετραγωνική ρίζα του μέσου σφάλματος,
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γνωστή και ως τυπικό σφάλμα της πολλαπλής παλινδρόμησης. Ο αριθμός των μεταβλητών που εισάγονται στην ανάλυση πρέπει να είναι πάντοτε με σειρά προτεραιότητας ως προς τη σημαντικότητά τους που καταδεικνύεται από την τιμή του ελέγχου F. Η τιμή του μέσου σφάλματος EMS στην αρχή, όταν οι εισαγόμενοι όροι είναι ελάχιστοι (ένας ή δύο) είναι χαμηλή, ακολούθως προσεγγίζει μία ελάχιστη τιμή και μετέπειτα αυξάνει ελαφρώς, καθώς συνεχίζουν να αυξάνουν και οι εισαγόμενοι όροι (Παράδειγμα 2.1). Η περιοχή των τιμών EMS γύρω από την ελάχιστη τιμή προσδιορίζουν και τις μεταβλητές που προσαρμόζονται καλύτερα στο μοντέλο. Η προτεραιότητα που δίνουμε στην είσοδο κάποιας μεταβλητής στην ανάλυση, συνήθως καθορίζεται από τη σημαντικότητα που δίνει κάθε μία, όταν παλινδρομείται μόνη της με την εξαρτημένη Υ, στην απλή γραμμική της σχέση δηλαδή με την Υ. 
Τα κριτήρια R2 και EMS, αν δεν υπάρχει συνδυασμός κρίσης που να συνοδεύεται από ομοειδείς ομάδες ένταξης μεταβλητών ή ισάριθμες ομάδες ένταξης, μειονεκτούν στο γεγονός ότι δεν παρέχουν συγκρίσιμα αποτελέσματα μεταξύ των μοντέλων. Για παράδειγμα, ένα μοντέλο με τις μεταβλητές Χ1 και Χ3 δεν μπορεί να συγκριθεί με ένα άλλο που περιέχει τις μεταβλητές Χ1, Χ2 και Χ4, συγκρίνεται όμως ευχερώς με το μοντέλο που περιέχει τους όρους Χ1, Χ3 και Χ4, δηλαδή δύο ίδιους όρους συν ένα τρίτο. Τα κριτήρια, δηλαδή, είναι αποτελεσματικά όταν συγκρίνουν ομοειδή μοντέλα που διαφέρουν μεταξύ τους ως προς την ένταξη ενός όρου κάθε φορά. Επίσης, δύο μοντέλα με τρεις μεταβλητές το καθένα που διαφέρουν τουλάχιστον ως προς έναν όρο, μπορούν να συγκριθούν με βάση τα δύο κριτήρια, όπως για παράδειγμα το μοντέλο με τους όρους Χ2, Χ4, Χ5 και το μοντέλο με τους όρους Χ3, Χ4, Χ6.
(γ) Το στατιστικό κριτήριο Cp. To κριτήριο αυτό στηρίζεται σε δύο δεδομένα: το ένα λαμβάνει υπόψη την πλήρη εξίσωση παλινδρόμησης, δηλαδή με όλους τους όρους μαζί, και το άλλο, στη συνέχεια, επιλέγει το μοντέλο εκείνο που παρουσιάζει το μικρότερο σφάλμα ESSp με p παρόντες όρους (συμπεριλαμβανομένης και της παραμέτρου a, εφόσον αυτή συμμετέχει στην εξίσωση). Το κριτήριο Cp υπολογίζεται από τη σχέση: 
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H ποσότητα EMSm είναι το άθροισμα των τετραγώνων των υπολειμμάτων με τη συμμετοχή όλων των m όρων με n πλήθος παρατηρήσεων και n-m-1 βαθμούς ελευθερίας. Το κριτήριο Cp αξιολογείται θετικά, όταν η τιμή του είναι γενικά μικρή και παρουσιάζει στατιστικά σημαντική βαρύτητα, όταν πλησιάζει τον αριθμό p των ενταγμένων όρων ή ακόμα καλύτερα όταν είναι Cp≤p. Έτσι, αν η τιμή Cp ισούται περίπου με p, σημαίνει ότι το μοντέλο είναι σχετικά ακριβές (έχει δηλαδή μικρή διακύμανση) και επιτρέπει να εκτιμηθούν ορθώς οι μερικοί συντελεστές της παλινδρόμησης όπως και οι τιμές πρόβλεψης αυτής. Αντίθετα, τιμές Cp>p δηλώνουν σημαντική έλλειψη προσαρμογής του μοντέλου. Στα μειονεκτήματα του κριτηρίου συγκαταλέγεται η έλλειψη συγκεκριμένου ελέγχου για τη σημαντικότητα της σύγκρισης διαφορετικών ομάδων μεταβλητών με παραπλήσιες τιμές Cp και p.
Η μέθοδος αξιολόγησης του καταλληλότερου πολυσυνδυασμού βελτιώνεται σημαντικά, αν ληφθούν υπόψη τα ακόλουθα:
	Όταν συγκρίνουμε μοντέλα με τον ίδιο αριθμό όρων p, η επιλογή εκείνου με τη μεγαλύτερη τιμή R2 ισοδυναμεί με την επιλογή του μοντέλου με την ελάχιστη ποσότητα του τυπικού σφάλματος s. Στο παράδειγμα 2.1 το μοντέλο 6 με τους δύο όρους ΞΟ και ΜΠΑ/ΟΑ αποδίδει R2=66,1% και s=15,955 το οποίο είναι συγκριτικά ανώτερο από το μοντέλο 8 με επίσης δύο όρους, ΞΟ και ΑΛΜΗ, και με κριτήρια R2=59,9% και s=17,35 διότι η συστοιχία των δύο κριτηρίων δίνει μεγαλύτερες τιμές στο πρώτο μοντέλο απ’ ό,τι στο δεύτερο.
	Όταν συγκρίνουμε μοντέλα με διαφορετικό αριθμό όρων, η επιλογή του καταλληλότερου μοντέλου συντελείται με το κριτήριο Rδ2, η μεγαλύτερη τιμή του οποίου ισοδυναμεί με την επιλογή του μοντέλου με την ελάχιστη ποσότητα του τυπικού σφάλματος s. Στο παράδειγμα 2.1 το μοντέλο 21 συγκρινόμενο με το μοντέλο 17 περιέχει έναν όρο περισσότερο (έξι έναντι πέντε), εκτιμά υψηλότερο R2 (79,0%) χαμηλότερες όμως τιμές στις συστοιχίες των κριτηρίων R2δ και s και συνεπώς θεωρείται υποδεέστερο ποιοτικά του δεύτερου. 
	Όταν συγκρίνουμε ταυτόχρονα μοντέλα με ίδιο ή διαφορετικό αριθμό όρων, η επιλογή των p όρων για την ακριβέστερη περιγραφή της εξίσωσης πολλαπλής παλινδρόμησης θεωρείται άριστη, όταν συνδυάζονται από κοινού: πολύ χαμηλές τιμές των Cp και s και πολύ υψηλές τιμές των R2 και Rδ2. Έτσι, στο παράδειγμα 2.1 ο καλύτερος συνδυασμός προκύπτει με την επιλογή των μεταβλητών ΞΟ, ΟΑ/ΞΟ και ΜΠΑ/ΟΑ στις οποίες παρατηρείται πολύ καλός συγκερασμός των τιμών: Cp= 1.1, s=13,246, R2=77,7%, και Rδ2=74,1% (μοντέλο 9).



			

			Στα μειονεκτήματα της μεθόδου του καταλληλότερου συνδυασμού προσαρμογής των μεταβλητών συγκαταλέγονται:

			(α) Ο τεράστιος αριθμός ανάπτυξης πολυσυνδυασμών μεταξύ των μεταβλητών που αυξάνεται εκθετικά σύμφωνα με τον τύπο: 2m-1. Για παράδειγμα, όταν έχουμε να επιλέξουμε από 6 υποψήφιους όρους, οι συγκρινόμενες παλινδρομήσεις φτάνουν τον αριθμό 63, γεγονός δυσανάλογα χρονοβόρο ακόμα και με τη χρήση ηλεκτρονικών υπολογιστών. 

			(β) 	Αν κάποιος όρος εμφανίζει ιδιομορφίες ως προς την ποιότητα συλλογής των στοιχείων ή ως προς τον τρόπο αξιολόγησης αυτών, είναι δυνατόν η ένταξή του στο μοντέλο να παρουσιάζει πολύ υψηλό R2, με αποτέλεσμα να προκαλεί τη διαστρέβλωση της σημαντικότητας της παλινδρόμησης. Το μειονέκτημα αυτό εξαλείφεται αν χρησιμοποιήσουμε μία πολύ πρακτική μέθοδο ελέγχου της αξιοπιστίας του επιλεγέντος μοντέλου: 

			Τα στοιχεία των υποψήφιων μεταβλητών χωρίζονται με τυχαίο τρόπο σε δύο ομάδες. Χρησιμοποιούμε την πρώτη για να βρούμε την άριστη επιλογή πολυσυνδυασμού και έπειτα συγκρίνουμε τις προβλεπόμενες τιμές από την εξίσωση της παλινδρόμησης με τις πραγματικές τιμές της δεύτερης ομάδας κατά πόσο ταιριάζουν επιτυχώς. Η μέθοδος αυτή ελέγχει την «ευρωστία» του επιλεγέντος μοντέλου και είναι εξαιρετικά δημοφιλής μεταξύ των ερευνητών, ιδιαίτερα σε ποικίλες αναλύσεις που στηρίζονται στην απλή και πολλαπλή παλινδρόμηση. 

			
					Προοδευτική ή σταδιακή ένταξη των μεταβλητών (forward selection). Με τη μέθοδο αυτή επιλέγουμε πρώτα μία ανεξάρτητη μεταβλητή και ακολούθως εισάγουμε στην εξίσωση νέες μεταβλητές, μία κάθε φορά, μέχρις ότου η παραπέρα ένταξη αυτών να μην αυξάνει σημαντικά το συντελεστή πολλαπλού προσδιορισμού, R2 (Παράδειγμα 2.2Α). Δύο κριτήρια χρησιμοποιούνται στη μέθοδο αυτή: (α) 	Ο υπολογισμός του R2 για κάθε νέα ένταξη μεταβλητής. Είναι φρονιμότερο να εισάγουμε από την αρχή πάντοτε εκείνες τις μεταβλητές που αυξάνουν περισσότερο το R2. 
(β) 	Ο υπολογισμός του στατιστικού κριτηρίου F, το οποίο εξετάζει τη σημαντικότητα της αύξησης του R2 (και κατ`επέκταση τη μείωση της ποσότητας EMS) σε κάθε νέα εισαγωγή μεταβλητής, γνωστός και ως έλεγχος F-ένταξης. Ο έλεγχος αυτός στηρίζεται στην εξής διαδικασία:
Καμία νέα μεταβλητή δεν εισάγεται σε μία ανάλυση πολλαπλής παλινδρόμησης χωρίς προηγούμενο στατιστικό έλεγχο. Για κάθε νέα εισαγόμενη μεταβλητή στην εξίσωση, η σημαντικότητα της μείωσης του EMS ή αύξησης του R2, ελέγχεται από την τιμή F του ελέγχου που στηρίζεται στην αρχή του πλεονάζοντος αθροίσματος των τετραγώνων των υπολειμμάτων ESSa. Το πλεονάζον ESSa είναι το τμήμα του σφάλματος των υπολειμμάτων ESS που αφαιρείται (πλεονάζει) όταν ένας νέος όρος εισάγεται προς εξέταση στην εξίσωση, επιπρόσθετα στους ήδη υπάρχοντες: ESSa=ESSp - ESSp+1. Η ποσότητα ESSp δηλώνει το σφάλμα των υπολειμμάτων με p παρόντες όρους συμπεριλαμβανομένης και της παραμέτρου a εφόσον είναι στατιστικά σημαντική ή αν αναγκαστικά υπάρχει. Η ποσότητα ESSp+1 δηλώνει πάλι το σφάλμα των υπολειμμάτων αλλά με έναν επιπλέον όρο. Η σημαντικότητα του πλεονάζοντος σφάλματος ελέγχεται από την τιμή F του ελέγχου:
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Παράδειγμα 2.1. Έλεγχος της σημαντικότητας της πολλαπλής παλινδρόμησης με τη μέθοδο της επιλογής του καταλληλότερου συνδυασμού προσαρμογής των ανεξάρτητων μεταβλητών. 
Η επίδραση των σημαντικότερων χημικών συστατικών ελληνικών τυριών [ξηρή ουσία (ΞΟ) λίπος, υδατοδιαλυτό άζωτο (ΥΑ), ολικό άζωτο (ΟΑ), μη πρωτεϊνικό άζωτο (ΜΠΑ), συγκέντρωση άλμης και pH] στη μηχανική σκληρότητα FB και στις οργανοληπτικές ευθρυπτότητα και σκληρότητα, μελετήθηκε σε 24 τεμάχια διαφορετικής προέλευσης και κατηγορίες (μαλακά, ημίσκληρα και σκληρά τυριά, βλ. και πίνακα 4.1). Στο παράδειγμα αυτό ερευνάται η στατιστικά σημαντική συμμετοχή του καταλληλότερου αριθμού των ανεξάρτητων μεταβλητών εκείνων που θα περιγράψουν άριστα την απόκριση της μηχανικής σκληρότητας FB (η απόκριση της ευθρυπτότητας αναλύεται στο παράδειγμα 2.2). 
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Οι τέσσερις καλύτεροι δυνατοί συνδυασμοί απλής και πολλαπλής παλινδρόμησης με τη συμμετοχή όλων των χημικών μεταβλητών παρατίθενται στον παρακάτω πίνακα (οι μεταβλητές αναγράφονται σε κάθετη διάταξη):
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Aπό τον πίνακα προκύπτει ότι ο πρώτος πληρέστερος συνδυασμός εντοπίζεται στη σκιασμένη σειρά με δύο μεταβλητές παρούσες, την ξηρή ουσία και το ολικό άζωτο με τις ακόλουθες διαγνωστικές τιμές: R2=71,4 R2p=68,7 Cp=4,0 και s=14,643. Αν στο μοντέλο αυτό ενσωματωθεί και το μη πρωτεϊνικό άζωτο (δεύτερη σκιασμένη σειρά) τότε ο προσδιοριστικός συντελεστής αυξάνει κατά 6,3%, περισσότερο δηλαδή από 5 ποσοστιαίες μονάδες (R2=77,7% και R2δ=74,4%). Παράλληλα, το κριτήριο Cp λαμβάνει χαμηλότερη τιμή (1,1 μικρότερη του Cp=4,0 συμπεριλαμβανομένης και της παραμέτρου α) όπως και το τυπικό σφάλμα της παλινδρόμησης (13,246). Συγκρίνοντας τις τιμές αυτές του μοντέλου με όλες τις υπόλοιπες του πίνακα, εύκολα συνάγεται ότι η συμμετοχή των συγκεκριμένων μεταβλητών πληροί άριστα όλα τα διαγνωστικά κριτήρια (μέγιστη τιμή R2δ και ελάχιστες τιμές των κριτηρίων Cp και s). Έτσι, η εξίσωση της πολλαπλής παλινδρόμησης θα περιγράφεται από τις τρεις παραπάνω μεταβλητές:
FB = - 0,6 + 2,68 (ΞΟ) – 14,7 (ΟΑ/ΞΟ) – 1,04 (ΜΠΑ/OA)
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Η τιμή F του ελέγχου της πολλαπλής παλινδρόμησης είναι στατιστικά σημαντική σε επίπεδο σφάλματος 0,05 (p<0,001) και επομένως ισχύει η γραμμική σχέση των ανεξάρτητων μεταβλητών με την εξαρτημένη. Η τιμή του παράγοντα διόγκωσης της διακύμανσης (Variance Ιnflation factor - VIF) (βλ. ενότητα 2.6) είναι πολύ χαμηλότερη του γενικώς αποδεκτού ορίου του 10-20 σε όλες τις μεταβλητές και κρίνοντας από τις ακριβείς πιθανότητες σφάλματος p του ελέγχου προκύπτει ότι η σημαντικότερη μεταβλητή προς ένταξη και ερμηνεία της παλινδρόμησης είναι, με φθίνουσα τάξη, η ξηρή ουσία (p<0,001), το ολικό άζωτο (p=0,004) και τέλος το μη πρωτεϊνικό άζωτο (p=0,027). 
H τιμή F συγκρίνεται με την οριακή F0.05,(1)1,(n-p-1) (πίνακας Π1) και αν είναι μεγαλύτερη ή ίση της οριακής, τότε ο εισαγόμενος όρος στην εξίσωση θεωρείται στατιστικά σημαντικός. Η αρχή του πλεονάζοντος αθροίσματος των τετραγώνων του σφάλματος ΕSSa αποτελεί τη βάση όλων των μεθόδων που στηρίζονται στην αξιολόγηση των μεταβλητών με τη χρήση στατιστικών προγραμμάτων. Η επιλογή, επίσης, του επιπέδου σημαντικότητας παίζει ουσιαστικό ρόλο στην τελική αξιολόγηση των μεταβλητών και όσο το επίπεδο λάθους μειώνεται π.χ. από 0,05 σε 0,01, τόσο πιο αυστηρή γίνεται η διαδικασία επιλογής. Ως υποθετικό παράδειγμα αναφέρεται η εξίσωση με τρεις όρους: 
Ŷ=a+b1X1+b2X2+b3X1Χ2 με n=23 παρατηρήσεις και p=4, η οποία δίνει σφάλμα ΕSS3=184 με 19 (n-m-1=n-p) βαθμούς ελευθερίας. Εισάγοντας τον όρο X3, η εξίσωση της παλινδρόμησης διαμορφώνεται σε Ŷ=a+b1X1+b2X2+b3X1Χ2+b4X3 η οποία δίνει νέο υπόλειμμα ESS4=161 με 18 βαθμούς ελευθερίας. Το πλεονάζον άθροισμα των τετραγώνων του σφάλματος προκύπτει αφαιρετικά: ESSa=ESS3-ESS4=23 και η σημαντικότητα ένταξης του νέου όρου ελέγχεται: F=23/(161/18)=2,57. Η τιμή F-ένταξης είναι μικρότερη της οριακής F0,05,(1,18)=4,41 και συμπεραίνουμε ότι το αποτέλεσμα της δράσης της μεταβλητής Χ3 δεν είναι σημαντικό, απορρίπτοντας έτσι την ένταξή της στους ήδη εισαχθέντες τρεις όρους. 
Συνοπτικά, η επιλογή των μεταβλητών με τη μέθοδο της προοδευτικής ένταξης ακολουθεί την παρακάτω διαδικασία:
Η μεταβλητή με τη μεγαλύτερη τιμή F-ένταξης (ή t-ένταξης εφόσον ισχύει ισοδύναμα για το μερικό συντελεστή παλινδρόμησης της μεταβλητής) εισάγεται πάντα πρώτη στην εξίσωση. Μόλις ενταχθεί μία μεταβλητή, στατιστικά ελεγμένη όπως παραπάνω, αμέσως υπολογίζονται και οι τιμές F-ένταξης (ή t-ένταξης) όλων των υπόλοιπων υποψήφιων για ένταξη μεταβλητών. Συνεπώς, η επόμενη μεταβλητή που θα ενταχθεί θα είναι εκείνη με τη μεγαλύτερη τιμή F-ένταξης, αρκεί η υπολογιζόμενη νέα τιμή του συντελεστή R2 να αυξάνει κατά 5 τουλάχιστον ποσοστιαίες μονάδες για να έχει έτσι η εξίσωση της παλινδρόμησης πρακτική υπόσταση. Είναι προτιμότερο να έχουμε ένα μοντέλο με τρεις μεταβλητές που έχουν συντελεστή R2=0,842 (ή 84,2%) παρά τέσσερις με τιμή R2=0,864 και σημαντική τιμή F-ένταξης, τη στιγμή που η αύξηση αυτή ισοδυναμεί με 2,2% και κρίνεται μάλλον επουσιώδης. Η διαδικασία της προοδευτικής ένταξης των μεταβλητών περατώνεται όταν, στις υποψήφιες μεταβλητές για ένταξη, οι προϋπολογιζόμενες τιμές F-ένταξης (ή t-ένταξης) είναι μικρότερες των οριακών στο επιλεγμένο επίπεδο σημαντικότητας α και έτσι, η τελική εξίσωση της παλινδρόμησης περιλαμβάνει όλες τις μέχρι τώρα επιλεγείσες μεταβλητές. 


					Προοδευτική ή σταδιακή απόρριψη των μεταβλητών (backward eliminitaion). Η επιλογή των μεταβλητών εδώ γίνεται με ακριβώς αντίθετο τρόπο. Εισάγονται πρώτα όλες οι υποψήφιες μεταβλητές στο μοντέλο (πλήρης πολλαπλή παλινδρόμηση) και μετά απορρίπτουμε σταδιακά, μία κάθε φορά, εκείνες που δεν μειώνουν σημαντικά το συντελεστή R2 (Παράδειγμα 2.2Β). Υπενθυμίζεται ότι, o συντελεστής R2 εμφανίζεται πάντα μεγαλύτερος όσον αυξάνει και ο αριθμός των μεταβλητών στην εξίσωση, χωρίς να σημαίνει, στατιστικά, τίποτα το ουσιαστικό. Η μεταβλητή εκείνη που έχει τη μικρότερη τιμή του στατιστικού κριτηρίου F ή t, που στη μέθοδο αυτή για ευνόητους λόγους ονομάζεται F-απόρριψης ή t-απόρριψης (εφόσον πρόκειται για το μερικό συντελεστή παλινδρόμησης της μεταβλητής), είναι η πρώτη που θα απαλειφθεί από την εξίσωση. Αμέσως μετά την απόρριψη, υπολογίζονται πάλι οι τιμές F-απόρριψης ή t-απόρριψης των υπόλοιπων υποψήφιων για απόρριψη μεταβλητών και απορρίπτεται εκ νέου εκείνη με τη μικρότερη τιμή, μη στατιστικά σημαντική, σχετικά με το επιλεγμένο επίπεδο σημαντικότητας α. Η διαδικασία της προοδευτικής απόρριψης των μεταβλητών περατώνεται, όταν η τιμή F-απόρριψης είναι στατιστικά σημαντική για όλες τις υπόλοιπες υποψήφιες μεταβλητές, οι οποίες πλέον επιλέγονται ως οι μεταβλητές της τελικής εξίσωσης. 

					Aμφίδρομη επιλογή των μεταβλητών ή μέθοδος επιλογής βήμα προς βήμα (step by step selection). Oι προηγούμενες δύο μέθοδοι παρουσιάζουν ένα σοβαρό μειονέκτημα:	Στην προοδευτική ένταξη, μόλις μία μεταβλητή ενταχθεί στην εξίσωση, αυτή παραμένει για πάντα εκεί χωρίς να έχουμε τη δυνατότητα απομάκρυνσής της, αν κρίνουμε ότι η συνεισφορά της είναι μικρή, αν αυξάνει δηλαδή, λίγο μόνο η τιμή R2 σχετικά με τις άλλες ενταχθείσες μεταβλητές.
	Στην προοδευτική απόρριψη μόλις μία μεταβλητή απορριφθεί, δεν έχουμε τη δυνατότητα επαναφοράς της στην εξίσωση, παρόλο που αυτή μπορεί να καταστεί ουσιώδης μεταβλητή μόνο μετά την απόρριψη άλλων μεταβλητών. 



			

			Η δυσχέρεια αυτή διορθώνεται με την αμφίδρομη επιλογή των μεταβλητών με την οποία προχωρούμε βήμα προς βήμα, εξετάζοντας πάντα μία μεταβλητή κάθε φορά και την οποία μπορούμε να εντάξουμε ή να απορρίψουμε στην εξίσωση κατά βούληση ή να την επαναφέρουμε αργότερα για επανεξέταση. Η αμφίδρομη επιλογή αποτελεί, ουσιαστικά, συνδυασμό των δύο προηγούμενων μεθόδων, επειδή ελέγχει κάθε μεταβλητή με την τιμή F-ένταξης ή F-απόρριψης, ανάλογα με την κατεύθυνση επιλογής του χρήστη τη στιγμή εκείνη.

			Τα στατιστικά προγράμματα υπολογίζουν, πλην του ελέγχου F και του ελέγχου t των μερικών συντελεστών παλινδρόμησης, εξίσου ευχερώς και την ακριβή πιθανότητα p στην οποία η τιμή F-ένταξης ή F-απόρριψης (t-ένταξης ή t-απόρριψης) δεν είναι στατιστικά σημαντική. H πιθανότητα αυτή είναι γνωστή και ως p-ένταξης ή p-απόρριψης, ανάλογα με το χειρισμό και ουσιαστικά, η τιμή της είναι αυτή που κυριολεκτικά μας ενδιαφέρει απ` όλες τις παραπάνω διαδικασίες επιλογής. Όταν η πιθανότητα αυτή είναι μικρότερη ή ίση της οριακής που επιλέγεται από εμάς π.χ. p≤0,05, ανεξάρτητα αν πρόκειται για ένταξη ή απόρριψη της μεταβλητής, τότε η μεταβλητή αυτή πρέπει να προστεθεί στην εξίσωση, εφόσον πρόκειται για προοδευτική ένταξη ή να παραμείνει σε αυτήν αν πρόκειται για προοδευτική απόρριψη.

			Οι μέθοδοι της άριστης επιλογής των μεταβλητών αποτελούν πολύτιμο βοήθημα για το σωστό προσδιορισμό της εξίσωσης της πολλαπλής παλινδρόμησης, ιδιαίτερα όταν συνδυάζονται μεταξύ τους τα ευρήματα της καθεμιάς που δεν είναι απαραίτητο να συμπλέουν πάντοτε (Παράδειγμα 2.2Γ). Οι μέθοδοι αυτές παρουσιάζουν όμως τους ακόλουθους κινδύνους που θα πρέπει ο χρήστης να είναι ενήμερος:

			(α) 	Επειδή οι διαδικασίες επιλογής των μεταβλητών γίνονται με τη βοήθεια στατιστικών προγραμμάτων, είναι πολύ πιθανόν να γίνει, κατ`αρχήν αυτόματα, τυχαία επιλογή από το σύνολο των μεταβλητών και να παρουσιάζεται έτσι το μοντέλο πολύ ισχυρό μόνο από καθαρή σύμπτωση, χωρίς οι μεταβλητές αυτές να είναι οι πλέον σημαντικές. 

			(β) 	Μερικές φορές οι αλγόριθμοι πάνω στους οποίους στηρίζονται οι αναλύσεις των μεθόδων επιλογής, αδυνατούν να επιλέξουν τις μεταβλητές εκείνες που η εξίσωσή τους δίνει τη μέγιστη τιμή R2.

			(γ) 	Οι αυτόματες επιλογές δεν λαμβάνουν υπόψη και κάποιες άλλες μεταβλητές που μπορεί να μην είναι ιδιαίτερα σημαντικές από στατιστικής πλευράς, είναι όμως εξαιρετικά σημαντικές για τον ερευνητή που τις επέλεξε και που η ένταξή τους στην εξίσωση δίνει μεγάλη πρακτική αξία στο μοντέλο της πολλαπλής παλινδρόμησης.

			(δ) 	Σε στατιστικές μεθόδους που στηρίζονται αποκλειστικά στην διαδικασία της πολλαπλής παλινδρόμησης, όπως για παράδειγμα η ανάλυση της επιφάνειας απόκρισης ή η ανάλυση των συστατικών μείξης, όλοι οι υποψήφιοι όροι εντάσσονται υποχρεωτικά στο μοντέλο, χωρίς την ανάγκη της άριστης επιλογής των μεταβλητών, αδιάφορα δηλαδή, αν η σημαντικότητα πολλών από αυτές είναι μηδαμινή. 

			Παράδειγμα 2.2. Έλεγχος της σημαντικότητας της πολλαπλής παλινδρόμησης με τις μεθόδους της άριστης επιλογής των ανεξάρτητων μεταβλητών (προοδευτικής ένταξης, προοδευτικής απόρριψης και του καταλληλότερου πολυσυνδυασμού).

			Η επίδραση των σημαντικότερων χημικών συστατικών 24 ελληνικών τυριών (βλ. παράδειγμα 2.1) στην οργανοληπτική ευθρυπτότητα, μελετήθηκε με τη χρήση τριών συνδυαστικών τεχνικών της πολλαπλής παλινδρόμησης. Αναζητείται ο καλύτερος συνδυασμός των χημικών μεταβλητών που θα μπορούσε να περιγράψει άριστα τη συμπεριφορά της απόκρισης της οργανοληπτικής ευθρυπτότητας (εξαρτημένη μεταβλητή). 
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			Α. ΠΡΟΟΔΕΥΤΙΚΗ ΕΝΤΑΞΗ ΤΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

			Ως κριτήριο ένταξης ορίζεται η πιθανότητα p-ένταξης≤0,05

			Βήμα 1ο: Ένταξη της μεταβλητής του pH γιατί αυτό παρουσιάζει τη μεγαλύτερη τιμή t-ένταξης -5,87 (p-ένταξης <0,001) και ακολουθεί η ξηρή ουσία (βλ. παρακάτω):
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			Εναλλακτικές υποψήφιες προς ένταξη μεταβλητές:
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			Μετά την εισαγωγή του pΗ στην εξίσωση η διαδικασία περατώνεται γιατί οι υπόλοιπες μεταβλητές εμφανίζουν πιθανότητα p-ένταξης μεγαλύτερη από 0,05 και άρα είναι μη στατιστικά σημαντικές:
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			Επομένως η εξίσωση της πολλαπλής παλινδρόμησης περιγράφεται άριστα με τη συμμετοχή μόνο του pH, μεταπίπτουσα έτσι σε απλή γραμμική παλινδρόμηση:

			Ευθρυπτότητα = 27,23 – 3,79 (pH)
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			Η τιμή F του ελέγχου της σημαντικότητας της παλινδρόμησης είναι στατιστικά σημαντική (p<0,001) άρα αναπτύσσεται γραμμική σχέση μεταξύ του pH και της ευθρυπτότητας. Ο συντελεστής προσδιορισμού της προσαρμογής της παλινδρόμησης R2 επεξηγεί το 61,3% της ολικής μεταβλητότητας που εξελίσσεται μεταξύ του pH και της ευθρυπτότητας και ο συντελεστής πρόβλεψης της παλινδρόμησης R2p ανέρχεται σε 55,4% (ενότητα 2.6), τιμή η οποία κείται μέσα στα αποδεκτά όρια απόκλισης από τον προηγούμενο (<20%). 

			Αν αντικαταστήσουμε στο προηγούμενο μοντέλο την ευθρυπτότητα με την οργανοληπτική σκληρότητα (τα στοιχεία της καταγράφονται στον πίνακα του παραδείγματος 2.1) τότε προκύπτει ο ακόλουθος πίνακας των σημαντικότερων μεταβλητών ένταξης στο μοντέλο:
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			Βήμα 1ο: Η ξηρή ουσία είναι η πρώτη σημαντικότερη μεταβλητή ένταξης (p<0,001) επεξηγούσα από μόνη της το 70,44% της ολικής μεταβλητότητας του μοντέλου αυτού.

			Βήμα 2ο: Η άλμη είναι η δεύτερη επιλεγμένη μεταβλητή με σημαντικότητα ένταξης p=0,002, η οποία επεξηγεί ένα επιπρόσθετο ποσοστό 11% περίπου της νέας συνολικής μεταβλητότητας του μοντέλου (R2=81,23%).

			Βήμα 3ο: Στο προηγούμενο μοντέλο αναμένεται να ενταχθεί και το μη πρωτεϊνικό άζωτο με τις εξής όμως επισημάνσεις: η τιμή του προσδιοριστικού R2 αυξάνεται μόνο κατά 3,43%, ποσοστό όχι ιδιαίτερο σημαντικό και η σημαντικότητα της p-ένταξης πλησιάζει πολύ την οριακή τιμή 0,05 (p=0,047), καθιστώντας έτσι την εισαγωγή της νέας μεταβλητής μάλλον απαγορευτική.

			Ως τελικό μοντέλο υιοθετείται εκείνο με τη συμμετοχή των δύο μεταβλητών:

			Σκληρότητα = -8,85 + 0,234 (ΞΟ) + 0,400 (ΑΛΜΗ)

			στο οποίο το προβλεπτικό R2p ισούται με 76,95% προσεγγίζοντας κατά πολύ την τιμή του προσδιοριστικού R2. 

			Β. ΠΡΟΟΔΕΥΤΙΚΗ ΑΠΟΡΡΙΨΗ ΤΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

			Ως κριτήριο διατήρησης μίας μεταβλητής ορίζεται η πιθανότητα p-απόρριψης≤0,05.

			Βήμα 1o: Όλες οι ανεξάρτητες μεταβλητές εισάγονται ταυτόχρονα στο μοντέλο της παλινδρόμησης:
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			Βήμα 2ο: Η μεταβλητή ΜΠΑ/ΟΑ απομακρύνεται από την εξίσωση, γιατί είναι η λιγότερο στατιστικά σημαντική (βλ. σκιασμένη τιμή p-απόρριψης=0,723). 

			Βήμα 3ο: Η μεταβλητή ΛΙΠΟΣ/ΞΟ απομακρύνεται από την εξίσωση, γιατί είναι η επόμενη λιγότερο στατιστικά σημαντική.

			Βήμα 4ο: Η μεταβλητή ΟΑ/ΞΟ απομακρύνεται από την εξίσωση, γιατί είναι η επόμενη λιγότερο στατιστικά σημαντική.

			Βήμα 5ο: Η μεταβλητή pH απομακρύνεται από την εξίσωση, γιατί είναι η επόμενη λιγότερο στατιστικά σημαντική.

			Η ανάλυση της σημαντικότητας της πολλαπλής παλινδρόμησης περατώνεται στο στάδιο αυτό, γιατί οι μεταβλητές που εναπομείναν, ΞΟ, ΥΑ/ΟΑ και ΑΛΜΗ, είναι οι μοναδικές με τιμές p-απόρριψης που είναι στατιστικά σημαντικές. Άρα, η εξίσωση της πολλαπλής παλινδρόμησης με τη μέθοδο της προοδευτικής απόρριψης περιγράφεται άριστα ως εξής:

			Ευθρυπτότητα = 21,6 – 0,241 (ΞΟ) + 0,392 (ΑΛΜΗ) – 0,083 (ΥΑ/ΟΑ)

			[image: 14.png]

			Η τιμή F του ελέγχου της πολλαπλής παλινδρόμησης αναφορικά με τη γραμμικότητα των ανεξάρτητων μεταβλητών με την εξαρτημένη είναι στατιστικά σημαντική (p<0,001), ο συντελεστής R2 επεξηγεί το 70,21% της ολικής μεταβλητότητας του μοντέλου και ο συντελεστής R2p προβλέπει ικανοποιητικά το μοντέλο κατά 58,63%. Με βάση το επίπεδο σημαντικότητας της ακριβούς πιθανότητας σφάλματος, η ξηρή ουσία αποτελεί τη σημαντικότερη μεταβλητή ερμηνείας του μοντέλου (p<0,001), ακολουθεί η άλμη (p=0,005) και το υδατοδιαλυτό άζωτο με μικρή όμως βαρύτητα επεξήγησης (p=0,040).

			Γ. ΕΠΙΛΟΓΗ ΤΟΥ ΚΑΛΥΤΕΡΟΥ ΣΥΝΔΥΑΣΜΟΥ ΠΡΟΣΑΡΜΟΓΗΣ ΤΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

			Στον πίνακα παρακάτω παρουσιάζονται οι δύο καλύτεροι συνδυασμοί ανά εκάστοτε εισαγόμενο όρο της πολλαπλής παλινδρόμησης των επτά ανεξάρτητων χημικών μεταβλητών σε σχέση με την ευθρυπτότητα.
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			Όπως φαίνεται, ο πρώτος καλύτερος συνδυασμός προσαρμογής με παρούσα μία μόνο μεταβλητή είναι αυτή του pH. Σημαντική και ουσιαστική όμως αύξηση του προσδιοριστικού R2 πραγματοποιείται μόνο με τη συμμετοχή τριών μεταβλητών και συγκεκριμένα της ομάδας ΞΟ, ΥΑ/ΟΑ και ΑΛΜΗ (70,2%). Η τριάδα αυτή παρουσιάζει επίσης τη χαμηλότερη τιμή του κριτηρίου Cp (2,9<4) και αρκετά χαμηλό τυπικό σφάλμα s=1,379. Με δεδομένο ότι το προσδιοριστικό R2 δεν αυξάνει σημαντικά ακόμα και με την προσθήκη στο μοντέλο έξι και επτά μεταβλητών, η παραπάνω επιλογή θεωρείται ως η επικρατέστερη. 

			Στο ίδιο συμπέρασμα καταλήγει και η μέθοδος της προοδευτικής απόρριψης των μεταβλητών, ενώ αντίθετα, η μέθοδος της προοδευτικής ένταξης καταλήγει στην επιλογή μόνο του pH όταν επιλέγεται ως οριακό επίπεδο σημαντικότητας ένταξης στο μοντέλο το 0,05. Επομένως γίνεται εύκολα αντιληπτό ότι, η από κοινού συμβολή και των τριών μεθόδων είναι απόλυτα απαραίτητη για την ανεύρεση του καλύτερου μοντέλου προσαρμογής των υποψήφιων ανεξάρτητων μεταβλητών. 
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			Όταν τελικά επιλεγεί κάποιο μοντέλο, όπως για παράδειγμα αυτό που υπαγορεύεται από την προοδευτική απόρριψη των μεταβλητών, τότε επιβάλλεται απαραίτητα και η γραφική εξέταση των υπολειμμάτων ως προς την ομαλότητα της κατανομής τους και την ομοιογένεια των διακυμάνσεων:Τα υπολείμματα ακολουθούν την κανονική κατανομή γιατί κείνται επί ευθείας και παρουσιάζουν ομοιογένεια γιατί έχουν διάσπαρτη κατανομή σε σχέση με τις προσαρμοσμένες τιμές. 

			2.5 Εξισώσεις και σημαντικότητα της πρόβλεψης

			Μετά την προσαρμογή των μεταβλητών στο μοντέλο της πολλαπλής παλινδρόμησης υπολογίζονται οι προβλεπόμενες τιμές της Υ, θέτοντας αντίστοιχες τιμές σε όλες τις συμμετέχουσες μεταβλητές Xi.

			Η σημαντικότητα των προβλεπόμενων τιμών εκφράζεται με τα 95% όρια εμπιστοσύνης τα οποία προκύπτουν από τη σχέση,

			Ŷi ±t0,05,(n-m-1)· ( τυπικό σφάλμα),

			Το τυπικό σφάλμα εξάγεται με διαφορετικούς υπολογισμούς, εξαρτώμενο πάντοτε από τη φύση του ζητούμενου σε κάθε πρόβλεψη:

			
					Για το μέσο όρο της εξαρτημένης μεταβλητής Υ το τυπικό σφάλμα είναι, 
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					Η εκτιμούμενη μέση τιμή της Ŷi για συγκεκριμένες τιμές της Χ1, Χ2...Χm θα προέρχεται από το τυπικό σφάλμα,

			

			[image: eq38.png]

			όπου 

			[image: eq39.png]

			 και cii, cij είναι οι πολλαπλασιαστές του Gauss επί της διαγωνίου και εκτός αυτής αντίστοιχα του αντίστροφου πίνακα του αθροίσματος των τετραγώνων των χιαστί γινομένων (Πίν. 2.1).

			
					Η προβλεπόμενη τιμή Ŷi από μία νέα πρόσθετη σειρά τιμών των μεταβλητών Χ1, Χ2...Χm, λαμβανόμενη ως αποτέλεσμα επανάληψης του πειράματος, έχει τυπικό σφάλμα,
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					Η προβλεπόμενη μέση τιμή Ŷ που προέρχεται από λ πρόσθετες σειρές επαναληπτικών τιμών των μεταβλητών Χ1, Χ2...Χm, (π.χ. λ=3 επαναληπτικές σειρές τιμών όλων των μεταβλητών για την παρατήρηση 7), έχει τυπικό σφάλμα, 
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			2.6 Διαγνωστικά κριτήρια της εγκυρότητας της πολλαπλής παλινδρόμησης

			Προτού περιγραφεί η εξίσωση της πολλαπλής παλινδρόμησης, προηγείται πάντοτε η εξέταση της φύσης των μεταβλητών που συμμετέχουν με διάφορα κριτήρια. Τα κριτήρια αυτά ελέγχουν ορισμένες βασικές προϋποθέσεις που πρέπει να τηρούν τα στοιχεία των μεταβλητών για να διασφαλιστεί έτσι η εγκυρότητα της εξίσωσης της παλινδρόμησης. Ιδιαίτερη αναφορά για το μέγεθος των συνεπειών ως προς την αξιοπιστία προσαρμογής ενός μοντέλου παλινδρόμησης έχει επανειλημμένα δοθεί από τη διεθνή βιβλιογραφία (Besley et al, 1980, Velleman & Welch, 1981, Cook & Weisburg, 1982). Τα κυριότερα διαγνωστικά κριτήρια της πολλαπλής παλινδρόμησης είναι τα ακόλουθα:

			
					Εξέταση των υπολειμμάτων ως προς την κανονικότητα και την ομοιογένεια της διασποράς τους. Η διασπορά εξετάζεται με γραφικές απεικονίσεις των υπολειμμάτων στον άξονα των Υ και τις ανεξάρτητες μεταβλητές, καθώς και τις προσαρμοσμένες τιμές στον άξονα των Χ. Εννοείται ότι απαιτείται ένα γράφημα των υπολειμμάτων τη φορά για κάθε ανεξάρτητη μεταβλητή προκειμένου, να εντοπιστεί ποια από τις μεταβλητές αυτές είναι ενδεχομένως υπεύθυνη για την έλλειψη κανονικότητας και ένα μόνο γράφημα για τις προσαρμοσμένες τιμές.Οι κάθετες αποστάσεις των σημείων από την ευθεία προσαρμογής είναι γνωστές με το όνομα υπολείμματα. Ο έλεγχός τους αποτελεί αναπόσπαστο τμήμα της σημαντικότητας της παλινδρόμησης, διότι τεκμηριώνει αποφασιστικά την ποιότητα της σχηματιζόμενης ευθείας προσαρμογής, με ή χωρίς την ανάγκη μετασχηματισμού των μεταβλητών. Η εγκυρότητα της γραμμικής σχέσης της παλινδρόμησης με τη βοήθεια των υπολειμμάτων βασίζεται στην εκπλήρωση δύο προϋποθέσεων: 
(α) Τα υπολείμματα να ακολουθούν κανονική κατανομή η οποία διαπιστώνεται με τη χρήση ενός από τους ελέγχους Kolmogorov-Smirnov, Shapriro-Wilk, D’ Agostino, Anderson-Darling ή γραφικών ελέγχων της κανονικότητας.
(β) Τα υπολείμματα να μην εκδηλώνουν τάση μεταβολής ως αποτέλεσμα της δράσης των μεταβλητών Χ και Υ (Σχ. 2.2). Η δεύτερη αυτή συνθήκη διαπιστώνεται από τη μελέτη δύο γραφημάτων, με τα υπολείμματα (Υi -Ŷi) να παρίστανται στον άξονα των Υ και στον άξονα των Χ να παρίστανται, για μεν το ένα γράφημα οι πραγματικές τιμές της μεταβλητής Χ για δε το δεύτερο οι προσαρμοσμένες τιμές Ŷi. Αν τα υπολείμματα κατανέμονται διάσπαρτα και στα δύο γραφήματα, τότε υπάρχει ομοιομορφία της διασποράς τους πάνω και κάτω του μηδενός (Σχ. 2.2α). Αναμένεται, δηλαδή, να έχουν μέσο όρο περίπου ίσο με το μηδέν και διακύμανση που είναι ανεξάρτητη από το μέγεθος μεταβολής είτε της ανεξάρτητης τιμής Χ είτε της προσαρμοσμένης μεταβλητής Ŷ. Όταν διαπιστώνεται ετερομορφία, ή πιο εξειδικευμένα ιδιομορφία, στη διασπορά των υπολειμμάτων, στο πρώτο ή και στο δεύτερο γράφημα, αυτή μπορεί να οφείλεται: 
(α) Στην αυξημένη μεταβλητότητα της Υ καθώς αυξάνουν οι τιμές της Χ (Σχ. 2.2β), οπότε τα υπολείμματα εμφανίζουν τη μορφή δέσμης. Στην περίπτωση αυτή προτείνεται ο μετασχηματισμός με τους λογάριθμους ή σπανιότερα με την τετραγωνική ρίζα των μεταβλητών Χ και Υ, για να επανέλθει η ομοιοδιασπορά των σημείων στα γραφήματα. Εννοείται ότι, μετά την εφαρμογή των μετασχηματισμών ακολουθεί απαρέγκλιτα η επανεξέταση των υπολειμμάτων όπως παραπάνω.
(β) 	Στην έλλειψη γραμμικής σχέσης μεταξύ των Χ και Υ. Όταν τα υπολείμματα διαγράφουν καμπύλη μεταβολή (Σχ. 2.2γ) σημαίνει ότι η δευτεροβάθμια εξίσωση Ŷ=a + b1X + b2X2 συνιστά την καταλληλότερη σχέση, ενώ όταν τα υπολείμματα διαγράφουν οφιοειδές σχήμα η εξίσωση που το περιγράφει έχει τη γενικότερη πολυωνυμική μορφή Ŷ=a + b1X + b2X2 + b3X3 +...+ bnXn. Τέλος, όταν τα υπολείμματα διανύουν ανοδική κατεύθυνση (Σχ. 2.2δ), αυτό σημαίνει την ανάγκη προσθήκης μίας δεύτερης μεταβλητής Χ στην εξεταζόμενη σχέση Χ και Υ, δηλαδή στην ύπαρξη πολλαπλής παλινδρόμησης Ŷ=a + b1X1 + b2Χ2. Η περίπτωση της ανοδικής τάσης μπορεί να οφείλεται μερικές φορές και σε υπολογιστικό λάθος αποκλειστικά.
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Σχήμα 2.2. Γραφική εξέταση των υπολειμμάτων σε σχέση με την ανεξάρτητη μεταβλητή Χ και την προσαρμοσμένη στήλη Υ. Τα στοιχεία εμφανίζουν: α) ομοιοδιασπορά, β) διασπορά δέσμης, γ) καμπυλότητα δ) γραμμική μεταβολή. 


					Εξέταση των τυποποιημένων υπολειμμάτων (standardized residuals). Τα υπολείμματα, όταν διαιρεθούν με την τυπική απόκλισή τους, μετατρέπονται σε τυποποιημένα,[image: eq42.png]
τα οποία έχουν μέσο όρο μηδέν και διακύμανση ίση με 1. Τιμές των τυποποιημένων υπολειμμάτων μεγαλύτερες από |2| αλλά συνήθως μεγαλύτερες από |3| αποτελούν ισχυρή ένδειξη σημαντικής απομάκρυνσης των εξεταζόμενων τιμών Yi από την ευθεία προσαρμογής. Τα τυποποιημένα υπολείμματα έχουν μικρότερη διακύμανση κοντά στο κέντρο των τιμών και μεγαλύτερη όσο οι τιμές απομακρύνονται από το κέντρο. Το μειονέκτημα αυτό λύνεται αν στην εξίσωση προστεθούν και οι συντελεστές μόχλευσης hi, 
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Οι δύο τύποι των υπολειμμάτων συγκλίνουν στο ίδιο αποτέλεσμα όταν το δειγματοληπτικό μέγεθος είναι μεγάλο.
Καλύτερη προσαρμογή της προηγούμενης εξίσωσης στην εντόπιση ύποπτων τιμών αποτελούν τα υπολείμματα τύπου Student. Αυτά υπολογίζονται αφαιρώντας την παρατήρηση i και υποβάλλοντας τις υπόλοιπες n-1 στην ανάλυση της παλινδρόμησης ένεκα της οποίας προκύπτει το αφαιρετικό υπόλειμμα . Η διαδικασία επαναλαμβάνεται n φορές και με τον τρόπο αυτό διαμορφώνεται η αφαιρετική στήλη των υπολειμμάτων και κατ’ επέκταση τα υπολείμματα του Student ti: 
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					Εξέταση των συντελεστών μόχλευσης ή επιρροής (leverage coefficients) hi των τιμών της ανεξάρτητης μεταβλητής. Οι συντελεστές αυτοί, ένας για κάθε τιμή, υπολογίζονται από τη σχέση (η οποία ισχύει ως έχει μόνο στην απλή γραμμική παλινδρόμηση),[image: eq46.png]
όπου n είναι το πλήθος των τιμών της ανεξάρτητης μεταβλητής.
Οι συντελεστές μόχλευσης παίρνουν τιμές από 0 μέχρι 1 και αποτελούν δείκτες της επιρροής των τιμών Χi της μεταβλητής Χ στον τρόπο προσαρμογής της ευθείας παλινδρόμησης. Με άλλα λόγια, είναι ενδείξεις του μεγέθους της απόκλισης μίας τιμής Χi από το μέσο όρο , εξαρτώμενη αποκλειστικά από την ανεξάρτητη μεταβλητή Χ. Ουσιαστικά, η εξάρτηση αυτή σημαίνει ότι μελετούμε την οριζόντια απόκλιση των σημείων από την ευθεία προσαρμογής. Τιμές των συντελεστών επιρροής μεγαλύτερες από 2p/n, κατ` άλλους από 3p/n, δηλώνουν έντονη απομάκρυνση των αντίστοιχων σημείων Xi από την ευθεία προσαρμογής. Ο όρος p αναφέρεται στον αριθμό συμμετοχής των συντελεστών b (ή αλλιώς στις συμμετέχουσες ανεξάρτητες μεταβλητές) συν 1, εφόσον συμμετέχει και η παράμετρος a. Έτσι, για την απλή γραμμική παλινδρόμηση θα ισχύει p=2 και γα την πολλαπλή παλινδρόμηση με 3 συντελεστές θα ισχύει p=4, με παρούσα την παράμετρο a. Πρακτικά, τιμές μόχλευσης μεγαλύτερες του 0,5 πρέπει να αποφεύγονται, ενώ τιμές μικρότερες του 0,2 θεωρούνται ασφαλείς και τιμές μεταξύ 0,2 και 0,5 εμπεριέχουν, αν γίνουν δεκτές, στοιχεία κινδύνου.


					Έλεγχος της σημαντικότητας επιρροής των ύποπτων (εξωκείμενων) τιμών. Ύποπτες τιμές νοούνται εκείνες που απέχουν πολύ από την ευθεία προσαρμογής της παλινδρόμησης και ταυτόχρονα φαίνεται να επηρεάζουν έντονα τον προσανατολισμό της κλίσης της ευθείας. Η οπτική ανίχνευση των ύποπτων τιμών γίνεται σε δύο κατευθύνσεις:(α) 	Οι ύποπτες τιμές βρίσκονται απόκεντρα και μακράν της ευθείας, δηλαδή στο ανώτερο ή στο κατώτερο άκρο της ευθείας και σε θέση λίγο ή πολύ απομακρυσμένη από τις νοητές προεκτάσεις της ευθείας (Τύπος Ι, Σχ. 2.3α). Η ανίχνευση των τιμών αυτών στατιστικά πραγματοποιείται με τους συντελεστές επιρροής τους, hi. 
(β) 	Οι ύποπτες τιμές απέχουν σημαντικά από την ευθεία προσαρμογής αλλά κεντρικά, όπως φαίνεται στο σχήμα 2.3α (Τύπος ΙΙ). Η ανίχνευση των τιμών αυτών στατιστικά πραγματοποιείται με την εξέταση των τυποποιημένων υπολειμμάτων τους. 
[image: 3_16.png]
[image: 4_14.png]
Σχήμα 2.3. (α) Τύποι ύποπτων τιμών στην παλινδρόμηση. (β) Τυποποιημένα υπολείμματα σε διαδοχή παρατηρήσεων χωρίς ένδειξη αυτοσυσχέτισης.
Εξωκείμενες τιμές παρατηρήσεων συνιστούν μορφή παραβίασης της ομοσκεδαστικότητας και αντιπροσωπεύουν υψηλές τιμές υπολειμμάτων (σφαλμάτων) εκτός βέβαια εκείνων που θα μπορούσαν να δικαιολογηθούν από το υπόδειγμα παλινδρόμησης.
Κατά κανόνα επικρατεί η τάση να θεωρείται μία ύποπτη τιμή ως στατιστικά σημαντική, όταν αυτή συνδυάζεται ταυτόχρονα από υψηλό συντελεστή επιρροής, hi>2p/n (ή 3p/n) και από τυποποιημένο υπόλειμμα μεγαλύτερο του |2|. Οι σημαντικά στατιστικά ύποπτες τιμές επιβάλλεται να απομακρύνονται από το γράφημα Χ-Υ, στο οποίο οπτικά ανιχνεύονται εύκολα, ως απόκεντρα σημεία που απέχουν έντονα από την ευθεία προσαρμογής. Ύποπτες τιμές με υψηλό hi και χαμηλό τυποποιημένο υπόλειμμα θεωρούνται γενικά αποδεκτές, όπως επίσης και ύποπτες τιμές με χαμηλό hi και μεγάλο τυποποιημένο υπόλειμμα. Όταν τεκμηριώνονται στατιστικά οι ύποπτες τιμές, τότε διαγράφονται πρώτα τα ζεύγη των τιμών που περιέχουν τις ύποπτες τιμές και μετά υπολογίζεται ξανά η γραμμική σχέση των δύο μεταβλητών.


					Έλεγχος της απόστασης του Cook (1977). Ο δείκτης αυτός ανιχνεύει ταυτόχρονα παρατηρήσεις με ασυνήθιστες τιμές Xi (υψηλός συντελεστής επιρροής hi) και ασυνήθιστες τιμές Υi (μεγάλο τυποποιημένο υπόλειμμα), παρέχοντας έτσι μία συνδυασμένη συνολική μέτρηση για κάθε ζεύγος παρατηρήσεων:	[image: eq48.png]
Τιμές της απόστασης του Cook μεγαλύτερες από την οριακή F0.05,(p,n-p) που βρίσκεται από τον πίνακα Π1 δηλώνουν ύποπτες τιμές και συνιστούν την απόρριψή τους από τους υπολογισμούς. Για την απλή γραμμική παλινδρόμηση η θεωρητική τιμή διαμορφώνεται σε F0.05,(2,n-2), όταν υπάρχει η παράμετρος a. Ως διαχωριστικό σημείο εντοπισμού επηρεαστικών τιμών παρατηρήσεων θεωρούνται τιμές μεγαλύτερες της τιμής 4/(n-k-1), όπου η=αριθμός παρατηρήσεων και k=αριθμός ανεξάρτητων μεταβλητών (Fox, 1991), ενώ άλλοι συγγραφείς θέτουν τιμή >1 ως κριτήριο σοβαρής ένδειξης προβλήματος εξωκείμενης τιμής και >4/η ως κριτήριο ένδειξης πιθανού προβλήματος.
Γενικότερα, για την αναγνώριση και απομάκρυνση εξωκείμενων τιμών των ανεξάρτητων μεταβλητών χρησιμοποιούνται συνδυαστικά η απόσταση Cook, το στατιστικό της τιμής μόχλευσης της παρατήρησης, το τετράγωνο της απόστασης Mahalanobis (βλ. κεφάλαιο 6) και, επίσης, με τον έλεγχο των μεταβολών των τυποποιημένων συντελεστών β (beta) ή τον έλεγχο των μεταβολών στις προβλεπόμενες τιμές της πριν από και μετά την απομάκρυνση των ύποπτων παρατηρήσεων κατά τον υπολογισμό των εξισώσεων παλινδρόμησης. 


					Έλεγχος της αυτοσυσχέτισης των υπολειμμμάτων, της ανίχνευσης δηλαδή συσχέτισης μεταξύ νέων και προηγούμενων τιμών η οποία οδηγεί σε συσχετισμένα σφάλματα. Εξετάζεται διαγραμματικά με τη διάταξη των τυποποιημένων συνήθως υπολειμμάτων σε σχέση με τη διαδοχική σειρά των παρατηρήσεων του μοντέλου παλινδρόμησης και φυσιολογικά αναμένεται μία κατανομή των σημείων χωρίς συγκεκριμένη τάση μεταβολής, ένδειξη ανεξαρτησίας των τυπικών σφαλμάτων (Σχ. 2.3β). Θετική αυτοσυσχέτιση εμφανίζεται όταν διαμορφώνεται στο διάγραμμα ομάδα υπολειμμάτων με θετικό πρόσημο και αρνητική όταν διαπιστώνονται ταχείες αλλαγές στο πρόσημο διαδοχικών υπολειμμάτων.

					Έλεγχος της έλλειψης προσαρμογής των στοιχείων (lack-of-fit test). Εφαρμόζεται αποκλειστικά σε μοντέλα πολυωνυμικών εξισώσεων (βλ. ενότητα 2.10) στα οποία σε καθεμία τιμή της Χ αντιστοιχούν δύο ή και περισσότερες επαναληπτικές τιμές της Υ (Burn & Ryan, 1983). Στις περισσότερες περιπτώσεις, η εξίσωση της γραμμικής παλινδρόμησης Χ -επαναληπτικές Υ προσαρμόζεται στα στοιχεία, χωρίς να είναι γνωστή από πριν η έκβαση της σχέσης μεταξύ των Χ και Υ, όπως π.χ. θα έδειχνε άμεσα η γραφική απεικόνισή τους. Επομένως, μία επιβεβλημένη ενέργεια είναι ο παράλληλος έλεγχος μίας εξίσωσης που μόλις δημιουργήθηκε, αν πραγματικά περιγράφει σωστά τη σχέση και να αποφεύγονται έτσι τραγικά λάθη, όπως αυτό του σχήματος 2.4 στο οποίο εφαρμόστηκε η εξίσωση της γραμμικής μορφής αντί της ορθής πολυωνυμικής μορφής. Τα λάθη αυτά αποφεύγονται με τον έλεγχο της έλλειψης προσαρμογής ο οποίος εξετάζει αν η υπολογισθείσα εξίσωση στα εξεταζόμενα στοιχεία ταιριάζει στατιστικά (τα περιγράφει επαρκώς). Ο έλεγχος αυτός υπολογίζει τις ποσότητες SS(1) και SS(2), δηλαδή τα αθροίσματα των τετραγώνων των τιμών που προέρχονται αντίστοιχα από το πειραματικό σφάλμα και από την έλλειψη προσαρμογής των στοιχείων. Το πειραματικό σφάλμα προϋποθέτει την παρουσία επαναληπτικών μετρήσεων της Υ για κάθε τιμή της Χ και υπολογίζεται ως[image: eq49.png]
και το σφάλμα της έλλειψης προσαρμογής υπολογίζεται ως
[image: eq50.png]
όπου k είναι ο αριθμός των ομάδων τιμών της Υ που αντιστοιχούν συνολικά σε όλες τις τιμές της Χ με j παρατηρήσεις ανά ομάδα. 
Το στατιστικό κριτήριο F του ελέγχου προσδιορίζεται από τη διαίρεση των μέσων αθροισμάτων των τετραγώνων MS(2) και MS(1),
[image: eq51.png]
Η τιμή του ελέγχου F συγκρίνεται με την οριακή F0.05,(k-2),(N-k) από τον πίνακα Π1 και αν είναι μεγαλύτερη της οριακής, τότε η γραμμική εξίσωση δεν περιγράφει επαρκώς τη σχέση Χ-Υ και θα πρέπει να αναζητηθούν νέοι τρόποι βελτίωσης της γραμμικής σχέσης, π.χ. μετασχηματισμοί. 
[image: 18.png]
Πίνακας 2.4. Εικονικές μεταβλητές του φύλου (δύο κατηγορίες), επεξεργασίας υλικού (τέσσερις κατηγορίες) και ποικιλίας οίνου (τρεις κατηγορίες) με 9 παρατηρήσεις η καθεμία. 


					Έξέταση του συντελεστή πρόβλεψης (predicted coefficient) R2p της παλινδρόμησης (Montgomery et al, 2012). Το προβλεπτικό R2p υπολογίζεται αφαιρώντας συστηματικά κάθε παρατήρηση από τα στοιχεία (μία τη φορά), εκτιμώντας στη συνέχεια τη νέα εξίσωση παλινδρόμησης και η τιμή του έτσι προσδιορίζει πόσο ικανοποιητικά το μοντέλο προβλέπει την αφαιρούμενη παρατήρηση. Το προβλεπτικό R2p αποτρέπει την υπερπροσαρμογή των μοντέλων και θεωρείται χρησιμότερο για τη σύγκριση των μοντέλων επειδή υπολογίζεται με τη χρήση νέων παρατηρήσεων που δεν περιλαμβάνονται στην εκτίμηση των μοντέλων. Ο όρος υπερπροσαρμογή αναφέρεται στα μοντέλα εκείνα που εξηγούν τη σχέση που αναπτύσσεται μεταξύ των ανεξάρτητων και της εξαρτημένης μεταβλητής με τα ήδη υπάρχοντα στοιχεία, αποτυγχάνουν όμως να παρέχουν προβλέψεις για νέες παρατηρήσεις. Στην πράξη, το προβλεπτικό R2p δηλώνει πόσο ικανοποιητικά το μοντέλο της παλινδρόμησης προβλέπει τις αποκρίσεις όταν εισάγονται νέες παρατηρήσεις στην εξίσωση σε αντίθεση με το προσδιοριστικό R2 που δείχνει πόσο καλά το μοντέλο προσαρμόζεται στα υπάρχοντα στοιχεία. Οι τιμές R2p κυμαίνονται μεταξύ 0 και 100%, είναι μικρότερες των αντίστοιχων τιμών R2 και υπολογίζονται από το κριτήριο PRESS. Υψηλές τιμές του R2p υποδηλώνουν μοντέλα με μεγάλη προβλεπτική αξία. Για παράδειγμα έστω ένα μοντέλο με συντελεστή προσδιορισμού R2=87% και πρόβλεψης R2p =52%. Η διαφορά αυτή μπορεί να δηλώνει υπερπροσαρμογή του μοντέλου και υπαινίσσεται ότι το μοντέλο δεν θα προβλέπει ικανοποιητικά νέες παρατηρήσεις, δεν θα προβλέπει δηλαδή τιμές παραπλήσιες με αυτές που προκύπτουν από τα υπάρχοντα στοιχεία. Κατά κανόνα, όταν μεταξύ των δύο συντελεστών η διαφορά υπερβαίνει το 20% τότε θεωρούμε ότι το μοντέλο έχει χαμηλή προβλεπτική αξία.[image: 5_15.png]
Σχήμα 2.4. Προσαρμογή των στοιχείων της σχέσης Χ-δύο επαναληπτικές τιμές της Υ: α) σε εξίσωση πολυωνυμικής μορφής (τεταρτοβάθμια εξίσωση), β) λανθασμένα σε εξίσωση γραμμικής μορφής. 
Το κριτήριο PRESS είναι το προβλεπτικό άθροισμα των τετραγώνων των υπολειμμάτων και αποτελεί στατιστικό κριτήριο εγκυρότητας που δεν επηρεάζεται από τις τιμές (παρατηρήσεις) του δείγματος. Το κριτήριο στηρίζεται στην αφαίρεση μίας τιμής κάθε φορά από το δείγμα και την εκτίμηση του υπολείμματος: Υi – Ŷi.
Συγκεκριμένα, μετά την αφαίρεση της τιμής i εφαρμόζεται η παλινδρόμηση σε n-1 στοιχεία και ακολούθως υπολογίζεται η προσαρμοσμένη τιμή Ŷi της αφαιρεθείσας παρατήρησης (εισαγόμενης ως νέα παρατήρηση), την οποία συγκρίνουμε με την τιμή Υi του στοιχείου από την προηγούμενη εξίσωση των n παρατηρήσεων. Η διαδικασία αυτή επαναλαμβάνεται n φορές όσα και τα στοιχεία της ανάλυσης και το κριτήριο PRESS υπολογίζεται ως, 
[image: eq52.png]
Στην πολλαπλή παλινδρόμηση υπολογίζονται πολλά κριτήρια PRESS, όσα και οι εισαγόμενες (ή απορριπτόμενες) μεταβλητές, μία τη φορά και επιλέγεται εκείνο με τη μικρότερη τιμή. Εναλλακτικά, χρησιμοποιείται η εξίσωση,
[image: eq53.png]
όπου ο αριθμητής εκφράζει το i υπόλειμμα και hi είναι ο συντελεστής επιρροής. 
Το προβλεπτικό R2p υπολογίζεται ως,
[image: eq54.png]


					Εξέταση της πολυσυγγραμμικότητας (multicollinearity), γνωστής και με τα ονόματα ενδοσυσχέτιση και συγγραμμικότητα μεταξύ των ανεξάρτητων μεταβλητών. Αν κάποιες από αυτές συσχετίζονται μεταξύ τους, τότε ενδέχεται οι μερικοί συντελεστές της παλινδρόμησης που αφορούν αυτές τις μεταβλητές να μην αντανακλούν επακριβώς την εξάρτηση της Υ από τις συσχετιζόμενες. Η ανίχνευση της έντασης της πολυσυγγραμικότητας πραγματοποιείται, παλινδρομώντας κάθε μεταβλητή Xi που είναι εκτός εξίσωσης (ως Υ) με όλες εκείνες που έχουν ήδη εισαχθεί στο μοντέλο. Η τιμή 1-Ri2, που υπολογίζεται για κάθε περίπτωση και καλείται ανοχή της πολυσυγραμμικότητας, αν είναι <0,10, τότε υπάρχει σημαντική ενδοσυσχέτιση μεταξύ της παλινδρομούμενης και κάποιας/ων από τις υπόλοιπες ενταγμένες μεταβλητές. Αν η ανοχή είναι <0,05, τότε επιβάλλεται η οριστική απομάκρυνση της παλινδρομηθείσας από την εξίσωση της πολλαπλής παλινδρόμησης. Ο ζημιογόνος ρόλος της πολυσυγγραμικότητας εντοπίζεται στα τυπικά σφάλματα των μερικών συντελεστών παλινδρόμησης τα οποία εμφανίζονται μεγάλα, που σημαίνει, ότι οι μερικοί συντελεστές είναι ανακριβείς εκτιμητές της πολλαπλής παλινδρόμησης. Ένας γρήγορος τρόπος ανίχνευσης των ύποπτων μεταβλητών είναι η δημιουργία του πίνακα (μήτρας) των πολλαπλών συσχετίσεων. Από τον πίνακα αυτόν εύκολα διαπιστώνουμε τις μεταβλητές με υψηλή συσχέτιση, τις οποίες και ακολούθως ελέγχουμε για πολυσυγγραμμικότητα, παλινδρομώντας μία μεταβλητή κάθε φορά με τις υπόλοιπες. Εμπειρικός κανόνας υποστηρίζει ότι εάν η τιμή του συντελεστή r είναι πολύ μεγάλη (r>0,90) ή αρκετές τιμές r είναι >0,70 στη μήτρα των συντελεστών συσχέτισης των ανεξάρτητων μεταβλητών, υπάρχει σοβαρή υπόνοια περί πολυσυγγραμμικότητας. Στις πολυωνυμικές εξισώσεις, οποιασδήποτε τάξης, παρατηρείται πάντοτε σημαντική πολυσυγγραμμικότητα μεταξύ των διάφορων όρων της μεταβλητής Χ. Στις περιπτώσεις αυτές, η απομάκρυνση κάποιων όρων της μεταβλητής Χ δεν θεωρείται αναγκαία και αφήνεται συνήθως στην κρίση του ερευνητή, ανάλογα με τη σκοπιμότητα του πειράματος. 

					Εξέταση του συντελεστή διογκωμένης διακύμανσης της παλινδρόμησης VIF (Variance Inflation Factor) για κάθε ανεξάρτητη μεταβλητή (Παράδειγμα 2.1 και 2.2). Ο συντελεστής διόγκωσης προκύπτει παλινδρομώντας, όπως και προηγούμενα, κάθε ανεξάρτητη μεταβλητή με τις ήδη ενταχθείσες και ισούται με το αντίστροφο της ανοχής,[image: eq55.png]
Όταν αυξάνει η τιμή VIF, αυξάνει και η διακύμανση του εκάστοτε συντελεστή παλινδρόμησης άρα και η τυπική του απόκλιση, με αποτέλεσμα να μειώνεται η σημαντικότητά του. Γενικά, τιμές του συντελεστή VIF>10 (ή κατ` άλλους >20), δηλώνουν ότι η εξεταζόμενη ανεξάρτητη μεταβλητή (ως Υ) συσχετίζεται ισχυρά με μία τουλάχιστον από τις ήδη ενταχθείσες και συνιστά την άμεση απομάκρυνσή της από το μοντέλο της παλινδρόμησης. Τιμές του συντελεστή διόγκωσης ίσες με 1 δηλώνουν ότι υπάρχει πλήρης έλλειψη συσχέτισης μεταξύ των ανεξάρτητων μεταβλητών. 


					Έξέταση του συντελεστή μεταβλητότητας κάθε ανεξάρτητης μεταβλητής. Όταν μία μεταβλητή έχει χαμηλό συντελεστή μεταβλητότητας (το πηλίκο της τυπικής της απόκλισης δια του μέσου όρου), τότε αυτή παρουσιάζεται στην εξίσωση σχεδόν σταθερή. Πρακτικά, αυτό σημαίνει ότι οι τιμές των στοιχείων είναι πολύ κοντινές μεταξύ τους. Η διαμόρφωση αυτή των στοιχείων της μεταβλητής μπορεί να προκαλέσει σημαντικά υπολογιστικά προβλήματα ανακρίβειας, διορθώνεται όμως εύκολα, υψώνοντας τη μεταβλητή στο τετράγωνο αραιώνοντας έτσι τις τιμές γύρω από το μέσο όρο. 

					Το δειγματοληπτικό μέγεθος επηρεάζει την εγκυρότητα του τελικού υποδείγματος διότι όταν αυξάνει αμβλύνει την επιρροή των εξωκείμενων τιμών και οφείλει να περιέχει τουλάχιστον περισσότερες από πέντε παρατηρήσεις. Ένας εμπειρικός κανόνας ορίζει την παρουσία στο τελικό μοντέλο τουλάχιστον 10-15 παρατηρήσεων ανά ανεξάρτητη μεταβλητή ή 50 παρατηρήσεις κατά βάση με 8 επιπρόσθετες για κάθε νέα εισαγόμενη μεταβλητή τη φορά στην εξίσωση. Όταν εφαρμόζεται η βηματική παλινδρόμηση, αναμένεται ο αριθμός των παρατηρήσεων να είναι 40πλάσιος του αριθμού των ανεξάρτητων μεταβλητών. 

			

			2.7 Εικονικές μεταβλητές στην πολλαπλή παλινδρόμηση

			Είναι συχνή τακτική στο θεσμό της παλινδρόμησης, είτε απλής είτε πολλαπλής, να λαμβάνονται αναπόφευκτα υπόψη και μεταβλητές που είναι ονομαστικές (κατηγορικές). Το φύλο των δοκιμαστών, τα είδη των μικροβίων, οι ποικιλίες σίτου και μπισκότων, διαφορετικές τεχνικές επεξεργασίας κτλ., είναι ονομαστικές μεταβλητές με δύο ή περισσότερες κατηγορίες και με γνωστό επιστημονικό υπόβαθρο γνώσης για τη σημασία τους. Σε περίπτωση που ληφθούν υπόψη, μπορεί να επηρεάσουν σημαντικά την έκβαση της εξαρτημένης μεταβλητής ενός μοντέλου παλινδρόμησης. Στις περιπτώσεις αυτές, η συνήθης τακτική περιλαμβάνει χωριστές εξισώσεις παλινδρόμησης, π.χ. δύο αν αναφερόμαστε στο φύλο των δοκιμαστών, οπότε οι γυναίκες διαχωρίζονται από τους άνδρες και εκτελούμε έτσι δύο εξισώσεις παλινδρόμησης με τις ίδιες μεταβλητές που διαφέρουν μόνο ως προς το φύλο. Κάθε μία εξίσωση περιλαμβάνει τόσες παρατηρήσεις όσες και τα διαχωριζόμενα άτομα του κάθε φύλου. Αν οι ποικιλίες άρτου ήταν τρεις, τρεις θα ήταν και οι εξεταζόμενες παλινδρομήσεις. Ακολούθως, γίνονται συγκρίσεις μεταξύ των εξισώσεων παλινδρόμησης, για να βρεθούν τυχόν διαφορές μεταξύ των μεταβλητών ως προς τις δύο κατηγορίες του φύλου ή τις τρεις ποικιλίες του άρτου και γενικά ως προς τις κατηγορίες κάθε εξεταζόμενης ονομαστικής μεταβλητής.

			Μία εναλλακτική και πολύ δημοφιλής λύση είναι η απευθείας ένταξη μίας ή και περισσότερων ονομαστικών μεταβλητών στο μοντέλο της παλινδρόμησης. Επειδή όμως η ανάλυση της παλινδρόμησης αφορά μόνο την ανάλυση στοιχείων προερχόμενων από συνεχείς μεταβλητές, θα πρέπει οι ονομαστικές μεταβλητές να τροποποιηθούν κατά τέτοιο τρόπο, ώστε να εμφανίζονται ως συνεχείς. Αυτό επιτυγχάνεται με την ενσωμάτωση εικονικών μεταβλητών ή ψευδομεταβλητών (dummy variables) οι οποίες μετατρέπουν κάθε κατηγορία των κατηγορικών μεταβλητών σε αυτόνομη μεταβλητή με τη χρησιμοποίηση των κωδικών αριθμών 0 (απουσία ενδεχομένου) και 1 (παρουσία ενδεχομένου), π.χ. 0 για τις γυναίκες και 1 για τους άντρες (Πίν. 2.4). Έτσι, η εικονική μεταβλητή του φύλου θα περιλαμβάνει τιμές 0 και 1, όμως για μεταβλητές με περισσότερες από δύο κατηγορίες θα απαιτηθούν k-1 εικονικές μεταβλητές. Για παράδειγμα, η ονομαστική μεταβλητή της ποικιλίας με k=3 κατηγορίες, θα αποτελείται από δύο (3-1=2) εικονικές μεταβλητές οργανωμένες έτσι ώστε, η καθεμιά σειρά τους να ανταποκρίνεται σε τρεις περιπτώσεις κατηγορίας ποικιλιών (Πίν. 2.4): 0 και 0 (ποικιλία 1), 0 και 1 (ποικιλία 2) και 1 και 0 (ποικιλία 3). Παρόμοια, η μεταβλητή της επεξεργασίας με 4 κατηγορίες θα αποτελέσει 3 εικονικές μεταβλητές, για τις οποίες θα ισχύει για κάθε σειρά: 0,0,0 (κατηγορία 1), 0,1,0 (κατηγορία 2) 0,0,1 (κατηγορία 3) και 1,0,0 (κατηγορία 4). Ο τρόπος αυτός κωδικοποίησης των κατηγορικών μεταβλητών αποσκοπεί αποκλειστικά και μόνο στη χρησιμοποίησή τους στα στατιστικά προγράμματα. Η ένταξη των εικονικών μεταβλητών στην εξίσωση της παλινδρόμησης, μας επιτρέπει να διαπιστώσουμε τη σημαντικότητα ή μη της επίδρασης των κατηγορικών μεταβλητών στην εξαρτημένη Υ. Η ερμηνεία των συντελεστών παλινδρόμησης των ψευδομεταβλητών γίνεται σε σχέση με την παραλειπόμενη κατηγορία αναφοράς (η οποία πρέπει να ορίζεται με σαφήνεια) της ψευδομεταβλητής και αφορά το βαθμό της μεταβολής της εξαρτημένης μεταβλητής με τη μεταβολή της ψευδομεταβλητής κατά μία μονάδα (π.χ με τη μετακίνηση από το 0 στο 1). Πληρέστερα, για οποιαδήποτε μεταβολή κάποιας ανεξάρτητης μεταβλητής, το πρόσημο και το μέγεθος του συντελεστή παλινδρόμησης υποδηλώνει την κατεύθυνση (θετική ή αρνητική) και την ένταση του βαθμού μεταβολής της εξαρτημένης μεταβλητής. Επισημαίνεται ότι οι συντελεστές παλινδρόμησης των ψευδομεταβλητών αφορούν όλη την ομάδα των κατηγοριών της μητρικής κατηγορικής μεταβλητής (σε αντίθεση με τους ελέγχους t-Student των συντελεστών b για τις συνεχείς μεταβλητές) και ο έλεγχος F αφορά τη διαφορά των τιμών R2 με την παρουσία και χωρίς την παρουσία ψευδομεταβλητών στο υπόδειγμα. Αν η επίδραση τεκμηριώνεται στατιστικά, τότε η έκβαση της μεταβλητής Υ θα εξηγείται με μεγαλύτερη ακρίβεια από το σύνολο των μεταβλητών, ανεξάρτητων και κατηγορικών. Αρκετά συχνά γίνεται χρήση της αλληλεπίδρασης των όρων, συνήθως ανά δύο, επί της εξαρτημένης, αν και ο αλληλεπιδρών όρος μπορεί να συσχετίζεται σε μεγάλο βαθμό με αντίστοιχη απλή ανεξάρτητη μεταβλητή (πολυσυγγραμμικότητα), δημιουργώντας προβλήματα ως προς την εκτίμηση της επίδρασης των ανεξάρτητων μεταβλητών επί της εξαρτημένης. 

			2.8 Σύγκριση πολλαπλών παλινδρομήσεων

			Εφαρμόζεται σε περιπτώσεις που δύο ή περισσότερες εξισώσεις παλινδρόμησης περιέχουν τις ίδιες μεταβλητές και διαφέρουν μεταξύ τους ως προς ένα χαρακτηριστικό π.χ. φύλο δοκιμαστών, διαφορετική επεξεργασία. Η μηδενική υπόθεση που εξετάζεται είναι ότι, όλες οι k εξισώσεις εκτιμούν τον ίδιο πληθυσμό (δεν διαφέρουν μεταξύ τους) ή αλλιώς ότι υπάρχει πλήρης σύμπτωση των κλίσεων των μερικών συντελεστών και των παραμέτρων a των παλινδρομήσεων και ελέγχεται με το κριτήριο F:

			[image: eq56.png]

			Η ποσότητα ESSp είναι το άθροισμα των τετραγώνων όλων των υπολειμμάτων των k παλινδρομήσεων με βαθμούς ελευθερίας Ν-k(m+1), όπου Ν=n1+n2+...+nκ το άθροισμα όλων των παρατηρήσεων και m είναι το σύνολο των μεταβλητών ανά εξίσωση παλινδρόμησης. Η ποσότητα ESSt είναι το άθροισμα των τετραγώνων των υπολειμμάτων που προκύπτει αν ενσωματώσουμε όλες τις μεταβλητές Χ1 των διαφορετικών εξισώσεων σε μία νέα Χ1, όλες τις μεταβλητές Χ2 σε μία νέα Χ2 κοκ. και εκτελέσουμε μία μόνο πολλαπλή παλινδρόμηση. Αν η τιμή F είναι μεγαλύτερη ή ίση της οριακής F0,05,[(m+1)(k-1)][N-k(m+1)] (πίνακας Π1), τότε οι μεταβλητές Χi δεν προσδιορίζουν την ίδια εξίσωση παλινδρόμησης. 

			Μία δεύτερη υπόθεση που ελέγχεται στην πολλαπλή παλινδρόμηση, είναι η έννοια της παραλληλίας. Στην απλή γραμμική παλινδρόμηση ο έλεγχος περιορίζεται στη σύγκριση των κλίσεων bi k εξισώσεων, αν αυτές δίνουν ευθείες παράλληλες ή όχι. Σε μία πολλαπλή παλινδρόμηση με δύο ανεξάρτητες μεταβλητές η ευθεία γραμμή αντικαθίσταται με ένα επίπεδο και ο έλεγχος προσαρμόζεται στη σύγκριση k επιπέδων k εξισώσεων πολλαπλής παλινδρόμησης. Δύο ή περισσότερα επίπεδα είναι παράλληλα μεταξύ τους, όταν οι μερικοί συντελεστές κάθε παλινδρόμησης είναι ίσοι με τους αντίστοιχους των υπόλοιπων εξισώσεων. Για συγκρίσεις παλινδρομήσεων με περισσότερες μεταβλητές από δύο, ο έλεγχος αφορά τη σύγκριση των k υπερεπιπέδων k εξισώσεων πολλαπλής παλινδρόμησης με m>2. Η μηδενική υπόθεση που εξετάζεται είναι ότι, δύο ή περισσότερες πολλαπλές παλινδρομήσεις είναι παράλληλες, όταν έχουν τους ίδιους συντελεστές β1, β2,...βκ και ελέγχεται με το κριτήριο F:
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			Η ποσότητα ESSc είναι το άθροισμα των τετραγώνων των υπολειμμάτων της κοινής παλινδρόμησης που υπολογίζεται, όταν στους k πίνακες του αθροίσματος των τετραγώνων των χιαστί γινομένων, (όσες δηλαδή και οι συγκρινόμενες παλινδρομήσεις) προστεθούν όλα τα ομοειδή στοιχεία των πινάκων (Σx2, Σy2, Σx1x2 κτλ.) και προκύψει έτσι ένας κοινός πίνακας. Η τιμή F συγκρίνεται με τη θεωρητική F0,05,(k-1)[N-k(m+1)] και αν F≥Fορ, τότε τα υπερεπίπεδα δεν είναι παράλληλα μεταξύ τους, γιατί κάποιοι μερικοί συντελεστές διαφέρουν μεταξύ τους.

			Οταν ισχύει η παραλληλία των υπερεπιπέδων, τότε μπορούμε να ελέγξουμε και την ισότητα των παραμέτρων a με το κριτήριο F: 
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			H τιμή F συγκρίνεται με την οριακή F0,05,(k-1)(N-m-1) και αν F≥Fορ, τότε ισχύει η εναλλακτική υπόθεση που δηλώνει ότι, οι παράμετροι a δεν είναι όλες ίσες μεταξύ τους.

			2.9 Kίνδυνοι από την αλόγιστη χρήση των εξισώσεων παλινδρόμησης

			Θεωρητικά, τα μοντέλα παλινδρόμησης εξηγούν μία επιστημονική (βιολογική, φυσικοχημική κτλ.) εξάρτηση δύο ή περισσοτέρων μεταβλητών και η οποία επιβεβαιώνει τη μαθηματική σχέση τους που περιγράφεται από την εξίσωση της παλινδρόμησης. Για να γίνει κατανοητή μία τέτοια περιγραφή ενός φαινομένου, και μάλιστα άγνωστου ή μη εμφανούς, ο ερευνητής θα πρέπει να γνωρίζει εμπεριστατωμένα για τη σχέση των μεταβλητών που περιγράφονται στο μοντέλο. Το πρώτο και δυσκολότερο ερώτημα που τίθεται είναι, αν αυτή η εξάρτηση περιγράφεται πραγματικά από μία γραμμική απλή ή και πολλαπλή σχέση ή από μία μη γραμμική σχέση που δεν τέθηκε καν υπόψη της έρευνας. Το δεύτερο επίσης βασικό ερώτημα είναι, αν οι επιλεγείσες μεταβλητές επεξηγούν πραγματικά το μοντέλο με κατανόηση και σαφήνεια. Δεν είναι σπάνιο να γίνεται απόπειρα θεμελίωσης μίας σχέσης μεταξύ δύο μεταβλητών, ενώ στην πραγματικότητα υπάρχει μία τρίτη μεταβλητή υπεύθυνη σε μεγάλο βαθμό για τις μεταβολές που προλογίστηκαν για τις δύο πρώτες. Τονίζεται με έμφαση ότι, είναι εύκολο να αναπτυχθεί μία σχέση μεταξύ δύο μεταβλητών με τη χρήση των στατιστικών προγραμμάτων και η ευκολία αυτή ενθαρρύνει παραπέρα το χρήστη σε εσφαλμένες απόπειρες περιγραφής επιστημονικών φαινομένων. 

			Στην πράξη, τα μοντέλα της απλής και πολλαπλής παλινδρόμησης βρίσκουν τεράστια εφαρμογή σε διάφορα επιστημονικά πεδία, όπου χρησιμοποιούνται σε υπερβολικό βαθμό για λόγους προβλεπτικής αξίας, εφόσον βέβαια είναι γνωστές οι εμπλεκόμενες μεταβλητές στα μοντέλα.

			2.10 Πολυωνυμική παλινδρόμηση

			Ειδική μορφή της πολλαπλής γραμικής παλινδρόμησης αποτελεί η πολυωνυμική εξίσωση που εκφράζεται από τη σχέση:

			Ŷ=a + b1X + b2X2 +b3X3...+bmXm, η πιο συνεπτυγμένα σε 
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			όπου m είναι το πλήθος των διαφορετικών δυνάμεων της μεταβλητής Χ. Μία τέτοια σχέση παριστάνει αυξανόμενες δυνάμεις της ανεξάρτητης μεταβλητής Χ, με διαφορετικό μερικό συντελεστή για κάθε δύναμη της Χ. Με άλλα λόγια, η εξίσωση περιλαμβάνει μία μόνο ανεξάρτητη μεταβλητή Χ, υψούμενη σε διαφορετικές δυνάμεις, γι`αυτό και η ποσότητα biXi της εξίσωσης αποτελεί τον πολυωνυμικό όρο (multinomial term). Για λόγους καθαρά υπολογιστικούς, κάθε δύναμη της Χ λογίζεται ως μία διαφορετική ανεξάρτητη μεταβλητή, γιατί μόνο με αυτήν την προϋπόθεση γίνεται αποδεκτή η λύση της πολυωνυμικής εξίσωσης από τα στατιστικά προγράμματα. 

			Οι πολυωνυμικές εξισώσεις, γενικά, έχουν το χαρακτηριστικό της εμπειρικής προσαρμογής και μόνο γιατί οι πολυωνυμικοί όροι, Χ2, Χ3 κτλ., σε μία εξίσωση δεν παρέχουν ιδιαίτερη επιστημονική πληροφόρηση. Κάθε εξίσωση εκφράζεται γραφικά με καμπύλες διάφορων σχημάτων που εξαρτώνται αποκλειστικά από το πλήθος και τη φύση των εντασσόμενων πολυωνυμικών όρων (Σχ. 2.5).

			Όταν ο άξονας Χ στα γραφήματα αντικατασταθεί με τις τιμές όλων των πολυωνυμικών όρων, τότε οι καμπύλες μετατρέπονται σε ευθεία γραμμή, συνεπώς η επίλυση της πολυωνυμικής εξίσωσης αποτελεί στην πραγματικότητα την περιγραφή μίας γραμμικής σχέσης μεταξύ δύο μεταβλητών Χ και Υ με τη χρήση μετασχηματισμένων τιμών Χi. Oι γνωστότερες πολυωνυμικές καμπύλες προέρχονται από τη δευτεροβάθμια εξίσωση, Ŷ=a+b1X+b2X2 και την τριτοβάθμια, Ŷ=a+b1X+b2X2+b3X3. Το ιδεατό γεωμετρικό σχήμα της δευτεροβάθμιας καμπύλης διαγράφει κοίλη καμπύλη όταν ο συντελεστής b2 είναι αρνητικός και κυρτή καμπύλη όταν αυτός είναι θετικός. Η φύση της καμπύλης παραβολής υπόκειται σε δύο περιορισμούς: α) Είναι συμμετρική, δηλαδή η μεταβλητή Υ στην αρχή αυξάνει με την αύξηση της Χ, προσεγγίζει μία μέγιστη τιμή και ακολούθως ελαττώνεται με τη συνεχιζόμενη αύξηση της Χ, καταλήγοντας σε μία ελάχιστη τιμή. β) Η τιμή της Υ γίνεται αρνητική στις μέγιστες και ελάχιστες τιμές της Χ, πράγμα που επιστημονικά φαίνεται παράδοξο. Η τιμή της Υ στο μέγιστο και ελάχιστο σημείο της καμπύλης ισούται με, 
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			Σχήμα 2.5. Πολυωνυμικές καμπύλες διαφόρων βαθμών: α) δευτεροβάθμια, β) τριτοβάθμια, γ) ειδική τριτοβάθμια χωρίς το δευτεροβάθμιο όρο, δ) τεταρτοβάθμια, ε) πεμπτοβάθμια.

			Οι υπόλοιπες πολυωνυμικές εξισώσεις δεν εμφανίζουν συμμετρία, έχουν όμως εξαιρετικά άκαμπτη διαμόρφωση της καμπύλης τους στις μέγιστες και ελάχιστες τιμές. 

			Ο υπολογισμός της πολυωνυμικής εξίσωσης στηρίζεται και αυτός στη μέθοδο της άριστης επιλογής των όρων εκείνων της Χ οι οποίοι εμφανίζουν στατιστική σημαντικότητα και πέρα των οποίων η ένταξη αυξανόμενων δυνάμεων της Χ στην εξίσωση παρουσιάζεται μη σημαντική. Πρακτικά, σημαίνει ότι χρειάζεται να προσδιορίσουμε τη μέγιστη εκείνη πολυωνυμική δύναμη που τελικά είναι η τελευταία στατιστικά σημαντική, με τον περιορισμό ότι ο μέγιστος ενταχθείς πολυωνυμικός βαθμός θα πρέπει να είναι μικρότερος από n-2 παρατηρήσεις της παλινδρόμησης, για να έχει στατιστική αξιοπιστία. 

			Αν υιοθετήσουμε την προοδευτική απόρριψη των όρων θα πρέπει να συμπεριλάβουμε στην αρχή στο μοντέλο και όρους με μεγαλύτερη δύναμη από εκείνη που υποπτευόμαστε ότι χρειάζεται για την τελική προσαρμογή της εξίσωσης. Η εξέταση για την απόρριψη των υποψήφιων όρων, ξεκινά πάντοτε με τους όρους που έχουν τις υψηλότερες δυνάμεις και φθίνει συνεχώς, μέχρι να βρεθεί μία δύναμη, η μεγαλύτερη στη φθίνουσα πορεία, που εμφανίζει πολυωνυμικό συντελεστή στατιστικά σημαντικό (bi≠0). Στο σημείο αυτό, περατώνεται και η διαδικασία της άριστης επιλογής των όρων και το πολυωνυμικό μοντέλο περιγράφεται με όλους τους εναπομείναντες όρους. Η προοδευτική απόρριψη των όρων πραγματοποιείται με τον έλεγχο F-απόρριψης ή και με τον έλεγχο t του πολυωνυμικού συντελεστή, 
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			Αποκλειστικά στην πολυωνυμική παλινδρόμηση και οι δύο αυτοί έλεγχοι είναι ισοδύναμοι. 

			Καλύτερα αποτελέσματα παρέχουν οι μέθοδοι του καταλληλότερου συνδυασμού προσαρμογής των όρων και της προοδευτικής ένταξης (Παράδειγμα 2.3). Η τελευταία είναι ιδιαίτερα δημοφιλής και σύμφωνα με αυτήν ξεκινάμε με το μικρότερο δυνατό μοντέλο που ασφαλώς είναι αυτό της ευθείας γραμμής, Ŷ=a + b1X. Ακολούθως εισάγουμε το δευτεροβάθμιο όρο, τον τριτοβάθμιο κοκ. ενώ παράλληλα σε κάθε νέα ένταξη ελέγχουμε τη σημαντικότητα του όρου, καθώς και τη βελτίωση στην τιμή του πολλαπλού προσδιορισμού R2 που η ένταξη προκαλεί (έλεγχος F-ένταξης ή έλεγχος t του πολυωνυμικού συντελεστή). Η προοδευτική ένταξη περατώνεται, όταν βρεθεί όρος με δύναμη μη στατιστικά σημαντική και τότε η εξίσωση της πολυωνυμικής παλινδρόμησης είναι η τελική και περιλαμβάνει όλους τους μέχρι τότε όρους. Επιβάλλεται πάντως, να ελέγχεται ως προς τη σημαντικότητα και ο όρος με την επόμενη μεγαλύτερη δύναμη για καλύτερη επιβεβαίωση της εξίσωσης. Δεν είναι σπάνιο, επίσης, κάποιος ενδιάμεσου βαθμού όρος να απορρίπτεται από την εξίσωση, όταν οι συνθήκες του μοντέλου το απαιτούν. Έτσι, είναι δυνατόν να προσαρμόσουμε στο μοντέλο μας την τριτοβάθμια πολυωνυμική εξίσωση χωρίς την ένταξη του δευτεροβάθμιου όρου, Ŷ=a + b1X +b3X3 και αυτό πιστοποιείται γραφικά με την ανάπτυξη μίας καμπύλης με εξαιρετικά απότομη αλλαγή της καμπής (Σχ. 2.5γ). Μετά την προσαρμογή της πολυωνυμικής εξίσωσης, μπορούμε να προβλέψουμε τιμές της Ŷ από συνδυασμένες τιμές των όρων της Χ με την ίδια στατιστική κάλυψη που αναφέρθηκε στην πολλαπλή παλινδρόμηση. 

			Παράδειγμα 2.3. Έλεγχος της σημαντικότητας της πολυωνυμικής παλινδρόμησης με τη μέθοδο της προοδευτικής ένταξης και του άριστου συνδυασμού προσαρμογής.

			Στα παρακάτω στοιχεία μελετάται η μεταβολή του pH με το χρόνο (t) σε γάλα στο οποίο ενοφθαλμίστηκε ένα στέλεχος S.vulgaricus (καμπύλη κινητικής οξίνισης) και ζητείται το καταλληλότερο πολυωνυμικό μοντέλο.
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			Βήμα 1o βήμα: Στα στοιχεία αποπειράται η προσαρμογή της πολυωνυμικής εξίσωσης 1ου βαθμού.
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			Η τιμή t του ελέγχου σημαντικότητας ένταξης του πρώτου πολυωνυμικού όρου είναι στατιστικά σημαντική και η εξίσωση κατ`αρχήν περιγράφεται ικανοποιητικά από την ένταξη του πρώτου πολυωνυμικού όρου: pH=6,36-0,0692t

			Βήμα 2ο: Στα στοιχεία αποπειράται η προσαρμογή της πολυωνυμικής εξίσωσης 2ου βαθμού.
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			Η τιμή t του ελέγχου σημαντικότητας της ένταξης και του δεύτερου πολυωνυμικού όρου είναι στατιστικά σημαντική και η νέα τιμή του συντελεστή προσδιορισμού αυξάνει κατά 5%, πράγμα που επιτρέπει την ένταξη και του όρου αυτού στην  η οποία διαμορφώνεται σε: pΗ = 6,59 – 0,132 t + 0,00285 t2

			Βήμα 3ο: Στα στοιχεία αποπειράται η προσαρμογή της πολυωνυμικής εξίσωσης 3ου βαθμού.
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			Ο τριτοβάθμιος όρος δεν είναι στατιστικά σημαντικός (p=0,347>0,05) και γι`αυτό απορρίπτεται από την πολυωνυμική εξίσωση, η οποία περιγράφεται άριστα πλέον μόνο από τη συμμετοχή των δύο πρώτων όρων (δευτεροβάθμια εξίσωση).

			Η ένταξη μόνο του πρώτου και τρίτου όρου δίνει, σύμφωνα με τη μέθοδο του άριστου συνδυασμού προσαρμογής, επίσης πολύ καλή προσαρμογή των στοιχείων (R2=99,6%), πλην όμως η υψηλή τιμή που παρουσιάζει το κριτήριο Cp=45,3 καθιστά το συνδυασμό αυτό απαγορευτικό. 
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			2.11 Μελέτη περίπτωσης πολλαπλής παλινδρόμησης (Petridis & Rogdakis, 1996)

			Η στατιστική επεξεργασία πραγματοποιήθηκε με τη χρήση των προγραμμάτων MINITAB 17.0 κιαι STATISTICA 12.0.

			Το διαχειριστικό πλάνο των μονάδων πάχυνσης τσιπούρας σε πλωτούς κλωβούς, μεταξύ των άλλων, περιλαμβάνει την παρακολούθηση του διατροφικού σχήματος των εκτρεφόμενων ιχθυδίων και την συνεπακόλουθη αύξηση του βάρους τους σε τακτά χρονικά διαστήματα μέχρι την απόκτηση του εμπορεύσιμου βάρους που ανέρχεται σε 250-350 g. 

			Η καθημερινή ποσότητα τροφής (εκφρασμένη σε ποσοστό τροφής ανά μονάδα βάρους) υπολογίζεται με χρήση ειδικών πινάκων που λαμβάνουν υπόψη το τρέχον βάρος των ιχθύων (W) και τη θερμοκρασία του νερού (T). Η μεταβολή του βάρους διαχρονικά, υπολογίζεται με τον ειδικό ρυθμό αύξησης G% (βάρος τελικό μείον βάρος αρχικό σε λογαριθμική μορφή και διαίρεση με το διαπιστωμένο χρονικό διάστημα). Οι μετρήσεις αφορούν σε ιχθύδια αρχικού βάρους 2-5 g από 5 κλωβούς για 38 διαδοχικές δειγματοληψίες σε διάστημα 14 μηνών. Συλλέγονταν 40 ιχθύες ανά δειγματοληψία και μετρούνταν το βάρος και η ποσότητα της καταναλωθείσας τροφής καθώς και η θερμοκρασία νερού. Οι μέσες τιμές των μετρούμενων μεταβλητών κάθε δειγματοληπτική ημερομηνία καταγράφονται στον πίνακα 2.5. Σκοπός της μελέτης είναι η ανάπτυξη και περιγραφή ενός διαχειριστικού μοντέλου πάχυνσης στο οποίο να ανταποκρίνεται με μεγάλη αξιοπιστία η επίδραση του εκάστοτε βάρους των ιχθύων και της θερμοκρασίας του νερού στο χειρισμό του διατροφικού καθεστώτος και της αυξητικής μεταβολής του βάρους. Για το σκοπό αυτό αποπειράθηκε η εφαρμογή της πολλαπλής παλινδρόμησης με συμμετοχή δύο ανεξάρτητων μεταβλητών, θερμοκρασία νερού και αρχικό βάρος, πρώτα στο ποσοστό της καταναλισκόμενης τροφής R% και δεύτερον στον ειδικό ρυθμό αύξησης G%, εκλαμβανόμενων ως εξαρτημένες μεταβλητές. Έτσι χρησιμοποιήθηκαν δύο μοντέλα, ένα για κάθε εξαρτημένη μεταβλητή, και η σημαντικότητα κάθε ανεξάρτητης μεταβλητής εξετάστηκε με τη μέθοδο της προοδευτικής ένταξης αυτών στο μοντέλο. Σε περιπτώσεις εμφάνισης μεγάλης ετερογένειας των διακυμάνσεων των υπολειμμάτων χρησιμοποιήθηκε ο λογαριθμικός μετασχηματισμός των μεταβλητών σε νεπέρια βάση. Στον πίνακα 2.6 περιγράφονται λεπτομερώς τα στατιστικά αποτελέσματα σε κάθε βήμα ένταξης των μεταβλητών. 

			Αναφορικά με την εξαρτημένη R% το λογαριθμικό αρχικό βάρος ενσωματώνεται ως πρώτη ανεξάρτητη γιατί εμφανίζει υψηλότερο συντελεστή R2 (66,86%) ο οποίος είναι και στατιστικά σημαντικός (τιμή t ένταξης της μεταβλητής 8,52 και p<0,001). H είσοδος της θερμοκρασίας στο μοντέλο αυξάνει τον ολικό συντελεστή προσδιορισμού της προσαρμογής του μοντέλου σε 83,06%, δηλαδή οι δύο αυτές μεταβλητές επεξηγούν το 83,06% της ολικής μεταβλητότητας που αναπτύσσεται στο προτεινόμενο μοντέλο. Η πιθανότητα ένταξης της θερμοκρασίας είναι επίσης στατιστικά σημαντική (p<0,001) και η προβλεπτική αξία του μοντέλου ισχυροποιείται και από την τιμή του προβλεπτικού R2p (80,01%), η οποία προσεγγίζει την τιμή R2 του μοντέλου. Υπενθυμίζεται ότι αποκλίσεις των δύο τιμών R2 μεγαλύτερες του 20% ειδοποιούν για ανεπαρκή εφαρμογή του μοντέλου. 
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			Πίνακας 2.5. Μέσες τιμές του ειδικού ρυθμού αύξησης (G%), αρχικού βάρους (W), ποσοστιαίας διατροφής ιχθύων (R%) και θερμοκρασίας νερού (T) σε 38 δειγματοληπτικές ημερομηνίες 5 κλωβών εκτροφής τσιπούρας. Οι προσαρμοσμένες τιμές υπολογίστηκαν μετά την εφαρμογή των δύο μοντέλων παλινδρόμησης.
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			Πίνακας 2.6. Διαδικασία προοδευτικής ένταξης δύο ανεξάρτητων μεταβλητών (αρχικό βάρος και θερμοκρασία νερού) σε δύο μοντέλα με εξαρτημένες μεταβλητές το ποσοστό διατροφής R% και τον ειδικό ρυθμό αύξησης lnG%.

			Ο αυξητικός ρυθμός G% σε λογαριθμική μορφή επίσης, περιγράφεται ικανοποιητικά από τις δύο ανεξάρτητες μεταβλητές μετασχηματισμένες λογαριθμικά. Πιο σημαντική συγκριτικά μεταβλητή είναι το βάρος επειδή επεξηγεί το 40,51% της μεταβλητότητας όταν λογίζεται μόνο του. Η επεξήγηση αυξάνει θεαματικά με την είσοδο της θερμοκρασίας στο μοντέλο προσεγγίζοντας το ποσοστό 93,3%. Οι πιθανότητες ένταξης των δύο μεταβλητών είναι στατιστικά σημαντικές (p<0,001) και το προβλεπτικό R2p προσεγγίζει το αντίστοιχο της παλινδρόμησης, επιβεβαιώνοντας έτσι, τη μεγάλη αξιοπιστία και πρόβλεψη του μοντέλου. To κριτήριο Cp ισούται με 3 και στα δύο μοντέλα, όσοι δηλαδή και οι μελετούμενοι συντελεστές (μαζί με την παράμετρο α), γεγονός που σημαίνει ότι τα μοντέλα είναι αρκετά ακριβή (έχουν μικρή διακύμανση) και έχουν υψηλή προβλεπτική αξία. 

			Η στατιστική σημαντικότητα των συντελεστών της παλινδρόμησης περιγράφεται στον πίνακα 2.7. Σε αμφότερα τα μοντέλα οι συντελεστές κάθε μεταβλητής και τα ύψη των κλίσεων (παράμετροι α) είναι στατιστικά σημαντικοί (ακριβής πιθανότητα σφάλματος p<0,001 σε όλες τις περιπτώσεις). Το γεγονός αυτό επιτρέπει τον υπολογισμό των 95% ορίων εμπιστοσύνης κάθε συντελεστή και έτσι οι δύο εξισώσεις διαμορφώνονται ως ακολούθως:
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			Πίνακας 2.7. Στατιστική πληροφόρηση της σημαντικότητας των συντελεστών και της διακύμανσης των δύο μοντέλων παλινδρόμησης. 

			Οι τιμές της διογκωμένης διακύμανσης (VIF) έχουν εξαιρετικά χαμηλές τιμές και δηλώνουν ότι στα δύο μοντέλα δεν παρατηρείται πολυσυγγραμμικότητα μεταξύ των ανεξάρτητων μεταβλητών. Τα διαγνωστικά κριτήρια της παλινδρόμησης παρίστανται στα σχήματα 2.6 και 2.7. Αμφότερα τα μοντέλα εμφανίζουν ομαλή κατανομή των υπολειμμάτων (p=0,441) και p=0,217 αντίστοιχα), η οποία αποτελεί απαραίτητη προϋπόθεση για την εφαρμογή της παλινδρόμησης. 
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			Σχήμα 2.6. Διαγνωστικά κριτήρια του βαθμού εγκυρότητας του διατροφικού μοντέλου παλινδρόμησης: έλεγχος της ομαλής κατανομής των υπολειμμάτων και της ομοιογένειας των διακυμάνσεων αυτών με όλες τις μεταβλητές, ανεξάρτητες και εξαρτημένη.

			Στο διατροφικό μοντέλο τα υπολείμματα εμφανίζουν 3 παρατηρήσεις (16, 30 και 2) με τιμή μεγαλύτερη του ±2, τα οποία ενδεχομένως να επηρεάζουν την αξιοπιστία του μοντέλου αυξάνοντας την ολική διακύμανσή του. Επιπρόσθετα, τα υπολείμματα σχηματίζουν μορφή δέσμης με τις προσαρμοσμένες τιμές (Σχ. 2.6), γεγονός που παραπέμπει σε λογαριθμικό μετασχηματισμό. Η εξαρτημένη R% λογαριθμήθηκε και αποπειράθηκε εκ νέου η ανάπτυξη του μοντέλου χωρίς όμως βελτιωτικά αποτελέσματα της εξίσωσης και κατά συνέπεια διατηρήθηκε η μορφή του αρχικού μοντέλου. 

			Στο μοντέλο της αύξησης του βάρους, δύο παρατηρήσεις (26 και 35) κρίνονται ως ασυνήθιστες γιατί έχουν τυποποιημένο υπόλειμμα μεγαλύτερο του ±2 (Σχ. 2.7). Τα σημεία αυτά στα γραφήματα δεν επηρεάζουν ουσιαστικά την ομοιογένεια των διακυμάνσεων και γι΄αυτό το λόγο δεν απομακρύνθηκαν από την ανάπτυξη του μοντέλου. 

			 [image: 8_15.png]

			Σχήμα 2.7. Διαγνωστικά κριτήρια του βαθμού εγκυρότητας του αυξητικού μοντέλου παλινδρόμησης: έλεγχος της ομαλής κατανομής των υπολειμμάτων και της ομοιογένειας των διακυμάνσεων αυτών με όλες τις μεταβλητές, ανεξάρτητες και εξαρτημένη. 

			Οι δύο εξισώσεις επειδή περιλαμβάνουν δύο ανεξάρτητες μεταβλητές μπορούν να απεικονιστούν σε τριδιάστατα γραφήματα (Σχ. 2.8), στα οποία είναι εμφανής η μικρή απόσταση των υπολειμμάτων από το επίπεδο των προσαρμοσμένων και άρα η ικανοποιητική αξιοπιστία των μοντέλων λόγω της μικρής διακύμανσης που αναπτύσσεται.
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			Σχήμα 2.8. Τριδιάστατη απεικόνιση των ποσοστού διατροφής και της ειδικής αύξησης των ιχθύων σε σχέση με τη θερμοκρασία του νερού (Τ) και το αρχικό βάρος (W) τους. Οι προσαρμοσμένες τιμές περιγράφουν ένα επίπεδο κάθε παράλληλη πλευρά του οποίου αντιστοιχεί σε μία ανεξάρτητη μεταβλητή.

			Η εγκυρότητα των εξισώσεων δύναται να βελτιωθεί περαιτέρω εκτελώντας συνεχείς διορθώσεις στους συντελεστές παλινδρόμησης μετά από μία σειρά διαδοχικών δειγματοληψιών των ιχθύων κατά την περίοδο ανάπτυξής τους στους κλωβούς. Η διαδικασία αυτή θα οδηγήσει τελικά σε ρύθμιση των παραμέτρων των μοντέλων ένεκα της οποίας τα μοντέλα θα προσαρμοστούν απόλυτα στις ανάγκες βιοδιαχείρισης της μονάδας πάχυνσης σε ιχθυοκλωβούς για τις επόμενες χρονιές. 
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			Κεφάλαιο 3: Λογιστική Παλινδρόμηση

			Σύνοψη

			Η λογιστική παλινδρόμηση ερευνά το μη γραμμικό αποτέλεσμα μίας εξαρτημένης κατηγορικής μεταβλητής αναφορικά με τη δράση πολλών ανεξάρτητων μεταβλητών. Χαρακτηρίζεται, αναλόγως της φύσης των κατηγοριών της εξαρτημένης μεταβλητής, από τρεις κατηγορίες μοντέλων, τη διωνυμική παλινδρόμηση (με δυο μόνο κατηγορίες), την τακτική (οι κατηγορίες διατάσσονται με αυξητική τάση) και την ονομαστική (ποιοτικές κατηγορίες). Στο εξεταζόμενο μοντέλο παλινδρόμησης εφαρμόζονται οι τεχνικές της άριστης επιλογής των υποψήφιων προς ένταξη ανεξάρτητων μεταβλητών και τα διαγνωστικά κριτήρια εγκυρότητας και αξιοπιστίας του μοντέλου. Ως παράδειγμα αναφέρεται η μελέτη της δυνατότητας ένταξης μαθητών με ειδικές ανάγκες στα σχολεία γενικής αγωγής, με τη χρήση και των τριών μοντέλων παλινδρόμησης. 

			Ειδικά πεδία της βασικής στατιστικής όπως, η ανάλυση συχνοτήτων, ο έλεγχος χ2 της καλής προσαρμογής των στοιχείων σε πίνακες ενδεχομένων και τα μέτρα συνάφειας των στοιχείων, προϋποθέτουν το γνωσιακό υπόβαθρο των εκπαιδευόμενων. Η λογιστική παλινδρόμηση δανείζεται αναλογικές γνώσεις της πολλαπλής γραμμικής παλινδρόμησης.

			3.1 Γενικά

			Η λογιστική παλινδρόμηση (Logistic regression) αποτελεί στην ουσία ένα μοντέλο ταξινόμησης των τιμών μιας μεταβλητής απόκρισης Υ με βάση τη θεωρία των πιθανοτήτων. Στο μοντέλο αυτό όπου η μεταβλητή Υ συνήθως έχει δυαδικό χαρακτήρα (λαμβάνει δύο τιμές) στοχεύεται η πρόβλεψη της έκβασης αυτής από ένα πλήθος προβλεπτικών μεταβλητών που μπορεί να είναι ονομαστικές, τακτικές ή ποσοτικές. 

			Η σημαντικότερη διαφοροποίηση μεταξύ λογιστικής και γραμμικής παλινδρόμησης βασίζεται στη φύση της επιλεγμένης μεταβλητής απόκρισης, η οποία στην μεν πρώτη μπορεί να είναι κατηγορική, (τακτική ή ονομαστική, στη δε δεύτερη αποκλειστικά ποσοτική. Ενώ κατά την κλασική γραμμική παλινδρόμηση η εκτίμηση των παραμέτρων α και bi γίνεται με τη μέθοδο των ελάχιστων τετραγώνων, κατά τη λογιστική παλινδρόμηση η εκτίμηση των παραμέτρων γίνεται με τη μέθοδο του λόγου πιθανοφάνειας (μέθοδος συνήθως εφαρμοζόμενη στα γενικευμένα γραμμικά υποδείγματα), δηλαδή επιλέγονται οι πιο πιθανοφανείς τιμές των παραμέτρων, προκειμένου να οδηγήσουν στα παρατηρούμενα αποτελέσματα. Ως επακόλουθο, η πρώτη παραδέχεται την ύπαρξη ομοιογένειας (ομοσκεδαστικότητας) στα υπολείμματα των αποκρίσεων ενώ στη δεύτερη αναπτύσσεται πάντα ετεροσκεδαστικότητα σε κάθε προβλεπόμενη τιμή εξαιτίας του μεταβαλλόμενου ποσοστού διακύμανσης που αναλογεί σε αυτήν.

			Διακρίνονται τρεις τύποι λογιστικής παλινδρόμησης ανάλογα με την ιδιαίτερη φύση της εξαρτημένης κατηγορικής μεταβλητής η οποία μπορεί να είναι:

			
					Δίτιμη ή δυαδική ή διχοτομική (binary) ή διμερής εξαρτημένη μεταβλητή. Συνίσταται από δύο κατηγορίες, όπως π.χ. είναι οι εκβάσεις επιτυχία/αποτυχία, ΝΑΙ/ΟΧΙ, γεγονός απόν/παρόν.

					Τακτική (ordinal) μεταβλητή. Η εξαρτημένη μεταβλητή συνίσταται από τρεις ή περισσότερες κατηγορίες μεταξύ των οποίων ισχύει η έννοια της ανισότητας, όπως π.χ. σε μια ερώτηση της κλίμακας διαφωνώ καθόλου, λίγο, μέτρια, αρκετά, πολύ, στην κατάταξη ενός στρώματος υλικού ως λεπτού, μεσαίου, παχέος. 

					Ονομαστική (Nominal) ή πολυωνυμική (polynomial) ή πολυχοτομική (polychotomus) ή κατηγορική αδιαβάθμητη (non-ordered categorical) ή πολυμερής μεταβλητή απόκρισης. Περιέχει τρεις ή περισσότερες κατηγορίες χωρίς κάποια φυσική διαβάθμιση, όπως π.χ. ο χαρακτηρισμός ενός τροφίμου ως τραγανού, μαλακού, εύθρυπτου ή του χρώματος αντικειμένων ως ερυθρού, πράσινου, κίτρινου κτλ.

			

			Η λογιστική παλινδρόμηση επινοήθηκε ως εναλλακτική επιλογή της γραμμικής διακριτικής ανάλυσης (κεφάλαιο 7) για την ταξινόμηση των στοιχείων (ονομαστικών ή τακτικών) της εξαρτημένης, με ευρεία απήχηση σε πολλά διαφορετικά επιστημονικά πεδία και κυρίως στην ιατρική και τις κοινωνικές επιστήμες. Χαρακτηριστικά, χρησιμοποιείται στην πρόβλεψη της:

			
					εμφάνισης ή μη μιας νόσου (π.χ. διαβήτης) από ένα σύνολο διαφορετικών χαρακτηριστικών του πάσχοντος ατόμου (ηλικία, φύλο, αιματολογικά, ηλεκτροκαρδιογράφημα κτλ.) 

					επιλογής ενός πολιτικού κόμματος με βάση την καταγραφή των δημογραφικών στοιχείων των πολιτών, όπως είναι η ηλικία, φύλο, φυλή, τόπος διαμονής, εισόδημα, προηγούμενη ψηφοφορία 

					πιθανότητας αποτυχίας μιας διεργασίας παραγωγής προϊόντος σε ένα εργοστάσιο τροφίμων

					πρόβλεψη της πρόθεσης αγοράς ενός αγαθού από έναν καταναλωτή (έρευνα αγοράς)

					πιθανότητας αθέτησης από δανειολήπτη της αποπληρωμής του δανείου του. 

			

			Λεπτομερής περιγραφή των μεθόδων της λογιστικής παλινδρόμησης παρέχεται από τα συγγράμματα των Cox & Snell (1989), των Hosmer & Lemeshow (2000), των Long & Freese (2014) και συνδυαστικά με τη χρήση των πινάκων ενδεχομένων από τους Everitt (1992) και Agresti (1996).

			Η κατανόηση των όρων και μαθηματικών τύπων που συνοδεύουν τη μελέτη της λογιστικής παλινδρόμησης αποτελεί κυριολεκτικά πρόκληση για τον απλό επιστήμονα. Ως εκ τούτου, στο κεφάλαιο αυτό γίνεται αναφορά μόνο των αναγκαίων τεχνικών εφαρμογής της λογιστικής παλινδρόμησης με φειδωλή χρήση των μαθηματικών τύπων και με ιδιαίτερο βάρος στην απόδοση της ερμηνείας των ερευνητικών αποτελεσμάτων σε θέματα κοινωνικών επιστημών. 

			Ανάπτυξη του μοντέλου

			Στη γλώσσα της στατιστικής, η λογιστική παλινδρόμηση χρησιμοποιείται για την πρόβλεψη της πιθανότητας εμφάνισης ενός γεγονότος προσαρμόζοντας τα δεδομένα της μελέτης στην εξίσωση της λογιστικής καμπύλης όπως αυτή παρουσιάζεται στο σχήμα 3.1. 
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			Σχήμα 3.1. Τυπική ανάπτυξη σιγμοειδούς καμπύλης.

			Η καμπύλη αυτή έχει σιγμοειδή μορφή και χαρακτηρίζεται από ένα στάδιο εκθετικής ανάπτυξης στο οποίο ο ρυθμός αύξησης επιβραδύνεται βαθμιαία και περατώνεται στο ασυμπτωτικό στάδιο κορεσμού της ανάπτυξης (η ευθεία βαίνει τελικά παράλληλα στον άξονα Χ). 

			Η δυαδική λογιστική παλινδρόμηση αποτελεί μια διωνυμική εξίσωση στην οποία η μεταβλητή απόκρισης Υ είναι το τυχαίο αποτέλεσμα εμφάνισης μιας από δύο δυνητικές εκβάσεις του τύπου επιτυχία ή αποτυχία όπως π.χ. είναι το αποτέλεσμα της ρίψης ενός νομίσματος δύο διαφορετικών όψεων (κορώνα-γράμματα), η ρίψη ενός ζαριού όπου το αποτέλεσμα εμφάνισης του αριθμού 6 θεωρείται επιτυχία και των λοιπών αριθμών αποτυχία, η θετική ψήφος εκλογής ενός πολιτικού εκπροσώπου κτλ. 

			H δίτιμη λογιστική παλινδρόμηση έχει τη μορφή
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			όπου z είναι η μεταβλητή εισόδου και f(z) το αποτέλεσμα αυτής. Στα πλεονεκτήματα της εξίσωσης συγκαταλέγεται και το γεγονός ότι η μεταβλητή εισόδου λαμβάνει θετικές και αρνητικές τιμές ενώ το αποτέλεσμα αυτής f(z) περιορίζεται σε εύρος τιμών μεταξύ 0 και 1. Αναλυτικότερα, η μεταβλητή z εκπροσωπεί τη δράση μιας ομάδας ανεξάρτητων μεταβλητών ενώ η f(z) προσδιορίζει την πιθανότητα ενός συγκεκριμένου αποτελέσματος λόγω της δράσης της ομάδας αυτής. Η μεταβλητή z (λογιστική) εκφράζει επίσης το μέτρο της ολικής συνεισφοράς όλων των συμμετεχουσών ανεξάρτητων μεταβλητών στο μοντέλο και ορίζεται ως 
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			όπου β0 είναι το ύψος της κλίσης της γραμμής παλινδρόμησης και ισούται με την τιμή z όταν οι τιμές όλων των ανεξάρτητων μεταβλητών ισούνται με 0, ενώ βi είναι οι συντελεστές παλινδρόμησης καθένας των οποίων εκφράζει το μέγεθος συνεισφοράς της αντίστοιχης μεταβλητής. Θετική τιμή του συντελεστή δηλώνει ότι η επεξηγηματική μεταβλητή αυξάνει την πιθανότητα της επιτυχημένης έκβασης (να συμβεί δηλαδή το γεγονός), αρνητική τιμή σημαίνει ότι η μεταβλητή μειώνει την πιθανότητα αυτής της έκβασης. Υψηλή τιμή του συντελεστή σημαίνει ότι η ανεξάρτητη μεταβλητή επηρεάζει πολύ ισχυρά την πιθανότητα να συμβεί το γεγονός ή μη, ενώ χαμηλή τιμή δηλώνει μικρή επίδραση της ανεξάρτητης μεταβλητής στην πιθανότητα εμφάνισης της ανάλογης έκβασης. 

			Συνοψίζοντας, η λογιστική παλινδρόμηση χρησιμεύει στην περιγραφή της σχέσης που αναπτύσσεται μεταξύ μιας ή περισσότερων ανεξάρτητων μεταβλητών (π.χ. ηλικία, φύλο, τοξική συγκέντρωση ουσίας) και μιας δυαδικής μεταβλητής απόκρισης εκφρασμένης ως πιθανότητα δυνάμενη να πάρει μία από δύο τιμές, όπως π.χ. θετική (1) αρνητική (0), παρόν ενδεχόμενο (1) απόν ενδεχόμενο (0), επιζών (1) θανών (0), αρεστός (1) δυσάρεστος (0). 

			Η φύση των ανεξάρτητων μεταβλητών εισόδου στην εξίσωση της πολλαπλής λογιστικής παλινδρόμησης μπορεί να είναι ποσοτική, τακτική ή ονομαστική (αδιαβάθμητη κατηγορική). Για παράδειγμα, η πιθανότητα ένα άτομο να υποστεί καρδιακό επεισόδιο σε συγκεκριμένο χρονικό διάστημα (εξαρτημένη μεταβλητή) μπορεί να προβλεφθεί από ένα πλήθος ανεξάρτητων μεταβλητών όπως είναι η ηλικία, το φύλο, ο δείκτης μάζας σώματος, η φυσική αγωγή, το ιστορικό του ασθενούς κτλ. Η ηλικία ενδέχεται να ενταχθεί στη εξίσωση είτε ως ποσοτική (με την πραγματική τιμή της) είτε ως τακτική: 15-25 ετών, 25-40, 40-60, >60. Η φυσική αγωγή ως ονομαστική μεταβλητή (άθληση ή μη), ο δείκτης μάζας σώματος (Βody Μass Ιndex - ΒΜΙ) ως ποσοτική ή τακτική (<25, 25-30, >30), και το ιστορικό ως ονομαστική (ύπαρξη προδιάθεσης ή μη). Επιστήμες όπως η ιατρική, οι κοινωνικές επιστήμες και το marketing καταφεύγουν συχνά στην εφαρμογή της πολυωνυμικής λογιστικής παλινδρόμησης.

			Οι πιθανότητες που συγκλίνουν υπέρ της εμφάνισης ενός γεγονότος ή πρόθεσης εκφράζονται ως λόγος ζεύγους ακέραιων τιμών (odds) όπου ο αριθμητής προσδιορίζει την πιθανότητα που έχει το προσδοκώμενο γεγονός να συμβεί και ο παρονομαστής την πιθανότητα να μη συμβεί. Έτσι, αν p είναι η πιθανότητα να εμφανιστεί το γεγονός και 1-p η πιθανότητα να μη συμβεί τότε ο λόγος των πιθανοτήτων θα είναι p/(1-p). Για παράδειγμα, η πιθανότητα να ανασυρθεί μια κάρτα σπαθί από μια τράπουλα 52 φύλλων είναι 25% δηλαδή μία στις τέσσερις ή αριθμητικά 13/52=1:4 ή και ¼. Με ανάλογο τρόπο εκφράζεται και η πιθανότητα μη εμφάνισης μιας κάρτας σπαθί η οποία ισούται με 4:1, αντιστρέφοντας απλώς τους όρους του κλάσματος, (1-p)/p. 

			Η παραπάνω σχέση (logit) κάλλιστα μπορεί να ενσωματωθεί στο μοντέλο της παλινδρόμησης σε λογαριθμική μορφή ως εξής,
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			Οι συντελεστές της παλινδρόμησης υπολογίζονται με τη βοήθεια της εκτίμησης της μέγιστης πιθανοφάνειας (Maximum Likelihood Estimate – MLE), ως 
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			ή προτιμότερο με τη λογαριθμική έκδοση αυτής,
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			όπου θ είναι μια παράμετρος της μεταβλητής η οποία μπορεί να μεταβάλλεται ελεύθερα. Η προβλεπόμενη τιμή για κάθε παρατήρηση θα ισούται με 
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			Η συνάρτηση της πιθανοφάνειας έκβασης ενός γεγονότος (likelihood) δείχνει πόσο κατάλληλα ένα παρατηρούμενο δείγμα περιγράφεται από κάποιες τιμές παραμέτρων π.χ. μέσος όρος, τυπική απόκλιση. Άρα, η μεγιστοποίηση της συνάρτησης της πιθανότητας έκβασης καθορίζει τις παραμέτρους εκείνες που είναι οι πλέον ικανές να παράγουν τα παρατηρούμενα στοιχεία. Από άποψη στατιστικής βαρύτητας, η MLE προτείνεται για εφαρμογές σε μεγάλα δείγματα καθόσον είναι ευέλικτη, προσαρμόζεται εύκολα στην παραγωγή πολλών διαφορετικού τύπου μοντέλων, το χειρισμό διαφορετικής φύσης στοιχείων και περιέχει ακριβέστερες μετρήσεις. 

			Η αξιοπιστία των αποτελεσμάτων της λογιστικής παλινδρόμησης επηρεάζεται κατά πολύ από το δειγματοληπτικό μέγεθος της έρευνας. Ένας χρυσός κανόνας υπαγορεύει την αντιστοιχία του αριθμού των επιθυμητών εκβάσεων προς τον αριθμό των ανεξάρτητων μεταβλητών να προσδιορίζεται από τη σχέση 10:1. Εάν υπάρχουν ονομαστικές ανεξάρτητες μεταβλητές, όπως, για παράδειγμα, διχοτομικές, ο παραπάνω κανόνας θα ισχύει για το μέγεθος των παρατηρήσεων της ολιγοπληθέστερης κατηγορίας. 

			Για δίτιμες εξαρτημένες μεταβλητές, η άριστη άμεση πρόβλεψη της συμμετοχής μιας μεταβλητής ως μέλους σε ομάδα με τη μέθοδο της διακριτικής ανάλυσης (βλ. κεφάλαιο 6) επιβάλλει την ύπαρξη της πολυμεταβλητής κανονικότητας των ανεξάρτητων μεταβλητών αφενός και την ισότητα των διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων (ομοιογένεια) στις δύο ομάδες, προϋποθέσεις όχι απαραίτητες κατά τη δίτιμη λογιστική παλινδρόμηση. Συμπερασματικά, για την εφαρμογή του υποδείγματος της δίτιμης λογιστικής παλινδρόμησης είναι αναγκαίες πολύ λιγότερες προϋποθέσεις από αυτές που απαιτεί η διακριτική ανάλυση. Μάλιστα, ακόμη κι αν ικανοποιούνται όλες οι προϋποθέσεις για την εφαρμογή της διακριτικής ανάλυσης, η δίτιμη λογιστική παλινδρόμηση λειτουργεί εξαιρετικά καλά, με την απαραίτητη, βέβαια, προϋπόθεση ότι το μέγεθος των παρατηρήσεων είναι τουλάχιστον 10-20 ανά ανεξάρτητη μεταβλητή. 

			3.2 Πολλαπλή Διωνυμική Παλινδρόμηση 

			Αποτελεί μέρος κατηγορικών στατιστικών μοντέλων γνωστών ως Γενικευμένα Γραμμικά μοντέλα (McCullagh & Nelder, 1989), τα οποία περιλαμβάνουν τη γνωστή κλασική παλινδρόμηση, την ανάλυση διακύμανσης και συνδιακύμανσης και τη λογαριθμογραμμική παλινδρόμηση.

			Η μέθοδος αυτή επιτρέπει την πρόβλεψη των τιμών εξαρτημένης διμερούς μεταβλητής μορφής από ένα πλήθος ανεξάρτητων μεταβλητών, οι οποίες μπορεί να είναι ποσοτικές, διχοτομικές ή πολυμερείς ή και συνδυασμοί αυτών. Αντίποδας της λογιστικής παλινδρόμησης είναι η διακριτική ανάλυση κατηγοριών με τη διαφορά ότι στη δεύτερη συμμετέχουν μόνο ποσοτικές ανεξάρτητες μεταβλητές.

			Η μεταβλητή απόκρισης στην αλγεβρική της έκδοση λαμβάνει την τιμή 1 με πιθανότητα επιτυχίας p και την τιμή 0 με πιθανότητα αποτυχίας 1-p και καλείται δυαδική (Binary) ή δυωνυμική (Binomial) ή μεταβλητή του Bernouli. 

			Λόγω της φύσης των συμμετεχουσών μεταβλητών, απουσιάζουν οι προϋποθέσεις της ομαλής κατανομής των τιμών και της ομοιογένειας των διακυμάνσεών τους, η δε έλλειψη της γραμμικότητας μεταξύ της Υ και των ανεξάρτητων μεταβλητών βελτιώνεται με τη χρήση της λογαριθμικής εξίσωσης ως εξής,
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			όπου
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			Ακολούθως χρησιμοποιείται η σχέση 
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			 ή λογαριθμώντας προκύπτει
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			Σημαντική πληροφόρηση για τις ιδιότητες των δυωνυμικών μοντέλων περιγράφεται από τους Collett (2003) και Cox & Snell (1989).

			3.2.1 Χαρακτηριστικά της εξίσωσης διωνυμικής παλινδρόμησης

			Τα λογαριθμικά μοντέλα λόγου (συμπληρωματικών) πιθανοτήτων ή λογιστικά μοντέλα (logit models) χρησιμοποιούνται όταν η εξαρτημένη μεταβλητή είναι δυαδική. Η λογιστική παλινδρόμηση είναι μη γραμμικής μορφής γιατί αναγκάζει τις προβλεπόμενες τιμές να κυμαίνονται μεταξύ 0 και 1. 

			Τα λογιστικά μοντέλα μοντέλα εκτιμούν την πιθανότητα της εξαρτημένης μεταβλητής να λαμβάνει την τιμή 1 (Υ=1), δηλαδή την πιθανότητα ότι κάποιο γεγονός συμβαίνει. Τα μοντέλα αυτά υπακούουν στη συνθήκη πιθανότητας εμφάνισης Pr, 
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			Τόσο τα logit όσο και τα probit μοντέλα παρέχουν παρόμοια αποτελέσματα, διαφέρουν μόνο ως προς την κατανομή των στοιχείων. Τα logit ακολουθούν την αθροιστική τυπική λογιστική κατανομή (F) και τα probit την αθροιστική ομαλή κατανομή (Φ). 

			Η λέξη logit προέρχεται συγκοπτόμενη από τη φράση logarithmic unit (λογαριθμομονάδα) σε ακολουθία με την πρωταρχικά αποδοθείσα ονοματολογία της λέξης probit (probability unit - πιθανομονάδα) και έχει την έννοια της νεπέρειας (φυσικής) λογαρίθμησης ενός αριθμού p (loge ή ln) που εκπροσωπεί πιθανότητα (αναλογία) και άρα τιμές μεταξύ 0 και 1:
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			Αν p δηλώνει κάποια πιθανότητα τότε η σχέση p/(1-p) αντιστοιχεί στην επιτυχημένη πιθανότητα έκβασης (odds) και κατ΄αντιστοιχία ο λογάριθμος της p στον λογάριθμο της επιτυχημένης πιθανότητας. Με τον ίδιο συλλογισμό, η διαφορά μεταξύ των λογαρίθμων δυο ευνοϊκών πιθανοτήτων p1 και p2 αποτελεί και το λογάριθμο του λόγου των ευνοϊκών πιθανοτήτων R σύμφωνα με την ακολουθία των εξισώσεων:
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			Πιθανότητα (επιτυχημένης) έκβασης

			Ονομάζεται και προβλεπόμενη πιθανότητα p. Αν οι αποκρίσεις αποτιμώνται ως 0 (αποτυχία) και 1 (επιτυχία), τότε pj είναι η πιθανότητα όπου η i ανεξάρτητη μεταβλητή (ποσοτική ή κατηγορική) δίνει απόκριση 1, 
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			όπου
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			όπου β0 είναι σταθερή παράμετρος, βi συντελεστές και Χji η i προβλεπτική μεταβλητή με j=2 κατηγορίες. 

			Λογαριθμική πιθανότητα έκβασης

			Εφαρμόζεται για την άριστη εκτίμηση των συντελεστών της παλινδρόμησης και επίσης για τη σύγκριση δύο μοντέλων που διαφέρουν ως προς το σύνολο των ανεξάρτητων μεταβλητών σε καθένα από αυτά:
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			όπου pj= πιθανότητα επιτυχημένης έκβασης, yj= απόκριση, mj= αριθμός προσπαθειών ή παρατηρήσεων σχετιζόμενων με την j ανεξάρτητη μεταβλητή. Αν τα στοιχεία περιέχουν μια παρατήρηση ανά ανεξάρτητη μεταβλητή τότε mj=1. 

			Συντελεστές βi

			Ο εκτιμώμενος συντελεστής για κάθε ανεξάρτητη μεταβλητή εκφράζει τη μεταβολή του λογαρίθμου του λόγου p/(1-p) για κάθε μονάδα μεταβολής της αντίστοιχης ανεξάρτητης μεταβλητής, ενώ οι λοιπές παραμένουν σταθερές (το αποτέλεσμά τους είναι υπό έλεγχο). Για να βρεθεί η τιμή του β η οποία μεγιστοποιεί τη λογαριθμική πιθανότητα έκβασης L(β), η τελευταία διαφορίζεται ως προς β0 και βi έτσι ώστε να προκύπτει, 
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			Οι εξισώσεις αυτές επειδή δεν είναι γραμμικές, χρησιμοποιείται για την επίλυσή τους η εκτίμηση της μέγιστης πιθανοφάνειας (MLE). 

			Λόγος των πιθανοτήτων έκβασης (odds ratio)

			Ο λόγος των ευνοϊκών πιθανοτήτων έκβασης (OR) δυο μεταβλητών με δυο κατηγορίες εκάστη μπορεί να εκφραστεί με δυο τρόπους:

			α) Με την κατάρτιση του πίνακα ενδεχομένων των δυο μεταβλητών στον οποίο ο λόγος OR εκτιμά τη σχέση που αναπτύσσεται μεταξύ ενός αιτίου (π.χ. έκθεση σε ακτινοβολία) και σε μια έκβαση αποτελέσματος (επιβίωση): 
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			Ειδικότερα, ο λόγος OR εκτιμά την πιθανότητα εκείνη που προκαλεί ένα γεγονός όταν αυτό συμβεί (ευνοϊκή έκβαση) προς την πιθανότητα να μην συμβεί. Υπό την έννοια αυτή, ο λόγος OR χρησιμοποιείται συχνά στην ιατρική επιστήμη, όπως μελετώντας για παράδειγμα την πρόκληση πυρετού (ευνοϊκή έκβαση) ή μη λόγω της εμφάνισης μιας ασθένειας. 

			Ο λόγος OR προκύπτει από τη σχέση:
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			στην οποία τα λατινικά γράμματα αφορούν συχνότητες εμφάνισης ατόμων σε ένα επαρκές δείγμα νοσούντων με τις ακόλουθες διαπιστώσεις:

			a= πρόκληση αιτίου και αποτελέσματος (+ +), δηλαδή εμπύρετα άτομα με παρούσα τη νόσο

			b= πρόκληση αιτίου άνευ αποτελέσματος (+ -), δηλαδή άτομα φυσιολογικά παρά την εμφάνιση της νόσου

			c= απουσία αιτίου αλλά πρόκληση αποτελέσματος (- +), εμπύρετα άτομα χωρίς να νοσούν

			d= απουσία αιτίου και απουσία αποτελέσματος (- -), άτομα χωρίς νόσο και πυρετό

			Η τιμή του λόγου OR ερμηνεύεται με βάση τις ακόλουθες τρεις συνθήκες, εφόσον προηγουμένως έχει διαπιστωθεί στατιστική σημαντικότητα στο αποτέλεσμα (p<0,05):

			Όταν OR=1 δεν παρατηρείται πρόκληση αιτίου (νόσος) στην έκβαση ενός αποτελέσματος (πυρετός)

			Όταν OR>1 η πρόκληση του αιτίου σχετίζεται με υψηλή πιθανότητα να συμβεί ευνοϊκό αποτέλεσμα 

			Όταν OR<1 η πρόκληση του αιτίου σχετίζεται με χαμηλή πιθανότητα εμφάνισης της ευνοϊκής έκβασης

			Η τιμή του λόγου OR συνοδεύεται πάντα και από την εκτίμηση του στατιστικού σφάλματος, SE:
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			καθώς επίσης και από τα 95% όρια εμπιστοσύνης μέσα στα οποία ο λόγος OR κυμαίνεται στατιστικώς σημαντικά: 
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			β) Υπό τους όρους της λογιστικής παλινδρόμησης ο λόγος OR ή επικρατέστερα θ χρησιμοποιείται για την ερμηνεία της σχέσης μεταξύ μιας προβλεπτικής Χ και της απόκρισης Υ και λαμβάνει μόνο θετικές τιμές, 
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			όπου pj είναι η πιθανότητα επιτυχημένης έκβασης. Έτσι, όταν θ=1, τότε δεν υπάρχει σχέση μεταξύ των δύο αντιπαραβαλλόμενων μεταβλητών. Αν θ>1, τότε οι πιθανότητες επιτυχημένης έκβασης είναι υψηλότερες να συμβούν για τη συγκεκριμένη ανεξάρτητη μεταβλητή (συνεχή, τακτική ή ονομαστική) και αν θ<1, ισχύει το αντίστροφο. Η παράμετρος β0 (χωρίς τη θεώρηση της Χ) αφορά την ευνοϊκή πιθανότητα απόκρισης (1) της Υ στο σύνολο του μελετώμενου πληθυσμού. 

			Η εκθετική σχέση χρησιμοποιείται για την ερμηνεία του συντελεστή β: ο λόγος των πιθανοτήτων επιτυχημένης έκβασης αυξάνεται αναλογικά με την τιμή [image: 23_1.png] για κάθε μονάδα αύξησης της Χ, στην ουσία δηλαδή ο λόγος ισούται με [image: 23_1.png]. Για παράδειγμα, αν β1=0,85 τότε θ=e0,85=2,34 που σημαίνει ότι αναμένεται αύξηση κατά 134% (2,34-1=1,34) του λόγου επιτυχημένης έκβασης για κάθε αύξηση της Χ κατά 1 μονάδα. Στο παράδειγμα 3.1 δείχνεται η διαδικασία υπολογισμού όλων των παραμέτρων που αφορούν την εκτίμηση του λόγου θ αλλά και της λογιστικής παλινδρόμησης. 

			Παράδειγμα 3.1. Τρόπος υπολογισμού του λόγου των ευνοϊκών πιθανοτήτων έκβασης και των στατιστικών παραμέτρων.

			Ο παρακάτω πίνακας ενδεχομένων καταρτίστηκε ύστερα από έρευνα αγοράς σχετικής με την προτίμηση (πρόθεση αγοράς) 80 καταναλωτών ως προς δύο προϊόντα Α και Β. Οι κωδικοί αριθμοί 1 και 0 αναφέρονται στην προτίμηση η μη των καταναλωτών και οι τιμές (συχνότητες εμφάνισης), ανάλογα με την επιλογή τους στα συνδυασμένα επίπεδα (κελιά): 

			[image: Ch3-Sel7-P1.png]

			Το είδος προϊόντος στον πίνακα αυτόν αποτελεί το αίτιο πρόκλησης (μεταβλητή Χ, με δύο κατηγορίες (Α και Β)) και η πρόθεση αγοράς την έκβαση του αποτελέσματος (απόκριση Υ), ευνοϊκή (1) ή μη (0).

			Οι υπολογισμοί βασίζονται στη χρήση της εξίσωσης, 

			 [image: 24_1.png]

			Αν επιθυμούμε την εξέταση μόνο της Υ τότε η εξίσωση τροποποιείται σε logit(p)=β0, και η ολική πιθανότητα εμφάνισης της πρόθεσης αγοράς των προϊόντων θα ισούται με p=56/80=0,70. Η ευνοϊκή έκβαση της απόκρισης Υ για όλο τον πληθυσμό υπολογίζεται ως p/(1-p)=0,7/(1-0,7)=2,333, ενώ η λογαριθμική μορφή της θα δίνει logit(p)=loge(2,333)=0,847. 

			Όταν το ενδιαφέρον στρέφεται στην ολοκληρωμένη εξίσωση logit(p) τότε οι πιθανότητες αγοράς για καθένα από τα δύο προϊόντα (ευνοϊκές εκβάσεις (1)) έχουν ως εξής:

			Προϊόν Α: p=(36/50)/(14/50)=0,72/0,28=2,57, δηλαδή πιθανότητα 2,57:1 να προτιμηθεί το προϊόν Α

			Προϊόν Β: p=(20/30)/(10/30)=0,67/0,33=2,00, δηλαδή πιθανότητα 2:1 να αγοραστεί το προϊόν Β 

			Ο λόγος θ των δύο ευνοϊκών πιθανοτήτων προκύπτει ως θ=(2,57)/(2,00)=1,285 η οποία δείχνει ότι το προϊόν Α έχει 1,285 φορές μεγαλύτερη πιθανότητα (ή 28,5%) να αγοραστεί από τους καταναλωτές από ό,τι το προϊόν Β. 

			Το τυπικό σφάλμα εκτιμάται ως

			 [image: 25_1.png]

			και τα 95% όρια εμπιστοσύνης του λόγου θ

			 [image: 26_1.png]

			από τη σχέση,

			όπου για μεν το ανώτερο όριο ο λόγος θα ισούται με e0,25+0,98=e1,23 και αντιλογαριθμώντας με 3,42

			για δε το κατώτερο όριο θα ισούται με e0,25-0,98=e-0,73 και αντιλογαριθμώντας με 0,48.

			Με τη χρήση του στατιστικού προγράμματος ΜΙΝΙΤΑΒ 17.0 προκύπτουν τα ακόλουθα αποτελέσματα (βλ. ενότητα 3.2.1 και 3.2.2):

			[image: Ch3-Sel8-P1.png]

			[image: Ch3-Sel8-P2.png]

			[image: Ch3-Sel8-P3.png]

			τα οποία δείχνουν εξαιρετικά χαμηλή τιμή R2 (0,26%) και άρα ελάχιστη αξιοπιστία του μοντέλου, μη καλή προσαρμογή του κριτηρίου απόκλισης D (p=0,067) και έλλειψη στατιστικής σημαντικότητας του μοντέλου συνολικά (p=0,616). Κατά συνέπεια το μοντέλο της διωνυμικής παλινδρόμησης με τιμή αναφοράς της Υ=0 και κατηγορία αναφοράς της Χ=Β (στην εξίσωση εισάγεται η κατηγορία Α):

			 [image: 27_1.png]

			δεν εδραιώνεται στατιστικά και απορρίπτεται.

			Οι στατιστικές παράμετροι του μοντέλου επαληθεύουν όλους τους υπολογισμούς που εκτελέστηκαν με βάση τις συχνότητες του πίνακα ενδεχομένων.

			Τυπικό σφάλμα των συντελεστών

			Υπολογίζεται το ασυμπτωτικό τυπικό σφάλμα το οποίο όσο μικρότερη τιμή παρέχει τόσο ακριβέστερη θεωρείται η εκτίμηση. Η στατιστική σημαντικότητα των συντελεστών των ανεξάρτητων μεταβλητών ελέγχεται με δύο κριτήρια:

			α) Το κριτήριο του Wald, 
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			 H τιμή z συγκρίνεται με την τιμή 1,96 ή υψούμενη στο τετράγωνο με τη θεωρητική τιμή χ2 (3,841). 

			Τιμές του z μεγαλύτερες από 1,96 δείχνουν στατιστική σημαντικότητα της μεταβλητής. Τα 95% όρια εμπιστοσύνης κάθε συντελεστή βi εξάγονται ως βi±z0,05/2·SE και τα αντίστοιχα όρια εμπιστοσύνης του λόγου επιτυχημένης έκβασης υπολογίζονται αντιλογαριθμίζοντας το ανώτερο και κατώτερο της παραπάνω σχέσης. Εντός του εύρους των ορίων εμπιστοσύνης, ο λόγος των πιθανοτήτων αντιπροσωπεύεται πλήρως και ισοδύναμα από οποιαδήποτε τιμή. 

			Το κριτήριο του Wald προκαλεί διεύρυνση του τυπικού σφάλματος όταν οι συγκρινόμενοι συντελεστές έχουν υψηλή τιμή, μία ιδιότητα καθόλου επιθυμητή, διότι οδηγεί σε πολύ μικρή τιμή του στατιστικού Wald και στην λανθασμένα αποδοχή της σημαντικότητας του εξεταζόμενου συντελεστή (Hauck and Donner 1977). Στις περιπτώσεις αυτές, είναι προτιμότερη η απόπειρα ανάπτυξης κάποιου υποδείγματος με και χωρίς τη συγκεκριμένη - με υψηλό συντελεστή - μεταβλητή και ο έλεγχος της υπόθεσης να στηρίζεται στη μεταβολή -2LL, δηλαδή του λογάριθμου πιθανοφάνειας όπως περιγράφεται παρακάτω.

			β) Το κριτήριο του λόγου ή λογάριθμου πιθανοφάνειας -2LL (Likelihood ratio statistic), το οποίο ελέγχει ένα μικρότερο μοντέλο S με s συντελεστές και πιθανοφάνεια Ls προς ένα μεγαλύτερο μοντέλο L με l συντελεστές (συνήθως ένα παραπάνω) και πιθανοφάνεια Ll και με τον περιορισμό ότι οι παράμετροι s αποτελούν μέρος του συνόλου των παραμέτρων l:
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			Η τιμή του κριτηρίου συγκρίνεται με τη θεωρητική τιμή χ2 που λαμβάνεται από τον πίνακα Π4. 

			3.2.2 Μέθοδοι επιλογής, προσαρμογής και αξιολόγησης του μοντέλου

			Ένα διωνυμικό υπόδειγμα (μοντέλο) παλινδρόμησης για να θεωρείται αποδεκτό οφείλει να υπακούει σε ορισμένα κριτήρια τα οποία σχετίζονται με τον κατάλληλο αριθμό επιλογής των ανεξάρτητων μεταβλητών από ένα υποψήφιο πλήθος αυτών που έχουν καταμετρηθεί. Ελέγχεται επίσης, το ποσοστό ακρίβειας του επιλεγμένου μοντέλου, ο βαθμός καταλληλότητας του μοντέλου στα στοιχεία που το αναπαράγουν και η ποιότητα σύνδεσης των στοιχείων μεταξύ τους.

			Μέθοδοι της άριστης επιλογής των ανεξάρτητων μεταβλητών

			Σκοπός της λογιστικής παλινδρόμησης είναι να προβλέψει σωστά την καταγραφή της έκβασης των ατομικών παρατηρήσεων υπολογίζοντας το πλέον φειδωλό μοντέλο, δηλαδή εκείνο που περιλαμβάνει μόνο τις στατιστικά σημαντικές ανεξάρτητες μεταβλητές. Αυτό επιτυγχάνεται με τη χρήση της βηματικής παλινδρόμησης η οποία συνίσταται από την προοδευτική ένταξη ή προοδευτική απαλοιφή των μεταβλητών στο μοντέλο. Κυρίως συνιστάται η χρησιμοποίηση τεχνικής κατά την οποία όλες οι μεταβλητές εντάσσονται στο αρχικό μοντέλο και σταδιακά απομακρύνονται εκείνες που δεν υπακούουν στις προϋποθέσεις ενός στατιστικού κριτηρίου (t-απόρριψης ή F-απόρριψης) και παραμένουν μόνο οι στατιστικά σημαντικές. 

			Η λογιστική παλινδρόμηση χρησιμοποιείται κυρίως για δυο λόγους:

			α) Εξασφαλίζει ορθή πρόβλεψη των μελών καθεμιάς από τις δύο κατηγορίες, λαμβάνοντας υπόψη τη δράση πολλών ανεξάρτητων μεταβλητών. Ουσιαστικά η λογιστική παλινδρόμηση υπολογίζει την πιθανότητα επιτυχίας μιας ενέργειας p προς την πιθανότητα αποτυχίας q, ή με μετατροπή, το πηλίκο (λόγο) της ευνοϊκής πιθανότητας (επιτυχημένης έκβασης): p/q=p/(1-p). Ως παράδειγμα αναφέρεται μια επιδημιολογική μελέτη, το ενδιαφέρον της οποίας επικεντρώνεται στην πιθανότητα (p) ανάπτυξης καρκίνου συνεπεία της δράσης συγκεκριμένων ανεξάρτητων μεταβλητών (παράγοντες επικινδυνότητας). 

			β) Παρέχει σημαντική πληροφόρηση της σχέσης και της ισχύος που αναπτύσσεται μεταξύ των ανεξάρτητων μεταβλητών, η οποία διαπιστώνεται από το μέγεθος των τιμών των συντελεστών της παλινδρόμησης. Για παράδειγμα, το κάπνισμα 10 σιγαρέτων την ημέρα (μεταβλητή Χ1) προκαλεί μεγαλύτερο κίνδυνο στην ανάπτυξη καρκίνου απ’ ό,τι η εργασία σε ασβεστορυχείο (μεταβλητή Χ2). 

			Κριτήριο ελέγχου της ισότητας των κλίσεων

			Το κριτήριο G, που είναι επίσης λογαριθμικό πηλίκο πιθανοφάνειας (Log-likelihood ratio), ελέγχει τη διαφορά στη λογαριθμική έκβαση μεταξύ ενός μοντέλου που περιέχει μόνο τους σταθερούς συντελεστές (όρους) β0 και εκείνου που περιέχει τους όρους του προσαρμοσμένου μοντέλου και εξετάζει αν όλοι οι συντελεστές των ανεξάρτητων μεταβλητών ισούνται με 0. Ο έλεγχος G θα πρέπει να δίνει στατιστικά σημαντικό αποτέλεσμα (p<0,05) ώστε να ισχύει ότι ένας τουλάχιστον συντελεστής διαφέρει από το 0 και άρα υπάρχει ενδεχόμενο να υφίσταται κάποιο λογιστικό μοντέλο. 

			Ακρίβεια του επιλεγμένου μοντέλου 

			Ένας εναλλακτικός τρόπος ελέγχου του μοντέλου που παράγεται με την εφαρμογή της βηματικής παλινδρόμησης (πέραν των κριτηρίων F και R2) είναι και η εκτίμηση του μοντέλου με μια ομάδα στοιχείων που δεν συμπερίφθηκαν στο μοντέλο. Συνήθως, η διαδικασία περιλαμβάνει την εκτίμηση ενός μοντέλου με το 30-50% των παρατηρήσεων του δείγματος και χρήση του υπόλοιπου 70-50% για τον έλεγχο της ακρίβειας του μοντέλου. Η ακρίβεια μετρείται με την ταυτοποίηση των παρατηρήσεων εκείνων που ταξινομήθηκαν ορθά στο χρησιμοποιούμενο δείγμα. Υπάρχουν 4 δυνατές περιπτώσεις ταξινόμησης για κάθε παρατήρηση. Μια πρόβλεψη 0 όταν το δείγμα που χρησιμοποιείται δίνει 0 (ορθό), μια πρόβλεψη 0 όταν το δείγμα παρέχει ένδειξη 1 (σφάλμα), μια πρόβλεψη 1 όταν το δείγμα δείχνει 0 (σφάλμα) και μια πρόβλεψη 1 όταν το δείγμα προβλέπει 1 (ορθό). Το ποσοστό των ορθά ταξινομημένων παρατηρήσεων αναφέρεται ως ακρίβεια του παραγόμενου μοντέλου. 

			Μετρήσεις καλής προσαρμογής του μοντέλου

			Οποιοδήποτε μοντέλο με k ανεξάρτητες μεταβλητές που επιλέγεται πριν από την τελική αποδοχή του θα πρέπει να ελεγχθεί για την ποιότητα της αξιοπιστίας του με την εφαρμογή ορισμένων κριτηρίων:

			
					Ο έλεγχος χ2 του Pearson βασίζεται στην εκτίμηση των υπολειμμάτων και περιγράφει το μοντέλο προσαρμόζοντάς το στα μετρηθέντα στοιχεία. Το κριτήριο μειονεκτεί όταν ο αριθμός των κατηγορικών τιμών της ανεξάρτητης μεταβλητής προσεγγίζει τον αριθμό των παρατηρήσεων, προτιμάται όμως όταν υπάρχουν επαναληπτικές παρατηρήσεις για καθεμία κατηγορία της μεταβλητής. Το κριτήριο υπολογίζεται ως, [image: 30.png]
[image: 31.png]
 yj= ο αριθμός των επιτυχημένων εκβάσεων για την j μεταβλητή 
 mj= ο αριθμός των προσπαθειών ή επαναληπτικών μετρήσεων για την j μεταβλητή [image: 32.png] εκτιμώμενη (προσαρμοσμένη) πιθανότητα για την j μεταβλητή.
 rj= τυποποιημένο υπόλειμμα του Pearson
Υψηλές τιμές χ2, όταν αντιστοιχούν σε ακριβή πιθανότητα σφάλματος p, μικρότερη της θεωρητικής τιμής 0,05, δείχνουν ότι το μοντέλο δεν περιγράφει επαρκώς τα στοιχεία. 


					Το κριτήριο απόκλισης D (Deviance) των παρατηρήσεων δείχνει, επίσης, πόσο καλά προσαρμόζεται το επιλεγμένο μοντέλο στα στοιχεία της μελέτης και ουσιαστικά μετράει την ασυμφωνία που υφίσταται μεταξύ του κρινόμενου μοντέλου και του κορεσμένου μοντέλου (με όλους τους όρους αλληλεπίδρασης ενσωματωμένους). Το κριτήριο υπόκειται στους ίδιους περιορισμούς οι οποίοι αναφέρθηκαν στον προηγούμενο έλεγχο καλής προσαρμογής. To κριτήριο υπολογίζεται ως, [image: 33.png]
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dj= η υπολειμματική απόκλιση και το πρόσημο ± εξαρτάται από το αποτέλεσμα της πράξης 
 [image: 35.png]
 .
Όταν yj=0 τότε η υπολειμματική απόκλιση ισούται με 
 [image: 36.png]
Όταν yj=mj τότε η εξίσωση τροποποιείται σε 
 [image: Untitled3.png]
Υψηλές τιμές D όταν αντιστοιχούν σε ακριβή πιθανότητα σφάλματος p<0,05 δείχνουν ότι το μοντέλο δεν περιγράφει επαρκώς τα στοιχεία. 


					Το κριτήριο πληροφόρησης του Akaike, [image: 38.png]
όπου [image: 39.png] είναι η εκτίμηση της μέγιστης πιθανοφάνειας του μοντέλου προσαρμογής Μk και p ο αριθμός των παραμέτρων στο μοντέλο. Το μοντέλο με τη μικρότερη τιμή AIC θεωρείται ότι παρέχει την καλύτερη προσαρμογή και χρησιμοποιείται κυρίως στις περιπτώσεις σύγκρισης διαφορετικών μοντέλων.


					To κριτήριο πληροφόρησης του Bayes το οποίο χρησιμοποιείται ως ακριβής προσέγγιση ενός θεωρητικά μεγάλου μεγέθους δείγματος, έχοντας διαθέσιμο μόνο ένα μικρό δείγμα μέχρι και 40 παρατηρήσεων, [image: 40.png]
όπου D(Mk) είναι ο συντελεστής απόκλισης του μοντέλου Μk και dfk οι βαθμοί ελευθερίας των αποκλίσεων. Όσον αυξάνεται η αρνητική τιμή BICk τόσο καλύτερη προσαρμογή παρουσιάζει το μοντέλο. Ως ένας καλός οδηγός λήψης ορθής κρίσης προτείνεται ο ακόλουθος: 
Όταν η εκάστοτε τιμή |BIC1-BIC2| είναι 0-2 τότε το αποτέλεσμα της προσαρμογής κρίνεται επισφαλές. Τιμές 2-6 κρίνονται ικανοποιητικές, τιμές 6-10 παρέχουν ισχυρή μαρτυρία προσαρμογής του μοντέλου ενώ τιμές >10 εξαιρετικά ισχυρή. 


					Ο συντελεστής τύπου R2 του McFadden γνωστός και ως δείκτης του λόγου πιθανοφανειών (Likelihood-ratio index) ο οποίος συγκρίνει ένα μοντέλο με k εισηγμένες ανεξάρτητες μεταβλητές με το μοντέλο εκείνο στο οποίο απουσιάζουν οι συγκεκριμένες μεταβλητές, [image: 41.png]
όπου k o αριθμός των μεταβλητών στο μοντέλο, L0 η εκτίμηση πιθανοφάνειας στο μοντέλο χωρίς την ένταξη αυτών των μεταβλητών και LM η αντίστοιχη στο πλήρες μοντέλο με όλες τις μεταβλητές εισηγμένες. Υψηλές τιμές του δείκτη R2MF δηλώνουν ένδειξη καλής προσαρμογής του μοντέλου. 


					O έλεγχος των Hosmer-Lemeshow αφορά τον έλεγχο της ποσοστιαίας κατανομής των παρατηρήσεων σε ομάδες, με βάση τις προβλεπόμενες πιθανότητες (Παράδειγμα 3.2). Αποτελεί εκδοχή του στατιστικού κριτηρίου χ2 ενός πίνακα 2xg παρατηρούμενων και αναμενόμενων συχνοτήτων, όπου g είναι ο αριθμός των ομάδων και με βαθμούς ελευθερίας g-2 και θεωρείται κριτήριο σημαντικής βαρύτητας. Το κριτήριο εκτιμάται ως,

			

			 [image: eq-Ch3-new1.png]

			 n’k= ο αριθμός των ανεξάρτητων μεταβλητών στην k ομάδα

			 Ok= ο αριθμός των αποκρίσεων μεταξύ των n’k μεταβλητών

			[image: 42.png] = μέση τιμή πιθανότητας σε κάθε ομάδα.

			Συνήθως χρησιμοποιούνται 10 ομάδες ίδιας κλάσης μεγέθους των πιθανοτήτων (0-0,1) αφού προηγουμένως καταταγούν οι πιθανότητες με αύξουσα τάξη. Το κριτήριο G2HL συγκρίνεται με τη θεωρητική τιμή χ28=15,507 (από πίνακα Π4) και όταν κρίνεται μη στατιστικά σημαντικό τότε αποφαινόμαστε ότι οι δύο αντιστοιχίες συχνοτήτων σε κάθε κλάση δεν διαφέρουν στατιστικώς σημαντικά και άρα ισχύει η καλή προσαρμογή των στοιχείων στο μοντέλο. Οπτικά τουλάχιστον, ένα μοντέλο κρίνεται επαρκώς προσαρμοσμένο όταν οι τιμές των παρατηρούμενων και εκτιμώμενων συχνοτήτων πλησιάζουν αρκετά μεταξύ τους. 

			Παράδειγμα 3.2. Έλεγχος της καλής προσαρμογής των Hosmer-Lemeshow, με τη δημιουργία 10 κλάσεων παρατηρήσεων αφού προηγουμένως διαβαθμιστούν οι κλάσεις με βάση τις προβλεπόμενες πιθανότητες. Συγκεκριμένα, οι 10 κλάσεις διαβαθμίζονται με τέτοιο τρόπο ώστε καθεμία να αντιστοιχεί σε πιθανότητα αυξημένης διαβάθμισης κατά 0,1 μονάδες (0-0,1) μέχρι την ανώτερη 0,9-1,0 (δεκατημόρια) όπως υποδεικνύεται στον πίνακα 3.1. Ακολουθεί η σύγκριση των παρατηρούμενων συχνοτήτων των κλάσεων με τις προβλέπουσες (αναμενόμενες) συχνότητες. Ένα μοντέλο θεωρείται ικανοποιητικό όταν οι περισσότερες παρατηρήσεις με επιτυχημένη έκβαση (1) ταξινομούνται στα υψηλότερα δεκατημόρια και παράλληλα οι περισσότερες παρατηρήσεις με ανεπιτυχή έκβαση (0) στα χαμηλότερα δεκατημόρια. Ακριβέστερα όμως ένα μοντέλο ελέγχεται με την εξίσωση του κριτηρίου,
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			όπου nj= ο αριθμός των παρατηρήσεων στην κλάση j, ΟJ και Εj o αριθμός των παρατηρούμενων και αναμενόμενων συχνοτήτων σε αμφότερες τις αποκρίσεις 0 και 1 της εξαρτημένης μεταβλητής (Πίν. 3.1). 

			Στον πίνακα 3.1 τo κριτήριο του ελέγχου είναι στατιστικά σημαντικό (19,58>15,51) ή αλλιώς η ακριβής πιθανότητα σφάλματος p είναι στατιστικά σημαντική (p=0,01<0,05) και επομένως το προτεινόμενο μοντέλο δεν εμφανίζει καλή προσαρμογή των στοιχείων του και απορρίπτεται. Οπτικά, ο αριθμός των επιτυχημένων εκβάσεων δεν συγκεντρώνεται στα ανώτερα δεκατημόρια ούτε και ο αριθμός των ανεπιτυχών στα κατώτερα.
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			Πίνακας 3.1. Καταμερισμός (υποθετικός) των συχνοτήτων με βάση τις 10 κλάσεις των Hosmer-Lemeshow. Οι αναμενόμενες συχνότητες υπολογίζονται από το μοντέλο. Οι παρατηρήσεις ταξινομούνται σε 10 κλάσεις διαστήματος πιθανοτήτων 0 και 1 η καθεμία με αυξανόμενη διάταξη. 

			Μέτρα της ποιότητας συνάφειας των στοιχείων (measures of association)

			Τα ζεύγη συνακολουθίας ή ανακολουθίας αποτελούν ένδειξη του μεγέθους αξιοπιστίας της πρόβλεψης του προτεινόμενου μοντέλου. Όσα περισσότερα συνακόλουθα ζεύγη καταμετρώνται τόσο ισχυρότερη προβλεπτική αξία έχει το μοντέλο. Ο πίνακας των συνακόλουθων, ανακόλουθων και ισοψηφούντων ζευγών σχηματίζεται με τη δημιουργία όλων των πιθανών ζευγών παρατηρήσεων με τις διαφορετικές τιμές απόκρισης (Παράδειγμα 3.3). Έτσι, αν οι τιμές απόκρισης είναι 1 και 0 τότε κάθε παρατήρηση με τιμή απόκρισης 1 συνδυάζεται (ζευγαρώνει) με κάθε παρατήρηση με τιμή απόκρισης 0. Ο ολικός αριθμός των ζευγών προκύπτει ως το γινόμενο του αριθμού των παρατηρήσεων με τιμή απόκρισης 1 επί τον αριθμό των παρατηρήσεων με τιμή απόκρισης 0. Ακολούθως υπολογίζονται οι προβλεπόμενες πιθανότητες για κάθε παρατήρηση και συγκρίνονται με κάθε ζεύγος παρατηρήσεων. 

			Ένα ζεύγος παρατηρήσεων κρίνεται συνακόλουθο αν η παρατήρηση με τιμή απόκρισης 1 έχει μεγαλύτερη προβλεπόμενη πιθανότητα να είναι 1 με βάση το μοντέλο απ’ ό,τι η παρατήρηση με τιμή απόκρισης 0. 

			Ένα ζεύγος παρατηρήσεων κρίνεται ανακόλουθο αν η παρατήρηση με τιμή απόκρισης 1 έχει μικρότερη προβλεπόμενη πιθανότητα να είναι 1 με βάση το μοντέλο απ’ ό,τι η παρατήρηση με τιμή απόκρισης 0. 

			Ένα ζεύγος τιμών παρατηρήσεων θεωρείται ισοψήφιο αν οι παρατηρήσεις έχουν ίσες προβλεπόμενες πιθανότητες. Από τον πίνακα των ζευγών συνακολουθίας, ανακολουθίας και ισοψηφούντων ζευγών προκύπτουν τα ακόλουθα στατιστικά μέτρα μέτρα:

			
					Ο δείκτης D του Somers, 
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					Ο δείκτης Gamma των Goodman-Kruskal, 
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					Ο δείκτης Tau-α του Kendall, 
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			nc= o αριθμός των ζευγών συνακολουθίας

			nd= ο αριθμός των ζευγών ανακολουθίας

			nt= ο αριθμός των ισοψηφούντων ζευγών

			N= ο ολικός αριθμός παρατηρήσεων

			Οι παραπάνω δείκτες συνάφειας κυμαίνονται μεταξύ -1 και +1 και τιμές κοντά στο ±1 δηλώνουν ότι το μοντέλο έχει καλύτερη προβλεπτική αξία. 

			Παράδειγμα 3.3. Διαδικασία υπολογισμού των συνακόλουθων ζευγών σύνδεσης των τιμών απόκρισης.

			Τα ζεύγη συνακολουθίας ή μη περιγράφουν τις σχέσεις σύνδεσης μεταξύ ζευγών παρατηρήσεων. Ένα ζεύγος παρατηρήσεων θεωρείται συνακόλουθο όταν και οι δυο τιμές αυτών βρίσκονται προς την ίδια κατεύθυνση και ανακόλουθο όταν οι τιμές των παρατηρήσεων διευθετούνται σε αντίθετες κατευθύνσεις. Έτσι για δυο ζεύγη παρατηρήσεων (Χ1, Υ1) και (Χ2, Υ2), τα ζεύγη κρίνονται συνακόλουθα όταν ισχύει Χ1 >Υ1 και Χ2 >Υ2 ή επίσης Χ1 <Υ1 και Χ2 <Υ2. Ανακόλουθα κρίνονται τα ζεύγη όταν ισχύει Χ1 <Υ1 και Χ2 >Υ2 ή επίσης Χ1 >Υ1 και Χ2 <Υ2. Ως παράδειγμα αναφέρεται η οργανοληπτική δοκιμή της αρεστότητας σε 4 διαφορετικούς τύπους άρτου (Α-Δ) από δυο δοκιμαστές Δ1 και Δ2 με τα ακόλουθα αποτελέσματα:
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			Ο πίνακας διαβαθμίζεται με βάση τις τιμές του πρώτου δοκιμαστή και ανασυγκροτείται ως εξής:
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			Το ζεύγος (1,4) συγκρίνεται με το ζεύγος (3,1) και προκύπτει ότι 1<3 και 4>1, άρα τα ζεύγη κρίνονται ανακόλουθα. Με τον τρόπο αυτό διενεργούνται όλες οι δυνατές συγκρίσεις ζευγών τα αποτελέσματα των οποίων αποτυπώνονται στον πίνακα 3.2. Από το σύνολο των συγκρίσεων προκύπτουν 2 συνακόλουθα ζεύγη (c) και 4 ανακόλουθα (d).
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			Πίνακας 3.2. Αποτελέσματα της σύγκρισης όλων των δυνατών συνδυασμών των ζευγών ανά δύο τη φορά.

			Διαγνωστικά κριτήρια της διωνυμικής παλινδρόμησης

			Η εγκυρότητα του επιλεγμένου μοντέλου ελέγχεται με τη γραφική απεικόνιση των υπολειμμάτων που υπολογίζονται με διάφορους τρόπους και με τη διενέργεια ελέγχων καλής προσαρμογής. Έτσι, ανιχνεύονται οι ανεξάρτητες μεταβλητές αν εμφανίζουν έλλειψη καλής προσαρμογής των στοιχείων τους, αν επηρεάζουν σημαντικά τους συντελεστές παλινδρόμησης και ακόμα αν περιέχουν στοιχεία που δρουν διαστρεβλωτικά στη συμπεριφορά των υπολειμμάτων (εμφάνιση ακραίων τιμών). Υψηλές τιμές των κριτηρίων αυτών ειδοποιούν για πιθανή έλλειψη καλής προσαρμογής των στοιχείων στο μοντέλο. 

			
					Κριτήρια που ελέγχουν την καλή προσαρμογή των ανεξάρτητων μεταβλητών:α) Τα υπολείμματα Pearson (rj) μετρούν την απόσταση μεταξύ της παρατηρούμενης και προσαρμοσμένης τιμής
β) Τα τυποποιημένα υπολείμματα του Pearson μετρούν ό,τι και τα προηγούμενα, προέρχονται όμως ως πηλίκο των στοιχείων δια της τυπικής απόκλισης των τιμών των μεταβλητών. 
γ) Τα υπολείμματα των αποκλίσεων (dj) με παρόμοια ελεγκτική συμπεριφορά όπως και τα προηγούμενα.
δ) Τα υπολείμματα Δχ2 τα οποία προκύπτουν ως μεταβολές του κριτηρίου χ2 του Pearson, όταν εκάστοτε αφαιρείται μια παρατήρηση από το σύνολο των ανεξάρτητων μεταβλητών και ελέγχεται η επίδρασή της στα υπόλοιπα στοιχεία. 
ε) Τα υπολείμματα ΔD τα οποία προκύπτουν ως μεταβολές του κριτηρίου απόκλισης D όταν αφαιρείται εκάστοτε μια παρατήρηση από το πλήθος των ανεξάρτητων μεταβλητών και ελέγχεται η επίδραση της αφαιρούμενης επί των υπόλοιπων στοιχείων. 


					Κριτήρια που ελέγχουν το μέγεθος της επίδρασης των ανεξάρτητων μεταβλητών στη διαμόρφωση των τιμών των συντελεστών της παλινδρόμησης:α) Το κριτήριο Δβ το οποίο μετρά μεταβολές στους συντελεστές, όταν μια παρατήρηση απομακρύνεται από το μοντέλο και βασίζεται υπολογιστικά στα υπολείμματα Pearson. 
β) Το τυποποιημένο κριτήριο Δβ το οποίο συμπεριφέρεται όπως και το προηγούμενο, αλλά προέρχεται υπολογιστικά από τα τυποποιημένα υπολείμματα Pearson.


					Οι τιμές μόχλευσης – επιρροής (leverages) hi οι οποίες ελέγχουν αν και πόσο ασυνήθιστες προβλέπουσες τιμές εμφανίζονται στο μοντέλο των ανεξάρτητων μεταβλητών. Η έννοια των συντελεστών επιρροής αναπτύχθηκε στο κεφάλαιο της πολλαπλής γραμμικής παλινδρόμησης και έχει ανάλογη ερμηνεία, με τη διαφορά ότι εδώ οι τιμές μόχλευσης εξαρτώνται τόσο από τις τιμές της εξαρτημένης μεταβλητής όσο και από εκείνες των ανεξάρτητων. Κυμαίνονται μεταξύ 0 και 1 και υψηλές τιμές μπορεί να σημαίνουν την ύπαρξη παρατηρήσεων με σημαντική επίδραση στην αξιοπιστία του μοντέλου. Συνήθως οι συντελεστές συγκρίνονται με την τιμή αναφοράς 3p/n (p=αριθμός των ανεξάρτητων όρων στο μοντέλο +1 και n=αριθμός παρατηρήσεων) και αν υπάρχουν κάποιοι μεγαλύτεροι αυτής τότε θεωρούνται ύποπτες τιμές.

			

			Συνήθως επιλέγονται τα κριτήρια Δχ2 και ΔD και ελέγχονται γραφικά (ως Υ) θέτοντας στον άξονα Χ τον αύξοντα αριθμό των παρατηρήσεων ή τις εκτιμώμενες τιμές των πιθανοτήτων (Σχ. 3.2). Ακραίες τιμές αντιστοιχούν στα σημεία που εμφανίζονται απομονωμένα των υπολοίπων στις άνω γωνίες των δύο γραφημάτων και, από ποσοτικής πλευράς, όσες τιμές είναι μεγαλύτερες της θεωρητικής 3,841. Με παρόμοιο γραφικό τρόπο ελέγχονται και οι συντελεστές μόχλευσης. 

			3.3 Πολλαπλή Τακτική Παλινδρόμηση 

			Η πολλαπλή τακτική παλινδρόμηση (Ordinal regression) επιλέγεται στις περιπτώσεις όπου η εξαρτημένη μεταβλητή διακρίνεται σε περισσότερες από δύο κατηγορίες οι οποίες δύνανται να διαβαθμιστούν με κάποια λογική έννοια, όπως η προτίμηση ενός προϊόντος με βαθμολόγηση της μορφής αποδέχομαι καθόλου, λίγο, αρκετά, πολύ, αντιστοιχώντας ακέραιους με αυξητική κλίμακα (1,2,3,4,5) η ηλικία των ασθενών διακρινόμενη σε ανήλικα, ενήλικα και υπερήλικα άτομα. 

			Θα πρέπει να αποφεύγεται η χρησιμοποίηση της τακτικής παλινδρόμησης στη θέση της κλασικής γραμμικής παλινδρόμησης, για το λόγο ότι οι τακτικές τιμές, στη θέση συνεχών τής εξαρτημένης μεταβλητής παραβιάζει τις υποθέσεις της παλινδρόμησης με τη μέθοδο ελάχιστων τετραγώνων (Garson 2011). Αφού δεν μπορεί να καθοριστεί η προσεγγισιμότητα των τακτικών τιμών της εξαρτημένης μεταβλητής ως προς τη μετρική κλίμακα ισοδιαστημάτων, η χρησιμοποίησή της στην κλασική γραμμική παλινδρόμηση είναι υπό αμφισβήτηση, παρόλο που πολλοί ερευνητές δεν το αποφεύγουν, ιδιαίτερα όταν ο αριθμός των κατηγοριών της μεταβλητής είναι μεγάλος (7 ή και 5 ακόμη). Η αμφισβήτηση είναι αντίστοιχη με αυτή που εγείρεται κατά τη χρησιμοποίηση τακτικών μεταβλητών της κλίμακας Likert, στη γραμμική παλινδρόμηση, την παραγοντική ανάλυση, την ανάλυση συστάδων, τη διακριτική ανάλυση, κ.α.) οι οποίες προϋποθέτουν κλίμακες ισοδιαστημάτων, με την αποδοχή της ισότητας των αποστάσεων μεταξύ των σημείων της τακτικής κλίμακας.

			3.3.1 Χαρακτηριστικά της τακτικής παλινδρόμησης

			Πιθανότητα έκβασης

			Αυτή εκφράζεται ως pk όπου k=1,2...Κ διαβαθμίσεις και ισχύει,
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			  όπου 
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			Αθροιστική πιθανότητα έκβασης

			Εκφράζει την πιθανότητα μια απόκριση να εμπίπτει σε μια διαβάθμιση k,
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			Οι αθροιστικές πιθανότητες έκβασης αντιπροσωπεύουν την κατάταξη της απόκρισης. Για ένα μοντέλο με k διαβαθμίσεις 1,2...K θα ισχύει,
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			Επειδή το άθροισμα των πιθανοτήτων ισούται με 1 δεν μπορεί εκ των πραγμάτων να υπολογιστεί η πιθανότητα της τελευταίας κατηγορίας. Έτσι, οι λογάριθμοι των πιθανοτήτων επιτυχημένης έκβασης για k-1 αθροιστικές πιθανότητες, δίνονται ως
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			Έννοια της συνάρτησης συνδέσμου

			Υπό τον όρο αυτό νοείται ο μη γραμμικός μετασχηματισμός των προβλεπόμενων τιμών με τρόπο ώστε η κατανομή των νέων τιμών να εντάσσεται σε μία από γνωστές κατανομές οικογένεια δίνοντας έτσι τη δυνατότητα στη συνάρτηση συνδέσμου (link function) να προβλέπει άριστα την απόκριση μιας εξαρτημένης μεταβλητής ως μη γραμμικό αποτέλεσμα ενός πλήθους ανεξάρτητων (Σιάρδος 2005). Οι συναρτήσεις που χρησιμοποιούνται ειδικά στις τακτικές παλινδρομήσεις αναφέρονται:

			α) Ο λογαριθμικός λόγος των πιθανοτήτων (logit): f(z)= log[z/(1-z)], ο οποίος ενδείκνυται όταν οι παρατηρούμενες συχνότητες των διαβαθμίσεων κατανέμονται ομοιόμορφα μεταξύ τους και αποτελεί τη συχνότερη επιλογή.

			β) Η συμπληρωματική διλογαριθμική (complementary log-log): f(z)= log[-log(1-z)], επιλέγεται όταν οι συχνότητες στις υψηλότερες διαβαθμίσεις είναι πολυπληθέστερες απ’ ό,τι στις χαμηλότερες.

			γ) Η αρνητική διλογαριθμική (negative log-log): f(z)= -log[-log(z)], χρήσιμη όταν οι συχνότητες των χαμηλότερων διαβαθμίσεων υπερτερούν συγκριτικά των υψηλότερων. 

			δ) Η αθροιστική πιθανομονάδων (cumulative probit): f(z)= Φ-1(z), η οποία αποτελεί το αντίστροφο της αθροιστικής κανονικής κατανομής και επιλέγεται όταν οι διαβαθμίσεις της εξαρτημένης τακτικής μεταβλητής ακολουθούν την κανονική κατανομή. 

			ε) Η αντίστροφη μορφή της Couchy (Cauchit): f(z)= tan [p(z-0,5)], η οποία επιλέγεται όταν ανιχνεύονται πολλές εξωκείμενες τιμές.

			Οι τρεις πρώτες συναρτήσεις συνδέσμου επιλέγονται συχνότερα από τις υπόλοιπες, έχουν συνήθως όμοια συμπεριφορά στα μετασχηματισμένα στοιχεία, πλην όμως, παρατηρούνται μερικές φορές διαφοροποιήσεις ως προς την αποτελεσματικότητά τους. 

			Συντελεστές παλινδρόμησης

			Η τεχνική ασπάζεται τα μοντέλα με αναλογικές πιθανότητες έκβασης, πράγμα που σημαίνει ότι οι ανεξάρτητες μεταβλητές ασκούν ισοδύναμο αποτέλεσμα σε όλες τις k-1 διαβαθμίσεις της εξαρτημένης μεταβλητής. Ο συντελεστής κάθε ανεξάρτητης μεταβλητής και για συγκεκριμένη κατηγορία k της εξαρτημένης, εκφράζει τη μεταβολή του λογαρίθμου της απόκρισης σε αυτή την κατηγορία συγκρινόμενη ως προς την κατηγορία αναφοράς Κ. Οι υπολογισμοί των συντελεστών πραγματοποιούνται με τη μέθοδο της εκτίμησης της μέγιστης πιθανότητας (MLE). 

			Το τυπικό σφάλμα των συντελεστών ακολουθεί τους κανόνεςτης διωνυμικής παλινδρόμησης. 

			Η σημαντικότητα κάθε συντελεστή βi και συνεπώς της αντίστοιχης προβλέπουσας ανεξάρτητης μεταβλητής ελέγχεται από τη σχέση,
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			και της εκάστοτε σταθερής παραμέτρου 
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			Tιμές z≥1,96 δηλώνουν στατιστική σημαντικότητα σε επίπεδο σφάλματος 0,05 (βi≠0).

			Τα 95% όρια εμπιστοσύνης των συντελεστών υπολογίζονται από τη σχέση βi­±z0,05/2°SE. Τα αντίστοιχα όρια εμπιστοσύνης του λόγου των πιθανοτήτων έκβασης προκύπτουν ως αντιλογάριθμοι του κατώτερου και ανώτερου ορίου της προηγούμενης σχέσης. Τα δύο όρια περιέχουν ένα εύρος μέσα στο οποίο ο λόγος των πιθανοτήτων έκβασης εκφράζεται με οποιαδήποτε τιμή.

			Λόγος των πιθανοτήτων επιτυχημένης έκβασης

			Για κάθε ανεξάρτητη μεταβλητή εκτιμάται μία μόνο παράμετρος και ένας λόγος πιθανοτήτων, για τον υπολογισμό του οποίου χρησιμοποιούνται οι αθροιστικές πιθανότητες. Έτσι, για μια ανεξάρτητη μεταβλητή Χ με Χ1 και Χ2 κατηγορίες ο αθροιστικός λόγος των πιθανοτήτων θα ισούται με 
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			Λογαριθμική πιθανότητα έκβασης

			Χρησιμεύει για τη σύγκριση δυο μοντέλων που διαφέρουν κατά μία ανεξάρτητη μεταβλητή εισόδου π.χ. στο ένα μοντέλο εισάγονται 3 μεταβλητές και στο άλλο 3+1. Αν θεωρήσουμε ότι στην τακτική παλινδρόμηση υπάρχουν n ανεξάρτητες κατηγορικές μεταβλητές με k κατηγορίες η καθεμία, τότε η συνεισφορά κάθε παρατήρησης yi στη λογαριθμική πιθανότητα έκβασης, θα εκφράζεται με
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			όπου yi=(yi1,...yik) ενώ ισχύει Σjyij=mj για κάθε παρατήρηση i, pik η πιθανότητα της i παρατήρησης για την κατηγορία k. 

			H ολική λογαριθμική πιθανότητα έκβασης ισούται με το άθροισμα των συνεισφορών όλων των παρατηρήσεων,
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			Κριτήριο ελέγχου της ισότητας των κλίσεων

			Το κριτήριο G (λογαριθμικό κριτήριο των πιθανοτήτων) ελέγχει τη στατιστική σημαντικότητα μεταξύ ενός μοντέλου με παρούσες μόνο τις σταθερές παραμέτρους β0 και του μοντέλου με όλους τους συντελεστές των ανεξάρτητων μεταβλητών και εξετάζει αν όλοι οι συντελεστές είναι ίσοι με 0. Ο έλεγχος G θα πρέπει να δίνει στατιστικά σημαντικό αποτέλεσμα (p<0,05) έτσι ώστε να ισχύει ότι ένας τουλάχιστον συντελεστής διαφέρει από το 0 και συνεπώς υπάρχει ενδεχόμενο να εφαρμόζεται κάποιο λογιστικό μοντέλο. 

			Έλεγχοι καλής προσαρμογής του μοντέλου

			
					Ο έλεγχος χ2 του Pearson βασίζεται στην εκτίμηση των υπολειμμάτων και ακολουθεί τη σχέση [image: 57.png]
rj = το υπόλειμμα Pearson της κατηγορίας j 
m= o αριθμός των παρατηρούμενων δοκιμών (προσπαθειών) στην κατηγορία j
pj(0)= πιθανότητα που αντιστοιχεί στη μηδενική υπόθεση (δεν υπάρχει διαφορά μεταξύ των παρατηρούμενων και αναμενόμενων τιμών)


					Ο έλεγχος της απόκλισης D, 
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			o οποίος έχει j-(p+1) βαθμούς ελευθερίας, όπου j είναι ο αριθμός των διακριτών κατηγοριών των ανεξάρτητων μεταβλητών και p ο αριθμός των ανεξάρτητων μεταβλητών και pik είναι η πιθανότητα της i παρατήρησης για την κατηγορία k.

			Το κριτήρια χ2 του Pearson και της απόκλισης D δείχνουν πόσο καλά ταιριάζει το επιλεγμένο μοντέλο στα στοιχεία της μελέτης. Υψηλές τιμές των κριτηρίων όταν αντιστοιχούν σε ακριβή πιθανότητα σφάλματος p<0,05 δείχνουν ότι το μοντέλο δεν περιγράφει επαρκώς τα στοιχεία. 

			Τα δυο παραπάνω κριτήρια μειονεκτούν όταν ο αριθμός των κατηγορικών τιμών (ονομαστικών ή διαβαθμισμένων) της ανεξάρτητης μεταβλητής προσεγγίζει τον αριθμό των παρατηρήσεων, υπερέχουν όμως όταν υπάρχουν επαναληπτικές παρατηρήσεις για καθεμία κατηγορία της μεταβλητής. 

			Μετρήσεις συνάφειας των στοιχείων

			Αν υποθέσουμε ότι η μεταβλητή απόκρισης έχει τρεις διαβαθμίσεις 1, 2 και 3, τότε υπολογίζουμε όλα τα ζεύγη κάθε παρατήρησης με απόκριση 1 με κάθε παρατήρηση με αποκρίσεις 2 και 3, κατόπιν όλα τα ζεύγη κάθε παρατήρησης με απόκριση 2 με κάθε παρατήρηση με αποκρίσεις 1 και 3 κοκ. Ο συνολικός αριθμός των παραγόμενων ζευγών είναι ίσος με το γινόμενο του αριθμού των παρατηρήσεων με διαβάθμιση 1 επί τον αριθμό των παρατηρήσεων με διαβάθμιση 2 συν το αντίστοιχο γινόμενο του αριθμού των παρατηρήσεων με διαβάθμιση 2 επί τον αριθμό των παρατηρήσεων με διαβάθμιση 1 και 3 συν το γινόμενο του αριθμού των παρατηρήσεων με διαβάθμιση 3 επί τον αριθμό των παρατηρήσεων με διαβάθμιση 2 και 3. 

			Στη συνέχεια υπολογίζονται οι αθροιστικές προβλεπόμενες πιθανότητες για κάθε παρατήρηση και συγκρίνονται αυτές με κάθε ζεύγος παρατηρήσεων. Για κάθε ζεύγος που περιέχει τη μικρότερη διαβάθμιση (δηλαδή την 1), ένα ζεύγος θεωρείται συνακόλουθο αν η αθροιστική πιθανότητα μέχρι τη διαβάθμιση 1 είναι μεγαλύτερη για την παρατήρηση που αντιστοιχεί στη διαβάθμιση 1 από την παρατήρηση που αντιστοιχεί σε μεγαλύτερη διαβάθμιση. Για ζεύγη με υψηλότερες διαβαθμίσεις (δηλαδή ζεύγη με 2 και 3), ένα ζεύγος κρίνεται συνακόλουθο αν η αθροιστική πιθανότητα μέχρι τη διαβάθμιση 2 είναι ανώτερη για την παρατήρηση με τη διαβάθμιση 2 απ’ ό,τι με την παρατήρηση με διαβάθμιση 3. Ένα ζεύγος κρίνεται ανακόλουθο όταν ισχύει η προηγούμενη διαδικασία αλλά με αντίστροφο συλλογισμό. Τέλος, ένα ζεύγος κρίνεται ισοψήφιο όταν οι παρατηρήσεις έχουν ίσες αθροιστικές πιθανότητες.

			Τρία στατιστικά κριτήρια παρέχουν ένδειξη του μέτρου συνάφειας των στοιχείων και έχουν αναφερθεί στη διωνυμική κατανομή. Είναι ο δείκτης D του Somers, ο δείκτης Gamma των Goodman-Kruskal και ο δείκτης Tau-a του Kendall. Οι δείκτες αυτοί κυμαίνονται μεταξύ -1 και 1 και τιμές κοντά στο ±1 δηλώνουν ότι το μοντέλο παρέχει καλύτερη προβλεπτική αξία. 

			3.4 Πολλαπλή Ονομαστική Παλινδρόμηση 

			Επιλέγεται στις περιπτώσεις όπου η εξαρτημένη μεταβλητή είναι ονομαστική και περιέχει οπωσδήποτε περισσότερες από δύο αδιαβάθμητες κατηγορίες (π.χ. περιοχές μιας επικράτειας, τυριά ποικίλης προέλευσης, φυτικά είδη ενός υγρότοπου, υποστρώματα ιζήματος κτλ.). 

			Η τεχνική, γνωστή και ως πολυμερής ή πολυωνυμική παλινδρόμηση, παραδέχεται ότι κάθε ανεξάρτητη μεταβλητή έχει μία μόνο τιμή για κάθε παρατήρηση και ότι η εξαρτημένη δεν μπορεί να προβλεφτεί άριστα από μία μόνο ανεξάρτητη μεταβλητή για καθεμία παρατήρηση. Οι ανεξάρτητες μεταβλητές θα πρέπει να μη συσχετίζονται ισχυρά μεταξύ τους, να υπάρχει δηλαδή έλλειψη πολυσυγγραμμικότητας. Στα μοντέλα όπου η εξαρτημένη μεταβλητή έχει τη μορφή θεμάτων πολλαπλής επιλογής (multiple choice items), με τη δυνατότητα επιλογής περισσότερων της μιας κατηγοριών τη φορά, η τεχνική προϋποθέτει ότι ισχύει η ανεξαρτησία των λοιπών μη σχετικών εναλλακτικών επιλογών. 

			Τα μοντέλα της ονομαστικής λογιστικής παλινδρόμησης εκπροσωπούνται από μία εξαρτημένη μεταβλητή με περισσότερες από δυο κατηγορίες, αποτελούν δηλαδή προέκταση της διχοτομικής παλινδρόμησης και περιγράφονται από την εξίσωση,

			 [image: 59.png]

			όπου j=2,3...J και i=1,2...N και η πιθανότητα pij= P(Y=j|x) προκύπτει ως
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			όπου xι είναι το διάνυσμα των ανεξάρτητων μεταβλητών. Οι άγνωστες παράμετροι βj υπολογίζονται με την εκτίμηση της μέγιστης πιθανοφάνειας (MLE). 

			Στην πολυμερή λογιστική παλινδρόμηση, μία από τις κατηγορίες της εξαρτημένης μεταβλητής επιλέγεται ως βασική ή προς σύγκριση ή αλλιώς κατηγορία αναφοράς (baseline category). Χωριστές αναλογίες πιθανοτήτων εκτιμώνται για όλες τις ανεξάρτητες μεταβλητές για καθεμία κατηγορία της εξαρτημένης, εκτός από τη βασική η οποία αποκλείεται από περαιτέρω ανάλυση. Ο εκθετικός συντελεστής β εκφράζει τη μεταβολή της επιτυχημένης πιθανότητας καθεμίας κατηγορίας συγκρινόμενη με τη βασική, όταν κάθε ανεξάρτητη μεταβλητή μεταβάλλεται κατά μια μονάδα. 

			Έτσι, για τις κατηγορίες Υ=0, Υ=j και Υ=J (όπου J είναι η τελευταία κατηγορία) θα προκύψουν οι εξισώσεις,
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			Τα ονομαστικά λογιστικά μοντέλα θεωρούν ότι οι πολυμερείς μετρήσεις σε κάθε διαφορετικό συνδυασμό των ανεξάρτητων μεταβλητών είναι ανεξάρτητες.

			Ο μέγιστος αριθμός των ανεξάρτητων μεταβλητών θα πρέπει να είναι σημαντικά μικρότερος κατά την πολυωνυμική παλινδρόμηση συγκρινόμενος με αυτόν στη γραμμική, αφού η κατηγοριοποίηση της εξαρτημένης μεταβλητής στην πολυωνυμική παλινδρόμηση σημαίνει περιορισμό σε παροχή πληροφοριών.

			Για την εφαρμογή της πολυωνυμικής λογιστικής παλινδρόμησης, υποστηρίζεται η ανάγκη ύπαρξης μεγάλου μεγέθους δείγματος παρατηρήσεων (τουλάχιστον 50 παρατηρήσεις ανά ανεξάρτητη μεταβλητή) για την ακρίβεια του ελέγχου των υποθέσεων, ιδιαίτερα όταν η εξαρτημένη μεταβλητή έχει πολλές ομάδες. Αναλυτική αναφορά στις ιδιότητες των ονομαστικών μεταβλητών δίνεται από το σύγγραμμα του Reynolds (1984). 

			3.4.1 Χαρακτηριστικά της μεθόδου

			Πιθανότητα επιτυχημένης έκβασης

			Αν θεωρήσουμε μια μεταβλητή απόκλισης με τρεις κατηγορίες 1, 2 και 3 και κατηγορία αναφοράς την 3 τότε οι δεσμευμένες πιθανότητες προκύπτουν ως
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			όπου Pk(X)=p(y=k|X) για k=1,2,3. Κάθε πιθανότητα είναι αποτέλεσμα του ανύσματος 2(p+1) παραμέτρων και β’=(β’1, β’2). 

			Το μοντέλο με τις τρεις παραπάνω κατηγορίες απόκρισης (κατηγορία αναφοράς η με αριθμό 3) περιγράφεται από την εξίσωση της λογαριθμικής πιθανότητας έκβασης:
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			Κριτήριο ελέγχου της ισότητας των κλίσεων

			Το κριτήριο G εξετάζει αν όλοι οι συντελεστές των ανεξάρτητων μεταβλητών ισούνται με 0. Όταν το κριτήριο G είναι στατιστικά σημαντικό (p<0,05) τότε δηλώνει ότι ένας τουλάχιστον συντελεστής διαφέρει από το 0 και άρα μπορεί να προσαρμοστεί κάποιο λογιστικό μοντέλο. 

			Συντελεστές παλινδρόμησης

			Με παρούσες k κατηγορίες της εξαρτημένης μεταβλητής εκτιμώνται k-1 παράμετροι για κάθε ανεξάρτητη μεταβλητή. Οι δράσεις διαφέρουν ανάλογα με την κατηγορία απόκρισης συγκρινόμενες με την κατηγορία αναφοράς. Κάθε λογαριθμικός λόγος πιθανοτήτων παρέχει τις εκτιμώμενες (προσαρμοσμένες) διαφορές μιας κατηγορίας απόκρισης ως προς την κατηγορία αναφοράς. Οι παράμετροι (συντελεστές) των k-1 εξισώσεων αφορούν λογαριθμικούς λόγους πιθανοτήτων χρησιμοποιώντας όλα τα λοιπά ζεύγη των κατηγοριών απόκρισης με τη μέθοδο της εκτίμησης της μέγιστης πιθανότητας. 

			Η σημαντικότητα των συντελεστών υπολογίζεται με βάση το κριτήριο Wald ως, 
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			και τα 95% όρια εμπιστοσύνης από την εξίσωση βkj ±z0,05/2°SE.

			Εναλλακτικά, και με περισσότερη αξιοπιστία, χρησιμοποιείται ο λογάριθμος του λόγου πιθανοφάνειας -2LL ο οποίος ελέγχει με τη βοήθεια του κριτηρίου χ2 την επίδραση καθεμίας ανεξάρτητης μεταβλητής στο τελικό μοντέλο και βασίζεται στη μεταβολή που επέρχεται στην τιμή -2LL με την απομάκρυνσης μιας εκάστοτε μεταβλητής. 

			Λόγος των πιθανοτήτων έκβασης

			Χρησιμοποιείται για την εκτίμηση της σχέσης μεταξύ εξαρτημένης και ανεξάρτητης μεταβλητής και παράγει πάντα θετική τιμή. Λόγος ίσος με 1 λαμβάνεται ως λόγος αναφοράς δηλαδή η τιμή θ=1 εκφράζει απουσία κάποιας σχέσης μεταξύ των δυο μεταβλητών Χ και Υ. Αν θ>1 τότε οι πιθανότητες επιτυχημένης έκβασης είναι υψηλότερες να συμβούν για τη συγκεκριμένη ανεξάρτητη μεταβλητή. Για παράδειγμα, αν ένα μοντέλο περιλαμβάνει k κατηγορίες της εξαρτημένης μεταβλητής και μία ανεξάρτητη, τότε ο λόγος των πιθανοτήτων έκβασης υποδεικνύει την επιτυχημένη πιθανότητα μιας κατηγορίας συγκρινόμενη με την κατηγορία αναφοράς. 

			Η παρακάτω εξίσωση περιγράφει το λόγο των πιθανοτήτων μιας εξαρτημένης κατηγορικής μεταβλητής με τρεις κατηγορίες και μιας ανεξάρτητης κατηγορικής με δύο κατηγορίες, α και β:
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			Έλεγχοι καλής προσαρμογής του μοντέλου

			Στην ονομαστική παλινδρόμηση υπολογίζονται, όπως και στις προηγούμενες τεχνικές, τα κριτήρια χ2 του Pearson και της απόκλισης D των παρατηρήσεων (παρατηρούμενες-εκτιμώμενες) και θεωρούνται αξιόπιστες μόνον όταν υπάρχουν πολλές παρατηρήσεις για κάθε συνδυασμό των ανεξάρτητων μεταβλητών. Υψηλές τιμές χ2 δηλώνουν μοντέλο μη επαρκώς προσαρμοσμένο στα στοιχεία της ανάλυσης. 

			Οι συντελεστές πολλαπλού προσδιορισμού τύπου R2, ή αλλιώς ψευδο-συντελεστές R2, αποτελούν διαφορετική προσέγγιση εκτίμησης της καλής προσαρμογής του μοντέλου παρέχοντας ερμηνεία παρόμοια με εκείνη της γραμμικής παλινδρόμησης, δηλαδή εκφράζουν το ποσοστό της διακύμανσης που επεξηγείται από τις ανεξάρτητες μεταβλητές. Εξ αυτών, ο συντελεστής R2 των Aldrich and Nelson χρησιμοποιείται σε διμερείς και πολυμερείς λογιστικές παλινδρομήσεις αδυνατώντας πάντως να προσεγγίσει το μέγιστο της τιμής R2, δηλαδή τη μονάδα. Δημοφιλέστερος θεωρείται ο συντελεστής R2 του McFadden, σχετική αναφορά του οποίου έγινε στην ενότητα 3.2.2. Ο έλεγχος αυτός στηρίζεται στην εκτίμηση του λογάριθμου της πιθανοφάνειας όπως επίσης και ο ψευδο-συντελεστής των Cox & Snell:
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			όπου n το πλήθος των παρατηρήσεων και οι παράμετροι LM και L0 αφορούν τις πιθανοφάνειες με παρούσες τις μεταβλητές και χωρίς αυτές αντίστοιχα. Ο δείκτης αυτός αδυνατεί επίσης να προσεγγίσει τη μονάδα και το πρόβλημα αυτό παρακάμπτεται με τη χρήση της τροποποιημένης εξίσωσης των Nagelkerke/Cragg & Uhle, ο οποίος επιτρέπει τη διακύμανση του δείκτη στο εύρος 0-1:
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			Επισημαίνεται ότι οι ψευδοσυντελεστές προσδιορισμού R2 θεωρούνται εσφαλμένως έλεγχοι της καλής προσαρμογής των μοντέλων αφού στην πραγματικά επιζητούν να εκτιμήσουν την ένταση σχέσης που αναπτύσσεται μεταξύ της εξαρτημένης και των ανεξάρτητων μεταβλητών. Ένεκα αυτής της διάστασης μερικές φορές παρατηρείται αναντιστοιχία στην εκτίμηση των αποτελεσμάτων. 

			Διαγνωστικά κριτήρια της ονομαστικής παλινδρόμησης

			Η καλή προσαρμογή του μοντέλου υποβοηθείται επίσης και με την εξέταση των τυποποιημένων υπολειμμάτων rj του Pearson της απόκλισης D, συνηθέστερα όμως με τη διαγραμματική μεταβολή των κριτηρίων Δχ2 και ΔD και τον αύξοντα αριθμό των παρατηρήσεων ή τις εκτιμώμενες τιμές των πιθανοτήτων, όπως περιγράφηκαν στη διωνυμική παλινδρόμηση (ενότητα 3.2.2).

			Ταξινόμηση παρατηρήσεων

			Ας υποθέσουμε ότι αξιολογήθηκε επαρκώς ένα μοντέλο πολυωνυμικής παλινδρόμησης με τρεις κατηγορίες παρούσες στην εξαρτημένη μεταβλητή ως αποτέλεσμα της δράσης δύο ανεξάρτητων μεταβλητών. Τότε, είναι εφικτή, με βάση τους συντελεστές παλινδρόμησης, η εκτίμηση της πιθανότητας που έχει ένα άτομο (παρατήρηση) να ανήκει σε κάποια από τις τρεις κατηγορίες της εξαρτημένης, εφαρμόζοντας την εξίσωση (και αντιλογαριθμώντας τις τιμές j):
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			όπου P είναι η εκτιμώμενη πιθανότητα για τις κατηγορίες 1 και 2 (η τρίτη τίθεται ως κατηγορία αναφοράς). Η κατηγορία που εμφανίζει την υψηλότερη πιθανότητα θεωρείται να αντιπροσωπεύει το συγκεκριμένο άτομο.

			Με τον τρόπο αυτό υπολογίζονται οι εκτιμώμενες πιθανότητες για όλα τα άτομα να ανήκουν σε μία από τις τρεις κατηγορίες. Γεννιέται όμως το ερώτημα πόσο ορθά έχει πραγματοποιηθεί η ταξινόμηση αυτή αν ληφθεί υπόψη ο βαθμός ταύτισης του αριθμού των προβλεπόμενων παρατηρήσεων με τις εμπειρικές στις κατηγορίες της εξαρτημένης μεταβλητής. Για το λόγο αυτό, καταρτίζεται ένας διασταυρωτός πίνακας δυο κατευθύνσεων ο οποίος περιέχει στα κελιά τις συχνότητες ορθής αντιστοίχησης ανά κατηγορία των προβλεπόμενων (στήλες) και παρατηρούμενων (σειρές). Το ποσοστό των ορθώς προβλέψιμων ανά κατηγορία υπολογίζεται επίσης είτε ατομικά σε κάθε κελί είτε και συνολικά ως αθροίσματα σειρών και στηλών. Όσο μεγαλύτερο ποσοστό ταυτίζεται τόσο πιο αξιόπιστο αναμένεται το μοντέλο πολυωνυμικής παλινδρόμησης. 

			Η ταξινόμηση των παρατηρήσεων αποτελεί μέτρο εκτίμησης της καλής προσαρμογής του προτεινόμενου μοντέλου, η αξιοπιστία του όμως ενδέχεται να υποβαθμίζεται στην παρουσία άνισου αριθμού παρατηρήσεων μεταξύ των κατηγοριών και συνεπώς θα πρέπει να συνεκτιμάται με τα υπόλοιπα κριτήρια αξιολόγησης της προσαρμογής του μοντέλου. 

			3.5. Μελέτες περιπτώσεων πολλαπλής λογιστικής παλινδρόμησης

			Οι αναλύσεις επιμελήθηκαν με τη βοήθεια των προγραμμάτων STATISTICA 12.0 (βηματική παλινδρόμηση) και MINITAB 16.0

			Σε μια έρευνα σχετική με την ένταξη παιδιών με ειδικές εκπαιδευτικές ανάγκες στο Γενικό Σχολείο (Πέννα, 2008), ειδικά καταρτισμένα ερωτηματολόγια δόθηκαν σε όλους τους δασκάλους της ευρύτερης περιφέρειας μιας επικράτειας και επεστράφησαν 421 πλήρως συμπληρωμένα. Στο ερωτηματολόγιο του πίνακα 3.3 αναφέρονται μόνο τα κριτήρια και οι κλίμακες μέτρησής τους που αφορούν αποκλειστικά αναλύσεις της λογιστικής παλινδρόμησης. 

			Στην έρευνα αυτή εξετάζονται δυο μοντέλα διδασκαλίας αναφορικά με τον αριθμό ενσωμάτωσης μαθητών Μ.Ε.Α. (με ειδικές ανάγκες) στα γενικά σχολεία:

			Στο πρώτο μοντέλο προτείνεται η παρουσία 4-5 μαθητών Μ.Ε.Α. ανά 10 μαθητές σε κάθε τάξη και δύο δάσκαλοι παρόντες αμφότεροι της γενικής αγωγής.

			Στο δεύτερο μοντέλο προτείνεται η παρακολούθηση 18 μαθητών μαζί με 1-2 μαθητές Μ.Ε.Α. με την παρουσία δύο δασκάλων στην τάξη, ένας από τη γενική και ένας από την ειδική αγωγή.

			Τέσσερις ερωτήσεις (κριτήρια) προσδιορίστηκαν ως βασικές μεταβλητές απόκρισης από την, υπό διερεύνηση, δράση των λοιπών ερωτήσεων του ερωτηματολογίου:

			Η δυνατότητα υλοποίησης της φοίτησης μαθητών Μ.Ε.Α. στα γενικά σχολεία με πλήρη αποδοχή ή αποκλεισμό (κατεύθυνση μόνο στα ειδικά σχολεία) ή και αποδοχή μόνο όσων εμφανίζουν ελαφρές παθήσεις (κριτήριο Κ1 – ονομαστική μεταβλητή με τρεις κατηγορίες).

			Ο βαθμός αποδοχής μαθητών Μ.Ε.Α. σε τάξεις όπου διδάσκουν δάσκαλοι γενικής αγωγής (Κριτήριο Κ14- δίτιμη μεταβλητή)

			Ο βαθμός ετοιμότητας των δασκάλων γενικής/ειδικής αγωγής να διδάξουν σε μικτές τάξεις με βάση τις συνθήκες διδασκαλίας του Μοντέλου Ι (Κριτήριο Κ11Α- τακτική μεταβλητή με πέντε διαβαθμίσεις τύπου Likert).

			Ο βαθμός ετοιμότητας των δασκάλων γενικής/ειδικής αγωγής να διδάξουν σε μικτές τάξεις με βάση τις συνθήκες του μοντέλου ΙΙ (Κριτήριο Κ13- τακτική με πενταβάθμια κλίμακα τύπου Likert). 

			Τα υπόλοιπα κριτήρια αποτελούν τις ανεξάτητες μεταβλητές της μελέτης, από τις οποίες οι υποερωτήσεις Κ2, Κ8, Κ9 και Κ20 εξελήφθησαν ως ποσοτικές μεταβλητές (με πενταβάθμια κλίμακα τύπου Likert) και οι ερωτήσεις Κ15, Κ24 και Κ29 ως δίτιμες κατηγορικές.
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			Πίνακας 3.3. Ερωτηματολόγιο εκπαιδευτικών σχετικό με την ένταξη παιδιών Μ.Ε.Α. στο Γενικό Σχολείο. Αναφέρονται μόνο οι ερωτήσεις (κριτήρια) που έδειξαν στατιστική σημαντικότητα στις αναλύσεις της λογιστικής παλινδρόμησης. 

			Α. Διωνυμική λογιστική παλινδρόμηση

			Το κριτήριο Κ14 το οποίο αφορά τη διάθεση αποδοχής μαθητών Μ.Ε.Α. παλινδρομήθηκε ως εξαρτημένη μεταβλητή έναντι όλων των μεταβλητών, κατηγορικών και μη, που έδειξαν στατιστική σημαντικότητα. Επειδή το κριτήριο αυτό είναι κατηγορική μεταβλητή με δυο εκβάσεις (κατηγορίες) εφαρμόσθηκε η διωνυμική λογιστική παλινδρόμηση. 

			Σκοπός της μεθόδου είναι ο προσδιορισμός εκείνων των ανεξάρτητων μεταβλητών οι οποίες περιγράφουν πιο αντιπροσωπευτικά, δηλαδή επηρεάζουν σημαντικότερα την απόκριση της Κ14 με την τεχνική του λόγου των πιθανοτήτων έκβασης. Ο προσδιορισμός αυτών οριστικοποιήθηκε με τη βοήθεια της προοδευτικής απόρριψης των μεταβλητών (Backward elimination) όπου από το σύνολο των ανεξάρτητων μεταβλητών προέκυψαν ως σημαντικότερες αυτές του πίνακα 3.4. 

			Ο έλεγχος της ισότητας των κλίσεων (συντελεστών παλινδρόμησης) κατέδειξε ότι ένας τουλάχιστον συντελεστής διαφέρει από το 0 και άρα μπορεί να προσδιοριστεί μοντέλο παλινδρόμησης. 

			Ο έλεγχος χ2 της καλής προσαρμογής του Pearson έδωσε τιμή 50,97 με 45 βαθμούς ελευθερίας και το πηλίκο αυτών τιμή 1,13, η οποία προσεγγίζει ικανοποιητικά την μονάδα και έτσι το μοντέλο θεωρείται επαρκές (p<0,251). 

			Ο έλεγχος των αποκλίσεων (Deviance) έδειξε παρόμοια εικόνα. Την καλή προσαρμογή των στοιχείων τεκμηριώνει και ο έλεγχος των Hosmer-Lemeshow που δεν είναι στατιστικά σημαντικός (p=0,098). 

			Στον πίνακα 3.5 παρουσιάζονται οι αντιστοιχίες των παρατηρούμενων και εκτιμούμενων συχνοτήτων ανά κλάση πιθανότητας, οι οποίες δείχνουν ισχυρή προσέγγιση των τιμών, γεγονός που συνηγορεί στη μειωμένη απόκλιση μεταξύ τους. Η ποιότητα σύνδεσης του κριτηρίου Κ14 με τα ανεξάρτητα κριτήρια εκφράζεται από 71,3% συνακόλουθων ζευγών, ποσοστό που παρέχει ένδειξη ικανοποιητικής αξιοπιστίας στην πρόβλεψη του προτεινόμενου μοντέλου. Οι δείκτες σύνδεσης D του Somers και Gamma των Goodman-Kruskal κυμαίνονται στο 0,50, πράγμα που αποτελεί ένδειξη μέτριας προβλεπτικής αξίας του μοντέλου.

			Τα διαγνωστικά κριτήρια των υπολειμμάτων Δχ2 και ΔD απεικονίζονται στο σχήμα 3.2. Εύκολα συνάγεται ότι ορισμένες παρατηρήσεις έχουν τιμή μεγαλύτερη από 3,841, πράγμα που τις καθιστά ασυνήθεις και θα πρέπει να ελεγχθούν στο φύλο εργασίας σε ποια μεταβλητή ασκούν σημαντική επιρροή και να κριθούν ως ύποπτες τιμές ή μη.

			Οι ποσοτικές ανεξάρτητες μεταβλητές ελέγχονται ως προς το αποτέλεσμά τους στο μοντέλο της παλινδρόμησης, δηλαδή στην εξαρτημένη Υ, με βάση πρώτα τη στατιστική σημαντικότητά τους όπου θα πρέπει να ισχύει z≥1,96 (ή p≤0,05). Ακολούθως ελέγχονται με βάση την τιμή του λόγου των πιθανοτήτων ή και το πρόσημο των συντελεστών παλινδρόμησης. Μια ποσοτική μεταβλητή κρίνεται ότι έχει αυξητική (θετική) επιρροή όταν ο λόγος των πιθανοτήτων είναι μεγαλύτερος της μονάδας ή αλλιώς όταν ο συντελεστής εμφανίζει θετικό πρόσημο. Μια μεταβλητή κρίνεται ότι έχει αρνητικό αποτέλεσμα όταν ο λόγος των πιθανοτήτων είναι μικρότερος της μονάδας ή το πρόσημο του συντελεστή είναι αρνητικό.

			Οι ονομαστικές ανεξάρτητες μεταβλητές ελέγχονται με παρόμοιο τρόπο ως προς το αποτέλεσμά τους στην επιτυχημένη έκβαση της εξαρτημένης Υ. Σε αντίθεση με τις ποσοτικές, ο λόγος των πιθανοτήτων έκβασης ποσοτικοποιείται (π.χ. 3,23 φορές ισχυρότερο αποτέλεσμα) ως προς το μέγεθος της δράσης των ανεξάρτητων κατηγορικών. Γενικά, ο τρόπος έκφρασης των αποτελεσμάτων εντοπίζεται ως προς την επιτυχημένη απόκριση της Υ συγκρίνοντας το αποτέλεσμα της δράσης μιας κατηγορίας της ανεξάρτητης μεταβλητής αναφορικά με μια κατηγορία της ίδιας μεταβλητής η οποία εκλαμβάνεται ως βασική κατηγορία ή κατηγορία αναφοράς. Οι στατιστικές συγκρίσεις μεταξύ των κατηγοριών των ανεξάρτητων μεταβλητών έγιναν με κατηγορία αναφοράς το 0 (Απάντηση: ΟΧΙ, βλ. ερωτηματολόγιο) και πάντα συγκριτικά με την κατηγορία αναφοράς 1 (Απάντηση: ΝΑΙ) της Κ14 (Πίν. 3.4). Έτσι, προέκυψαν τα εξής αποτελέσματα: 

			Οι δάσκαλοι που έχουν παρακολουθήσει μαθήματα Ειδικής Αγωγής (Κ24) κατά τη διάρκεια των σπουδών τους έχουν 2,4 φορές μεγαλύτερη πιθανότητα να αποδεχθούν (Κ14) τους μαθητές Μ.Ε.Α. από εκείνους που δεν διαθέτουν. Οι εκπαιδευτικοί που θεωρούν ως επαρκή το χρόνο διδασκαλίας που διατίθεται στο σχολείο για την εκπαίδευση των μαθητών Μ.Ε.Α. (Κ15) έχουν 5,24 φορές μεγαλύτερη πιθανότητα να αποδεχθούν τους μαθητές Μ.Ε.Α. από εκείνους που πιστεύουν ότι ο χρόνος δεν επαρκεί. 

			Οι δάσκαλοι που πρόκειται να αντιμετωπίσουν με αίσθημα αποδοχής τους μαθητές Μ.Ε.Α. συμφωνούν περισσότερο με την άποψη του κριτηρίου Κ2_2 (λόγος πιθανοτήτων=1,99 μεγαλύτερος της μονάδας, άρα μεγαλύτερες τιμές διαβαθμίσεων μεγαλύτερη αποδοχή), ότι οι μαθητές χωρίς προβλήματα προσαρμόζονται βαθμιαία στην αποδοχή των ατομικών διαφορών των μαθητών Μ.Ε.Α. Οι δάσκαλοι που πρόκειται να αντιμετωπίσουν με αίσθημα αποδοχής τους μαθητές Μ.Ε.Α. συμφωνούν λιγότερο με την άποψη του κριτηρίου Κ8_3 (λόγος πιθανοτήτων=0,72 μικρότερος της μονάδας, άρα μικρότερες τιμές διαβαθμίσεων μικρότερη αποδοχή), ότι δηλαδή οι δάσκαλοι δυσκολεύονται στην τήρηση της εύρυθμης λειτουργίας στην τάξη.
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			Πίνακας 3.4. Στατιστικά αποτελέσματα από την εφαρμογή της διωνυμικής λογιστικής παλινδρόμησης με εξαρτημένη μεταβλητή το κριτήριο Κ14 και ανεξάρτητες τα κριτήρια Κ15, Κ24, Κ2_2 και Κ8_3. Οι ανεξάρτητες μεταβλητές επιλέχθηκαν από ένα σύνολο κριτηρίων με τη μέθοδο της προοδευτικής απόρριψης των μεταβλητών. 

			Η τιμή του ελέγχου καλής προσαρμογής των Hosmer-Lemeshow είναι μη στατιστικά σημαντική (p=0,098), επομένως αναμένεται μια σχετική αρμονία μεταξύ των παρατηρούμενων και αναμενόμενων τιμών στα δεκατημόρια του πίνακα 3.5. Η μεγαλύτερη απόκλιση εντοπίζεται στο 4ο δεκατημόριο σε αμφότερες τις κατηγορίες 0 και 1. Στην εγκυρότητα του μοντέλου συμβάλει και το γεγονός ότι οι μεγαλύτερες συχνότητες συγκεντρώνονται στα υψηλότερα δεκατημόρια της κατηγορίας 1, ενώ οι μικρότερες στα χαμηλότερα δεκατημόρια της κατηγορίας 0 πλην κάποιων εξαιρέσεων.

			Η αξιοπιστία του μοντέλου ελέγχεται επιπρόσθετα με τη γραφική απεικόνιση των υπολειμμάτων Δχ2 και ΔD με τους συντελεστές επιρροής (Σχ. 3.2).Στα γραφήματα εντοπίζονται μερικές ασυνήθιστες τιμές των υπολειμμάτων οι οποίες χρήζουν περαιτέρω διερεύνηση. 
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			Πίνακας 3.5. Έλεγχος των Hosmer-Lemeshow: Πίνακας καλής προσαρμογής των παρατηρούμενων και αναμενόμενων συχνοτήτων

			 [image: 2_16.png]

			 [image: 3_17.png]

			 [image: 4_15.png]

			 [image: 5_16.png]

			Σχήμα 3.2. Διαγνωστικά κριτήρια της αξιοπιστίας του προτεινόμενου μοντέλου. Οι αριθμοί στα γραφήματα αντιστοιχούν σε παρατηρήσεις στις οποίες το αποτέλεσμα των υπολειμμάτων έχει τιμή μεγαλύτερη από 3,841 και άρα σημαντική επιρροή στο μοντέλο (ασυνήθεις παρατηρήσεις).

			Β. Τακτική λογιστική παλινδρόμηση

			Το μοντέλο διδασκαλίας Ι προτάσσει την ένταξη 4-5 μαθητών Μ.Ε.Α. σε μία αίθουσα διδασκαλίας 10 περίπου μαθητών. Το κριτήριο Κ11_Α παλινδρομήθηκε ως εξαρτημένη μεταβλητή με τις κριτήρια Κ1, Κ14 και τις συνιστώσες των βαθμών δυσκολίας Κ9_Ι, Κ9_ΙΙ και Κ9_ΙΙΙ, εκλαμβανόμενες ως ανεξάρτητες ποσοτικές (για τον τρόπο επιλογής βλ. παρακάτω ανάλυση των κύριων συνιστωσών). Στο μοντέλο της παλινδρόμησης προστέθηκε και το κριτήριο Κ29, που αφορά την απόκτηση ειδικότητας στην Ειδική ή μη Αγωγή, λόγω της μεγάλης επιρροής που διαπιστώθηκε ότι διαθέτει στα κριτήρια της μελέτης. Προτιμήθηκε το μοντέλο της τακτικής λογιστικής παλινδρόμησης (Ordinal logistic regression) από το κλασικό μοντέλο της ποσοτικής παλινδρόμησης το οποίο υπάγεται σε μια μεγάλη ομάδα εφαρμογών γνωστών και ως «Γενικευμένα γραμμικά πρότυπα». Η πρώτη εκφράζει τους συντελεστές των ανεξάρτητων μεταβλητών ως λόγος των πιθανοτήτων έκβασης ο οποίος οδηγεί σε ποσοτική έκφραση των αποτελεσμάτων όταν υπάρχουν κατηγορικές εξαρτημένες μεταβλητές, πράγμα που αδυνατεί να εκφράσει το δεύτερο μοντέλο. 

			Η στατιστική σημαντικότητα των συμμετεχουσών ανεξάρτητων μεταβλητών εξετάστηκε με τη μέθοδο της προοδευτικής απόρριψης των μεταβλητών η οποία οδήγησε στην έξοδο των κριτηρίων Κ1 και Κ9_ΙΙ (Πίν. 3.6). 

			Ο έλεγχος χ2 της καλής προσαρμογής του Pearson έδωσε τιμή 535,28 με 524 βαθμούς ελευθερίας και το πηλίκο αυτών τιμή 1,02, η οποία προσεγγίζει ικανοποιητικά την μονάδα και έτσι το μοντέλο θεωρείται επαρκές (p<0,357). Ανάλογη εικόνα δίνουν και τα αποτελέσματα του κριτηρίου της απόκλισης D (Deviance). 

			Ο έλεγχος της ισότητας των κλίσεων έδειξε στατιστική σημαντικότητα (p<0,001), και έτσι τη δυνατότητα εφαρμογής μοντέλων παλινδρόμησης. 

			Το ποσοστό συνακολουθίας των ζευγών έφτασε το 72% των συνολικών ζευγών, το οποίο αποτελεί ικανοποιητική ένδειξη της αξιοπιστίας πρόβλεψης του προτεινόμενου μοντέλου. Οι δείκτες σύνδεσης της Υ με τις ανεξάρτητες Χ κυμάνθηκαν στο 0,45 και δείχνουν μέτρια προβλεπτική αξία. 

			Στην τακτική παλινδρόμηση μία διαβάθμιση της Υ ορίζεται ως επιτυχημένη απόκριση (έκβαση) και συνήθως επιλέγεται το ανώτερο ή κατώτερο σημείο της τακτικής κλίμακας, το 1 ή το 5 στην προκείμενη κλίμακα. 

			Οι ποσοτικές ανεξάρτητες μεταβλητές ελέγχονται ως προς το αποτέλεσμά τους στην εξαρτημένη Υ, με βάση πρώτα τη στατιστική σημαντικότητά τους (z≥1,96) και κατόπιν με βάση την τιμή του λόγου των πιθανοτήτων ή και το πρόσημο των συντελεστών παλινδρόμησης. Μια μεταβλητή κρίνεται ότι έχει αυξητική (θετική) επιρροή όταν ο λόγος των πιθανοτήτων είναι μεγαλύτερος της μονάδας ή αλλιώς όταν ο συντελεστής εμφανίζει θετικό πρόσημο. Το ίδιο ισχύει και για τις κατηγορικές μεταβλητές με τη μόνη διαφορά ότι σε αυτές ο λόγος των πιθανοτήτων έχει αναλογικό μέγεθος μεταβολής συγκρίνοντας κάθε κατηγορία με την κατηγορία αναφοράς. 

			Οι στατιστικές συγκρίσεις μεταξύ των κατηγοριών των ανεξάρτητων μεταβλητών έγιναν με κατηγορία αναφοράς το 2 για την Κ14 (Απάντηση: ανάλογα με την περίπτωση των ειδικών αναγκών, βλ. ερωτηματολόγιο) και την κατηγορία 1 (Γενική Αγωγή) για την Κ29 και πάντα συγκριτικά με τη διαβάθμιση αναφοράς 5 (απόλυτα έτοιμοι) της Κ11Α. Σύμφωνα με την ανάλυση του πίνακα 3.6 διαπιστώθηκε ότι:

			
					Οι δάσκαλοι που δέχονται να αντιμετωπίσουν με αίσθημα αποδοχής μαθητές Μ.Ε.Α. (Κ14) αισθάνονται απόλυτα έτοιμοι (Κ11Α) να εμφανίσουν 2,33 φορές μεγαλύτερη ετοιμότητα να διδάξουν σε τάξεις ένταξης (Κ11Α) από εκείνους που κρίνουν την αποδοχή των μαθητών ανάλογα με την περίπτωση των ειδικών αναγκών. 

					Οι δάσκαλοι με ειδίκευση στην Ειδική Αγωγή (Κ29) αισθάνονται απόλυτα έτοιμοι (Κ11Α) να διδάξουν σε τάξεις ένταξης με ετοιμότητα μεγαλύτερη κατά 2,84 φορές από εκείνη των δασκάλων Γενικής Αγωγής.

					Οι δάσκαλοι αναφορικά με τον 3ο βαθμό δυσκολίας ένταξης των μαθητών Μ.Ε.Α. (συνιστώσα Κ9_ΙΙΙ) αισθάνονται περισσότερο απόλυτα έτοιμοι να διδάξουν σε τάξεις ένταξης (λόγος πιθανοτήτων=2,61>1, άρα μεγαλύτερες τιμές συνιστώσας συνιστούν μεγαλύτερη απόλυτη ετοιμότητα). 

					Παρόμοια, οι δάσκαλοι σχετικά με τον 1ο βαθμό δυσκολίας ένταξης των μαθητών Μ.Ε.Α. (συνιστώσα Κ9_Ι) αισθάνονται περισσότερο απόλυτα έτοιμοι να διδάξουν σε τάξεις ένταξης (λόγος πιθανοτήτων=2,48>1, άρα μεγαλύτερες τιμές συνιστώσας συνιστούν μεγαλύτερη απόλυτη ετοιμότητα). Το συμπέρασμα που εξάγεται από τις δυο συνιστώσες αν και ηχεί παράδοξα τεκμηριώνεται από τα στοιχεία του παρακάτω πινακιδίου,
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			στο οποίο παρίστανται οι μέσες τιμές των βαθμών δυσκολίας ένταξης Κ9_Ι και Κ9_ΙΙΙ ανά κατηγορία διαβάθμισης της Κ11Α. Είναι εμφανής η ανοδική τάση αμφοτέρων των μέσων τιμών όσο ανεβαίνουμε από τη διαβάθμιση 1 προς την 5 και δηλώνει ότι οι δάσκαλοι αισθάνονται απόλυτα έτοιμοι να διδάξουν σε τάξεις άμεσης ένταξης μαθητών Μ.Ε.Α. με 1ο βαθμό δυσκολίας (Κ9_Ι, μέση τιμή 2,50) όπως και σε τάξεις με υπό όρους ένταξης μαθητών με 3ο βαθμό δυσκολίας (Κ9_ΙΙΙ, διαβάθμιση 5, μέση τιμή 1,89). Με δεδομένο δε ότι οι δάσκαλοι Ειδικής Αγωγής εμφανίζουν 2,84 φορές μεγαλύτερη ετοιμότητα να διδάξουν από τους δασκάλους Γενικής Αγωγής, εύκολα συνάγεται ότι η παραπάνω συμπεριφορά οφείλεται σχεδόν αποκλειστικά στους Ειδικής Αγωγής. 

			Σχετικά με το μοντέλο διδασκαλίας ΙΙ, το κριτήριο Κ13 έχει ακριβώς την ίδια ισχύ και αντίληψη με το κριτήριο Κ11Α του μοντέλου Ι και αφορά στην ετοιμότητα όλων των δασκάλων του δείγματος να δεχτούν 1-2 μαθητές Μ.Ε.Α. στη συνήθη σχολική τάξη.

			Το κριτήριο Κ13 παλινδρομήθηκε ως εξαρτημένη μεταβλητή με τα κριτήρια Κ1, Κ14 και τις συνιστώσες των βαθμών δυσκολίας Κ9_Ι, Κ9_ΙΙ και Κ9_ΙΙΙ, εκλαμβανόμενες ως ανεξάρτητες χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της τακτικής λογιστικής παλινδρόμησης. Στο μοντέλο της παλινδρόμησης προστέθηκε και το κριτήριο Κ29 επειδή είναι αυτό που διαχωρίζει το κριτήριο Κ13 σε δασκάλους Ειδικής και Ειδικής Αγωγής. 
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			Πίνακας 3.6. Στατιστικά αποτελέσματα από την εφαρμογή της τακτικής λογιστικής παλινδρόμησης με εξαρτημένη μεταβλητή το κριτήριο Κ11Α και ανεξάρτητες τα κριτήρια Κ14, Κ29, Κ9_Ι και Κ9_ΙΙΙ. 

			Η στατιστική σημαντικότητα των ανεξάρτητων μεταβλητών εξετάστηκε με τη μέθοδο της προοδευτικής απόρριψης των μεταβλητών ένεκα της οποίας τα κριτήρια Κ1 και Κ9_ΙΙ απομακρύνθηκαν από το μοντέλο (Πίν. 3.7). 

			Ο έλεγχος χ2 της καλής προσαρμογής του Pearson έδωσε τιμή 425,65 με 512 βαθμούς ελευθερίας και το πηλίκο αυτών τιμή 0,83, η οποία προσεγγίζει ικανοποιητικά την μονάδα και έτσι το μοντέλο θεωρείται επαρκές (p=0,998). Ομοίως, ο έλεγχος της απόκλισης D έδειξε τιμή 378,21 και μη στατιστική σημαντικότητα p=0,999. 

			O έλεγχος της ισότητας των κλίσεων (p<0,001) έδειξε ότι επιτρέπει την προσαρμογή κάποιου στατιστικού μοντέλου και οι μετρήσεις συνακολουθίας των ζευγών και της σύνδεσης μεταξύ Υ και Χ έδειξαν από μέτρια έως ικανοποιητική αξιοπιστία πρόβλεψης του προτεινόμενου μοντέλου. 

			Οι στατιστικές συγκρίσεις μεταξύ των κατηγοριών των ανεξάρτητων μεταβλητών έγιναν με κατηγορία αναφοράς το 2 για την Κ14 (Απάντηση: ανάλογα με την περίπτωση των ειδικών αναγκών, βλ. ερωτηματολόγιο) και την κατηγορία 1 (Γενική Αγωγή) για την Κ29 και πάντα συγκριτικά με τη διαβάθμιση αναφοράς 5 (απόλυτα έτοιμοι) της Κ13. 

			Σύμφωνα με την ανάλυση του πίνακα 3.7 διαπιστώθηκε μια απόλυτα όμοια εικόνα συμπεριφοράς του μοντέλου ΙΙ με εκείνη του μοντέλου Ι:

			
					Οι δάσκαλοι που δέχονται να αντιμετωπίσουν με αίσθημα αποδοχής μαθητές Μ.Ε.Α. (Κ14) αισθάνονται απόλυτα έτοιμοι (Κ13) να εμφανίσουν 1,96 φορές μεγαλύτερη ετοιμότητα να διδάξουν σε τάξεις ένταξης με 1-2 μαθητές Μ.Ε.Α. (Κ13) από εκείνους που κρίνουν την αποδοχή των μαθητών ανάλογα με την περίπτωση των ειδικών αναγκών. 

					Οι δάσκαλοι με ειδίκευση στην Ειδική Αγωγή (Κ29) αισθάνονται απόλυτα έτοιμοι (Κ13) να διδάξουν σε τάξεις ένταξης με παρόντες 1-2 μαθητές Μ.Ε.Α. με ετοιμότητα μεγαλύτερη κατά 3,24 φορές από εκείνη των δασκάλων Γενικής Αγωγής.

					Οι δάσκαλοι αναφορικά με τον 3ο βαθμό δυσκολίας ένταξης των μαθητών Μ.Ε.Α. (συνιστώσα Κ9_ΙΙΙ) αισθάνονται περισσότερο απόλυτα έτοιμοι να διδάξουν σε τάξεις ένταξης με παρόντες 1-2 μαθητές Μ.Ε.Α. (λόγος πιθανοτήτων=3,29). Παρόμοια, οι δάσκαλοι σχετικά με τον 1ο βαθμό δυσκολίας ένταξης των μαθητών Μ.Ε.Α. (συνιστώσα Κ9_Ι) αισθάνονται περισσότερο απόλυτα έτοιμοι να διδάξουν σε τάξεις ένταξης με παρόντες 1-2 μαθητές Μ.Ε.Α. (λόγος πιθανοτήτων=2,81). 

			

			Το συμπέρασμα που εξάγεται από τις δυο συνιστώσες ακολουθεί περίπου την ίδια τεκμηρίωση που διατυπώθηκε και στο μοντέλο Ι. Εξάγοντας τις μέσες τιμές ανά κατηγορία διαβάθμισης των δυο συνιστωσών, προκύπτει το παρακάτω πινακίδιο,
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			Και εδώ, η ανοδική τάση όσο ανερχόμαστε την κλίμακα, είναι εμφανής και δηλώνει ότι οι δάσκαλοι αισθάνονται απόλυτα έτοιμοι να διδάξουν σε τάξεις άμεσης ένταξης μαθητών Μ.Ε.Α. με 1ο βαθμό δυσκολίας (Κ9_Ι, διαβάθμιση 5 μέση τιμή 2,6) όπως και σε τάξεις με υπό όρους ένταξη μαθητών με 3ο βαθμό δυσκολίας (Κ9_ΙΙΙ, διαβάθμιση 5, μέση τιμή 2,0). 

			Οι δάσκαλοι Ειδικής Αγωγής εμφανίζουν 3,24 φορές μεγαλύτερη ετοιμότητα να διδάξουν από τους δασκάλους Γενικής Αγωγής, και ένεκα αυτού η παραπάνω συμπεριφορά οφείλεται στην παρουσία σχεδόν αποκλειστικά των δασκάλων Ειδικής Αγωγής. 

			Ανάλυση κύριων συνιστωσών

			Τα κριτήρια κατηγοριοποίησης των ειδικών εκπαιδευτικών αναγκών (βλ. ερωτηματολόγιο, κριτήριο Κ9: Συμφωνία φοίτησης - δυσκολίες ένταξης) επεξεργάστηκαν με την πολυδιάστατη Ανάλυση των Κύριων Συνιστωσών (βλ. κεφάλαιο 4 για πληρέστερη κατανόηση) και παράλληλη περιστροφή των τριών πρώτων κύριων αξόνων (συνιστωσών) με τη μέθοδο Varimax (μεγιστοποίηση της διακύμανσης μεταξύ των αξόνων). Με την ανάλυση αυτή τα 13 κριτήρια μειώθηκαν σε 3 κριτήρια-κύριες συνιστώσες οι οποίες όλες μαζί επεξηγούν το 56,7% της ολικής μεταβλητότητας της ανάλυσης και οι συσχετίσεις (παραγοντικά φορτία) όλων των κριτηρίων με τις συνιστώσες, παρίστανται στον πίνακα 3.8. Τιμές συσχετίσεων >0,700 δηλώνουν ικανοποιητική συμμετοχή των αντίστοιχων κριτηρίων για τη δημιουργία των κύριων αξόνων. Συγκεκριμένα, ο πρώτος άξονας συνίσταται ουσιαστικά από τα κριτήρια 7 μέχρι 13, ο δεύτερος άξονας από τα κριτήρια 1, 2, 3 και 6 και ο τρίτος από τα κριτήρια 4 και 5. Αυτό επιβεβαιώνεται και γραφικά από την τριδιάστατη παράσταση των συσχετίσεων των κριτηρίων στο σχήμα 3.3. 

			Εύκολα διαφαίνεται ο διαχωρισμός των κριτηρίων σε τρεις ομάδες οι οποίες συνιστούν και τις τρεις συνιστώσες. Η παραπάνω διαχείριση των στοιχείων επέτρεψε την αντιπροσώπευση των κριτηρίων της κατηγοριοποίησης των μαθητών Μ.Ε.Α. στο ερωτηματολόγιο από τις τρεις συνιστώσες Κ9_III, Κ9_I και Κ9_III , με παραγοντικούς βαθμούς, οι οποίες εύκολα μπορούν να διακριθούν ανάλογα με το βαθμό δυσκολίας ένταξης σε:

			Κ9_I- Συνιστώσα 1ου βαθμού δυσκολίας και αντίστοιχη του δεύτερου άξονα (Πίν. 3.8, Σχ. 3.3)

			Κ9_II- Συνιστώσα 2ου βαθμού δυσκολίας και αντίστοιχη του τρίτου άξονα

			Κ9_III- Συνιστώσα 3ου βαθμού δυσκολίας και αντίστοιχη του πρώτου άξονα
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			Πίνακας 3.7. Στατιστικά αποτελέσματα από την εφαρμογή της τακτικής λογιστικής παλινδρόμησης με εξαρτημένη μεταβλητή το κριτήριο Κ13 και ανεξάρτητες τα κριτήρια Κ14, Κ29, Κ9_Ι και Κ9_ΙΙΙ.

			[image: Ch3-Sel31-P2.png]

			Πίνακας 3.8. Συντελεστές συσχέτισης των τριών πρώτων αξόνων με τα κριτήρια της Kατηγοριοποίησης. Τιμές συσχετίσεων μεγαλύτερες από 0,450 παρίστανται με σκίαση
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			Σχήμα 3.3. Τριδιάστατο γράφημα των τριών πρώτων κύριων συνιστωσών των κατηγοριών των ειδικών εκπαιδευτικών αναγκών του κριτηρίου Κ9. Οι κύκλοι επισημαίνουν το σχηματισμό τριών ομάδων κριτηρίων.

			Γ. Ονομαστική λογιστική παλινδρόμηση

			Το κριτήριο Κ1 που αφορά την υλοποίηση της φοίτησης όλων των μαθητών στο γενικό σχολείο, μόνο υπό προϋποθέσεις και μόνο στο ειδικό σχολείο, παλινδρομήθηκε ως εξαρτημένη μεταβλητή έναντι όλων των μεταβλητών, ποσοτικών και δίτιμων, που έδειξαν στατιστική σημαντικότητα. Επειδή το κριτήριο Κ1 είναι ονομαστική μεταβλητή με τρεις κατηγορίες μη διαβαθμισμένες, εφαρμόσθηκε η ονομαστική λογιστική παλινδρόμηση. Η μέθοδος αυτή χρησιμοποιείται για τον προσδιορισμό εκείνων των ανεξάρτητων μεταβλητών οι οποίες περιγράφουν πιο αντιπροσωπευτικά, δηλαδή επηρεάζουν σημαντικότερα την απόκριση της Κ1. Ο προσδιορισμός αυτών οριστικοποιήθηκε με τη βοήθεια της προοδευτικής απόρριψης των μεταβλητών όπου από το σύνολο των ανεξάρτητων μεταβλητών προέκυψαν ως σημαντικότερες αυτές του πίνακα 3.9. 

			Ο έλεγχος χ2 της καλής προσαρμογής του Pearson έδωσε τιμή 437,14 με 468 βαθμούς ελευθερίας και το πηλίκο αυτών τιμή 0,93, η οποία προσεγγίζει ικανοποιητικά την μονάδα, έτσι που το μοντέλο θεωρείται επαρκές. Ο έλεγχος της απόκλισης D έδειξε, επίσης, καλή προσαρμογή (p=0,991) πλην του πηλίκου χ2/DF που δεν προσέγγισε ικανοποιητικά τη μονάδα (0,54). 

			Με τον έλεγχο G διαπιστώθηκε ανισότητα στις κλίσεις των συντελεστών (p<0,001) που επιτρέπει την εφαρμογή στατιστικών μοντέλων στα στοιχεία. 

			Στις εξαρτημένες ονομαστικές μεταβλητές, κάθε κατηγορία της απόκρισης Υ συγκρίνεται ατομικά με μια κατηγορία αναφοράς της Υ. Στην περίπτωση αυτή, οι ανεξάρτητες μεταβλητές ελέγχονται ως προς το αποτέλεσμά τους επί της απόκρισης Υ τόσες φορές όσες και οι κατηγορίες της Υ μείον 1.

			Ο τρόπος σύγκρισης και εξαγωγής συμπερασμάτων για τις ανεξάρτητες μεταβλητές, τόσο για τις δίτιμες όσο και τις ποσοτικές, ακολουθεί την ίδια διαδικασία που αναφέρθηκε λεπτομερώς στις προηγούμενες αναλύσεις της λογιστικής παλινδρόμησης. 

			Οι στατιστικές συγκρίσεις των ανεξάρτητων μεταβλητών έγιναν με κατηγορία αναφοράς την 3 (Απάντηση: Όλοι οι μαθητές Μ.Ε.Α. θα πρέπει να υποστηρίζονται στα Ειδικά Σχολεία) της Κ1 και τα αποτελέσματα των συγκρίσεων στον πίνακα 3.9. Έτσι προέκυψαν τα εξής:

			Όλες οι ανεξάρτητες μεταβλητές είναι ποσοτικές, άρα η σύγκριση γίνεται είτε με το πρόσημο των συντελεστών παλινδρόμησης είτε με την τιμή του λόγου πιθανοτήτων έκβασης (μεγαλύτερη ή μικρότερη της μονάδας).

			Α) Αξιολόγηση των κριτηρίων συγκρίνοντας την κατηγορία 1 (ένταξη όλων των μαθητών στο γενικό σχολείο) της Κ1 ως προς την κατηγορία αναφοράς 3:

			
					Τα κριτήρια Κ2_1 και Κ2_2 παρουσιάζουν τιμές του λόγου των πιθανοτήτων έκβασης μεγαλύτερες της μονάδας (βλ. και θετικούς συντελεστές) άρα υπεροχή των μεγαλύτερων τιμών διαβαθμίσεων και επομένως μεγαλύτερη συμφωνία στην απόκριση των δασκάλων. Συγκεκριμένα, οι δάσκαλοι οι οποίοι διάκεινται υπέρ της άμεσης ένταξης των μαθητών Μ.Ε.Α. στο γενικό σχολείο σε σχέση με εκείνους που διάκεινται υπέρ της ένταξης στα Ειδικά Σχολεία, συμφωνούν περισσότερο στις απόψεις περί ύπαρξης κοινωνικού αποκλεισμού (Κ2_1) και αποδοχής της διαφορετικότητας των μαθητών Μ.Ε.Α. (Κ2_2) 
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			Πίνακας 3.9. Στατιστικά αποτελέσματα από την εφαρμογή της ονομαστικής λογιστικής παλινδρόμησης με εξαρτημένη μεταβλητή το κριτήριο Κ1 και ανεξάρτητες τα κριτήρια Κ2_1, Κ2_2, Κ2_3, Κ8_3 και Κ20_7. Οι ανεξάρτητες μεταβλητές επιλέχθηκαν από ένα σύνολο κριτηρίων με τη μέθοδο της προοδευτικής απόρριψης των μεταβλητών. Οι συγκρίσεις των αποτελεσμάτων γίνονται με βάση το επίπεδο αναφοράς 3 της Κ1.

			
					Τα κριτήρια Κ8_3 και Κ20_7 δεν παρουσιάζουν στατιστική σημαντικότητα (p=0,104 και p=0,145 αντίστοιχα) και δεν αξιολογούνται περαιτέρω. Το κριτήριο Κ2_3 παρουσιάζει λόγο πιθανοτήτων μικρότερο της μονάδας, υπερέχουν δηλαδή οι μικρότερες διαβαθμίσεις και κατά συνέπεια υπερέχει μικρότερη συμφωνία στην απόκριση των δασκάλων. Αυτό σημαίνει ότι οι δάσκαλοι οι οποίοι διάκεινται υπέρ της άμεσης ένταξης των μαθητών Μ.Ε.Α. συμφωνούν λιγότερο στις απόψεις περί εμφάνισης προβλημάτων συμπεριφοράς των μαθητών Μ.Ε.Α. (Κ2_3) από εκείνους που διάκεινται υπέρ της ένταξης στα Ειδικά Σχολεία. 

			

			Β) Αξιολόγηση των μεταβλητών συγκρίνοντας την κατηγορία 2 (μαθητές Μ.Ε.Α. μόνο ελαφριάς μορφής μπορούν να φοιτούν στα γενικά σχολεία) της Κ1 ως προς την κατηγορία αναφοράς 3:

			
					Κρίνοντας από τις τιμές του λόγου πιθανοτήτων έκβασης στα κριτήρια Κ2_1 και Κ2_2 προκύπτει ακριβώς αντίθετη συμπεριφορά των δασκάλων συγκριτικά με την προηγούμενη αξιολόγηση. Οι εκπαιδευτικοί που αποδέχονται την υπό όρους ένταξη των μαθητών Μ.Ε.Α. συμφωνούν λιγότερο στις απόψεις περί κοινωνικού αποκλεισμού και της αποδοχής της διαφορετικότητας των μαθητών Μ.Ε.Α. από αυτούς που επιθυμούν την ένταξη τους στα Ειδικά Σχολεία.

					Οι λόγοι των πιθανοτήτων έκβασης των κριτηρίων Κ8_3 και Κ20_7 είναι μεγαλύτεροι της μονάδας. Αυτό σημαίνει ότι οι δάσκαλοι που επιθυμούν την υπό όρους ένταξη των μαθητών Μ.Ε.Α. στο γενικό σχολείο αισθάνονται ότι θα διαταραχθεί περισσότερο η εύρυθμη λειτουργία στην τάξη και η αυθεντία του εκπαιδευτικού από εκείνους που εμμένουν στην ένταξη των μαθητών Μ.Ε.Α. στο Ειδικό Σχολείο. 

					Το κριτήριο Κ2_3 είναι στατιστικά μη σημαντικό (p=0,416) και συνεπώς δεν αξιολογείται. 
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			Κεφάλαιο 4: Ανάλυση Κύριων Συνιστωσών – Παραγοντική Ανάλυση

			Σύνοψη

			Η μελέτη των ειδικών σχέσεων που αναπτύσσονται μεταξύ ενός συνόλου μεταβλητών διαφορετικής προέλευσης με τη σύνθεση νέων ολιγάριθμων, οι οποίες όμως διατηρούν ένα μέγιστο πληροφόρησης των αρχικών, αποτελεί το βασικό θέμα της παραγοντικής ανάλυσης και των κύριων συνιστωσών. Η παραγοντική ανάλυση εξετάζει τις αρχικές μεταβλητές ως γραμμικούς συνδυασμούς επιλεγμένων παραγόντων (νέων μεταβλητών) ελέγχοντας αν διατυπώνεται σωστά ένα θεωρητικό υποβαλλόμενο ερώτημα. Η ανάλυση κύριων συνιστωσών στοχεύει στη μείωση των αρχικών μεταβλητών και στην όσο τη δυνατόν καλύτερη αντιπροσώπευση αυτών με λίγες αλλά ισχυρά επεξηγηματικές των πρώτων. Επισημαίνονται τα κριτήρια καταλληλότητας εφαρμογής των αναλύσεων αλλά και τα σημεία διαφοροποίησης των δυο τεχνικών. Ως παράδειγμα, για την ανάλυση κύριων συνιστωσών, αναφέρεται η επίδραση των χημικών, μηχανικών και οργανοληπτικών ιδιοτήτων στην τελική σύνθεση (προφίλ) των ελληνικών τυριών και για την παραγοντική ανάλυση, αναφέρονται οι επιδράσεις κοινωνικού και οικονομικού χαρακτήρα που συνοδεύουν την ίδρυση τριτοβάθμιου ιδρύματος σε μία πόλη. 

			Απαιτείται προηγούμενη γνώση της πολλαπλής γραμμικής παλινδρόμησης και συσχέτισης, καθότι αποτελούν την υπολογιστική βάση των παραπάνω τεχνικών μείωσης της πολυδιάστασης των στοιχείων.

			Επιδίωξη του περιορισμού των διαστάσεων (Dimension reduction) των στοιχείων είναι η συγκρότησή τους σε μια μικρή ομάδα μεταβλητών από ένα σύνολο εξεταζομένων με δυναμικές ιδιότητες. Η μείωση αυτή επιτυγχάνεται με την αντικατάσταση του συνολικού πλήθους των εμπλεκόμενων μεταβλητών με ένα μικρότερο αριθμό νέων μεταβλητών οι οποίες είναι ασυσχέτιστες μεταξύ τους και επιπρόσθετα παρέχουν ισχυρή πληροφόρηση σχετική με τα χαρακτηριστικά των αρχικών μεταβλητών. Δύο στατιστικές μέθοδοι περιστολής της πολυδιάστασης των στοιχείων εξαίρουν διεθνούς επιστημονικής απήχησης για τις τεράστιες δυνατότητες εφαρμογής που διαθέτουν σε ετερόκλητα ερευνητικά πεδία: την ανάλυση των κύριων συνιστωσών (Principal Component Analysis - PCA) και την παραγοντική ανάλυση (Factor Analysis - FA).

			Η ανάλυση κύριων συνιστωσών είναι μία στατιστική διαδικασία η οποία μετατρέπει μία ομάδα τιμών (παρατηρήσεων) δυνητικά συσχετιζόμενων μεταβλητών σε μία ομάδα νέων τιμών μη γραμμικά συσχετιζόμενων μεταβλητών οι οποίες καλούνται κύριες συνιστώσες. Ο αριθμός των νέων μεταβλητών που προκύπτει είναι ίσος ή και συχνότερα πολύ μικρότερος από τον αριθμό των αρχικών μεταβλητών. Η μετάβαση αυτή πραγματοποιείται με τέτοιο τρόπο ώστε, η πρώτη συνιστώσα να εξηγεί τη μέγιστη δυνατή διακύμανση που αναπτύσσεται μεταξύ των αρχικών μεταβλητών, η δεύτερη, μη συσχετιζόμενη με την πρώτη, να εξηγεί ένα σημαντικό μέρος αυτής αλλά πάντα μικρότερο της πρώτης κοκ.

			Η παραγοντική ανάλυση περιγράφει με τη συμμετοχή, επίσης, στατιστικών παραμέτρων τη μεταβλητότητα (διακύμανση) που αναπτύσσεται μεταξύ ενός αριθμού εμφανών (μετρούμενων) και συσχετιζόμενων μεταβλητών στη βάση ενός μικρότερου αριθμού μη εμφανών μεταβλητών οι οποίες καλούνται παράγοντες. Για παράδειγμα, τέσσερις εμφανείς (γνωστές) μεταβλητές ενδεχομένως να αντανακλούν τη μεταβλητότητά τους σε δυο κρυφές (λανθάνουσες) μεταβλητές. Η παραγοντική ανάλυση επιζητεί να συνδέσει τη μεταβλητότητα αυτών ως αποτέλεσμα απόκρισης της δράσης των δυο λανθανουσών μεταβλητών, δηλαδή οι εμφανείς μεταβλητές εξετάζονται ως γραμμικοί συνδυασμοί των εν δυνάμει δυο παραγόντων επιπλέον της παρουσίας κάποιου στατιστικού σφάλματος. Η πληροφορία που παρέχεται από την ενδοεξάρτηση μεταξύ των παρατηρούμενων μεταβλητών μπορεί στη συνέχεια να χρησιμοποιηθεί για τη μείωση της ομάδας των μεταβλητών στο μέλλον.

			Στην παραγοντική ανάλυση ο ερευνητής προϋποθέτει ότι ένα θεμελιώδες αιτιολογικό μοντέλο υπάρχει εξαρχής και, αν αυτό δεν διατυπωθεί σωστά ως προς τη δομή του, τότε η παραγοντική ανάλυση μπορεί να οδηγήσει σε λανθασμένα συμπεράσματα. Αντιθέτως, στην ανάλυση κύριων συνιστωσών που είναι μια απλή τεχνική μείωσης του αριθμού των μεταβλητών, δεν υφίσταται παρόμοια θεώρηση. 

			Ως παράδειγμα της ανάλυσης κύριων συνιστωσών αναφέρεται η μελέτη του προφίλ (profile) ενός τροφίμου (π.χ. μαγιονέζα) κατά την οποία έχουν καταγραφεί μετρήσεις πολλών χαρακτηριστικών διαφορετικής προέλευσης, όπως η χημική σύσταση (4 μεταβλητές), οι ρεολογικές ιδιότητες (5 μεταβλητές), καθώς και τρεις χρωματομετρικές και έξη οργανοληπτικές μεταβλητές. Συνολικά, 18 μεταβλητές μετρήθηκαν σε 32 δείγματα μαγιονέζας με διαφορετική σύνθεση η καθεμία. Το ζητούμενο είναι αν από τις 18 μεταβλητές μπορούν να προσδιοριστούν μερικές «νέες» εξ αυτών (συνιστώσες) που να έχουν μεγάλη στατιστική αξία, δηλαδή την ικανότητα να περιγράψουν όσο το δυνατόν ακριβέστερα το δυνητικό αποτέλεσμα των αρχικών. Η μέθοδος θεωρείται επιτυχημένη, όταν η πρώτη συνιστώσα θα περιγράφεται (με στατιστικούς όρους) ικανοποιητικά από τη δράση (συνεισφορά) κάποιων αρχικών μεταβλητών, η δεύτερη από τη δράση διαφορετικών των πρώτων μεταβλητών κοκ., περιορίζοντας έτσι στο ελάχιστο την αυτοτέλεια κάθε αρχικής μεταβλητής ή αλλιώς δεσμεύοντας το αποτέλεσμά τους.

			Η μέθοδος αυτή περιγράφεται λεπτομερώς από τους Jolliffe (1990), Rencher & Christensen (2012) και Sharma (1996) και έχει εφαρμοστεί με επιτυχία από τον γράφοντα σε έρευνες σχετικές με την υφή μαρμελάδας ροδάκινου (Raphaelides et al, 1996), την οργανοληπτική εκτίμηση της ποιότητας οίνου παρασκευασμένου από ακτινίδια (Soufleros et al, 2001) και την επίδραση των πρωτοζώων στην ενεργό ιλύ (Papadimitriou et al, 2011). 

			Ως παράδειγμα εφαρμογής της παραγοντικής ανάλυσης αναφέρεται η μελέτη με βάση ερωτηματολόγιο το οποίο συντίθεται από ομάδες ερωτήσεων διαφορετικής κατεύθυνσης: δημογραφικές, υποδομής, οικονομικής κατάστασης, ψυχομετρικές και το οποίο απευθύνεται στους πολίτες μιας μικρής πόλης σχετικά με την επιρροή που θα είχε η εγκατάσταση ενός τριτοβάθμιου ιδρύματος. Τίθεται το ερώτημα αν οι επιμέρους ερωτήσεις από κάθε θεματικό πεδίο θεμελιώνουν μέσω της παραγοντικής ανάλυσης την υπόσταση κάποιων λανθανόντων παραγόντων κοινωνικού, οικονομικού ή επιχειρηματικού χαρακτήρα (Tilikidou et al, 2003). Αξιόλογες πηγές πληροφόρησης για την παραγοντική ανάλυση μπορεί κανείς να ανατρέξει στους Joreskog (1977), Kim & Mueller (1978), Kline (1994), Σιάρδος (1999) και Gorsuch (1983). 

			Στο παρόν κεφάλαιο γίνεται σύντομη αναφορά στις υπολογιστικές διαδικασίες των δύο μεθόδων με τη χρήση απλών όσο το δυνατόν μαθηματικών εξισώσεων, λεπτομερής καθοδήγηση στα βήματα εφαρμογής τους και ταυτόχρονα όλα τα σημεία στα οποία διίστανται αλλά και συγκλίνουν οι δυο τεχνικές με σκοπό την αποκρυστάλλωση ως προς την επιλογή τους.

			4.1 Ανάλυση κύριων συνιστωσών

			Χαρακτηριστικά

			Η ανάλυση κύριων συνιστωσών αποτελεί την απλούστερη και πλέον διαδεδομένη πολυμεταβλητή ανάλυση και στοχεύει στην ανεύρεση από ένα πλήθος p μεταβλητών ορισμένων νέων ολιγάριθμων μεταβλητών οι οποίες έχουν την ιδιότητα να είναι γραμμικοί συνδυασμοί των αρχικών μεταβλητών και παράλληλα να μη συσχετίζονται μεταξύ τους. Το μεγάλο πλεονέκτημά τους έγκειται στην ιδιαιτερότητα που διαθέτουν, λόγω της ανάλυσης, να εξηγούν πολύ μεγάλο ποσοστό της ολικής μεταβλητότητας που αναπτύσσεται μεταξύ των p μεταβλητών, το οποίο τελικά κατανέμεται σε μερικές μόνο νέες μεταβλητές. Έτσι, το μέγιστο μέρος της πληροφόρησης που θα αντλούνταν αν λαμβάνονταν υπόψη οι p μεταβλητές συγκρατείται με τη δημιουργία αυτών των νέων μεταβλητών. 

			Η διαδικασία της ανάλυσης βασίζεται στην ακόλουθη αρχή:

			
					Από τις p μεταβλητές Χ1, Χ2,...., Χp, δημιουργούνται p συνδυασμοί αυτών Ζ1, Ζ2,..., Ζp, με τέτοιο τρόπο ώστε να μη συσχετίζονται μεταξύ τους. Η απουσία συσχετισμού μεταξύ των μεταβλητών Ζi προδιαθέτει ότι αυτές μετρούν διαφορετικές «διαστάσεις» των στοιχείων.

					Οι διακυμάνσεις (μεταβλητότητα) που αναπτύσσονται μεταξύ των μεταβλητών Zi, διαβαθμίζονται με τέτοιο τρόπο ώστε η πρώτη μεταβλητή Ζ1 επιλέγεται να εξηγεί ένα όσο το δυνατόν μέγιστο ποσοστό της ολικής μεταβλητότητας, η Ζ2 ένα δεύτερο μέγιστο ποσοστό αυτής κοκ., υπακούοντας στη σχέση: λ1>λ2>...>λp, όπου λi η i ποσότητα της διακύμανσης. Οι νέες μεταβλητές Ζi καλούνται κύριες συνιστώσες και με τον τρόπο αυτόν δημιουργούνται ολιγάριθμες Ζ συνιστώσες, οι οποίες, ωστόσο, εξηγούν μεγάλο ποσοστό της συνολικής διακύμανσης Σλi. Ταυτόχρονα, πολυάριθμες δευτερεύουσες συνιστώσες εξηγούν μικρό έως ελάχιστο ποσοστό και συνεπώς το στατιστικό τους αποτέλεσμα μπορεί να αγνοηθεί χωρίς την απώλεια ουσιαστικής πληροφόρησης. 

			

			Η τεχνική των κύριων συνιστωσών έχει ως βάση, κατά τη διαδικασία υπολογισμού της, τη μήτρα των κατά ζεύγη συσχετίσεων (correlation matrix) των μεταβλητών. Κατά συνέπεια, για να θεωρείται η τεχνική επιτυχημένη, να παρέχει δηλαδή ουσιώδη πληροφόρηση, απαραίτητη προϋπόθεση είναι κάποιοι συντελεστές συσχέτισης των αρχικών μεταβλητών της μήτρας συσχετίσεων να φέρουν υψηλές τιμές θετικές ή αρνητικές (π.χ. r≥±0,700). Έτσι, είναι δυνατό ένα σύνολο 20 έως 30 μεταβλητών να είναι σε θέση να αντιπροσωπευτεί από δύο έως τρεις κύριες συνιστώσες, αρκεί να καλύπτεται η προϋπόθεση της παρουσίας υψηλών συντελεστών στη μήτρα των συσχετίσεων. Από την άλλη πλευρά, αρχικές μεταβλητές με πολύ ισχυρές τιμές συσχετίσεων >±0,990 θεωρούνται πλεονάζουσες και κάποιες από αυτές θα πρέπει να απορρίπτονται πριν από την εφαρμογή της μεθόδου.

			Η ανάλυση προλογίζει τη θεώρηση p μεταβλητών n δειγμάτων (ατομικών παρατηρήσεων), αφού προηγουμένως οι μεταβλητές μετασχηματιστούν σε τυποποιημένες, σύμφωνα με τη σχέση: 
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			Η πρώτη κύρια συνιστώσα προκύπτει από το γραμμικό συνδυασμό p μεταβλητών, 
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			όπου aij ειδικός συντελεστής στάθμισης (weight) της j μεταβλητής στην i συνιστώσα και με τον περιορισμό ότι 	
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			ένεκα του οποίου εξασφαλίζεται η εκτίμηση της μέγιστης διακύμανσης λ1 της Ζ1. Σε αντίθετη περίπτωση, η διακύμανση θα αυξανόταν απεριόριστα με την απλή και μόνο αύξηση ενός από τους συντελεστές στάθμισης. 

			Η δεύτερη συνιστώσα προκύπτει ομοίως ως
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			και με τον περιορισμό επίσης 
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			Ένας επιπρόσθετος σημαντικός περιορισμός που εισάγεται στο σημείο αυτό είναι ο συντελεστής συσχέτισης μεταξύ των συνιστωσών Ζ1 και Ζ2 να είναι ίσος με μηδέν.

			Η τρίτη συνιστώσα υπολογίζεται ως
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			με τον ίδιο, ως άνω περιορισμό 
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			και με την προϋπόθεση η συνιστώσα Ζ3 να είναι ασυσχέτιση με τις δύο προηγούμενες. 

			Με την παραπάνω διαδικασία δημιουργούνται p συνιστώσες Ζi όσες δηλαδή και οι αρχικές μεταβλητές. 

			Οι συντελεστές στάθμισης aij υπολογίζονται με τη βοήθεια της μήτρας C των συνδιακυμάνσεων των αρχικών μεταβλητών,
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			όπου τα διαγώνια στοιχεία cii είναι οι διακυμάνσεις της Xi και cij οι συνδιακυμάνσεις των μεταβλητών Xi και Xj.

			Με την τυποποίηση των αρχικών μεταβλητών η μήτρα των συνδιακυμάνσεων μεταπίπτει στη μήτρα των συσχετίσεων ως
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			και έτσι προκύπτει cii=1, ενώ cij=cji είναι ο συντελεστής συσχέτισης μεταξύ των Xi και Xj. Ουσιαστικά, η ανάλυση των κύριων συνιστωσών εκτελείται με βάση τη μήτρα των συσχετίσεων.

			Οι διακυμάνσεις των κύριων συνιστωσών καλούνται χαρακτηριστικές ρίζες ή ιδιοτιμές λi (eigenvalues) και αριθμούν όσες και οι συνιστώσες p, επιπροσθέτως δε ισχύει γι’ αυτές λ1>λ2>...>λP (όλες >0). Σημαντική ιδιότητα των χαρακτηριστικών ριζών είναι ότι το άθροισμά τους ισοδυναμεί με το άθροισμα των διακυμάνσεων των αρχικών μεταβλητών: λ1+λ2+...λP = c11+c22+...+cpp.

			Αφού cii είναι η διακύμανση της Xi και λi η διακύμανση της Zi, εύκολα συνάγεται με βάση τους παραπάνω υπολογισμούς ότι οι κύριες συνιστώσες εξηγούν πλήρως όλη τη μεταβλητότητα των αρχικών δεδομένων. 

			Συνοψίζοντας, τα στάδια της ανάλυσης των κύριων συνιστωσών έχουν ως εξής:

			
					Τυποποίηση των αρχικών μεταβλητών Χ1, Χ2,... Χp, έτσι ώστε να έχουν μέσο όρο μηδέν και διακύμανση ίση με 1.

					Υπολογισμός της μήτρας των συνδιακυμάνσεων, η οποία πλέον έχει την έννοια της μήτρας των συσχετίσεων. 

					Εκτίμηση των χαρακτηριστικών ριζών λ1, λ2... λp, και των συντελεστών στάθμισης aij ή καλύτερα των διανυσμάτων a1, a2 … ap. Οι συντελεστές της i κύριας συνιστώσας εμφανίζονται με το διάνυσμα ai και η διακύμανση αυτής με τη χαρακτηριστική ρίζα λi. 

					Απορρίπτονται όλες οι συνιστώσες που εξηγούν μικρό ποσοστό της ολικής μεταβλητότητας και επιλέγονται μόνον οι πλέον σημαντικές. Για παράδειγμα, εκκινώντας με 20 αρχικές μεταβλητές είναι δυνατόν μέσω της ανάλυσης να εντοπιστούν οι 3 πρώτες κύριες συνιστώσες ότι εξηγούν το 90% της ολικής μεταβλητότητας και κατά συνεπώς να αγνοηθούν οι υπόλοιπες 17, αφού το αποτέλεσμα της δράσης αυτών συγκεντρώνεται στο 10% και συνεπώς σχεδόν ασήμαντο. 

			

			Λεπτομερής αλγεβρική περιγραφή των παραμέτρων και εξισώσεων της ανάλυσης κύριων συνιστωσών γίνεται στον πίνακα 4.11.

			Φορτία συνιστωσών 

			Οι συσχετίσεις rij μεταξύ των αρχικών μεταβλητών και των κύριων συνιστωσών ονομάζονται φορτία (loadings) και δείχνουν την ένταση της δράσης που αναπτύσσουν οι αρχικές μεταβλητές για τη δημιουργία των συνιστωσών, σε πόσο βαθμό είναι, δηλαδή, υπεύθυνες γι’ αυτές (βλ. πίνακα 4.5). Η ένταση της σχέσης είναι εξαιρετικά ισχυρή σε τιμές κοντά στο ±1,00 (ισχυρή θετική ή αρνητική συσχέτιση) και ασήμαντη σε τιμές κοντά στο μηδέν. Έτσι, όσο υψηλότερα είναι τα φορτία τόσο σημαντικότερες είναι οι υποψήφιες μεταβλητές για το σχηματισμό των κύριων συνιστωσών. Για παράδειγμα, οι συντελεστές συσχέτισης -0,96 και 0,92 μεταξύ της πρώτης συνιστώσας και των μεταβλητών DM και pH του πίνακα 4.5 δείχνουν ότι οι μεταβλητές αυτές είναι πολύ σημαντικές για τη δημιουργία αυτής της συνιστώσας. Τα φορτία υπολογίζονται επίσης και από τη σχέση,
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			όπου ιij είναι το φορτίο της μεταβλητής j για την i συνιστώσα, aij είναι ο συντελεστής στάθμισης της μεταβλητής j για την i συνιστώσα επίσης, λi είναι η χαρακτηριστική ρίζα της i συνιστώσας και sj είναι η τυπική απόκλιση της μεταβλητής j.

			Υπενθυμίζεται ότι η συσχέτιση μεταξύ δυο οποιωνδήποτε κύριων συνιστωσών είναι πάντοτε μηδέν.

			Υπάρχουν περιπτώσεις στις οποίες ένα μέρος των αρχικών μεταβλητών δεν χρησιμοποιείται στην ανάλυση αλλά αμέσως μετά την εφαρμογή της. Οι μεταβλητές αυτές καλούνται συμπληρωματικές (complementary) και το αποτέλεσμά τους προβάλλεται στο τέλος του πίνακα της μήτρας των παραγοντικών φορτίων (Πίν. 4.5) με την καταγραφή των συσχετίσεών τους με τους κύριους άξονες αλλά και στο γράφημα των δυο πρώτων κύριων συνιστωσών με την προβολή ευθειών γραμμών. Η παρουσία τέτοιων μεταβλητών οφείλεται στη διαφορετική φύση προέλευσης και προσδιορισμού τους. Για παράδειγμα, μια ομάδα μεταβλητών όπως είναι τα χημικά χαρακτηριστικά μιας υδάτινης μάζας, συμμετέχει στην ανάλυση των κύριων συνιστωσών, ενώ μια άλλη ομάδα όπως είναι η αφθονία διαφορετικών ειδών οργανισμών στο ίδιο υδάτινο περιβάλλον χρησιμοποιείται αποκλειστικά και μόνο για την εύρεση και γραφική προβολή των συσχετίσεών τους με τις συνιστώσες της πρώτης ομάδας. Περισσότερο αξιόπιστα όμως αποτελέσματα εξάγονται όταν οι συμπληρωματικές μεταβλητές ενταχθούν απευθείας στην πολυμεταβλητή ανάλυση ως μια δεύτερη ομάδα με ιδιαίτερα χαρακτηριστικά, όπως συμβαίνει με την ανάλυση των κανονιστικών αντιστοιχιών (βλ. Κεφάλαιο 10).

			Κριτήρια καταλληλότητας της ανάλυσης κύριων συνιστωσών

			Η μέθοδος αυτή είναι αποδεκτή (κατάλληλη) όταν οι αρχικές μεταβλητές συσχετίζονται ικανοποιητικά μεταξύ τους και άρα είναι εφικτός ο περιορισμός του αριθμού των μεταβλητών σε λιγότερες, ικανές πάραυτα να εξηγήσουν μεγάλο μέρος της διακύμανσης των στοιχείων με την απώλεια λίγης μόνο από τη συνολική πληροφορία. Όσο πιο ισχυρές είναι οι συσχετίσεις μεταξύ των μεταβλητών τόσο αποτελεσματικότερη εμφανίζεται η ανάλυση.

			Η επιλογή του καταλληλότερου αριθμού των κύριων συνιστωσών και επομένως του, αντίστοιχα, πλέον άριστου ποσοστού της διακύμανσης που πρόκειται να εξηγηθεί, βασίζεται στους παρακάτω κανόνες:

			
					Σε τυποποιημένα στοιχεία, που είναι και ο πλέον προτεινόμενος τρόπος για να εφαρμοστεί η PCA, κατά τον οποίο διατηρούμε όλες εκείνες τις συνιστώσες των οποίων οι χαρακτηριστικές ρίζες έχουν τιμή λi>1.

					Στη χρησιμοποίηση γραφήματος των τιμών των χαρακτηριστικών ριζών λ (Υ άξονας) ως προς τον αντίστοιχο αριθμό των ριζών (Χ άξονας), διερευνώντας ως προς την παρουσία πιθανού σχηματισμού «αγκώνα» (elbow). Η μέθοδος αυτή καλείται έλεγχος κρημνού (scree test) με την εφαρμογή κρημνογραφήματος (scree plot) μέσω του οποίου επιλέγονται όλες οι συνιστώσες που βρίσκονται στο άνω σκέλος του αγκώνα (Σχ. 4.1). Με άλλα λόγια, ερευνούμε τις συνιστώσες εκείνες (σημεία στο κρημνογράφημα) που κείνται στο τμήμα της απότομης πτώσης της ευθείας διαλογής και μέχρι το σημείο που η πτώση συνεχίζεται επιβραδυνόμενη. 

			

			Στην πράξη ωστόσο, πέρα των παραπάνω κανόνων, η ορθή επιλογή του αριθμού των συνιστωσών εξαρτάται και από άλλους παράγοντες πολύ ουσιαστικούς, όπως είναι ο σκοπός της μελέτης, ο τύπος των χρησιμοποιούμενων στοιχείων καθώς και το ποσοστό της διακύμανσης που είναι διατεθειμένος ο ερευνητής να θυσιάσει (απωλέσει) ώστε να επιτύχει την άριστη οικονομία ως προς τον επιλεγόμενο αριθμό. 

			Τα πάντα όμως εξαρτώνται από την αυτοδιάθεση του ερευνητή να επιλέξει τόσες κύριες συνιστώσες όσες του αρκούν για να προσδώσει την απαραίτητη βαρύτητα στην ερμηνεία της μεταβλητότητας των στοιχείων της έρευνάς του. Ως πρώτο βήμα ενέργειάς του είναι, συντελεστές συσχέτισης μεγαλύτεροι της τάξης του 0,500 να θεωρούνται επαρκείς προκειμένου να ληφθούν υπόψη ως προς τη σημαντικότητα των μεταβλητών για το σχηματισμό μίας κύριας συνιστώσας. Το δεύτερο βήμα αφορά την απονομή κάποιου τίτλου σε κάθε συνιστώσα ο οποίος θα απορρέει από την ποιότητα και τη φύση των επιδρωσών μεταβλητών. Για παράδειγμα, οι μεταβλητές Χ1, Χ4 και Χ8, ως υπεύθυνες σχηματισμού της πρώτης κύριας συνιστώσας, θα μπορούσαν να ταυτοποιήσουν τη συνιστώσα με όνομα σχετικό και πληροφοριακό με το περιεχόμενο των μετρήσεων τους ή αλλιώς με τον (κοινό) προσδιορισμό της δράσης τους. Η ίδια λογική τιτλοδότησης ισχύει και στην απόπειρα ομαδοποίησης των δειγμάτων, οι συνιστώσες τιμές των οποίων απεικονίζονται στο γράφημα 4.3. Σημεία γειτονικά διατεταγμένα προδιαθέτουν για ενδεχόμενη ομαδοποίηση η οποία μπορεί να αποδίδεται σε κοινό τόπο προέλευσης ή κοινό τύπο φυσικοχημικής σύστασης, κοινής ιδιοσυγκρασίας ατόμων κτλ.

			Διαδικασία εφαρμογής της PCA

			Η PCA χρησιμοποιείται ως εργαλείο στην διερεύνηση της φύσης των στοιχείων και ενίοτε στην ανάπτυξη μοντέλων πρόβλεψης. Τα αποτελέσματα της ερμηνεύονται αφού πρώτα προετοιμαστούν με συγκεκριμένη σειρά τα παρακάτω:

			
					Συνοπτική παρουσίαση όλων των μεταβλητών της μελέτης με πληροφορίες σχετικές με τη φύση των μεταβλητών και δειγμάτων (παρατηρήσεων) σε κωδικοποιημένη μορφή (Πίν. 4.1).

					Κατάρτιση της μήτρας των κατά ζεύγη συσχετίσεων των αρχικών μεταβλητών (Πίν. 4.2).

					Εκτίμηση των συντελεστών στάθμισης αij των μεταβλητών (Πίν. 4.3) αφού προηγηθεί η τυποποίησή τους σε μέσο όρο 0 και τυπική απόκλιση 1. 

					Εκτίμηση των βαθμών των κύριων συνιστωσών των δειγμάτων (principal component scores, Πίν. 4.4). Οι βαθμοί κάθε συνιστώσας προκύπτουν από τον πολλαπλασιασμό των συντελεστών στάθμισης κάθε μεταβλητής με τις αρχικές τιμές τους. 

					Συγκρότηση του πίνακα των συσχετίσεων (παραγοντικών φορτίων) των βαθμών των μεταβλητών με τις δυο (ή και περισσότερες) κύριες συνιστώσες (Πίν. 4.5). 

					Επιλογή του κατάλληλου αριθμού των συνιστωσών προς περαιτέρω έρευνα ελέγχοντας τη σπουδαιότητα των ιδιοτιμών (Πίν. 4.6) και του κρημνογραφήματός τους (Σχ. 4.1) .

					Γράφημα απεικόνισης των συσχετίσεων των μεταβλητών με τους δυο πρώτους κύριους άξονες, 1 και 2 (Σχ. 4.2). Το εύρος της κλίμακας των δυο αξόνων κυμαίνεται μεταξύ -1 και +1. 

					Γράφημα διασποράς των δειγμάτων (υπό μορφή σημείων) στον επίπεδο χώρο που δημιουργούν οι δυο πρώτες συνιστώσες (Σχ. 4.3). Οι κλίμακες των συνιστωσών μετρούνται σε τυπικές αποκλίσεις και όσο το εύρος αυτών αυξάνει τόσο ισχυρότερο αναμένεται το αποτέλεσμα κάποιων απομακρυσμένων δειγμάτων στις μεταβλητές.

					Σύγκριση των δυο γραφημάτων με νοητή επίθεση του ενός επί του άλλου, ώστε να υφίσταται αντιστοιχία μεταξύ δειγμάτων και μεταβλητών ανά τεταρτημόριο στα γραφήματα. Η αντιστοίχιση αυτή δηλώνει αποκλειστικότητα στην εμφάνιση δειγμάτων και μεταβλητών και κατά συνέπεια τη διαπίστωση υψηλών τιμών των μεταβλητών στα σημεία (δείγματα) που εκτείνονται οι ευθείες των συσχετίσεων μακριά από το κέντρο των αξόνων. Ορισμένα στατιστικά προγράμματα αποτυπώνουν απευθείας σε ένα γράφημα το αποτέλεσμα των δειγμάτων και μεταβλητών διαμορφώνοντας κατάλληλα τις κλίμακες απεικόνισης των δυο γραφημάτων (PCORD 6.0, CANOCO 5.0). 

					Αναγνώριση τάσεων ή ομάδων με ομοειδή (κοινά) χαρακτηριστικά στο διάγραμμα απεικόνισης των δειγμάτων. Έτσι, μια προϊούσα τεχνική ταξιδόμησης των στοιχείων μπορεί να αποδώσει στο γράφημα ευδιάκριτες ομάδες δειγμάτων στις οποίες αντιστοιχούνται και διαφορετικές ομάδες μεταβλητών. 

			

			4.1.1 Μελέτη περίπτωσης της ανάλυσης κύριων συνιστωσών

			Η επεξεργασία των στατιστικών αναλύσεων βασίστηκε στο πρόγραμμα STATISTICA 12.0.

			Η έρευνα αναφέρεται στο προφίλ των ελληνικών τυριών με βάση τα χημικά, μηχανικά και οργανοληπτικά χαρακτηριστικά (το φύλο εργασίας των στοιχείων περιγράφεται στον πίνακα 5.15 του κεφαλαίου 5). 

			Ποικιλίες τυριών αγοράστηκαν από το εμπόριο περιλαμβάνοντας όλο το φάσμα των τύπων τυριών, όπως αυτά διακρίνονται παραδοσιακά σε μαλακά τυριά (φέτες), ημίσκληρα (κασέρια και γραβιέρες) και σκληρά (κεφαλοτύρια). Στόχος της μελέτης είναι η σύνδεση όλων των παραπάνω αναφερθεισών ιδιοτήτων τους με τον τρόπο παρασκευής των τυριών, προκειμένου να εκτιμηθούν οι σπουδαιότερες μεταβλητές που χαρακτηρίζουν κάθε ομάδα τυριών (Πίν. 4.1). 

			Εκτιμούμε πρώτα τη μήτρα συσχετίσεων (Πίν. 4.2) για να σχηματίσουμε μια πρώτη γενική εικόνα των σχέσεων που αναπτύσσονται μεταξύ των μεταβλητών ανά ομάδα χαρακτηριστικών αλλά και μεταξύ των ομάδων.

			Η μηχανική μεταβλητή FF εμφανίζει πολύ ισχυρό συντελεστή συσχέτισης (>0,95) με την FR και απομακρύνεται από την παραπέρα ανάλυση. Η απομακρυνθείσα μεταβλητή, θεωρείται ότι ανά πάσα στιγμή διατηρεί τα ίδια χαρακτηριστικά και δράσεις με την επιλεγείσα και γι΄αυτό παραμένει ισότιμη σε κάθε προοπτική ερμηνείας. 

			Η ξηρή ουσία (DM) κυρίως εμφανίζει υψηλές συσχετίσεις με μεταβλητές προερχόμενες και από τις τρεις ομάδες (χημικές, μηχανικές, οργανοληπτικές). Υψηλές συσχετίσεις παρατηρούνται και μεταξύ μηχανικών και οργανοληπτικών μεταβλητών.

			Στη συνέχεια της μήτρας των συσχετίσεων υπολογίζονται τα διανύσματα aij τα οποία αποτελούν τους συντελεστές στάθμισης (weights) των μεταβλητών σε κάθε κύρια συνιστώσα και εμφανίζονται στον πίνακα 4.3. 

			Με βάση τις εκτιμήσεις των τιμών των διανυσμάτων καταρτίζουμε και τον πίνακα των βαθμών των συνιστωσών των δειγμάτων (Πίν. 4.4). Ο πίνακας αυτός δημιουργείται υπολογίζοντας τις τιμές των συνιστωσών Zi από τις εξισώσεις πολλαπλής παλινδρόμησης αφού θέσουμε σε αυτές τις τιμές των συντελεστών στάθμισης aij των μεταβλητών και τις πολλαπλασιάσουμε με τις αρχικές τιμές των μεταβλητών Χi (αλλά ήδη τυποποιημένων) στα δείγματα. Οι βαθμοί της πρώτης συνιστώσας εκτιμώνται από την εξίσωση:
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			Και από τη μήτρα των διανυσμάτων δημιουργούμε τη μήτρα των συσχετίσεων (παραγοντικών φορτίων) κάθε μεταβλητής με όλες τις κύριες συνιστώσες (Πίν. 4.5).

			Παρατηρούμε ότι όσο βαίνουμε προς τα δεξιά της μήτρας τόσο μικρότερα σε μέγεθος εμφανίζονται τα φορτία των μεταβλητών και τόσο λιγότερο αναγκαίες γίνονται οι συνιστώσες για παραπέρα χρήση. Παρατηρώντας τις τιμές των παραγοντικών φορτίων των συνιστωσών εύκολα συμπεραίνουμε ότι οι μεταβλητές DM, pH, REC,Hard, FB, Elas και Frac είναι κυρίως υπεύθυνες για τη δημιουργία της πρώτης συνιστώσας και οι μεταβλητές FR, DEF, Frac, BC και TN/DM για το σχηματισμό της δεύτερης, με μικρότερη, ωστόσο, ένταση. Ακόμη, επισημαίνεται ότι οι μεταβλητές Frac και Elas εμφανίζουν συγκριτικά υψηλούς συντελεστές συσχέτισης σε αμφότερες τις συνιστώσες, αλλά με αντίθετο πρόσημο.

			Το ποσοστό συνεισφοράς κάθε συνιστώσας στην ολική διακύμανση προσδιορίζεται στον πίνακα 4.6, στον οποίο παρατηρούμε ότι όσο βαίνουμε προς τα κάτω της στήλης των συνιστωσών τόσο μικρότερο ποσοστό εξηγείται από την αντίστοιχη συνιστώσα.

			Από το κρημνογράφημα των χαρακτηριστικών ριζών (Σχ. 4.1) παρατηρούμε ότι ο σχηματισμός αγκώνα περιλαμβάνει τις 4 πρώτες συνιστώσες με συνολικό ποσοστό επεξήγησης 83,0%, χωρίς να παραβλέπουμε ότι οι δυο πρώτες κύριες συνιστώσες εξηγούν ήδη ένα αξιόλογο ποσοστό της τάξης του 65,1%, το οποίο ενδεχομένως να θεωρείται αρκετό για περαιτέρω αναλύσεις. 

			Έτσι, από τη μήτρα των παραγοντικών φορτίων με τις κύριες συνιστώσες, λαμβάνοντας υπόψη μόνο τους δυο πρώτους άξονες, προκύπτει το διδιάστατο γράφημα των δυο πρώτων συνιστωσών στο οποίο περιγράφεται η θέση των μεταβλητών εκτεινόμενων ακτινωτά από το κέντρο βάρους του γραφήματος (Σχ. 4.2). Οι ευθείες δείχνουν το μέγεθος της απόστασης των μεταβλητών από το κέντρο και άρα όσο μεγαλύτερο είναι το μήκος αυτών τόσο σημαντικότερη είναι η συγκεκριμένη μεταβλητή. Δυο μεταβλητές που σχηματίζουν οξεία γωνία εμφανίζουν θετική συσχέτιση, ενώ όταν σχηματίζουν αμβλεία γωνία συσχετίζονται αρνητικά. Όσο μικρότερη οξεία γωνία δημιουργείται τόσο ισχυρότερος θετικά προκύπτει ο συντελεστής συσχέτισης και όσο μεγαλύτερη είναι η αμβλεία γωνία τόσο ισχυρότερος αρνητικά εκφράζεται ο συντελεστής. Ανοίγματα γωνιών 0 και 180 μοιρών δηλώνουν συντελεστές συσχέτισης +1 και -1 αντίστοιχα και ανοίγματα 90 μοιρών μηδενικό συντελεστή.

			Παρόμοια θεώρηση ισχύει και για τη θέση των μεταβλητών με τους δυο άξονες. Οι μεταβλητές που σχηματίζουν μικρή οξεία γωνία με έναν άξονα είναι υπεύθυνες για το σχηματισμό του συγκεκριμένου άξονα. 

			Από τη διάταξη των μεταβλητών στο γράφημα προκύπτουν τρεις δέσμες μεταβλητών: η μια ορίζεται στο άνω αριστερό τεταρτημόριο, η δεύτερη στο κάτω αριστερό και η τρίτη καταλαμβάνει το δεξιό ημικύκλιο. Στο αριστερό κάτω τεταρτημόριο υψηλές θετικές συσχετίσεις αναπτύσσονται μεταξύ οργανοληπτικής και μηχανικής σκληρότητας (Hard-FB) όπως και μεταξύ άλμης και μηχανικής σκληρότητας (BC-FR). Υπενθυμίζεται ότι οι μεταβλητές FR και FB αποτελούν διαφορετικές μορφές εκτίμησης της μηχανικής σκληρότητας των προϊόντων. Στο άνω αριστερά τεταρτημόριο ισχυρές θετικές συσχετίσεις εμφανίζονται μεταξύ των μεταβλητών DM, REC και pH, οι οποίες είναι και οι κυρίως υπεύθυνες για το σχηματισμό του πρώτου άξονα επειδή συσχετίζονται, επίσης, ισχυρά και με αυτόν. Σημαντικότερη όλων εμφανίζεται να είναι η ξηρή ουσία (DM). Στο δεξιό ημικύκλιο κυριαρχεί η οργανοληπτική ευθρυπτότητα (Frac) η οποία συσχετίζεται ισχυρά αρνητικά με την οργανοληπτική ελαστικότητα (Elas). Οι μεταβλητές αυτές διατάσσονται στο μέσο των τεταρτημορίων τους και εύκολα συνάγεται ότι συνεισφέρουν περίπου ισοδύναμα για το σχηματισμό αμφοτέρων των αξόνων 1 και 2 (βλ. επίσης τους συντελεστές συσχέτισης στον πίνακα 4.5) Η ευθρυπτότητα συσχετίζεται ισχυρά αρνητικά επίσης και με την ξηρή ουσία, pH και τη μηχανική ανάκτηση (REC). Ο δεύτερος κύριος άξονας προσδιορίζεται κυρίως από τη δράση των μεταβλητών του ολικού άζωτου και της μηχανικής παραμόρφωσης (TN/DM και DEF) λόγω της διάταξής τους που βρίσκεται πλησιέστερα σε αυτόν (μικρή οξεία γωνία). Η σχέση αυτή προσδιορίζεται και από τους σχετικά υψηλούς συντελεστές συσχέτισης των δύο αυτών μεταβλητών με τον άξονα αυτό (Πίν. 4.5).

			Από τον πίνακα των τιμών των δειγμάτων με τις κύριες συνιστώσες (Πίν. 4.4), αν λάβουμε υπόψη μόνο τις δυο πρώτες συνιστώσες, τότε προκύπτει το διδιάστατο γράφημα των δυο συνιστωσών στο οποίο περιγράφεται η διάταξη των δειγμάτων (Σχ. 4.3). Στο γράφημα διαπιστώνεται μια ομάδα τυριών στο αριστερό κάτω τεταρτημόριο η οποία αποτελεί και την ομάδα των σκληρών τυριών (κεφαλοτύρια). Στο άνω αριστερά τεταρτημόριο εκτείνεται η ομάδα των ημίσκληρων τυριών (γραβιέρες-κασέρια) ενώ στο δεξιό ημισφαίριο τοποθετούνται τα μαλακά τυριά (τύποι φέτας). 

			Αν τώρα διερευνήσουμε τα δυο τελευταία γραφήματα με νοητή επίθεση τού ενός επί του άλλου και αντιστοιχίσουμε μεταβλητές και δείγματα σε κάθε τεταρτημόριο, τότε συνάγονται τα εξής συμπεράσματα:

			Η ομάδα των σκληρών τυριών χαρακτηρίζεται από υψηλές τιμές μηχανικής και οργανοληπτικής σκληρότητας και αλμυρότητας. 

			
					Η ομάδα των ημίσκληρων τυριών χαρακτηρίζεται από υψηλό pH, ελαστικότητα και ικανότητα ανάκτησης.

					Τα μαλακά τυριά βρίσκονται στο δεξιό ημισφαίριο και άρα είναι τα πλέον εύθρυπτα. 

					Η ξηρή ουσία είναι ενδεικτική των σκληρών και ημίσκληρων τυρών γιατί βρίσκεται ακριβώς στο μέσο αυτών και επομένως βρίσκεται σε μικρότερες συγκεντρώσεις στο αντίθετο άκρο εκπόρευσής της από το κέντρο, δηλαδή στα μαλακά τυριά. 

			

			Συνοψίζοντας, η ανάλυση κύριων συνιστωσών δίνει μια ολοκληρωμένη αποτύπωση των προϊόντων με βάση τα μετρούμενα χημικά, μηχανικά και οργανοληπτικά χαρακτηριστικά τους, δηλαδή μια ουσιαστική πληροφόρηση ως προς το προφίλ τους. 
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			Πίνακας 4.1. Συντομογραφίες ελληνικών τυριών και χημικών, μηχανικών και οργανοληπτικών ιδιοτήτων. 
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			Πίνακας 4.2. Πϊνακας συσχετίσεων κατά ζεύγη των μεταβλητών. Συσχετίσεις μεγαλύτερες από ±0,70 δείχνονται με σκίαση.
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			Πίνακας 4.3. Πίνακας των συντελεστών στάθμισης aij (διανυσμάτων) των μεταβλητών με τους κύριους άξονες (συνιστώσες).
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			Πίνακας 4.4. Πίνακας των βαθμών των συνιστωσών σε κάθε παρατήρηση (δείγμα).
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			Πίνακας 4.5. Μήτρα συντελεστών συσχέτισης (παραγοντικών φορτίων) των μεταβλητών με τους κύριους άξονες. Συσχετίσεις μεγαλύτερες από ±0.70 (Συνιστώσα 1) και μεγαλύτερες από ±0.50 (Συνιστώσα 2) δείχνονται με σκίαση. 
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			Πίνακας. 4.6. Πίνακας των χαρακτηριστικών ριζών λ και του ποσοστού επεξήγησης της διακύμανσης από κάθε συνιστώσα

			[image: Ch4-Sx-4-1.png]

			Σχήμα 4.1. Κρημνογράφημα των χαρακτηριστικών ριζών λι.
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			Σχήμα 4.2. Γράφημα των δυο κύριων συνιστωσών με βάση τα παραγοντικά φορτία των μεταβλητών.
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			Σχήμα 4.3. Γράφημα των δυο κύριων συνιστωσών με βάση τις τιμές των δειγμάτων.

			4.2 Παραγοντική Ανάλυση 

			Γενικά

			Στην ανάλυση των κύριων συνιστωσών αναφέρθηκε ότι ο σκοπός της έρευνας στοχεύει στην εύρεση των ολιγάριθμων εκείνων συνιστωσών από ένα σύνολο p αρχικών μεταβλητών, οι οποίες θα μπορούν να ερμηνεύσουν ικανοποιητικά και σε ευρύ φάσμα τη δράση όλων των μεταβλητών. Στην ουσία οι ολιγάριθμες Zi συνιστώσες αποτελούν τις εξαρτημένες μεταβλητές p γραμμικών συνδυασμών σύμφωνα με τη σχέση:
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			Στην παραγοντική ανάλυση αντίθετα, ο σκοπός είναι να βρεθούν όλες εκείνες οι μεταβλητές το αποτέλεσμα των οποίων θα μπορούσε όσο το δυνατόν να ερμηνευθεί άριστα από ένα μικρό πλήθος παραγόντων m ασυσχέτιστων μεταξύ τους. Έτσι, η παραπάνω μορφή των γραμμικών συνδυασμών διαφοροποιείται ως εξής:
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			δηλαδή οι μεταβλητές αποτελούν την εξαρτημένη μεταβλητή και οι παράγοντες τις ανεξάρτητες. Οι μεταβλητές Xi έχουν μέσο όρο μηδέν και διακύμανση 1 (τυποποιημένες), οι συντελεστές bij καλούνται παραγοντικά φορτία (loading factors) και οι όροι Fi κοινοί παράγοντες (common factors) με μέσο όρο 0 και διακύμανση ίση με 1, μη συσχετιζόμενοι μεταξύ τους. Ο όρος ei είναι το ειδικό σφάλμα κάθε εξίσωσης και προκύπτει ως υπόλειμμα, δηλαδή ως αποτέλεσμα της επιλογής m κοινών παραγόντων αντί του συνόλου p παραγόντων. Στο παραγοντικό μοντέλο υποθέτουμε ότι μια μεταβλητή Xi αποτελείται από ένα κοινό μέρος (common part), δηλαδή το μέρος της διακύμανσης της μεταβλητής που σχετίζεται (μοιράζεται) με τις άλλες μεταβλητές, και ένα μοναδικό μέρος ei (unique part) που αφορά ειδικά (αποκλειστικά) μόνο αυτή τη μεταβλητή (Xi). Επομένως μια σημαντική διαφορά (από την ανάλυση κύριων συνιστωσών) είναι ότι στην παραγοντική ανάλυση (FA) μας ενδιαφέρει κυρίως το μέρος της συνολικής διασποράς που αναλύεται (δηλαδή που ερμηνεύεται από τους κοινούς παράγοντες Fi).

			Το σύμβολο m αναφέρεται στον αριθμό των κοινών παραγόντων που τελικώς λαμβάνονται υπόψη και ισχύει m<p. Επίσης ισχύει ο περιορισμός, 

			 [image: 14_2.png]

			όπου το άθροισμα όλων των όρων a2ij καλείται κοινή παραγοντική διακύμανση (communality) της Xi και αφορά το μέρος εκείνο της διακύμανσης που σχετίζεται με τους κοινούς παράγοντες. Η διακύμανση του ειδικού σφάλματος s2e ονομάζεται εξειδίκευση της Xi και είναι το μέρος εκείνο της μεταβλητότητας που δεν σχετίζεται με τους κοινούς παράγοντες. Στην πραγματικότητα, το μοντέλο της παραγοντικής ανάλυσης είναι εκάστοτε ένα επιλεγμένο κομμάτι m παραγόντων από το συνολικό αριθμό p των παραγόντων των στοιχείων. Επίσης, η συσχέτιση δύο μεταβλητών Xi και Xj δίνεται από τη συνάρτηση,
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			Από την εξίσωση προκύπτει ότι οι δύο μεταβλητές εμφανίζουν υψηλό συντελεστή συσχέτισης μόνο όταν έχουν υψηλά παραγοντικά φορτία στους ίδιους κοινούς παράγοντες. Τα παραγοντικά φορτία δίνουν τιμές μεταξύ -1 και +1 καθώς η κοινή παραγοντική διακύμανσή τους ποτέ δεν υπερβαίνει τη μονάδα. 

			Υπολογιστική διαδικασία

			Όπως αναφέρθηκε, τα δεδομένα στην παραγοντική ανάλυση έχουν την ίδια δομή με την ανάλυση των κύριων συνιστωσών, δηλαδή υπάρχουν p μεταβλητές και n μετρήσεις που αφορούν παρατηρήσεις δειγμάτων ή ατόμων:

			
					Υπολογίζονται πρώτα τα προσωρινά παραγοντικά φορτία aij με την εφαρμογή της τεχνικής της ανάλυσης των κύριων συνιστωσών, επιλέγοντας όμως τις πρώτες m κύριες συνιστώσες εκλαμβάνοντας τες ως m προσωρινούς κοινούς παράγοντες. Τα υπολογισθέντα παραγοντικά φορτία λέγονται προσωρινά καθόσον οι τιμές τους δεν είναι μοναδικές. Αν ληφθούν, τώρα, μόνο οι κοινοί παράγοντες F1, F2 … Fm (και όχι οι p συνολικά παράγοντες. όπως προηγουμένως, οι οποίοι χρειάστηκαν για τον αρχικό υπολογισμό). τότε υπάρχει απεριόριστος αριθμός συνολικών λύσεων για την εκτίμηση των φορτίων ο οποίος καταλήγει σε μία μόνο λύση αν εφαρμοστεί η μέθοδος της περιστροφής (rotation) των αξόνων. (παραγόντων).

					Υπολογίζονται οι τιμές των κοινών παραγόντων παρατήρηση (σειρά μεταβλητών). Όταν χρησιμοποιείται η τεχνική των κύριων συνιστωσών για την εξεύρεση της προσωρινής λύσης, ο χρυσός κανόνας είναι να επιλεγούν μόνο εκείνοι οι κοινοί παράγοντες των οποίων οι χαρακτηριστικές ρίζες έχουν τιμή λi>1, δοθέντος ότι ρίζες με τιμές μικρότερες της μονάδας εξηγούν μικρό μέρος της ολικής μεταβλητότητας σε σχέση με τις υπόλοιπες. Υπενθυμίζεται ότι αυξάνοντας τον αριθμό των επιλεγμένων κοινών παραγόντων αυξάνεται και η κοινή συνεισφορά (παραγοντική διακύμανση) των μεταβλητών. 

			

			Σημαντική συμβολή στην ενίσχυση της ποιότητας αντιπροσώπευσης και ερμηνείας των εξαγόμενων παραγόντων προσδίδει η τεχνική περιστροφής των κύριων αξόνων η οποία μπορεί να είναι ορθογώνια (orthogonal) ή πλαγιογώνια (oblique). Στην πρώτη περίπτωση νοείται ότι οι παράγοντες δεν συσχετίζονται μεταξύ τους ενώ στη δεύτερη συσχετίζονται μερικώς. Ανεξαρτήτως επιλογής του τύπου περιστροφής, σκοπός είναι οι τιμές των παραγοντικών φορτίων των κοινών παραγόντων να προσεγγίζουν είτε το μηδέν είτε να απέχουν πολύ από το μηδέν. Τιμές πλησίον του μηδενός σημαίνουν ότι η Xi μεταβλητή δεν συσχετίζεται ισχυρά με τον παράγοντα Fj. Ισχυρή συσχέτιση, θετική ή αρνητική, σημαίνει ότι η Xi εξηγείται σε σημαντικό βαθμό από τον παράγοντα Fj. Έτσι, αν κάποιες από τις μεταβλητές συσχετίζονται ισχυρά με κάποιους παράγοντες και καθόλου με κάποιους άλλους, τότε ισχυροποιείται η ερμηνεία επεξήγησης ή μη από τους συγκεκριμένους παράγοντες. Η πλέον διαδεδομένη ορθογώνια περιστροφή των αξόνων είναι η τεχνική της μεγιστοποίησης της διακύμανσης (varimax rotation) των παραγοντικών φορτίων. Αν η διακύμανση η οποία προκύπτει, έχει υψηλή τιμή, τότε κάποια (παραγοντικά) φορτία τείνουν προς το μηδέν και κάποια προς τη μονάδα. Έτσι, η φιλοσοφία της περιστροφής της διακύμανσης στηρίζεται στη μεγιστοποίηση του αθροίσματος των διακυμάνσεων για όλους τους παράγοντες.

			Η περιστροφή των παραγόντων δεν επηρεάζει την καλή προσαρμογή του παραγοντικού μοντέλου για λύση. Δηλαδή, μολονότι μεταβάλλεται η μήτρα των παραγόντων, οι κοινές παραγοντικές διακυμάνσεις και το εξηγούμενο ποσοστό της ολικής διακύμανσης δεν μεταβάλλονται. Ωστόσο, το ποσοστό της διακύμανσης που εξηγείται από κάθε παράγοντα, μεταβάλλεται γιατί η περιστροφή ανακατανέμει την εξηγούμενη διακύμανση στους εξατομικευμένους παράγοντες. Έτσι, διαφορετικές μέθοδοι περιστροφής μπορεί να οδηγήσουν σε αναγνώριση διαφορετικών παραγόντων.

			Οι συνηθέστερα επιλεγόμενες τεχνικές περιστροφής των αξόνων είναι οι ακόλουθες:

			
					Η περιστροφή μέγιστης διακύμανσης (varimax rotation) η οποία ελαχιστοποιεί τον αριθμό των μεταβλητών που διατηρούν υψηλά παραγοντικά φορτία σε κάθε παράγοντα, μεγιστοποιώντας παράλληλα τη διακύμανση των τετραγώνων των παραγοντικών φορτίων, και συμβάλλοντας έτσι στην απλούστευση της ερμηνείας των παραγόντων.

					Η περιστροφή μέγιστης τέταρτης δύναμης (quartimax rotation) ελαχιστοποιεί τον αριθμό των παραγόντων που απαιτούνται για την επεξήγηση κάθε μεταβλητής, καθότι αποσκοπεί, μέσω της περιστροφής, να καταστήσει μια μεταβλητή με υψηλό παραγοντικό φορτίο σε έναν παράγοντα και σχεδόν μηδενικό σε άλλους. Η ελαχιστοποίηση επιτυγχάνεται αν μεγιστοποιηθεί ο πρώτος όρος που ισοδυναμεί με το άθροισμα των παραγοντικών φορτίων στην τέταρτη δύναμη. Η τεχνική αυτή απλοποιεί την ερμηνεία των συμμετεχουσών μεταβλητών, αν και συχνά έχει ως αποτέλεσμα την εμφάνιση ενός γενικού παράγοντα με υψηλά μέχρι μέτριου μεγέθους φορτία στις περισσότερες μεταβλητές των παραγόντων, ένα από τα πιο σοβαρά μειονεκτήματα της μεθόδου. 

					Η περιστροφή μέγιστης ισοδυναμίας (equamax rotation) συνδυάζει τη δράση των δυο προηγούμενων εξασφαλίζοντας έτσι απλούστερες ερμηνείες των παραγόντων και των μεταβλητών. Ουσιαστικά, ελαχιστοποιείται ο αριθμός των μεταβλητών που εμφανίζουν υψηλά παραγοντικά φορτία σε κάθε παράγοντα ταυτόχρονα με τον αριθμό των παραγόντων που απαιτούνται προς επεξήγηση των μεταβλητών.

					Η περιστροφή ισόρροπης μεγιστοποίησης (promax rotation) έχει πλαγιογώνιο προσανατολισμό και επιτρέπει κάποιους παράγοντες να συσχετίζονται. Επιλέγεται σε μελέτες με μεγάλο αριθμό συλλεχθέντων στοιχείων. 

			

			Οι μεταβλητές στην παραγοντική ανάλυση θα πρέπει κατά κανόνα να είναι ποσοτικές ώστε να ισχύει απρόσκοπτα η εφαρμογή των κατά ζεύγη συσχετίσεων του Pearson (μήτρα συσχετίσεων) επί της οποίας, κατά βάση, στηρίζεται όλο το οικοδόμημα της ανάλυσης των παραγόντων και των κύριων συνιστωσών. 

			Μια μεγάλη μερίδα επιστημόνων θεωρεί ότι η χρήση τακτικών μεταβλητών στις αναλύσεις αυτές θα πρέπει να γίνεται με δέουσα προσοχή η οποία συνοψίζεται στους περιορισμούς:

			α) Τακτικές εκλαμβάνονται ως ποσοτικές όταν περιέχουν περισσότερες από 15 διαβαθμίσεις ώστε να διασφαλίζεται ο θεσμός της κανονικότητας των στοιχείων

			β) Δεν παρατηρείται ισχυρή ανισομέρεια μεταξύ των διαστημάτων της κλίμακας μέτρησης

			γ) Ενθαρρύνεται η χρήση τους όταν ακολουθούν στην πλειονότητα ομοειδείς κατανομές

			Ισχυρή βελτίωση της αποτελεσματικότητας (συμπεριφοράς) των τακτικών μεταβλητών παρέχει η αντικατάσταση της μήτρας συσχετίσεων με τη μήτρα πολυχωρικών συντελεστών ή και τετραχωρικών όταν πρόκειται για δίτιμες μεταβλητές.

			Παρά τους δηλωμένους περιορισμούς, η χρήση των τακτικών μεταβλητών ως ποσοτικών, δηλαδή της ισχύος της αναλογικότητας στις διαβαθμισμένες κλίμακες, εξακολουθεί να συνεπαίρνει μία διόλου ευκαταφρόνητη μερίδα ερευνητών. 

			Εφαρμογή της ανάλυσης κύριων συνιστωσών 

			Αναφέρθηκε ότι ο απλούστερος τρόπος εκτέλεσης της παραγοντικής ανάλυσης είναι με την εκκίνηση της ανάλυσης των κύριων συνιστωσών και την επιλογή μόνο μερικών κύριων συνιστωσών ως κοινών παραγόντων άνευ περιστροφής, ως:

			Θεωρούνται p μεταβλητές και συνεπώς p κύριες συνιστώσες, όπου προκύπτει η σχέση, 

			 [image: 16_2.png]

			στην οποία οι τιμές bij προκύπτουν από τα διανύσματα bij της μήτρας των συσχετίσεων.

			Η παραπάνω σχέση είναι ορθογώνια και, συνεπώς, ισχύει η αντίστροφη μετάθεση, 
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			Για την παραγοντική ανάλυση, επιλέγοντας ορισμένες μόνο κύριες συνιστώσες, η παραπάνω σχέση μετατρέπεται σε
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			όπου το ειδικό σφάλμα ei αποτελεί το γραμμικό συνδυασμό των κύριων συνιστωσών μεταξύ Zm+1 και Zp. Οι κοινοί παράγοντες εξάγονται από τις κύριες συνιστώσες Z1, Z2 … Zp με τη διαίρεση της καθεμιάς με την τυπική απόκλισή της (η οποία ισούται με [image: 19_2.png]) σύμφωνα με τη σχέση [image: 20_2.png]. Με τον τρόπο αυτόν οι προηγούμενες εξισώσεις μετατρέπονται ως: 
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			επειδή, όμως, ισχύει 
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			το μοντέλο των κύριων συνιστωσών τροποποιείται τελικά σε παραγοντικό μοντέλο

			 [image: 23_2.png]

			Με την παραπάνω ακολουθία εξισώσεων η ανάλυση των κύριων συνιστωσών μετακυλίεται στα χαρακτηριστικά της παραγοντικής ανάλυσης. Επειδή όμως, τα ειδικά σφάλματα μπορεί να συσχετίζονται οδηγώντας έτσι σε ένα μη ακριβές παραγοντικό μοντέλο, καταφεύγουμε στην εφαρμογή της περιστροφής της μέγιστης διακύμανσης (συνηθέστερη επιλογή) με σκοπό την απόδοση ενός πιο αξιόπιστου μοντέλου. Έτσι, με τη χρήση της περιστροφής της μέγιστης διακύμανσης, το μοντέλο θα παρουσιάσει την ακόλουθη λύση:
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			όπου Fi’ αντιστοιχεί στον i νέο παράγοντα. 

			Επιπρόσθετη περιγραφή των εξισώσεων της παραγοντικής ανάλυσης προβάλλεται στον πίνακα 4.11.

			Πέραν του γενικώς αποδεκτού τρόπου εκτίμησης των παραγοντικών φορτίων και κοινών παραγόντων όπως αναφέρθηκε, υπάρχουν και άλλες διαφορετικές τεχνικές, οι οποίες αναφέρονται με πολύ συντομία:

			
					Παραγοντική ανάλυση κύριων αξόνωνΗ μέθοδος της παραγοντικής ανάλυσης κύριων αξόνων (Principal Axes Factoring - PAF) στηρίζεται στη χρήση μιας διαδικασίας εκτέλεσης επαναληπτικών δοκιμών διαδοχικών τιμών (iterative technique) για την εκτίμηση των κοινών παραγοντικών διακυμάνσεων και κατ΄επέκταση των παραγοντικών φορτίων. Οι εκτιμήσεις αυτές εξάγονται από τη διαγώνιο της μήτρας των συσχετίσεων μετά τη χρήση των τετραγώνων των πολλαπλών συσχετίσεων στη μήτρα αυτή. Η διαδικασία περατώνεται όταν επιτευχθεί σύγκλιση των τελικών τιμών με βάση το κριτήριο σύγκλισης 0,001.


					Μέθοδος της μέγιστης πιθανοφάνειας Η τεχνική της εκτίμησης μέγιστης πιθανοφάνειας (Maximum Likelihood Estimate) προσπαθεί να εκτιμήσει εκείνες τις παραμέτρους του παραγοντικού μοντέλου οι οποίες έχουν πολύ μεγάλη πιθανότητα να παράγουν αξιόπιστα την αρχική μήτρα των συσχετίσεων, με την παραδοχή ότι το δείγμα συμμορφώνεται με την πολυμεταβλητή κανονική κατανομή. Η διαδικασία επιτελείται με τη χρήση δοκιμαστικών επαναληπτικών τιμών. 


					Παραγοντοποίηση απεικονισμένων μεταβλητών Η μέθοδος της παραγοντοποίησης απεικονισμένων μεταβλητών (Image factoring) βασίζεται στις μεταβλητές που εκφράζονται ως το αποτέλεσμα της πολλαπλής παλινδρόμησης καθεμιάς με όλες τις άλλες μεταβλητές. Δηλαδή, η κοινή παραγοντική διακύμανση κάθε μεταβλητής ορίζεται ως το τετράγωνο του συντελεστή πολλαπλής συσχέτισης της μεταβλητής με τις λοιπές. Έτσι, η μήτρα συσχέτισης φέρει ως διαγώνια στοιχεία τις κοινές παραγοντικές διακυμάνσεις των μεταβλητών, τα δε μη διαγώνια προσαρμόζονται έτσι, ώστε καμία από τις χαρακτηριστικές ρίζες να είναι αρνητική.


					Άλφα παραγοντική ανάλυση 

			

			H άλφα παραγοντική ανάλυση (Alpha Factor Analysis) υιοθετεί την παραδοχή ότι τα στοιχεία αποτελούν το συνολικό πληθυσμό και οι μεταβλητές είναι ένα δείγμα από ένα πληθυσμό μεταβλητών. Το επίμαχο σημείο είναι αν η εξαγωγή συμπερασμάτων για την επίλυση του παραγοντικού μοντέλου με τη χρήση ενός δείγματος, είναι ικανή να ισχύσει αξιόπιστα και για όλο τον πληθυσμό των μεταβλητών. Η τεχνική δηλαδή, δεν επιδιώκει την εξαγωγή στατιστικών συμπερασμάτων, αλλά τη γενίκευση των αποτελεσμάτων σε όλο τον πληθυσμό των μεταβλητών. 

			Εκτός των παραπάνω αναλύσεων οι οποίες αποτελούν μέρος της διερευνητικής παραγοντικής ανάλυσης (Exploratory Factor Analysis), την τελευταία εικοσαετία χρησιμοποιείται ευρέως η επιβεβαιωτική παραγοντική ανάλυση (Confirmatory Factor Analysis). Σύμφωνα με αυτήν ο ερευνητής γνωστοποιεί πριν από τη διεξαγωγή της έρευνας ένα σύνολο παραγοντικών φορτίων συγκεκριμένων παραγόντων και ακολούθως, μέσω της συντελούμενης έρευνας, επιδιώκει να επιβεβαιώσει αν το νέο σύνολο των συσχετίσεων μπορεί να προβλέψει την επιλογή αυτών των παραγόντων. 

			Μία αποδεκτή πρακτική εφαρμογής της παραγοντικής ανάλυσης είναι αρχικά η χρήση της ανάλυσης των κύριων συνιστωσών θεωρώντας αυτές ως προσωρινούς κοινούς παράγοντες και στη συνέχεια η προσέγγιση μέσω της περιστροφής της μέγιστης διακύμανσης. Άλλη ικανοποιητική προσέγγιση είναι η χρήση της ανάλυσης της μέγιστης πιθανοφάνειας (Maximum Likelihood analysis) για την εξαγωγή των κοινών παραγόντων.

			Η παραγοντική ανάλυση θεωρείται γενικώς ως έργο τέχνης στην εφαρμογή της. Η ορθή επιλογή των κοινών παραγόντων και ο τρόπος ερμηνείας των μεταβλητών στη θέση που τις αρμόζει στον κάθε παράγοντα, αποτελεί προσωπική εκτίμηση του κάθε ερευνητή. Δηλαδή στην πραγματικότητα, η παραγοντική ανάλυση αποτελεί ένα καθαρά περιγραφικό εργαλείο των πολυμεταβλητών. 

			Κριτήρια καταλληλότητας της παραγοντικής ανάλυσης 

			
					Ελέγχουμε την ύπαρξη κανονικότητας των μεταβλητών (προϋπόθεση όχι κατ’ ανάγκη απαραίτητη), συμμετρίας της κατανομής τους και εξωκείμενων τιμών. Οι δύο πρώτες περιπτώσεις αντιμετωπίζονται με τη χρήση κατάλληλων μετασχηματισμών και οι εξωκείμενες τιμές ελέγχονται με την απόσταση Mahalanobis η οποία μετρά την απόσταση κάθε σημείου από το κεντρικό πολυδιάστατο σημείο στο χώρο (συνολική μέση τιμή). Πλεονεκτεί των άλλων μεθόδων στο ότι λαμβάνει ταυτόχρονα υπόψη τις διαφορετικές κλίμακες μέτρησης μεταξύ των μεταβλητών αλλά και των συσχετίσεών τους. Τιμές Mahalanobis κείμενες υπεράνω μιας εκάστοτε θεωρητικής τιμής θεωρούνται ύποπτες (βλ. ένθετο γράφημα).[image: Ch4-Sel17-Grafima.png]


					Ενδελεχής επισκόπηση χαμένων (ελλειπουσών) τιμών στα στοιχεία κάθε μεταβλητής. Συνήθως παρέρχεται απαρατήρητα το γεγονός ότι μια χαμένη τιμή παρούσα σε μία μόνο μεταβλητή μπορεί να ακυρώσει τη συμμετοχή όλης της σειράς των μεταβλητών στην οποία αυτή εντοπίζεται σε μια ολοκληρωμένη στατιστική ανάλυση. Πολλές ελλείπουσες τιμές διάσπαρτες σε διαφορετικές σειρές μειώνουν δραματικά τη συμμετοχή των συνολικών παρατηρήσεων σε μαζικές στατιστικές αναλύσεις και το πρόβλημα αυτό αντιμετωπίζεται συνήθως με την τεχνική χρήσης των δεδομένων κατά ζεύγη αν και ενίοτε η μήτρα συσχετίσεων που παράγεται μπορεί να δρα ανασταλτικά στην ανάλυση. 

					Διαμορφώνουμε τη μήτρα των συσχετίσεων. Υψηλές συσχετίσεις μεταξύ των μεταβλητών αποτελούν πρόδηλο σημάδι ότι οι μεταβλητές μπορούν να ταξινομηθούν σε ομάδες με κοινά (ομοειδή) χαρακτηριστικά τα οποία διαφοροποιούνται από τα χαρακτηριστικά άλλων ομάδων. Αντιθέτως, χαμηλές συσχετίσεις δηλώνουν μεταβλητές που δεν έχουν κοινά στοιχεία ή έχουν ετερογένεια. Κατά συνέπεια, η ανάλυση των κύριων συνιστωσών επιδιώκει ν α προσδιορίσει ομάδες μεταβλητών με κοινό περιεχόμενο. 

					Εξετάζουμε τους μερικούς συντελεστές συσχέτισης ανά ζεύγη οι οποίοι οφείλουν να είναι μικροί σε ένταση μεγέθους για να είναι αποτελεσματική η μήτρα των συσχετίσεων. 

					Εξετάζουμε το δείκτη ολικής επάρκειας της δειγματοληψίας (Sampling adequacy) των Kaiser - Meyer- Olkin (KMO) o οποίος εκτιμά το μέγεθος της ομοιογένειας των μεταβλητών και συγκρίνει το μέτρο των συντελεστών συσχέτισης των μεταβλητών με αυτό των μερικών συντελεστών συσχέτισης, κατά τη σχέση: [image: 24_2.png]
δηλαδή το άθροισμα όλων των τετραγώνων των συντελεστών συσχέτισης rij προς το άθροισμα αυτών συν και επιπλέον το άθροισμα των τετραγώνων των μερικών συντελεστών συσχέτισης wij. Τιμές >0,900 δηλώνουν εξαιρετική ομοιογένεια των μεταβλητών, τιμές >0,800 δηλώνουν αξιόλογη, τιμές >0,700 μέτρια ομοιογένεια, τιμές >0,600 πολύ μέτρια, τιμές >0,500 χαμηλή και τιμές <0,500 μη αποδεκτή ομοιογένεια. 


					Επιλογή του σωστού αριθμού των κοινών παραγόντων η οποία βασίζεται στην ανεύρεση όλων των παραγόντων με χαρακτηριστικές ρίζες έχουσες τιμή >1,00 και στο γράφημα της διαλογής του αριθμού των ριζών (βλ. σχήμα 4.1 στην ανάλυση των κύριων συνιστωσών) όπου το σημείο που η μεταβολή της ευθείας των τιμών των ριζών σε συνάρτηση με τον αριθμό συμμετοχής των ριζών παύει να είναι απότομη, είναι το κατάλληλο για την άριστη επιλογή του αριθμού των ριζών και κατ΄επέκταση του αριθμού των κοινών παραγόντων για περαιτέρω ανάλυση. 

					Προϋπόθεση για την εφαρμογή της παραγοντικής ανάλυσης είναι ότι ο αριθμός των παρατηρήσεων πρέπει να είναι τουλάχιστον πενταπλάσιος (το ασφαλέστερο 10πλάσιος) του αριθμού των μεταβλητών, κατ’ άλλους 200 ή τουλάχιστον 300. Παρά την ασυμφωνία των ερευνητών ως προς τον άριστο αριθμό των παραγόντων για την εφαρμογή της παραγοντικής ανάλυσης, υπάρχει ομοφωνία ότι δεν πρέπει αυτή να εφαρμόζεται σε δείγματα μεγέθους παρατηρήσεων μικρότερου του 50.

			

			Επιλογή του καταλληλότερου παραγοντικού μοντέλου

			Τα παραγοντικά φορτία αναμένεται να προσδιοριστούν με διαφορετικές τιμές όταν επιλέγουμε διαφορετικές μεθόδους ανάλυσης π.χ. παραγοντική ανάλυση κύριων αξόνων και παραγοντική ανάλυση κύριων συνιστωσών. Μέγιστη σημασία, όμως, δίνεται στην αξιοπιστία του παραγοντικού μοντέλου, δηλαδή πόσο ικανοποιητικά οι παράγοντες εξηγούν τις συσχετίσεις μεταξύ των μεταβλητών. Η μήτρα υπολειμμάτων των συσχετίσεων, δηλαδή η μήτρα που δείχνει τις ποσότητες των συσχετίσεων που δεν εξηγούνται από τους παράγοντες, χρησιμοποιείται για την εκτίμηση της ρίζας μέσου τετραγώνου υπολείμματος (Root Mean Square Residual), από τη σχέση
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			όπου wij είναι η συσχέτιση υπολειμμάτων μεταξύ της i και της j μεταβλητής και p o αριθμός των μεταβλητών. Η τιμή του παραπάνω δείκτη θα πρέπει να είναι πολύ χαμηλή για να θεωρείται αξιόπιστη η υποψήφια παραγοντική ανάλυση.

			Επίσης, με όμοιο τρόπο μπορεί να χρησιμοποιηθεί και η μήτρα των μερικών συντελεστών συσχέτισης. Χαμηλές τιμές των συντελεστών αυτών προδικάζουν και χαμηλές τιμές του δείκτη RMSR και συνηγορούν υπέρ της καταλληλότητας του προτεινόμενου μοντέλου. 

			Τι αντιπροσωπεύουν οι παράγοντες

			Επόμενο βήμα είναι η απόδοση συγκεκριμένων τίτλων (τυπολογία) σε κάθε κοινό παράγοντα που επιλέχθηκε, συμβάλλοντας έτσι καθοριστικά στην ταυτότητά τους. Τα παραγοντικά φορτία και το υπόβαθρο των γνώσεων μας προς τις υπό μελέτη μεταβλητές, χρησιμοποιούνται συνήθως για την ερμηνεία των αποτελεσμάτων. Γενικώς, το παραγοντικό φορτίο μιας μεταβλητής σε ένα παράγοντα θεωρείται υψηλό όταν έχει τιμή >|0,600| στις θετικές επιστήμες και >|0,25-,30| ή και >|0,400| στις θεωρητικές. 

			Χρήση των παραγοντικών βαθμών

			Οι παραγοντικοί βαθμοί Fi χρησιμοποιούνται συχνά, με τη θεώρηση των δύο πρώτων παραγόντων, σε γραφήματα διασποράς ΧΥ (F1-F2) των παρατηρήσεων. Σε ένα τέτοιο γράφημα οι παρατηρήσεις παρίστανται με σημεία και έχουν συνήθως την έννοια των ατόμων ή δειγμάτων και γίνεται απόπειρα να οριοθετούνται κοντινά κείμενα σημεία σε ομάδες (συστάδες) αποδίδοντας σε αυτές κάποια ιδιαίτερα χαρακτηριστικά αν είναι εφικτό. Οι δύο πρώτοι παράγοντες μπορούν επίσης να εκλαμβάνονται και ως εξαρτημένες μεταβλητές προς διερεύνηση σε ένα μοντέλο πολλαπλής παλινδρόμησης στο οποίο οι ανεξάρτητες μεταβλητές δεν έχουν προηγούμενη ανάμειξη στη δημιουργία του παραγοντικού μοντέλου. Οι δύο παράγοντες ή και μόνο ο πρώτος, μεταφέρουν στο μοντέλο παλινδρόμησης όλη την πληροφόρηση των ιδιοτήτων που απεκόμισαν από την παραγοντική ανάλυση, όπως π.χ. την τιτλοδότησή τους, την αντιπροσώπευση δράσεων συγκεκριμένων μεταβλητών κ.ά.

			Κάθε παράγοντας εκφράζεται ως γραμμικός συνδυασμός των αρχικών μεταβλητών και υπολογίζεται από τη σχέση
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			όπου wij είναι οι συντελεστές των παραγοντικών βαθμών, Ζj οι τυποποιημένες μεταβλητές και p ο αριθμός των συμμετεχουσών μεταβλητών.

			Εννοείται οι παραπάνω χρήσεις ισχύουν απόλυτα και στην ανάλυση κύριων συνιστωσών.

			Οι παραγοντικοί βαθμοί έχουν διακύμανση ίση με το τετράγωνο του συντελεστή πολλαπλής παλινδρόμησης μεταξύ των εκτιμώμενων παραγοντικών βαθμών και των πραγματικών τιμών των παραγόντων και ελέγχονται για την ύπαρξη κανονικότητας (κωδωνοειδής καμπύλη των βαθμών) και εξωκείμενων τιμών. Επειδή οι παραγοντικοί βαθμοί αποτελούν στην ουσία τυποποιημένες τιμές, έπεται ότι τιμές μεγαλύτερες από ±2 ή επικρατέστερα από ±3 συνιστούν δυνητικώς ύποπτες τιμές. 

			4.3 Διαφορές και ομοιότητες των αναλύσεων κοινών παραγόντων και κύριων συνιστωσών

			Παρότι αμφότερες οι αναλύσεις θεωρούνται τυπικά ως τεχνικές περιστολής των διαστάσεων των στοιχείων, ωστόσο διαφοροποιούνται σημαντικά μεταξύ τους. 

			Η ανάλυση των κύριων συνιστωσών στοχεύει στη μείωση του αριθμού των μεταβλητών σε λίγες συγκεκριμένες συνιστώσες οι οποίες αντιστοιχούν σε νέες μεταβλητές και εξηγούν ένα μέγιστο μέρος της διακύμανσης των στοιχείων. Από την άλλη, η παραγοντική ανάλυση στοχεύει στην ανεύρεση και ταυτοποίηση συγκεκριμένων αλλά αφανών, εξαρχής, παραγόντων ικανών να εξηγήσουν την ενδοσυσχέτιση που αναπτύσσεται μεταξύ των μεταβλητών. 

			Με άλλα λόγια, η ανάλυση των κύριων συνιστωσών δίνει έμφαση στην επεξήγηση της διακύμανσης των στοιχείων, ενώ η παραγοντική ανάλυση στην εξήγηση της συσχέτισης μεταξύ των μεταβλητών. Στην πρώτη, οι μεταβλητές είναι υπεύθυνες για τη δημιουργία των συνιστωσών γι’ αυτό και καλούνται δημιουργικές (formative) μεταβλητές, ενώ στη δεύτερη οι μεταβλητές ανιχνεύουν την παρουσία αφανών παραγόντων και γι’ αυτό καλούνται αντανακλαστικές (reflective) μεταβλητές. 

			Άλλα βασικά σημεία διαφοροποίησης των δυο μεθόδων ανάλυσης συνοψίζονται στα εξής:

			Στην παραγοντική ανάλυση θεωρούμε ότι κάθε μεταβλητή εξαρτάται από τις κύριες συνιστώσες (παράγοντες), το αντίστροφο δηλαδή της έννοιας των κύριων συνιστωσών. 

			Οι παράγοντες δεν ορίζονται για να εξάγουν όλη τη διακύμανση από τις μεταβλητές, αλλά μόνο το ποσοστό που οφείλεται στους κύριους παράγοντες και διαμοιράζεται σε αρκετές μεταβλητές. Στην ανάλυση αυτή το ποσοστό της διακύμανσης μιας συγκεκριμένης μεταβλητής, το οποίο οφείλεται σε κάποιους παράγοντες και το οποίο διαμοιράζεται από κοινού με άλλες μεταβλητές, ονομάζεται κοινή παραγοντική διακύμανση (communality). Κατ΄αναλογία, το ποσοστό της διακύμανσης που οφείλεται αποκλειστικά σε μια μεταβλητή προκύπτει ως ολική διακύμανση μείον την κοινή συνεισφορά αυτής της μεταβλητής. Η κοινή συνεισφορά υπολογίζεται από την τιμή του πολλαπλού συντελεστή προσδιορισμού R2 της παλινδρόμησης της συγκεκριμένης μεταβλητής με όλες τις άλλες. 

			Στην ανάλυση των κύριων συνιστωσών παραδεχόμαστε ότι όλη η μεταβλητότητα (διακύμανση) σε μία μεταβλητή χρησιμοποιείται στην ανάλυση, ενώ στην παραγοντική ανάλυση κάνουμε χρήση μόνο της μεταβλητότητας εκείνης που διαμοιράζεται από κοινού με άλλες μεταβλητές. Όμως, παρόλο που σε όλες σχεδόν τις περιπτώσεις οι δυο μέθοδοι εξάγουν παρόμοια αποτελέσματα, συνηθίζεται η πρώτη να εφαρμόζεται σε προβλήματα μείωσης των μεταβλητών της έρευνας (θετικές επιστήμες), ενώ η δεύτερη στη διερεύνηση τυχόν ειδικών δομικών σχέσεων μεταξύ των μεταβλητών (θεωρητικές επιστήμες). 

			Τα πλεονεκτήματα και μειονεκτήματα ως προς την επιλογή μιας από τις δυο μεθόδους έχουν αναφερθεί από τους Velicer & Jackson (1990) οι οποίοι παραθέτουν και σχολιάζουν τις διαπιστώσεις πολλών άλλων συγγραφέων επί του θέματος αυτού. 

			Η ανάλυση των κύριων συνιστωσών ως τεχνική μείωσης του αριθμού των μεταβλητών

			Ας υποθέσουμε ότι μελετούμε δύο μεταβλητές και μετρούμε το συντελεστή συσχέτισης ο οποίος τυγχάνει να είναι ισχυρός. Σε ένα γράφημα Χ-Υ μπορούμε να απεικονίσουμε τη γραμμική σχέση παλινδρόμησης που αναπτύσσεται μεταξύ τους και θεωρούμε τα στοιχεία της προσαρμοσμένης ευθείας ως μία νέα μεταβλητή η οποία, με βάση τη θεωρία της παλινδρόμησης, θα εξηγεί μεγάλο μέρος της μεταβλητότητας των δύο μεταβλητών. Με τον τρόπο αυτόν οι δύο μεταβλητές περιορίστηκαν σε μία νέα, δηλαδή ένα παράγοντα ο οποίος αποτελεί το γραμμικό συνδυασμό αυτών και καλείται κύρια συνιστώσα. Στην πράξη, τέτοια εξαγωγή των κύριων συνιστωσών συνιστά την περιστροφή (rotation) των μεταβλητών στο χώρο έτσι ώστε να μεγιστοποιηθεί η διακύμανση της νέας μεταβλητής- συνιστώσας (να εξηγηθεί, δηλαδή, όσο το δυνατόν περισσότερη μεταβλητότητα). Όταν συμμετέχουν τρεις μεταβλητές τότε η συνιστώσα θα αποτελεί ένα επίπεδο στον τριδιάστατο χώρο. Εύλογα συνάγεται ότι με περισσότερες μεταβλητές είναι αδύνατη η παράσταση αυτών στο χώρο, η λογική όμως της μεγιστοποίησης της διακύμανσης εξακολουθεί να ισχύει. 

			Μετά το σχηματισμό της νέας μεταβλητής (πρώτη συνιστώσα) η οποία εκφράζει τη μέγιστη διακύμανση παραμένει πάντα κάποια μεταβλητότητα ως προς αυτήν που δεν ερμηνεύεται. Έτσι προβαίνουμε στη δημιουργία μιας δεύτερης κύριας συνιστώσας η οποία μεγιστοποιεί την υπολοιπόμενη μεταβλητότητα κοκ. Με τη διαδικασία αυτή δημιουργούνται τόσες συνιστώσες όσες και οι μεταβλητές, ενώ κάθε συνιστώσα ορίζεται να μεγιστοποιεί τη μεταβλητότητα που αφήνεται υπολειμματική από την προηγούμενη συνιστώσα. Οι διαδοχικά παραγόμενες συνιστώσες είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους που σημαίνει ότι δεν συσχετίζονται, είναι δηλαδή ορθογώνιες.

			Με βάση τη διαδικασία που περιγράφτηκε, οι εξαγόμενοι παράγοντες, δηλαδή οι συνιστώσες, εξηγούν ολοένα και λιγότερο μέγεθος διακύμανσης, η ποσότητα της οποίας λογίζεται ως λi (χαρακτηριστική ρίζα). Στο παράδειγμα του πίνακα 4.5 δεκατέσσερις συμμετέχουσες μεταβλητές εξάγουν 14 κύριες συνιστώσες, η πρώτη πάντα να εξηγεί μεγαλύτερη ποσότητα και άρα μεγαλύτερο ποσοστό της ολικής μεταβλητότητας. Ο πρώτος παράγοντας εξηγεί το 45,9%, ο δεύτερος το 19,2%, ενώ το άθροισμα των υπόλοιπων 12 εξηγεί το 34,9% (Πίν. 4.6).

			Το θέμα που απασχολεί κυρίως τους ερευνητές σε μια τέτοια ανάλυση είναι ο αριθμός των συνιστωσών που αξίζει να επιλεγούν. Η ορθή επιλογή προκύπτει συνήθως με τη χρήση δυο κριτηρίων: 

			α) Με βάση το κριτήριο καταλληλότητας των μεταβλητών ως προς την ομοιογένειά τους ΚΜΟ και επικουρικά με την επιλογή μόνο των ριζών εκείνων λi που έχουν τιμή >1,00 (στον πίνακα 4.6 αντιστοιχούν μόνο τρεις τέτοιες συνιστώσες). 

			β) Με το κρημνογράφημα της διαλογής των ριζών, επιλέγουμε όλες εκείνες τις τιμές λi που βρίσκονται στο πτωτικό σκέλος της ευθείας που αναπτύσσεται στο γράφημα (έκταση αγκώνα). Έτσι, οδηγούμαστε στην επιλογή 2-3 συνιστωσών οι οποίες αντιστοιχούν στα δυο ή τρία πρώτα καθοδικά σημεία. 

			Ως προς τα αρνητικά των κριτηρίων, επισημαίνεται ότι το πρώτο τείνει να κρατήσει περισσότερες απ’ ό,τι πρέπει συνιστώσες και το δεύτερο λιγότερες. Στην πράξη ωστόσο, τα βασικότερα κριτήρια επιλογής του αριθμού των συνιστωσών είναι:

			
					το πεδίο διεξαγωγής της έρευνας, για παράδειγμα, στο marketing δύο πρώτες συνιστώσες οι οποίες εξηγούν το 30% της ολικής μεταβλητότητας θεωρούνται επιτυχημένες

					η επιλογή της κλίμακας μέτρησης των μεταβλητών (οι τακτικές συμπεριφέρονται στατιστικά χειρότερα απ’ ό,τι οι ποσοτικές μεταβλητές) 

					η ύπαρξη απομακρυσμένων τιμών με συνέπεια την έλλειψη κανονικότητας σε μερικές μεταβλητές

					η ύπαρξη πλεοναζουσών μεταβλητών δηλαδή μεταβλητών που συσχετίζονται εξαιρετικά ισχυρά μεταξύ τους (π.χ. r>0,990). 

			

			Η ανάλυση των κύριων συνιστωσών αποτελεί την πρώτη επιλογή στις θετικές επιστήμες, όπως η Βιολογία, Χημεία, Οικολογία, Περιβάλλον.

			Η παραγοντική ανάλυση ως μέθοδος ταξινόμησης δομικών σχέσεων

			Αμφότερες οι τεχνικές (ανάλυση κύριων συνιστωσών και παραγοντική ανάλυση) εξετάζουν, στο πρώτο στάδιο της επεξεργασίας των αποτελεσμάτων, τη μήτρα των κατά ζεύγη συσχετίσεων των μεταβλητών. Ας θεωρήσουμε ότι μόνο δύο παράγοντες μας απασχολούν πρωτίστως στην έρευνα και ζητούμε να μάθουμε αν από τη δράση έξι μεταβλητών οι παράγοντες αυτοί δικαιώνονται. Στη συνέχεια εφαρμόζουμε την ανάλυση των κύριων συνιστωσών με την οποία προκύπτει η μήτρα των συσχετίσεων των δυο παραγόντων F1 και F2 (ως νέες μεταβλητές) με τις έξι (αρχικές) μεταβλητές. Οι συσχετίσεις αυτές καλούνται, ειδικά στην παραγοντική ανάλυση, και παραγοντικά φορτία. Εύκολα συνάγεται από τον πίνακα 4.7 ότι ο πρώτος παράγοντας έχει υψηλότερες συσχετίσεις απ’ ό,τι ο δεύτερος και αυτό είναι αναμενόμενο αφού ο δεύτερος πάντοτε εξηγεί λιγότερη μεταβλητότητα (ποσοστό διακύμανσης). Στο στάδιο αυτό η ανάλυση δεν βοηθά να ξεχωρίσουμε κάποια μεταβλητή είτε στον πρώτο είτε στο δεύτερο παράγοντα, καθόσον τα παραγοντικά φορτία εμφανίζονται περίπου ισοδύναμα. Το πρόβλημα αυτό επιλύεται αν εφαρμόσουμε κάποια από τις τεχνικές περιστροφής των αξόνων (μέγιστης διακύμανσης, μέγιστης τέταρτης δύναμης, μέγιστης ισοδυναμίας) οι οποίες έχουν τη δυνατότητα να δίνουν πιο σαφή εικόνα των παραγόντων, υποχρεώνοντας κάποιες μεταβλητές να εμφανίζουν υψηλότερα φορτία απ’ ότι κάποιες άλλες. Η τεχνική της περιστροφής μέγιστης διακύμανσης μεγιστοποιεί το ποσοστό εξήγησης του πρώτου παράγοντα μεγιστοποιώντας παράλληλα τα παραγοντικά φορτία κάποιων μεταβλητών, μειώνοντας έτσι το ποσοστό του δεύτερου ακόμα περισσότερο, στον οποίο όμως μεγιστοποιούνται, επίσης κάποια φορτία άλλων μεταβλητών, του τρίτου ακόμα περισσότερο κοκ. Έτσι, αναφορικά με τα δεδομένα του παραδείγματος του πίνακα 4.7, μετά την εφαρμογή της τεχνικής της περιστροφής των αξόνων με τη μέθοδο της μέγιστης διακύμανσης, η μεταβλητότητα που εξηγείται συνολικά από τους παράγοντες δεν αλλάζει (71,6%), διαφοροποιείται όμως στα επιμέρους ποσοστά των δύο παραγόντων όπου πλέον ισχύει 37,9+33,7 αντί του προηγούμενου 40,8+30,8. Κρίνοντας από την τιμή των φορτίων στον πίνακα 4.7 παρατηρούμε σημαντική βελτίωση της εικόνας των παραγόντων. Ο πρώτος παράγοντας εξηγείται πολύ καλά από τα υψηλά φορτία των τριών τελευταίων μεταβλητών και ιδιαίτερα των V5 και V6 (φορτία >0,90), ενώ ο δεύτερος παράγοντας από τα υψηλά φορτία των τριών πρώτων μεταβλητών και κυρίως των V1 και V3 (φορτία >0,80). Έτσι, εξάγουμε το ασφαλές συμπέρασμα ότι οι έξι μεταβλητές ταξινομούνται σε δυο παράγοντες Α και Β. H διαφοροποίηση των μεταβλητών μεταξύ τους ως προς την ένταξή τους στους δύο παράγοντες αναδεικνύεται έντονα στα δύο γραφήματα του πίνακα 4.7. Πριν από την περιστροφή των αξόνων, οι δυο ομάδες των μεταβλητών μπορεί να διαφοροποιούνται μεταξύ τους, καταλαμβάνουν όμως θέσεις στο μέσον περίπου των δύο αξόνων και επομένως δεν διευκρινίζουν πλήρη ένταξη σε κάποιον από τους άξονες, όπως καταφαίνεται και από τις τιμές των φορτίων που κείνται στη μέση περίπου του εύρους 0 και ±1. Μετά την περιστροφή, οι δυο ομάδες προσεγγίζουν τους άξονες των παραγόντων και έτσι εμφανίζουν πλήρη διαφοροποιημένη ένταξη η οποία και τεκμηριώνεται από τις υψηλές τιμές των παραγοντικών φορτίων. Η παραγοντική ανάλυση έχει ευρεία αποδοχή στις θεωρητικές επιστήμες, όπως η Κοινωνιολογία και η Ψυχολογία. 
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			Πίνακας 4.7. Πίνακες και γραφήματα των παραγοντικών φορτίων της παραγοντικής ανάλυσης των δυο πρώτων κύριων συνιστωσών έξι μεταβλητών πριν από και μετά την περιστροφή των αξόνων. Τιμές φορτίων μεγαλύτερες από ±0,70 επισημαίνονται με σκίαση.

			Συνοψίζοντας, στη σύγχρονη επιστημονική έρευνα, οι δυο επιμέρους τεχνικές χρησιμοποιούνται διακριτάχωρίς να παρατηρείται σύγχυση ως προς την επιλογή, ανάλογα με τα διάφορα επιστημονικά πεδία. Σε επιστήμες όπως η οικολογία, ιατρική βιολογία, χημεία κτλ. οι ερευνητές εστιάζουν την έρευνά τους στην ανεύρεση και ποσοτικοποίηση της δράσης των βασικότερων μεταβλητών, υπεύθυνων για τη δημιουργία των πρώτων κύριων παραγόντων, συνεπώς επιλέγουν την ανάλυση των κύριων συνιστωσών. Σε επιστήμες όπως οι κοινωνικές, ψυχολογία, marketing κτλ., το ενδιαφέρον προσανατολίζεται στην εξεύρεση των δομικών νέων μεταβλητών, άρα οι ερευνητές επιλέγουν την παραγοντική ανάλυση. Στη δεύτερη περίπτωση, συνιστάται οι ερευνητές να ακολουθούν για την επιλογή συγκεκριμένων παραγόντων, την εξής διαδικασία: 

			(α) Πρώτα εφαρμόζεται η ανάλυση των κύριων συνιστωσών στην οποία αποδεχόμαστε ότι το άθροισμα των τετραγώνων των συντελεστών στάθμισης των μεταβλητών aij ισούται με 1. Η παραδοχή αυτή υπονοεί ότι κάθε μεταβλητή δεν συντίθεται από κοινούς παράγοντες (κοινό μέρος) και μοναδικό ειδικό σφάλμα ei,, δηλαδή η διακύμανση προκύπτει με τον υπολογισμό p κύριων συνιστωσών. Προσδοκάται, όμως, ότι ένας μικρός αριθμός κύριων συνιστωσών θα εξηγεί σημαντικό ποσοστό της ολικής διακύμανσης της ανάλυσης. Οι συνιστώσες αυτές καλούνται κοινοί παράγοντες και η εξηγούμενη διακύμανσή τους λογίζεται ως κοινή παραγοντική διακύμανση της p μεταβλητής. Οι υπόλοιπες κύριες συνιστώσες θεωρούνται υποτυπώδεις και αμελητέες και συνυπολογίζονται ως μία συνιστώσα με τίτλο μοναδικός παράγοντας (unique factor) και η συνολική διακύμανσή τους καλείται ειδικό σφάλμα της διακύμανσης (ei) ή μοναδική διακύμανση της μεταβλητής. Η ανάλυση αυτή δεν καταλήγει απαραίτητα σε ακριβές παραγοντικό μοντέλο και αναζητείται μία καλύτερη λύση όπως η παρακάτω.

			(β) Επιλογή μέσω της προηγούμενης ανάλυσης του αριθμού των παραγόντων που έχουν κάποια στατιστική αξία, π.χ. οι τέσσερις πρώτοι εμφανίζουν υψηλό ποσοστό εξήγησης, 78.8%.

			(γ) Με την επιλογή μόνο των τεσσάρων πρώτων παραγόντων, εκτελείται παραγοντική ανάλυση κύριων αξόνων (Principal Axes Factoring). Σ’ αυτήν παραδεχόμαστε ότι κάθε μεταβλητή συντίθεται από ένα κοινό μέρος (κοινοί παράγοντες) και από ένα μοναδικό ειδικό μέρος (σφάλμα της διακύμανσης), καθώς και ότι το κοινό μέρος οφείλεται στην παρουσία των κοινών παραγόντων. Το ζητούμενο είναι η εκτίμηση πρώτα των κοινών παραγόντων και στη συνέχεια η ταυτοποίηση των κοινών παραγόντων που είναι υπεύθυνοι για τη συνεισφορά και τη συσχέτιση μεταξύ των μεταβλητών. Δηλαδή η ανάλυση των κύριων αξόνων παραδέχεται ένα συγκεκριμένο παραγοντικό μοντέλο και γι’ αυτό το λόγο πολλοί ερευνητές φροντίζουν να το επιλέγουν. 

			Υπενθυμίζεται ότι μια ανάλυση θεωρείται επιτυχημένη όταν, επιπροσθέτως, ισχύουν και οι παρακάτω προϋποθέσεις:

			(α) Η μήτρα υπολειμμάτων των συσχετίσεων, δηλαδή αυτή που προκύπτει αφαιρετικά από τη μήτρα των συσχετίσεων που συμπεριλαμβάνει όλους τους παράγοντες της μελέτης μείον τη μήτρα που περιλαμβάνει μόνο τους αποδεκτούς παράγοντες, παράγει πολύ μικρές τιμές. Σε αντίθετη περίπτωση καταφεύγουμε στην ανάλυση των αντιστοιχιών. 

			(β) Οι συμμετέχουσες μεταβλητές δεν πρέπει να εμφανίζουν υψηλούς συντελεστές στη μήτρα των συσχετίσεων γιατί επηρεάζουν δραματικά την ποιότητα των αποτελεσμάτων. Έτσι, θα πρέπει να αφαιρούνται από την ανάλυση οι υπεύθυνες μεταβλητές ως πλεονάζουσες, στην περίπτωση που εμφανίζουν ανοχή (1-r) <0,01. 

			Συμπερασματικά, από τα παραπάνω προκύπτει ότι η ανάλυση των κυρίων συνιστωσών στοχεύει στη μείωση του αριθμού των αρχικών μεταβλητών σε λιγότερες νέες μεταβλητές (συνιστώσες), οι οποίες εκφράζονται ως γραμμικός συνδυασμός των αρχικών μεταβλητών και ερμηνεύουν ένα μεγάλο ποσοστό της συνολικής διακύμανσης. Η παραγοντική ανάλυση έχει ως αντικειμενικό σκοπό να περιγράψει, εάν είναι δυνατόν, καθεμιά από τις αρχικές μεταβλητές ως ένα άθροισμα ενός μοναδικού μέρους (unique part), που ονομάζεται και ειδικό σφάλμα και ενός κοινού μέρους (common part), το οποίο εκφράζεται ως γραμμικός συνδυασμός ενός μικρού αριθμού (συνήθως μη παρατηρήσιμων) κοινών παραγόντων (common factors), που ομαδοποιούν, κατά κάποιο τρόπο, αυτές τις μεταβλητές. Το κοινό μέρος ουσιαστικά αφορά εκείνο το μέρος της διακύμανσης κάθε μεταβλητής που ερμηνεύεται από τους κοινούς παράγοντες, ενώ το ειδικό σφάλμα είναι το άλλο μέρος της διακύμανσης που αφορά αποκλειστικά την κάθε μεταβλητή. Επομένως μια σημαντική διαφορά από την ανάλυση των κυρίων συνιστωσών είναι ότι στην παραγοντική ανάλυση μας ενδιαφέρει το μέρος της συνολικής διακύμανσης που αναλύεται, δηλαδή η συνεισφορά (communality) καθεμιάς από τις αρχικές μεταβλητές στο μέρος της συνολικής διακύμανσης που ερμηνεύεται από τους κοινούς παράγοντες.

			4.3.1 Μελέτη περίπτωσης παραγοντικής ανάλυσης

			Η ανάλυση πραγματοποιήθηκε με το πρόγραμμα ΜΙΝΙΤΑΒ 16.0.

			Μεθοδολογία. Για την εκπόνηση διερευνητικής μελέτης σχετικά με τις αναπτυξιακές οικονομικά και κοινωνικά επιδράσεις στη ζωή μιας επαρχιακής πόλης από την εγκατάσταση τριτοβάθμιου εκπαιδευτικού ιδρύματος, πραγματοποιήθηκε δημοσκόπηση (survey) με προσωπικές συνεντεύξεις σε επαρκούς μεγέθους δείγμα των κατοίκων της πόλης των Ν. Μουδανιών (Τηλικίδου και συνεργάτες, 2003). Ως μέθοδος δειγματοληψίας επελέγη η συστηματική δειγματοληψία και ως πλαίσιο δειγματοληψίας ορίσθηκε το επίσημο δημοτολόγιο του Δημοτικού Διαμερίσματος των Ν. Μουδανιών, το οποίο περιλαμβάνει 1580 οικογενειακές μερίδες σε σύνολο 6000 περίπου κατοίκων. Ως μονάδα πληθυσμού ορίσθηκε η μία οικογενειακή μερίδα (νοικοκυριό) και ως μονάδα δειγματοληψίας ένα ενήλικο άτομο από κάθε νοικοκυριό του δείγματος. Ως μέγεθος δείγματος ορίσθηκαν τα 330 νοικοκυριά, που αποτελούν το 20% περίπου του πληθυσμού. Η συλλογή πρωτογενών στοιχείων κατέληξε σε δείγμα 304 έγκυρων ερωτηματολογίων.

			Το ερωτηματολόγιο περιελάμβανε συνολικά 76 ερωτήσεις-μεταβλητές (Πίν. 4.10). Από αυτές οι 5 αφορούν δημογραφικά χαρακτηριστικά του δείγματος (Φύλο, Ηλικία, Γραμματικές Γνώσεις, Οικογενειακό Εισόδημα και Επάγγελμα). Από τις ερωτήσεις κορμού η ερώτηση 3 μετρήθηκε σε κλίμακα 5 σημείων από ‘Καθόλου Θετικά’ έως ‘Πάρα Πολύ Θετικά’ και αφορά τη διερεύνηση των θετικών ή αρνητικών στάσεων του δείγματος, σε γενικό επίπεδο σχετικά με την αντιμετώπιση της έλευσης φοιτητικού πληθυσμού στην πόλη των Ν. Μουδανιών. Οι ερωτήσεις από 4 έως 14 μετρήθηκαν σε κλίμακα 5 σημείων από ‘Καθόλου Επαρκή’ έως ‘Πάρα Πολύ Επαρκή’ και αφορούν στην έκφραση των απόψεων των ερευνόμενων σχετικά με την επάρκεια της υπάρχουσας υποδομής της πόλης για την υποδοχή των μελών του Παραρτήματος ΤΕΙ. Οι ερωτήσεις 16 έως 22 μετρήθηκαν σε κλίμακα 5 σημείων από ‘Καθόλου Θετική’ έως ‘Πάρα Πολύ Θετική’ και διερευνούν τις θετικές ή αρνητικές στάσεις των κατοίκων σχετικά με τις ενδεχόμενες οικονομικές επιδράσεις της έλευσης των φοιτητών σε μια σειρά από τομείς. Οι ερωτήσεις 24 έως 27 διερευνούν τις απόψεις των ερευνόμενων σε ζητήματα επηρεασμού της οικονομικής ανάπτυξης του τόπου και οι ερωτήσεις 28 έως 36 την επιχειρηματική δραστηριοποίηση των κατοίκων σε διάφορους τομείς, η οποία πιθανόν θα υποκινηθεί από την έλευση του φοιτητικού πληθυσμού. Οι ερωτήσεις από 24 έως και 37 μετρήθηκαν σε κλίμακα 5 σημείων από ‘Καθόλου Πιθανόν’ έως ‘Πάρα Πολύ Πιθανόν’. Οι ερωτήσεις 39 έως 41 μετρήθηκαν σε κλίμακα 5 σημείων από ‘Καθόλου’ έως ‘Πάρα Πολύ’ και προσπαθούν να εμβαθύνουν σε ζητήματα απόψεων των κατοίκων των Ν. Μουδανιών που έχουν σχέση με φόβους δυσάρεστων επιπτώσεων στα κοινωνικά προβλήματα, στη δομή του πληθυσμού και τα ήθη και έθιμα της περιοχής εξ αιτίας των νεαρών φοιτητών που θα υποδεχθεί η πόλη. Άρα το σύνολο των ερωτήσεων κορμού του ερωτηματολογίου μετρήθηκε σε αυξητική κλίμακα 5 σημείων, από 0 έως 4. Τέλος, στις ερωτήσεις 52 έως 71 περιλαμβάνεται το μέτρο της ‘Αποδοχής των άλλων’ το οποίο μετρήθηκε σε αυξητική κλίμακα 5 σημείων από Ποτέ=0 έως Πάντοτε=4.

			Ανάλυση. Οι μεταβλητές από 4 έως 41 του ερωτηματολογίου υποβλήθηκαν στην Ανάλυση Συστάδων (βλ. σχετικό κεφάλαιο 5) με την τεχνική Ward και με τη χρησιμοποίηση της συσχέτισης του Pearson ως μέτρου απόστασης των στοιχείων (Σχ. 4.4). Τα αποτελέσματα της ανάλυσης συστάδων έδωσαν 5 ομάδες οι οποίες επιβεβαίωσαν απόλυτα τον αρχικό σχεδιασμό του ερωτηματολογίου, σύμφωνα με την εξειδίκευση των αναγκαίων πληροφοριών για την εκπλήρωση των στόχων της ερευνητικής μελέτης (Σχ. 4.4).
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			Σχήμα 4.4. Δενδρόγραμμα των μεταβλητών με την τεχνική Ward.

			Οι ομάδες τυπολογήθηκαν ως εξής: Ομάδα Α: Υποδομή (μεταβλητές 4-14) / Ομάδα Β: Οικονομικές Επιδράσεις (μεταβλητές 16-22) / Ομάδα Γ: Οικονομική Ανάπτυξη (μεταβλητές 3 και 24-27) / Ομάδα Δ: Επιχειρηματική Δραστηριοποίηση (μεταβλητές 28-36) και Ομάδα Ε: Κοινωνικο-ηθικές Επιδράσεις (μεταβλητές 39-41). Παρατηρούμε ότι η μεταβλητή 3 ομαδοποιείται με τις μεταβλητές 24 έως 27, οι οποίες εξειδικεύουν τη γενικά θετική στάση των κατοίκων ως προς την προοπτική έλευσης του φοιτητικού πληθυσμού σε πρόθεση ενοικίασης δωματίων, καθώς επίσης και στην έκφραση θετικών προσδοκιών ως προς την ανάπτυξη των επιχειρήσεων, την προσφορά θέσεων εργασίας και την ενίσχυση της τοπικής οικονομίας. Παρατηρούμε επίσης ότι η Ομάδα Δ εμφανίζει χαμηλότερο βαθμό προσδοκίας σε σχέση με τις άλλες (βλ. μέσες τιμές στον πίνακα 4.8). Η παρατήρηση αυτή οδηγεί στο σχόλιο ότι ο πληθυσμός της πόλης δεν προτίθεται να προβεί σε ανάπτυξη επιχειρηματικών δραστηριοτήτων, παρακινούμενος από την επερχόμενη έλευση φοιτητικού πληθυσμού στην πόλη, με την εξαίρεση της πρόθεσης επιχειρηματικής δραστηριοποίησης στην ενοικίαση δωματίων.
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			Πίνακας 4.8. Περιγραφική στατιστική των ομάδων ταξιδόμησης των μεταβλητών.

			Ως επόμενο βήμα επιδιώχθηκε η διερεύνηση των σχέσεων ανάμεσα στα παραπάνω ‘πολυμεταβλητά’ μέτρα μεταξύ τους και με το ψυχογραφικό μέτρο της ‘Αποδοχής των άλλων’. Για τον σκοπό αυτό χρησιμοποιήθηκε η ανάλυση κύριων συνιστωσών με μεγιστοποίηση της διακύμανσης μέσω της ομώνυμης περιστροφής (varimax rotation). Από τις συνιστώσες που εξήχθησαν, οι τρεις πρώτες εξηγούν το 70,8% της ολικής μεταβλητότητας και συγκεκριμένα η πρώτη το 33,6%, η δεύτερη το 19,8% και η τρίτη το 17,4%. Από τον Πίνακα 4.9 διαφαίνεται ότι η πρώτη συνιστώσα δημιουργείται από τα μέτρα ‘Υποδομή’, ‘Οικονομικές Επιδράσεις’ και ‘Οικονομική Ανάπτυξη’, η δεύτερη συνιστώσα δημιουργείται από τα μέτρα ‘Κοινωνικο-ηθικές Επιδράσεις’ και ‘Αποδοχή των άλλων’ ενώ η τρίτη, αποτελείται αποκλειστικά από το μέτρο της ‘Επιχειρηματικής Δραστηριοποίησης’, διότι μέτρα και συνιστώσες εμφανίζουν αντίστοιχα υψηλές τιμές των συντελεστών συσχέτισης.

			Στο σχήμα 4.5 οι παραπάνω σχέσεις παρίστανται με σαφήνεια, ενώ παρατηρούμε επίσης ότι το μέτρο της ‘Επιχειρηματικής Δραστηριοποίησης’ παίρνει μια ουδέτερη θέση με κατεύθυνση προς στο κέντρο του διαγράμματος. Κατά συνέπεια, η πρώτη συνιστώσα θα μπορούσε να ονομασθεί Οικονομική, η δεύτερη Κοινωνική και η τρίτη Επιχειρηματική. Ο τρόπος διαμόρφωσης των συνιστωσών σύμφωνα με τα αποτελέσματα της PCF κρίνεται ικανοποιητικός διότι: 

			α) Η πρώτη ορθώς συμπεριλαμβάνει τις ομάδες ερωτήσεων που αφορούν οικονομικά ζητήματα.

			β) Η δεύτερη ορθώς συνενώνει το μέτρο της ‘Αποδοχής των άλλων’ με τις ερωτήσεις διερεύνησης των απόψεων των κατοίκων για ενδεχόμενη πρόκληση κοινωνικών προβλημάτων. Συγκεκριμένα, προσδιορίζει ότι οι ευρεθέντες με υψηλό βαθμό αποδοχής προς τους άλλους ‘δεν φοβούνται’ τη δημιουργία κοινωνικο-ηθικών προβλημάτων από την επερχόμενη έλευση φοιτητών στην πόλη τους και το αντίστροφο. 

			γ) Η τρίτη συνιστώσα, αποτελούμενη αποκλειστικά και μόνο από την πρόθεση επιχειρηματικής δραστηριοποίησης, ‘φυσιολογικά’ δεν συσχετίζεται με τις άλλες δύο, διότι όπως τα περιγραφικά στατιστικά αποτελέσματα έδειξαν (δεν δημοσιεύονται εδώ), αυτή κατ’ ουσίαν δεν αφορά άλλου είδους πρόθεση επιχειρηματικής δραστηριοποίησης, παρά μόνο την πρόθεση ενοικίασης δωματίων.

			[image: 10copy_1.png]

			Πίνακας 4.9. Αποτελέσματα της παραγοντικής ανάλυσης των κύριων συνιστωσών με την τεχνική της μέγιστης διακύμανσης στα μέτρα της μελέτης: παραγοντικά φορτία, των μεταβλητών με τις τρεις πρώτες κύριες συνιστώσες και ποσοστό επεξήγησης της διακύμανσης που επιμερίζεται σε κάθε συνιστώσα.

			[image: 5_17.png]

			Σχήμα 4.5. Τριδιάστατο διάγραμμα της σχέσης των μέτρων μεταξύ τους με βάση τις τρεις πρώτες κύριες συνιστώσες.

			.[image: 11_3.png]
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			Πίνακας 4.10. Ερωτηματολόγιο σχετικό με τις «Απόψεις, ανταπόκριση των κατοίκων των Ν. Μουδανιών Χαλκιδικής, ως προς την ίδρυση και εγκατάσταση παραρτήματος του ΤΕΙ Θεσσαλονίκης στην πόλη τους».

			Ανάλυση των κύριων συνιστωσών

			Έστω μια ομάδα από p συμμετέχουσες και k συμπληρωματικές μεταβλητές και επίσης n συμμετέχουσες και m συμπληρωματικές παρατηρήσεις. Τότε, τα στοιχεία που συνιστούν τις συμμετέχουσες μεταβλητές και παρατηρήσεις παρίστανται στη μήτρα Χ με n σειρές και p στήλες:

			 [image: 27_2.png]

			όπου Χij συμβολίζει την τιμή της j μεταβλητής για την i παρατήρηση, τυποποιημένη ή κεντραρισμένη δια του μέσου όρου της. 

			Τα στοιχεία που απαρτίζουν τις συμπληρωματικές μεταβλητές παρίστανται στη μήτρα Υ με n σειρές και k στήλες:

			 [image: 28_1.png]

			όπου Υit συμβολίζει την τιμή της t συμπληρωματικής μεταβλητής για την i παρατήρηση, τυποποιημένη ή κεντραρισμένη δια του μέσου όρου της. 

			Tα στοιχεία που απαρτίζουν τις m μεταβλητές-συνιστώσες παρίστανται στη μήτρα των κύριων συνιστωσών Ζ με m σειρές και p στήλες:

			 [image: 29_1.png]

			όπου Zls είναι η τιμή της s συνιστώσας για την l παρατήρηση.

			Η μήτρα των διανυσμάτων υπολογίζεται διαγωνοποιώντας τη μήτρα Χ’Χ η οποία προκύπτει ως αποτέλεσμα της αλληλομετάθεσης της μήτρας Χ ως

			 [image: 30_1.png]

			Τα διανύσματα αφορούν τα στοιχεία της διαγωνίου της μήτρας Χ’Χ η οποία αφορά τη μήτρα των συσχετίσεων των τυποποιημένων στοιχείων ή των συνδιακυμάνσεων των κεντραρισμένων, με βάση το μέσο όρο τους, στοιχείων. 

			Έστω ότι ορίζονται q ιδιοτιμές λi από τη μήτρα Χ’Χ: 

			 [image: 31_1.png]

			οι οποίες αντιστοιχούν σε q διανύσματα:
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			Η ποιότητα της αντιπροσώπευσης των πρώτων s κύριων συνιστωσών προκύπτει ως:

			 [image: 33_1.png]

			Οι συντεταγμένες της α συνιστώσας για την j συμμετέχουσα μεταβλητή εκτιμώνται ως: 

			 [image: 35_1.png]

			και οι συντεταγμένες της α συνιστώσας για την t συμπληρωματική μεταβλητή ως:

			 [image: 34_1.png]

			όπου Yti είναι το (t,i) στοιχείο της μήτρας αλληλομετάθεσης της Υ για k συμπληρωματικές μεταβλητές και p είναι ο αριθμός των συμμετεχουσών μεταβλητών. 

			Η συσχέτιση μεταξύ της α συνιστώσας και της j μεταβλητής ισούται με:

			 [image: 35_1.png]

			Η κοινή συνεισφορά α (ή συνημίτονο2 ) της j μεταβλητής ισούται με: 

			 [image: 36_1.png]

			H σχετική συνεισφορά της j μεταβλητής στη διακύμανση της α συνιστώσας ισούται με: 

			 [image: 37.png]

			Οι συντεταγμένες της i επίκαιρης παρατήρησης με την α συνιστώσα υπολογίζεται ως: 

			 [image: 38_1.png]

			και οι συντεταγμένες της s συμπληρωματικής παρατήρησης με την α συνιστώσα ως:

			 [image: 39_1.png]

			όπου Zsj είναι το (s,j) στοιχείο της μήτρας Ζ για m συμπληρωματικές παρατηρήσεις και p είναι ο αριθμός των συμμετεχουσών μεταβλητών. 

			Η τιμή του l συντελεστή της α συνιστώσας εξάγεται ως:

			 [image: 40_1.png]

			και η τιμή της i παρατήρησης της α συνιστώσας ως: 

			 [image: 41_1.png]

			Η συνεισφορά της i επίκαιρης παρατήρησης στην α συνιστώσα εξάγεται ως: 

			 [image: 42_1.png]

			Παραγοντική ανάλυση

			Οι ιδιοτιμές λi υπολογίζονται με τη μέθοδο των ελάχιστων τετραγώνων, έτσι σύμφωνα με αυτήν, το άθροισμα των ιδιοτιμών ισούται με το άθροισμα των στοιχείων της διαγωνίου της μήτρας των συσχετίσεων και υπολογίζεται από τη σχέση:

				Σλi = trace /S/ = Σσii ή jj

			όπου λi είναι i ιδιοτιμή, /S/ είναι η μήτρα των συσχετίσεων (ή συνδιακυμάνσεων) και σii ή σjj είναι τα στοιχεία της διαγωνίου της μήτρας των συσχετίσεων.

			Η μήτρα των τιμών των παραγόντων F υπολογίζεται ως: F = B Z

			όπου B είναι η μήτρα των συντελεστών των παραγόντων και Z είναι η μήτρα των τυποποιημένων τιμών (Ζ τιμές) των αρχικών στοιχείων. 

			 Η μήτρα Β των τιμών των παραγόντων υπολογίζεται με βάση τη μέθοδο της παλινδρόμησης, ενώ για την τεχνική των κύριων συνιστωσών η ίδια μήτρα εξάγεται ως ακολούθως:

			B = L D-1 χωρίς περιστροφή των παραγοντικών αξόνων

			B = L (L’L)-1 με περιστροφή των παραγοντικών φορτίων, 

			όπου L είναι ο πίνακας των παραγοντικών φορτίων και D η μήτρα της διαγωνίου των ιδιοτιμών.

			Αναφορικά με τις υπόλοιπες παραγοντικές μεθόδους η μήτρα Β υπολογίζεται ως:

			B = R-1 L

			όπου R είναι η μήτρα των συσχετίσεων των αρχικών στοιχείων. 

			Η μήτρα Β των τιμών των παραγόντων υπολογίζεται με βάση τη μέθοδο της παλινδρόμησης, ενώ για την τεχνική των κύριων συνιστωσών η ίδια μήτρα εξάγεται ως ακολούθως:

			B = L D-1 χωρίς περιστροφή των παραγοντικών φορτίων,

			B = L (L’L)-1 με περιστροφή των παραγοντικών φορτίων, 

			όπου L είναι η μήτρα των παραγοντικών φορτίων και D η μήτρα της διαγωνίου των ιδιοτιμών των στοιχείων. 

			Πίνακας 4.11. Εξισώσεις και συμβολισμοί των παραμέτρων των τεχνικών ανάλυσης κύριων συνιστωσών και παραγοντικής ανάλυσης. 
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			Κεφάλαιο 5: Ανάλυση Συστάδων

			Σύνοψη

			Η ανάλυση συστάδων διευθετεί ένα σύνολο μεταβλητών ή παρατηρήσεων σε συγκεκριμένες ομάδες οι οποίες διαθέτουν κατ΄ ιδίαν κοινά χαρακτηριστικά, ευκρινώς διαφοροποιημένα από εκείνα των άλλων ομάδων. Η απόσταση των στοιχείων στο χώρο μετρείται με τους ειδικούς συντελεστές ομοιότητας και η σύνδεσή τους προς δημιουργία συστάδων με ομοειδές περιεχόμενο τιμών εκάστη πραγματοποιείται με ειδικές μεθόδους διασύνδεσης, ιεραρχικού ή μη χαρακτήρα. Περιγράφονται διεξοδικά οι τόποι εκτίμησης των αποστάσεων των στοιχείων και η συνένωσή τους σε μικρές συστάδες με ολοένα αυξανόμενο αριθμό στοιχείων μέχρι την ολοκλήρωσή τους σε μία τελική σύνθεση συστάδας. Επισημαίνονται επίσης τα κριτήρια της ορθής επιλογής του αριθμούς των συστάδων και η αποτελεσματικότητά της επιλεγμένης μεθόδου. Η ανάλυση συστάδων δρα επικουρικά με τις αναλύσεις κοινών παραγόντων και κύριων συνιστωσών, και η μελέτη περίπτωσης της ανάλυσης συστάδων αποτελεί επέκταση και συγκερασμό των παραπάνω αναλύσεων, σχετικά με τη συσταδοποίηση των ελληνικών τυριών και την ταξιδόμηση των ερωτήσεων αναφορικά με την ίδρυση τριτοβάθμιου ιδρύματος.

			Η μελέτη ταξιδόμησης των στοιχείων, όπως ήδη διαφαίνεται, απαιτεί επιτακτικά τη συνδυαστική γνώση των αναλύσεων κοινών παραγόντων και κύριων συνιστωσών και επιπρόσθετα την ανάλυση διακύμανσης μεταξύ των ομάδων για την στατιστική εκτίμηση των διαφορετικών δράσεων των μεταβλητών μεταξύ των ομάδων.

			Η ανάλυση συστάδων ή ταξιδόμησης των στοιχείων (Cluster analysis) εφαρμόζεται με τέτοιο τρόπο ώστε να εντάσσονται σε ίδιες συστάδες (ομάδες) στοιχεία (παρατηρήσεις) περισσότερα όμοια μεταξύ τους παρά σε οποιεσδήποτε άλλες (Aldenderfer & Blashfield, 1984, Everitt, 1993). Αυτό επιτυγχάνεται με την επισταμένη επιλογή και διευθέτηση των στοιχείων σε ομάδες παρατηρήσεων με συγγενικά χαρακτηριστικά και με τις ακόλουθες ιδιότητες:

			
					Κάθε ομάδα διαθέτει ομοειδή σύσταση σε σχέση με κάποια χαρακτηριστικά, δηλαδή οι παρατηρήσεις σε αυτές έχουν τιμές σχεδόν όμοιες μεταξύ τους

					Κάθε ομάδα οφείλει να διαφέρει από τις υπόλοιπες ως προς  ίδια χαρακτηριστικά, δηλαδή οι τιμές μιας ομάδας θα πρέπει να διαφέρουν σε μέγεθος κλίμακας από τις τιμές άλλων ομάδων.

			

			Η ανάλυση συστάδων πραγματοποιείται με τη χρήση πολυάριθμων αλγορίθμων με τελείως διαφορετικές ιδιότητες μεταξύ τους ως προς τον τρόπο λειτουργίας και το βαθμό απόδοσής τους και επεξεργάζεται συστάδες οι οποίες εννοιολογικά σημαίνουν αποστάσεις μεταξύ των στοιχείων, πυκνές περιοχές με σημεία στο χώρο, ειδικές κατανομές στοιχείων κτλ. Η διαλογή των στοιχείων στις ομάδες γίνεται με τέτοιο τρόπο ώστε η σύνδεση μεταξύ δύο στοιχείων να μεγιστοποιείται  στην περίπτωση που ανήκουν στην ίδια ομάδα, ειδάλλως να ελαχιστοποιείται. Με τον τρόπο αυτόν η ανάλυση συστάδων προάγει την ανεύρεση ειδικών σχέσεων μεταξύ των στοιχείων, χωρίς να παρέχει ανάλογες εξηγήσεις ή ερμηνείες, χωρίς δηλαδή να εξηγεί την ύπαρξη σχέσεων. Ένα άλλο χαρακτηριστικό της μεθόδου είναι ότι δεν απαιτεί καμία a priori υπόθεση για να ξεκινήσει τη διερευνητική διαδικασία στα στοιχεία γι’ αυτό και δεν απαιτείται η εφαρμογή στατιστικών ελέγχων για τη σημαντικότητα των αποτελεσμάτων που εξάγονται.

			Πέραν της προσεκτικής επιλογής ενός αλγόριθμου ακολουθεί και η ρύθμιση ορισμένων παραμέτρων, όπως   ο τύπος μέτρησης των αποστάσεων, κάποιο αριθμητικό όριο στοιχείων που πρέπει να έχει μία συστάδα ή  ο επιτρεπτός αριθμός των συστάδων τελικής αποδοχής. Επομένως, η ανάλυση ταξιδόμησης δεν αναμένεται να τελεσφορεί ως μία αυτόματη διαδικασία αλλά ως μία επαναληπτική διαδραστική διεργασία βελτιστοποίησης της ταυτοποίησης των στοιχείων με την εφαρμογή δοκιμασίας και αποτυχίας, η οποία ενδέχεται να απαιτήσει και επαναρρύθμιση των αρχικών παραμέτρων. 

			Η συσταδοποίηση συχνά επιχειρείται και ως ενδιάμεσο στάδιο μεταξύ της παραγοντικής ανάλυσης και της διακριτικής. Αρχικά οργανώνεται παραγοντική ανάλυση για να περιορίσει τις διαστάσεις των δεδομένων και κατ’ επέκταση των μεταβλητών, διευκολύνοντας ποιοτικά την εκτέλεση της συσταδοποίησης αφού συμβάλλει επιπρόσθετα και στη μείωση της πολυσυγγραμικότητας των μεταβλητών. Ακολουθεί η ταυτοποίηση των μεταβλητών σε συστάδες και, τελικά, αναλαμβάνει η διακριτική ανάλυση να ελέγξει την προσαρμογή του μοντέλου της συσταδοποίησης και να περιγράψει στατιστικά τις συστάδες. Η χρήση της τελευταίας ενθαρρύνεται πολύ, καθόσον η συσταδοποίηση δεν διαθέτει κριτήρια μέτρησης της καλής προσαρμογής του επιχειρούμενου μοντέλου και βασίζεται ουσιαστικά στη διακριτική ανάλυση να διαπιστώσει αν οι δημιουργούμενες ομάδες είναι στατιστικά σημαντικές και επίσης αν οι μεταβλητές διαφοροποιούνται με σαφήνεια ως προς τη δράση τους μεταξύ των συστάδων. Επισημαίνεται, πάραυτα, ότι ο διαχωρισμός των δεδομένων σε ομάδες μπορεί να μην καταλήγει σε κάποια ουσιαστική ερευνητική ερμηνεία, και επομένως η ορθή επιλογή των συστάδων να έχει απλώς υποθετικό χαρακτήρα. Επιπρόσθετα, η συνεπικουρία της διακριτικής ανάλυσης προσβλέπει στην οικοδόμηση ενός προβλεπτικού μοντέλου συσταδοποίησης επιτρέποντας την εισαγωγή τιμών από νέες παρατηρήσεις και την αξιολόγηση της αξιοπιστίας διαχωρισμού των στοιχείων (μελών) στις συστάδες. 

			Η ανάλυση συστάδων βρίσκει πρόσφορο έδαφος στη διερεύνηση και άντληση  δεδομένων (data mining), στη μάθηση των μηχανών (machine learning), στην ανάπτυξη νευρωνικών δικτύων (neural networks), στην ιατρική (ανάλυση εικόνας, συσταδοποίηση ασθενών, θεραπειών ή συμπτωμάτων), στην ψυχιατρική (σωστή διάγνωση των συμπτωμάτων όπως, παράνοια, σχιζοφρένεια, ουσιαστική για επιτυχημένη θεραπεία), στην αρχαιολογία (πέτρινα εργαλεία και  αγγεία διαφορετικών εποχών), στη βιολογία (ταξιδόμηση των ειδών με βάση περιβαλλοντικά γεγονότα), στην επιστήμη τροφίμων (ταξιδόμηση προϊόντων με βάση τη χημική τους σύσταση) και στη βιοπληροφορική. 

			Με τον όρο της ταξιδόμησης συμπλέουν και κάποιες άλλες ονοματολογίες, όπως είναι η αυτόματη ταξινόμηση (automatic classification), αριθμητική ταξινομία, τυπολογική ανάλυση κτλ., με κύρια διαφορά  ως προς την κατεύθυνση χρήσης. Για παράδειγμα, στη διερεύνηση των παρατηρήσεων το ενδιαφέρον στρέφεται στη δημιουργία ποιοτικών συστάδων ενώ στην αυτόματη ταξινόμηση στη διαχωριστική ισχύ των σχηματιζόμενων συστάδων. 

			Στο παρόν κεφάλαιο δίνεται ιδιαίτερη έμφαση στην ιεραρχική ταξιδόμηση επειδή αποτελεί το συνηθέστερο και  περισσότερο ποικίλο στη χρήση τρόπο ομαδοποίησης των στοιχείων, ιδιαίτερα σε κάποιες σύνθετες εφαρμογές της όπως είναι η συσταδοποίηση με διπλή κατεύθυνση (δειγμάτων και μεταβλητών) και κατά δεύτερο λόγο σε κάποιες σπουδαίες μη ιεραρχικές διαδικασίες όπως είναι αυτές των k μέσων και του αλγόριθμου E-M (προσδοκίας-μεγιστοποίησης, expectation-maximization algorithm), με συναφή των μεθόδων αυτών παραδείγματα εφαρμογής. 

			Η ιεραρχική ανάλυση συστάδων είναι κατάλληλη για μικρό αριθμό παρατηρήσεων και μεταβλητές ίδιου τύπου (μεταξύ ποσοτικών, καταμέτρησης ή ποιοτικών διμερών), ενώ η ανάλυση συστάδων k μέσων συνιστάται στην περίπτωση μεγάλου μεγέθους δείγματος παρατηρήσεων, αλλά για ποσοτικές μόνο μεταβλητές. Η διβηματική ανάλυση συστάδων (two-step cluster analysis) είναι μία νεώτερη τεχνική, κατάλληλη επίσης για μεγάλο αριθμό παρατηρήσεων (ιδίως όταν ως μέτρο ομοιότητας μεταξύ των συστάδων χρησιμοποιείται ο λογάριθμος της μέγιστης πιθανοφάνειας των αποστάσεων), υπερτερεί μοναδικά όμως των άλλων στο χειρισμό, ταυτόχρονα, ονομαστικών και ποσοτικών μεταβλητών.  

			5.1 Στρατηγικές ταξιδόμησης

			Τρεις διαφορετικές τακτικές διασύνδεσης των στοιχείων είναι γνωστές, η καθεμία των οποίων ακολουθεί συγκεκριμένους κανόνες επιλογής:

			
					Ομαδοποίηση με άγνωστο αριθμό τελικών συστάδων, εφαρμοζόμενη είτε στον πίνακα ομοιότητας των δειγμάτων SxS είτε στον πίνακα ομοιότητας των μεταβλητών VxV (δενδρική ταξινόμηση-tree clustering).

					Ομαδοποίηση με συγκεκριμένο αριθμό k συστάδων (ταξιδόμηση k τελικών ομάδων- k-means clustering).

					Ταυτόχρονη ομαδοποίηση δειγμάτων και μεταβλητών (διασύνδεση διπλής κατεύθυνσης -two-way joining). 

			

			Ανεξαρτήτως επιλογής αλγορίθμων, επιζητείται πάντοτε η ίδια στρατηγική δηλαδή η δημιουργία ομάδων στοιχείων, αλλά με τη σύνθεση διαφορετικών μοντέλων ομαδοποίησης, η  οποία οδηγεί αναπόφευκτα και στην επιλογή εξειδικευμένων αλγορίθμων. Έτσι, κάθε ταξιδόμηση διατηρεί τα δικά της χαρακτηριστικά, τα οποία αναλόγως μπορούμε να τυποποιήσουμε σε:

			
					Μοντέλα διασύνδεσης, όπως τα ιεραρχικά με σύνδεση διαφόρων τύπων μέτρησης των αποστάσεων.

					Κεντρικά μοντέλα, όπως ο αλγόριθμος των k μέσων ο οποίος αντιστοιχεί σε κάθε συστάδα ως μέσο διάνυσμα.

					Μοντέλα κατανομής των στοιχείων, στα οποία η ταξιδόμηση ενεργοποιείται με την εκτίμηση στατιστικών παραμέτρων όπως η πολυμεταβλητή κανονική κατανομή με τη χρήση του αλγόριθμου Ε-Μ. 

					Μοντέλα πύκνωσης, τα οποία διασαφηνίζουν στο χώρο τα στοιχεία ως περιοχές με πυκνή ή αραιή δομή.

			

			ή αναλόγως του βαθμού αυτοτέλειας των στοιχείων σε:

			
					Ισχυρή (hard) ταξιδόμηση, όπου κάθε στοιχείο ανήκει σε μία μόνο ομάδα.

					Ασαφή (fuzzy) ταξιδόμηση στην οποία κάθε στοιχείο μπορεί να ανήκει σε κάθε ομάδα κατά κάποιο βαθμό.

					ή και της φύσης των στοιχείων σε:

					Ποσοτική ταξιδόμηση, σε στοιχεία μετρηθέντα ποσοτικά ή με διαβαθμίσεις.

					Ποιοτική ταξιδόμηση, σε στοιχεία που αποτελούν δυαδικές μεταβλητές (απουσία-παρουσία).

					Διβηματική ταξιδόμηση σε μικτής προέλευσης στοιχεία, ποσοτικών και ονομαστικών (πολυωνυμικών)  μεταβλητών.

			

			5.2 Ιεραρχική ταξιδόμηση

			Η ιεραρχική ταξιδόμηση (μοντέλο διασύνδεσης) βασίζεται στην κεντρική ιδέα ότι κάποια στοιχεία σχετίζονται περισσότερο με κάποια γειτονικά τους παρά με άλλα κείμενα μακρύτερα. Έτσι, οργανώνονται διάφοροι αλγόριθμοι που συνδέουν τα στοιχεία προς ομαδοποίηση με βάση το βάθος (μέτρο) της απόστασής τους π.χ. μία συγκεκριμένη συστάδα περιγράφεται με τη μέγιστη απόσταση που απαιτείται να συνδέσει μέρη της ολικής ομαδοποίησης. Σε διαφορετικές αποστάσεις, διαφορετικές συστάδες δημιουργούνται και το σύνολο αυτών παρίσταται τελικά με ένα ιεραρχικό δενδρόγραμμα (βλ. σχήμα 5.1). Δηλαδή, οι αλγόριθμοι δεν αποδίδουν μία απλή απόσταση των στοιχείων αλλά μία εκτεταμένη ιεραρχία συστάδων οι οποίες συνενώνονται μεταξύ τους σε κάποιες αποστάσεις. Στο δενδρόγραμμα, ο άξονας Υ (οριζόντιος στο σχήμα 5.1) σημειώνει την απόσταση όπου οι ομάδες συγχωνεύονται ενώ τα στοιχεία τοποθετούνται κατά μήκος του άξονα Χ με τρόπο ώστε οι ομάδες να διαφοροποιούνται. 

			Ειδικότερα, υπό τον όρο ιεραρχική ταξιδόμηση ανελίσσεται μία ολόκληρη οικογένεια μεθόδων που διαφέρουν κυρίως στον τρόπο εκτίμησης της απόστασης σύνδεσης των στοιχείων και την επιλογή των κριτηρίων συνένωσης των συστάδων. Η βασική τους ονοματολογία έχει ως εξής:

			
					Ιεραρχική (hierarchical) ταξιδόμηση, με ομαδοποιήσεις υπό μορφή διακλάδωσης πολυσχιδών κλάδων από τον κορμό ενός δέντρου. Η ταξιδόμηση αυτή παρίσταται και υπό μορφή επικαλυπτόμενων δικτυώσεων (πλέγμα). 

					Διαιρετή (divisive) ταξιδόμηση, εκκινώντας με όλα τα στοιχεία να αποτελούν ενιαίο σύνολο (μία μεγάλη ομάδα) και ακολούθως να αποσπώνται αυτά κατά τμήματα.

					Συσσωρευτική (agglomerative) ταξιδόμηση, εκκινώντας από δύο οποιαδήποτε στοιχεία και ομαδοποιώντας αυτά σε ολοένα μεγαλύτερες ομάδες με ομοειδή στοιχεία (συστάδες).

					Μονοθεσική (monothetic) ταξιδόμηση, ομαδοποιώντας τα στοιχεία με βάση ένα μόνο χαρακτηριστικό (μία μόνο παρούσα μεταβλητή).

					Πολυθεσική (polythetic) ταξιδόμηση, ομαδοποιώντας τα στοιχεία με βάση όλα τα υπάρχοντα χαρακτηριστικά (όλες τις μεταβλητές παρούσες).

			

			Η ανάλυση ταξιδόμησης ακολουθεί κατά κανόνα τα παρακάτω βήματα:

			
					Επιλογή του τύπου της ομαδοποίησης των παρατηρήσεων, αν είναι ιεραρχική ή μη.

					Επιλογή του τύπου μέτρησης της ομοιότητας των παρατηρήσεων.

					Επιλογή του τρόπου συνένωσης των ομάδων μεταξύ τους.

					Επιλογή του αναγκαίου αριθμού των ομάδων των στοιχείων.

			

			Η συνηθέστερη περίπτωση ταξιδόμησης, με βάση την προηγούμενη ονοματολογία αποτελεί το συγκερασμό ιεραρχικής, συσωρευτικής, πολυθεσικής, ποσοτικής ταξιδόμησης, η οποία και θα αποτελέσει το επίκαιρο θέμα της ενότητας αυτής.

			Τα στοιχεία μίας έρευνας μπορούν να καταγραφούν σε ένα λογιστικό φύλο με δύο εναλλακτικούς τρόπους. Στον πρώτο, τα δείγματα αποτελούν τις στήλες και οι μεταβλητές τις σειρές (Πίν. 5.1) και συνιστά τον τύπο Q, και στο δεύτερο τρόπο, συμβαίνει αλληλομετάθεση μεταξύ των δειγμάτων και των μεταβλητών και συνιστά τον τύπο R (Πίν. 5.2). Ο δεύτερος τρόπος παρατηρείται συνηθέστερα στην επιστήμη τροφίμων όπου οι μεταβλητές συνιστούν τα χημικά ή οργανοληπτικά χαρακτηριστικά κτλ. και στις βιολογικές επιστήμες όπου οι μεταβλητές αντικαθίστανται με την έννοια των ειδών (Gauch & Whittaker, 1981).

			[image: Ch5-Sel4-Pin-5-1.png]

			Πίνακας 5.1.  Καταγραφή VxS (μεταβλητές x δείγματα). Τύπος Q.

			Η ομοιότητα των παρατηρήσεων προσεγγίζεται με την εκτίμηση του κατά πόσο κοντά κείνται δύο παρατηρήσεις μεταξύ τους. Ως μέτρηση της απόστασης της ομοιότητας τιμών δύο στοιχείων (παρατηρήσεων) μεταξύ τους χρησιμοποιούνται διάφοροι δείκτες γνωστοί ως συντελεστές μέτρησης της απόστασης ομοιότητας ή ανομοιότητας (Similarity-dissimilarity metric coefficients) των στοιχείων και διακρίνονται σε ποσοτικούς και δυαδικούς συντελεστές ανάλογα με τη φύση των αρχικών στοιχείων. Αυτοί εφαρμόζονται είτε μεταξύ των δειγμάτων είτε μεταξύ των μεταβλητών και προκύπτει έτσι κατ` αντιστοιχία, ο πίνακας των δειγμάτων SxS και ο πίνακας των μεταβλητών VxV.

			[image: Ch5-Sel4-Pin-5-2.png]

			Πίνακας 5.2. Καταγραφή SxV (δείγματα x μεταβλητές). Τύπος R.

			Η συσταδοποίηση τύπου R στηρίζεται σε μετρήσεις ομοιότητας των μεταβλητών (συσχέτιση κατά Pearson, απόλυτη συσχέτιση) που εμφανίζονται μέσα στις παρατηρήσεις και περιγράφουν την παρουσία των μεταβλητών στη χωροδιάσταση των παρατηρήσεων. Η συσταδοποίηση τύπου Q βασίζεται σε μετρήσεις ομοιότητας ή ανομοιότητας μεταξύ των παρατηρήσεων (Ευκλείδεια απόσταση, Manhattan, Pearson κ.ά.) και προσβλέπει στην παρουσίαση των παρατηρήσεων στη χωροδιάσταση των μεταβλητών. 

			Σε αντιστοίχιση με την παραγοντική ανάλυση, ο περισσότερο γνωστός τύπος παραγοντικής ανάλυσης αφορά τον τύπο R, όπου οι παρατηρήσεις αντιμετωπίζονται ως σειρές και οι μεταβλητές ως στήλες για τα δεδομένα του προβλήματος. Στην ανάλυση του τύπου αυτού οι παράγοντες συνιστούν τις συστάδες των μεταβλητών μιας ομάδας παρατηρήσεων. Αντιθέτως, η παραγοντική ανάλυση τύπου Q, γνωστή και ως ανάστροφη παραγοντική ανάλυση, δημιουργεί συστάδες παρατηρήσεων, δηλαδή οι μεταβλητές αντιμετωπίζονται ως σειρές και οι παρατηρήσεις ως στήλες. δεν θεωρείται κατάλληλη ως τεχνική συσταδοποίησης.

			 A. Συντελεστές ποσοτικών στοιχείων

			
					Ευκλείδεια απόσταση: [image: 1_4.png]


					Μέση Ευκλείδεια απόσταση: [image: 2_4.png]


					Τετραγωνική Ευκλείδεια απόσταση: [image: 3_4.png]


					Απόσταση Manhattan: [image: 4_4.png]


					Απόσταση των Bray-Curtis: [image: 5_4.png]


					Συντελεστής Canberra : [image: 6_3.png]


					Απόσταση του Chebyshev:  [image: 7_4.png]


					Απόσταση του Minkowski:	 [image: 8_5.png]


					Εκθετική απόσταση: [image: 9_3.png]


					Απόσταση του Pearson: [image: 10_3.png]


					Τετραγωνική απόσταση του Pearson: [image: 11_4.png]


					Ποσοστό ομοιότητας: [image: 12_5.png]


					Συντελεστές συσχέτισης: r του Pearson, τ του Kendall και rs του Spearman

					Απόλυτος συντελεστής συσχέτισης του Pearson |r|

			

			Β. Συντελεστές δυαδικών στοιχείων

			Αυτοί υπολογίζονται αφού πρώτα τα στοιχεία, που έχουν τις κατηγορίες παρόν-1 και απόν-0, συγκροτηθούν σε συχνότητες σύμφωνα με τον πίνακα κατάταξης 2x2 του πίνακα 5.3.

			[image: Ch5-Sel6-Pin-5-3.png]

			Πίνακας 5.3. Διευθέτηση των συχνοτήτων δυαδικών στοιχείων σε πίνακες 2x2. 

			
					Συντελεστής του Jaccard: [image: 13_4.png]


					Συντελεστής του Sorensen ή του Dice ή του Czekanowski: [image: 14_3.png]


					Συντελεστής απλής συμφωνίας των στοιχείων: [image: 15_4.png]


					Συντελεστής των Baroni-Urbani και Buser: [image: 16_3.png]


					Συντελεστής ανάλογος της Ευκλείδειας απόστασης:[image: 17_4.png]


					Συντελεστής ανάλογος της τετραγωνικής Ευκλείδειας απόστασης: [image: 18_3.png]


					Συντελεστής των Lance και Williams: [image: 19_3.png]


					Συντελεστής των Russel και Rao: [image: 20_3.png]


					Συντελεστής του Kulczynski: [image: 21_3.png]


					Συντελεστής του Ochiai:  [image: 22_3.png]


					Συντελεστής Y του Yules: [image: 23_3.png]


					Συντελεστής Q του Yules:[image: 24_3.png]


					Συντελεστής της διασποράς:[image: 25_3.png]


					Διάφοροι άλλοι δυαδικοί συντελεστές:

			

			 [image: 26_3.png]

			 [image: 27_3.png]
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			Η ορολογία για αποστάσεις που εφαρμόζονται μεταξύ των δειγμάτων έχει ως εξής:

			Xij = τιμή που αντιστοιχεί στo δείγμα j της μεταβλητής i

			Xik = τιμή που αντιστοιχεί στο δείγμα k της μεταβλητής i

			i = πλήθος των μεταβλητών

			vi= διακύμανση της μεταβλητής i

			p= παράμετρος που ορίζεται από τον ερευνητή

			r = παράμετρος που ορίζεται από τον ερευνητή

			pij = ποσοστό της μεταβλητής i που αντιστοιχεί στο δείγμα j

			pik=ποσοστό της μεταβλητής i που αντιστοιχεί στο δείγμα k

			Στην παραπάνω ορολογία οι όροι αντιμετατίθενται  όταν οι αποστάσεις ομοιότητας εφαρμόζονται μεταξύ των μεταβλητών.

			Στις ποσοτικές μεταβλητές, η διασύνδεση των στοιχείων σε ομάδες, εφαρμόζεται συνήθως με συγκεκριμένες αποστάσεις ομοιότητας (ή ανομοιότητας), οι σημαντικότερες των οποίων είναι:

			
					Η Ευκλείδεια απόσταση έχει το πλεονέκτημα ότι η απόσταση μεταξύ δύο οποιωνδήποτε στοιχείων δεν επηρεάζεται από την ύπαρξη στοιχείων με μεγάλες αποστάσεις (ακραίες τιμές), σε αντίθεση με το συντελεστή συσχέτισης που επηρεάζεται έντονα.

					Η τετραγωνική Ευκλείδεια απόσταση χρησιμοποιείται όταν επιθυμούμε να προσδώσουμε μεγαλύτερο βάρος σε στοιχεία που σχετικά είναι απομακρυσμένα μεταξύ τους. 

					Η απόσταση Μanhattan εξάγεται ως μέση τιμή όλων των διευθύνσεων και δίνει παρόμοια αποτελέσματα με την Ευκλείδεια απόσταση. Η τεχνική αυτή δεν ανιχνεύει αν υπάρχουν μεγάλες διαφορές μεταξύ των αποστάσεων των στοιχείων (λείπει ο εκθέτης 2 στην εξίσωση). 

					Η απόσταση Chebychev η οποία μεγιστοποιεί το αποτέλεσμα της απόστασης των στοιχείων.

					Το ποσοστό ομοιότητας ή ανομοιότητας ή δυσαρμονίας το οποίο εφαρμόζεται μόνο σε στοιχεία αναλογιών (ποσοστών). 

			

			Στις κατηγορικές μεταβλητές, οι συντελεστές Jaccard, Sorensen και Ochiai εξάγουν συγκριτικά τα ίδια περίπου αποτελέσματα και από αυτούς ο πρώτος επιλέγεται συχνότερα από τους ερευνητές. Οι πίνακες των μεταβλητών VxV, όταν η μελέτη αφορά ανάλυση των κύριων συνιστωσών (PCA), υπολογίζονται συνήθως με το συντελεστή συσχέτισης r του Pearson και με την Ευκλείδεια απόσταση. Η δεύτερη τεχνική επιλέγεται όταν επιθυμούμε να αυξήσουμε το βαθμό διαφοροποίησης μεταξύ των μεταβλητών.

			Χρειάζεται επίσης λεπτομερής περιγραφή κάθε εξίσωσης και τα όρια εντός των οποίων κυμαίνονται οι συντελεστές.

			Οι συντελεστές της Ευκλείδειας απόστασης και Manhattan είναι οι συχνότερα απαντώμενοι σε βιβλιογραφικά δεδομένα και των Bray-Curtis αρκετά λιγότερο λόγω κυρίως της μεγάλης υπολογιστικής ευαισθησίας που παρουσιάζει στην ύπαρξη έντονα ακραίων τιμών στα στοιχεία.

			Ο συντελεστής συσχέτισης του Pearson χρησιμοποιείται με επιτυχία στην επιστήμη ταξιδόμησης των ειδών. 

			5.2.1 Πίνακες ομοιότητας  ή ανομοιότητας (similarity or dissimilarity matrix)

			Η ομαδοποίηση των στοιχείων εφαρμόζεται στους πίνακες ομοιότητας διπλής κατεύθυνσης:

			
					Πίνακας ομοιότητας των δειγμάτων (σειρών) SxS με βάση την επίδραση των μεταβλητών και χρήση κάποιου συντελεστή μέτρησης της απόστασης ομοιότητας (ή ανομοιότητας) 

					Πίνακας ομοιότητας των μεταβλητών (στηλών) VxV με βάση την επίδραση των δειγμάτων και χρήση κάποιου συντελεστή μέτρησης της απόστασης ομοιότητας.

			

			[image: 4copy_1.png]

			Πίνακας 5.4. Πίνακες κατάταξης 2x2 μεταξύ 7 κατηγορικών δειγμάτων (πίνακας SxS).

			[image: 5copy_1.png]

			Πίνακας 5.5. Πίνακας ομοιότητας των δειγμάτων SxS  του πίνακα 5.4 μετρηθέντων με το συντελεστή του Jaccard.

			Στον πίνακα 5.4 δείχνεται η καταγραφή των συχνοτήτων σε πίνακα 2x2, 7 δειγμάτων δυαδικής μορφής και στον πίνακα 5.5, ο πίνακας ομοιότητας των δειγμάτων αυτών. Η ομοιότητα των δειγμάτων S1 και S2 με τη χρήση του συντελεστή Jaccard προκύπτει ως: 9/(9+8+11)=0,321. 

			Στον πίνακα 5.6 παρουσιάζεται η ομοιότητα 9 δειγμάτων ποσοτικής μορφής (Πίν. 5.2) μετρηθέντων με την Ευκλείδεια απόσταση και το δενδρόγραμμα του πίνακα ομοιότητας. Η Ευκλείδεια ομοιότητα των δειγμάτων S1 και S2 υπολογίζεται ως: 

			 [image: 30_2.png]

			Στον πίνακα 5.7 παρουσιάζεται ο πίνακας ομοιότητας 7 μεταβλητών ποσοτικής μορφής (Πίν. 5.2) με τη χρήση του συντελεστή συσχέτισης του Pearson και το δενδρόγραμμα του πίνακα ομοιότητας.
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			Πίνακας 5.6. Πίνακας ομοιότητας των δειγμάτων SxS του πίνακα 5.2, μετρηθέντων με την Ευκλείδεια απόσταση και δενδρόγραμμα της ενδιάμεσης (μέσης) διασύνδεσης.

			5.2.2 Τρόποι ταξιδόμησης των στοιχείων

			Η σύνδεση των ομάδων μεταξύ τους υπολογίζεται με βάση τον ήδη καταρτισθέντα πίνακα ομοιότητας των στοιχείων με την επιλογή μιας από τις παρακάτω μεθόδους διασύνδεσης:

			
					Ομαδοποίηση με απλή διασύνδεση ή πλησιέστερης γειτνίασης διασύνδεση (single linkage or nearest neighbor linkage).  Η απόσταση μεταξύ δύο ομάδων προσδιορίζεται από την απόσταση των δύο κοντινότερων στοιχείων που το καθένα ανήκει σε διαφορετική ομάδα. Η μέθοδος αυτή τείνει να δημιουργεί μεγάλο αριθμό διακλαδιζόμενων ομάδων. 

					Ομαδοποίηση με πλήρη διασύνδεση ή απομακρυσμένης γειτνίασης διασύνδεση(complete linkage or furthest neigbor linkage). Η απόσταση μεταξύ δύο ομάδων προσδιορίζεται από την απόσταση των δύο πλέον απομακρυσμένων στοιχείων που το καθένα ανήκει σε διαφορετική ομάδα.  Η μέθοδος αυτή είναι κατάλληλη  σε στοιχεία που εμφανίζουν φυσικώς ευδιάκριτες δέσμες διαφοροποίησης. 

					Ομαδοποίηση με μη σταθμισμένη κατά ζεύγη μέση  διασύνδεση  ή μέση πλήρη διασύνδεση (unweighted pair-group average linkage or average complete linkage). Η απόσταση μεταξύ δύο ομάδων υπολογίζεται ως η μέση απόσταση μεταξύ όλων των ζευγών των στοιχείων στις δύο διαφορετικές ομάδες. Η μέση ή ενδιάμεση διασύνδεση αποτελεί πλεονεκτικό συνδυασμό των δύο προηγουμένων. [image: 7copy.png]
Πίνακας 5.7. Πίνακας ομοιότητας των μεταβλητών VxV του πίνακα 5.2, μετρηθέντων με το συντελετή συσχέτισης r του Pearson και δενδρόγραμμα της ενδιάμεσης διασύνδεσης.


					Ομαδοποίηση με σταθμισμένη κατά ζεύγη μέση διασύνδεση (weighted pair-group average linkage or weighted average linkage), γνωστή και ως ομαδοποίηση του McQuitty Η απόσταση μεταξύ δύο ομάδων υπολογίζεται, όπως και προηγουμένως, με την προσθήκη του μεγέθους κάθε ομάδας (αριθμός στοιχείων ανά ομάδα) ως συντελεστή στάθμισης. Η μέθοδος αυτή αντικαθιστά την προηγούμενη όταν τα μεγέθη των ομάδων εμφανίζονται ιδιαίτερα άνισα.

					Oμαδοπoίηση με μη σταθμισμένη κεντροειδή διασύνδεση (average centroid linkage or unweighted pair-goup centroid). Η απόσταση μεταξύ δύο ομάδων υπολογίζεται από τη διαφορά της απόστασης μεταξύ των δύο κεντρικών σημείων. Το κεντρικό σημείο μιας ομάδας είναι το ενδιάμεσο σημείο που ορίζεται από το σύνολο των διαστάσεων (μεταβλητών) που συμμετέχουν στην ομαδοποίηση και αντιστοιχεί στο κέντρο βάρους της ομάδας. 

					Ομαδοποίηση με σταθμισμένη κεντροειδή διασύνδεση  (weighted average centroid linkage or weighted pair-goup centroid). Αν οι σχηματιζόμενες ομάδες συντίθενται από άνισο αριθμό στοιχείων, τότε εισάγεται στην προηγούμενη μέθοδο και ένας συντελεστής στάθμισης που λαμβάνει υπόψη το διαφορετικό μέγεθος των ομάδων. 

					Ομαδοποίηση κατά Ward. Βασίζεται στην εφαρμογή της ανάλυσης της διακύμανσης στις παρατηρήσεις  των ομάδων με σκοπό την εκτίμηση των αποστάσεων μεταξύ των ομάδων. Ουσιαστικά, η μέθοδος αυτή αποσκοπεί στην ελαχιστοποίηση της μεταβλητότητας μεταξύ δύο εξεταζόμενων ομάδων που σχηματίζονται σε κάθε διαδοχικό στάδιο της ιεραρχικής ταξιδόμησης των ομάδων. Θεωρείται ως η πλέον αποτελεσματική μέθοδος, έχει όμως το μειονέκτημα να σχηματίζει ομάδες πολύ μικρού μεγέθους.  

			

			5.2.3 Διαδικασία υπολογισμού διασύνδεσης των στοιχείων 

			Οποιαδήποτε μέθοδος ταξιδόμησης των στοιχείων μπορεί να επιλεγεί και να δημιουργηθεί με  οποιαδήποτε  απόσταση ομοιότητας. Εννοείται ότι, διαφορετικές αποστάσεις ομοιότητας δίνουν διαφορετικά αποτελέσματα διασύνδεσης ακόμα και αν η ίδια μέθοδος διασύνδεσης επιλεγεί. Στον πίνακα 5.8 παρίστανται 6 δειγματοληπτικές μονάδες και 5 μεταβλητές, από τον οποίο υπολογίζοντας την Ευκλείδεια απόσταση, προκύπτει ο πίνακας ομοιότητας SxS. 
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			Πίνακας 5.8. Φύλλο εργασίας σειρών–στηλών (ειδών-μεταβλητών) και πίνακας ομοιότητας SxS  της Ευκλείδειας απόστασης.

			Κρίνεται σκόπιμο, πριν την περιγραφή των τεχνικών διασύνδεσης, η παράθεση ορισμένων στοιχείων ορολογίας για την πληρέστερη κατανόηση των εννοιών:

			
					Πλησιέστερη απόσταση Dij είναι η ελάχιστη από τις ninj αποστάσεις (βλ. πίνακα 5.8 των αποστάσεων) μεταξύ κάθε στοιχείου της ομάδας i και j.

					Μεγαλύτερη απόσταση Dij είναι η μέγιστη από τις nini αποστάσεις μεταξύ κάθε στοιχείου της ομάδας i και j.  

					Μέση απόσταση Dij είναι η απόσταση μεταξύ των αποστάσεων των ζευγών των μονάδων στις ομάδες i και j. 

					Διάμεση απόσταση Dij είναι η απόσταση της διαμέσου των αποστάσεων των ζευγών των μονάδων στις ομάδες i και j, και μειώνει τη δράση των ύποπτων τιμών (μακρινές τιμές συγκριτικά με τις άλλες)

					Κέντρο βάρους Dij είναι η απόσταση μεταξύ των κέντρων βάρους των ομάδων i και j  ή των μέσων τιμών αυτών χωριστά ανά ομάδα.

					Ελάχιστη διακύμανση του Ward  είναι το μεταξύ των ομάδων άθροισμα των τετραγώνων των τιμών αποκλίσεων από το μέσο όρο των μεταβλητών που ανήκουν στις ομάδες i και j. 

			

			Μέθοδος της πλησιέστερης γειτνίασης

			Η  διαδικασία για τη συγκρότηση των ομάδων με τη μέθοδο της πλησιέστερης γειτνίασης περιγράφεται ως εξής:

			
					Εκκινούμε με n ομάδες όσες είναι και οι δειγματοληπτικές μονάδες (παρατηρήσεις), δηλαδή κάθε ατομική παρατήρηση είναι και μία ομάδα.

					Επιλέγουμε από τον πίνακα των αποστάσεων ομοιότητας τη μέγιστη τιμή ομοιότητας (δηλαδή στην ουσία τη μικρότερη απόσταση) και συνδέουμε το ζεύγος των επικείμενων δειγματοληπτικών μονάδων, ας υποθέσουμε i και j, σε μία πρώτη ομάδα αφήνοντας έτσι n-1 ομάδες ελεύθερες. 

					Επανερχόμαστε στον πίνακα των αποστάσεων ομοιότητας και ελέγχουμε τις αποστάσεις της νέας ομάδας με κάθε άλλη μονάδα k, την μέγιστη τιμή ομοιότητας των οποίων επιλέγουμε  ως μέτρο σύνδεσης της απόστασης i και k και επίσης  j και k. 

					Συνδέουμε τις δύο πλέον ομοιόμορφες ομάδες καταγράφοντας εκείνη την απόσταση από τις δύο που δίνει τη μικρότερη τιμή.

					Συνεχίζουμε τη διαδικασία ελέγχου των τιμών ομοιότητας και συνδέουμε τις ομάδες με τη μικρότερη απόσταση κοκ. και μέχρις ότου όλες οι ομάδες να ενσωματωθούν σε μία.

			

			Με βάση τις Ευκλείδιες αποστάσεις του πίνακα 5.8, θα έχουμε τα εξής:

			
					Από τον πίνακα των αποστάσεων ομοιότητας η μικρότερη απόσταση βρίσκεται στο ζεύγος 1 και 2 (0,57) και οι δύο αυτές μονάδες συγχωνεύονται, σχηματίζοντας την πρώτη ομάδα και χρησιμοποιώντας ως κριτήριο ομαδοποίησης την τιμή 1. 

					Από τον πίνακα προκύπτει ότι η επόμενη μικρότερη απόσταση 1,29 αντιστοιχεί στο ζευγάρι 3 και 5. Έτσι συγχωνεύουμε τις μονάδες 3 και 5 σε μία δεύτερη ομάδα χρησιμοποιώντας ως κριτήριο ομαδοποίησης την τιμή 2 (Πίν. 5.9). 

					Η επόμενη μικρότερη απόσταση του πίνακα εντοπίζεται στο ζευγάρι των μονάδων 2 και 5 (1,33), οι οποίες ήδη αποτελούν μέλη των ομάδων (1+2) και (3+5)  και η τιμή 3 ορίζεται ως το κριτήριο ομαδοποίησης. Έτσι, οι δύο ομάδες συγχωνεύονται δημιουργώντας τη νέα ομάδα (1+2+3+5). 

					Στη συνέχεια ελέγχουμε την ελάχιστη απόσταση μεταξύ της προηγούμενης ομάδας και των μονάδων 4 και 6, όπου προκύπτει ότι η μονάδα 4 έχει την μικρότερη απόσταση (2,53) και έτσι συγχωνεύεται ώστε να προκύψει η νέα ομάδα (1+2+3+4+5) με κριτήριο ομαδοποίησης το 4.   

					Τέλος συνδέουμε τη νέα ομάδα με την μονάδα 6 (απόσταση 2,64) σε μία τελική, χρησιμοποιώντας ως κριτήριο σύνδεσης την τιμή 5.

			

			Όλη η παραπάνω διαδικασία παρίσταται στο δενδρόγραμμα  του πίνακα 5.9.
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			Πίνακας 5.9. Σχέδιο διαδοχικής συγχώνευσης των παρατηρήσεων σε ομάδες με τη μέθοδο της πλησιέστερης γειτνίασης και δενδρόγραμμα διασύνδεσης της μεθόδου.   

			Μέθοδος της απομακρυσμένης γειτνίασης

			Η διαδικασία της δημιουργίας ομάδων με τη μέθοδο της μακρύτερης γειτνίασης έχει ως εξής:

			
					Εκκινούμε με n ομάδες όσες και οι δειγματοληπτικές μονάδες.

					Επιλέγουμε από τον πίνακα των αποστάσεων ομοιότητας την ελάχιστη απόσταση (η πρώτη ομάδα πάντα υπολογίζεται με την ελάχιστη τιμή απόστασης) που αντιστοιχεί στο ζεύγος μονάδων i και j, υπολείποντας έτσι n-1 μονάδες.

					Επανελέγχουμε τις αποστάσεις μεταξύ της ομάδας i και j με κάθε άλλη ομάδα k χρησιμοποιώντας την ελάχιστη τιμή ομοιότητας (μέγιστη απόσταση) ως μέτρο σύνδεσης.

					Συνδέουμε τις δύο πλέον όμοιες ομάδες επιλέγοντας τη μέγιστη απόσταση μεταξύ τους και χρησιμοποιώντας ως μέτρο σύνδεσης τις μέγιστες αποστάσεις μεταξύ i και k και j και k.

					Συνεχίζουμε τη διαδικασία ελέγχου των τιμών ομοιότητας και συνδέουμε τις ομάδες με τη μέγιστη απόσταση κοκ. και μέχρις ότου όλες οι ομάδες να ενσωματωθούν σε μία.

			

			Η τακτική που ακολουθούμε είναι ίδια όπως με την προηγούμενη μέθοδο, με τη διαφορά ότι όταν υπολογίζουμε εκ νέου κάθε φορά την απόσταση μεταξύ κάποιου σχηματισμού ομάδας με μία νέα, χρησιμοποιούμε ως μέτρο διασύνδεσης τη μέγιστη απόσταση αντί της ελάχιστης (Πίν. 5.10):

			
					Επιλέγουμε τις μονάδες με την ελάχιστη τιμή απόστασης και δημιουργούμε την πρώτη ομάδα με κριτήριο σύνδεσης την τιμή 1 και η οποία είναι η ομάδα (1+2) με απόσταση 0,57 (πίνακες 5.8 και 5.10).

					Συγχωνεύουμε τις μονάδες 3 και 5 με μέτρο σύνδεσης την τιμή 1,29 και με κριτήριο ομαδοποίησης την τιμή 2. Επισημαίνεται ότι και εδώ χρησιμοποιείται αναγκαστικά, η μικρότερη απόσταση επειδή διαφορετικά το ζεύγος αυτό απομακρύνεται από την περαιτέρω διαδικασία.

					Συγχωνεύουμε τις ομάδες (1+2) και (3+5) με κριτήριο ομαδοποίησης την τιμή 3 και με μέτρο σύνδεσης τη μέγιστη τιμή που προκύπτει από τα ζεύγη του πίνακα 5.8, 1-3:1,95, 1-5:1,42, 2-3:1,53, 2-5:1,33. Έτσι η νέα ομάδα (1+2+3+5) έχει απόσταση 1,95. [image: 10copy_2.png]
Πίνακας 5.10. Σχέδιο διαδοχικής συγχώνευσης των παρατηρήσεων σε ομάδες με τη μέθοδο της απομακρυσμένης γειτνίασης και δενδρόγραμμα διασύνδεσης της μεθόδου.


					Στη συνέχεια ελέγχουμε τη μέγιστη απόσταση μεταξύ της προηγούμενης ομάδας και των μονάδων 4 και 6, όπου προκύπτει ότι η μονάδα 6 έχει τη μέγιστη απόσταση (3,84), όμως για να προχωρήσει η διαδικασία της μεθόδου μέχρι το τελικό στάδιο, αναγκαστικά, επιλέγεται η μονάδα 4 (2,94) με κριτήριο ομαδοποίησης το 4, ειδάλλως περατώνεται στο σημείο αυτό.

					Συνδέουμε όλες τις μονάδες για να σχηματιστεί μία τελική ομάδα  με κριτήριο ομαδοποίησης το 5.

					Η παραπάνω διαδικασία απλουστεύεται αν σχηματίσουμε το δενδρόγραμμα στον πίνακα 5.10. 

			

			Τα δενδρογράμματα των δύο μεθόδων διαφέρουν ουσιαστικά στο μέγεθος της κλίμακας διασύνδεσης που είναι μεγαλύτερο στην απομακρυσμένη γειτνίαση.  

			Τονίζεται ιδιαίτερα ότι η μέθοδος εκκινεί πάντα, συνδέοντας αρχικά όλες τις μονάδες που κατέχουν μικρή Ευκλείδεια απόσταση και εφαρμόζεται ακολούθως. Δεν μπορούμε να συνδέουμε εξαρχής μονάδες με μεγάλη απόσταση επειδή έτσι αφήνουμε αναγκαστικά εκτός όλες τις λοιπές με μικρές τιμές.

			Μέθοδος της μέσης τιμής ή ενδιάμεσης διασύνδεσης (μη σταθμισμένης)

			Η απόσταση μεταξύ δύο ομάδων υπολογίζεται ως η μέση απόσταση μεταξύ όλων των ζευγών των μονάδων μέσα στις δύο ομάδες, μία ανά ομάδα (Πίν. 5.11). Για παράδειγμα, από τον πίνακα 5.8 των αποστάσεων ομοιότητας και εκκινώντας πάντα με το ζεύγος των μονάδων που έχει τη μικρότερη Ευκλείδεια απόσταση, η πρώτη ομάδα σχηματίζεται από τη συγχώνευση των μονάδων 1 και 2 (0,57). Το ίδιο ισχύει και για το ζεύγος 3 και 5 (1,29). Στο επόμενο στάδιο οι δύο ομάδες, οι οποίες συνδυάζουν τη μικρότερη απόσταση, συγκροτούνται σε μία (1+2+3+5) υπολογίζοντας τη μέση τιμή διασύνδεσης του αθροίσματος των αποστάσεων D13,  D15, D23 και D25 ως εξής: (1,95+1,42+1,53+1,33)/4=6,23/4=1,56. Στη συνέχεια ακολουθεί η ενσωμάτωση της μονάδας 4 διαιρώντας το άθροισμα των αποστάσεων D14, D24, D34 και D45 δια του 4: (2,68+2,89+2,94,2,53)/4=11,04/4=2,76.

			Η τελική ομάδα συγκροτείται ενσωματώνοντας την μονάδα 6 ακολουθώντας την ίδια διαδικασία (3,19).  

			Γενικεύοντας, η απόσταση μεταξύ της ομάδας k και t δίνεται από τη μέση τιμή nkxni αποστάσεων, όπου nk και ni είναι ο αριθμός των μονάδων στις ομάδες k και t αντίστοιχα. 

			Οι τέσσερις πρώτες μέθοδοι υπολογίζονται άμεσα αριθμητικά, ενώ οι υπόλοιπες χρειάζονται τη βοήθεια της γεωμετρίας ή άλγεβρας. 

			Μέθοδος  κεντρικής διασύνδεσης ή του κέντρου βάρους (μη σταθμισμένης)

			Με τη μέθοδο αυτή κάθε ομάδα αντικαθίσταται από το κέντρο βάρους (μέση τιμή) αυτής της ομάδας. Στον πίνακα 5.12 δείχνεται το φύλλο εργασίας SxV (5x4) καθώς και οι τετραγωνικές Ευκλείδιες αποστάσεις αυτών.  Η απόσταση 11 του πίνακα δίνει τη μικρότερη τιμή που αντιστοιχεί στις μονάδες S2 και S3 και έτσι δημιουργείται η πρώτη ομάδα. Η ομάδα αυτή αντιπροσωπεύεται από  το κέντρο βάρους των αρχικών τιμών των αντίστοιχων μεταβλητών, δηλαδή (5+8)/2 για τη μεταβλητή V1, (7+6)/2 για τη V2, (4+4)/2 για τη V3 και (5+4)/2 για τη V4. Από το τροποποιημένο φύλο εργασίας προκύπτει ο νέος πίνακας ομοιότητας στον  οποίο οι μονάδες S1 και S5 έχουν τη μικρότερη Ευκλείδεια απόσταση (13) και άρα συγκροτούν τη δεύτερη ομάδα τροποποιώντας ανάλογα και το φύλο εργασίας με τις νέες τιμές που προκύπτουν. Ο νέος πίνακας ομοιότητας δίνει τη μικρότερη απόσταση (21,5) στο κελί συντεταγμένων  των δύο προηγούμενων ομάδων οι οποίες έτσι συγχωνεύονται σε μία τρίτη ομάδα (S1+S3+S2+S5). To νέο φύλλο εργασίας το οποίο περιέχει τις μέσες τιμές των δύο προηγούμενων ομάδων διαμορφώνει και τον τελικό πίνακα στον οποίο η τρίτη ομάδα ενώνεται με τη μονάδα 4 με τιμή απόστασης 25,63 για να αποτελέσει και την τελική ομάδα. 

			Εύκολα γίνεται αντιληπτό, ότι η μέθοδος αυτή συνδυάζει αλλεπάλληλους υπολογισμούς και του αρχικού φύλλου εργασίας και των επικείμενων διορθωμένων αποστάσεων ομοιότητας. Αντίθετα, οι τρεις προαναφερθείσες μέθοδοι βασίζονται αποκλειστικά στον πίνακα ομοιότητας των στοιχείων.
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			Πίνακας 5.11. Σχέδιο διαδοχικής συγχώνευσης των παρατηρήσεων σε ομάδες με τη μέθοδο της ενδιάμεσης διασύνδεσης και δενδρόγραμμα διασύνδεσης της μεθόδου.

			Μέθοδος της ελάχιστης διακύμανσης του Ward

			Η μέθοδος αυτή δεν υπολογίζει αποστάσεις μεταξύ των ομάδων αλλά σχηματίζει ομάδες μεγιστοποιώντας την ομοιογένεια μέσα στις ομάδες. Αυτό σημαίνει ότι ελαχιστοποιεί τη μεταβλητότητα μεταξύ των τιμών σε κάθε ομάδα με μία υπολογιστική διαδικασία γνωστή και ως σφάλμα μέσα στις ομάδες 
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			Ας θεωρήσουμε για παράδειγμα τα στοιχεία στο φύλλο εργασίας SxV (6x2) στον πίνακα 5.13. Αρχικά κάθε στοιχείο θεωρείται ως μία ομάδα και επομένως ισχύει ESS=0. Στο επόμενο βήμα θεωρούμε τις εξής μονάδες ως πέντε ομάδες: η πρώτη είναι ζευγάρι με διαφορετικούς συνδυασμούς και οι υπόλοιπες τέσσερις είναι μοναδιαίες (ατομικές) ομάδες. Αναφορικά με την ομάδα (S1,S2) θα έχουμε
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			όπου τα ψηφία 4,5 και 7,5 είναι οι μέσες τιμές των μονάδων S1  και S3 για τις μεταβλητές V1 και V2 αντίστοιχα. Η διαδικασία αυτή επαναλαμβάνεται για όλους τους πιθανούς συνδυασμούς των 5 ομάδων.

			Από τον πίνακα 5.13 προκύπτει ότι αμφότερες οι ομάδες (S1,S2) και (S3,S5) έχουν την ελάχιστη διακύμανση (ESS=1,0) και επιλέγουμε τυχαία ως πρώτη ομάδα εκείνη με τις μονάδες S1 και S2. 
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			Πίνακας 5.12. Φύλλα εργασίας ειδών-στηλών με τις τετραγωνικές Ευκλείδιες αποστάσεις τους και τρόπος ενσωμάτωσης των δειγματοληπτικών μονάδων (παρατηρήσεων).

			Ακολούθως, διαμορφώνουμε τους νέους συνδυασμούς 4 ομάδων πλέον συνδέοντας την ομάδα (S1,S2) με τις υπόλοιπες μονάδες εκλαμβάνοντας τες είτε ως μοναδιαίες ομάδες (ESS=0) είτε ως ανά δύο (βλ. πίνακα 5.13, π.χ. (S1,S2,S3), (S1,S2,S4), (S1,S2,S5), (S1,S2,S6). Έτσι, για την ομάδα (S1,S2,S3) προκύπτει, 
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			εξίσωση, όπου οι τιμές 5,7 και 6,33 είναι οι μέσες τιμές των μονάδων S1, S2, S3 στις μεταβλητές V1 και V2 αντίστοιχα. Με τον τρόπο αυτό προκύπτει συνολικά ο πίνακας με όλους τους πιθανούς συνδυασμούς των τεσσάρων ομάδων ο οποίος προτείνει τη λύση 6 όπου έχουμε την μικρότερη τιμή ESS=2,0. 

			Η παραπάνω διαδικασία επαναλαμβάνεται και  με όλους τους συνδυασμούς των τριών ομάδων κοκ. μέχρις ότου όλες οι ομάδες συνενωθούν σε μία τελική.
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			Πίνακας 5.13. Βήματα υπολογισμού της ταξιδόμησης του Ward. Αποτελέσματα της ανάλυσης διακύμανσης στα στοιχεία του φύλλου εργασίας 6x2. Σχέδιο συγχώνευσης των παρατηρήσεων σε ομάδες με τις τετραγωνικές Ευκλείδιες αποστάσεις ομοιότητας και δενδρόγραμμα της τεχνικής του Ward. Λόγω εξοικονόμησης χώρου παραλήφθηκε η περαιτέρω διαδικασία της ανάλυσης των συνδυασμών 3 και 2 ομάδων.

			Τεχνική σύνθεσης δενδρογράμματος

			Η λειτουργία των αλγόριθμων ταξιδόμησης στηρίζεται στη συνένωση στοιχείων (παρατηρήσεων) σε ολοένα μεγαλύτερες ομάδες χρησιμοποιώντας ως μέτρο σύνδεσης την ομοιότητα ή αλλιώς την απόσταση μεταξύ των στοιχείων. Ένα τυπικό αποτέλεσμα της ταξιδόμησης είναι η δημιουργία του ιεραρχικού δέντρου (Σχ. 5.1). Στο γράφημα και στα αριστερά αυτού, κάθε στοιχείο αποτελεί και μία ιεραρχική κλάση (ομάδα). Στη συνέχεια, τα στοιχεία συνδέονται όλο και περισσότερο μεταξύ τους, έτσι συγχωνεύονται σταδιακά σε μεγαλύτερες ομάδες με ολοένα και περισσότερα ανόμοια πλέον στοιχεία και τελικά όλα τα στοιχεία συνενώνονται μαζί. Ο οριζόντιος άξονας περιγράφει την κλίμακα σύνδεσης και σε κάθε κόμβο (σημείο συνένωσης δύο ομάδων) αναγνωρίζουμε την τιμή της σύνδεσης στην οποία τα συγκεκριμένα στοιχεία συνδέθηκαν μαζί για να δημιουργήσουν μία νέα ομάδα. Όταν τα στοιχεία περιέχουν μία φανερή δομή σχετικά με ομάδες ομοειδών στοιχείων τότε αυτή η δομή καταφαίνεται στο ιεραρχικό δέντρο με τη μορφή διακριτών κλάδων. Με τον τρόπο αυτό εύκολα διακρίνουμε τις ομάδες (κλάδους) και μπορούμε να εξάγουμε συμπεράσματα με βάση την ιδιομορφία αυτή. 
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			Σχήμα 5.1.  Τυπικό δενδρόγραμμα ταξιδόμησης 15 στοιχείων με την τεχνική του Ward και την Ευκλείδια απόσταση ομοιότητας. 

			Σύνδεση προς δύο κατευθύνσεις (two-way joining)

			H ανάλυση της ταξιδόμησης οφείλει τη δημοφιλία της στη θεαματική απεικόνιση των στοιχείων υπό μορφή ομάδων με κοινά χαρακτηριστικά, το γνωστό δενδρόγραμμα. Το διάγραμμα αυτό δείχνει τη δομή των στοιχείων ταξιδόμησης μεμονωμένα είτε των στηλών είτε των σειρών και προφανώς η σύνδεση αυτή δεν βοηθάει να αναπτυχθεί μία ταυτόχρονη σχέση μεταξύ σειρών και στηλών δηλαδή μία σχέση αντιστοίχισης.

			Πρόσφατα αναπτύχθηκαν μέθοδοι διασύνδεσης οι οποίες βοηθούν την ταξιδόμηση να εκτελεστεί ταυτόχρονα και στις δύο περιπτώσεις και αυτό μπορεί να αποδειχθεί εξαιρετικά χρήσιμο όταν ο ερευνητής ενδιαφέρεται να συνδυάσει τη δράση ομάδων στοιχείων με ομάδες μεταβλητών π.χ. όταν ο γιατρός θέλει να ομαδοποιήσει ασθενείς (παρατηρήσεις) και παράλληλα να διακρίνει τυχόν συναθροίσεις αυτών που εμφανίζουν διαφορετικές ομάδες συμπτωμάτων (μεταβλητές). Δύο τεχνικές είναι ικανές να πραγματοποιήσουν την διπλή αυτή σύνδεση:

			α) Ταξιδόμηση δύο κατευθύνσεων (Two-way clustering)

			Σκοπός της ταξιδόμησης αυτής είναι να εκθέσει πιθανές σχέσεις μεταξύ ομάδων ατομικών στοιχείων, οι οποίες απορρέουν από διαφορές ή ομοιότητες α) μεταξύ των σειρών στην ίδια ομάδα ή και μεταξύ σειρών σε διαφορετικές ομάδες και β) μεταξύ στηλών στην ίδια ομάδα ή και σε διαφορετικές ομάδες (Peck, 2010). Στο επόμενο στάδιο, οι συνδυασμοί αυτοί σχετίζονται γραφικά μεταξύ τους. 

			Η ταξιδόμηση δύο κατευθύνσεων εκτελεί ανάλυση ομαδοποίησης στις σειρές και τις στήλες απεικονίζοντας δύο δενδρογράμματα ταυτόχρονα. Οι στήλες και σειρές του αρχικού πίνακα αναδιοργανώνονται έτσι ώστε να ταιριάζουν στην κατάταξη των παρατηρήσεων στο διπλής κατεύθυνσης δενδρόγραμμα. Σημαντικό στοιχείο της επιτυχημένης εκτέλεσης της μεθόδου είναι η σχετικοποίηση (ενότητα 1.8.2, κεφάλαιο 1) των ομάδων ταξιδόμησης των στηλών αμέσως μετά την ομαδοποίηση των σειρών. Η διαδικασία αυτή είναι εξαιρετικά σημαντική στην οικολογία των κοινωνιών. Χωρίς τη σχετικοποίηση των στηλών, τα κοινά είδη ενδέχεται να διαχωρίζονται σε άλλες ομάδες από τα σπάνια είδη ακόμα και αν κορυφώνουν  στο ίδιο σημείο απόκρισης κατά μήκος της περιβαλλοντικής διαβάθμισης. Η σχετικοποίηση των ειδών, που καταλαμβάνουν τη θέση των στηλών, δεν εξαφανίζει το διαχωρισμό μεταξύ των κοινών και σπάνιων ειδών αλλά μετριάζει το αποτέλεσμά τους. 

			Το δενδρόγραμμα διπλής κατεύθυνσης συντίθεται από το δενδρόγραμμα των σειρών, το δενδρόγραμμα των στηλών και την παρουσίαση των στοιχείων του αρχικού πίνακα διαμορφωμένο κατάλληλα για να ανταποκριθεί στην διαρθρωτική κατάταξη του δενδρογράμμοτος (Σχ. 5.2). 
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			Σχήμα 5.2.  Διάγραμμα ταξιδόμησης δύο κατευθύνσεων  στο οποίο συνδυάζονται τα διαφορετικά επίπεδα προσθήκης τοξικής φαινόλης στο οικοσύστημα (δείγματα-σειρές) με την παρουσία των λιγότερο ή περισσότερο ανθεκτικών ειδών (στήλες). Οι σκιάσεις δείχνουν μεγαλύτερη αφθονία των ειδών. 

			β) Ανάλυση του δείκτη  διπλής κατεύθυνσης των ειδών (Two-Way-INdicator SPecies Analysis-TWINSPAN)

			Είναι μία τεχνική διπλής ταξιδόμησης πολύ δημοφιλής στην οικολογία των κοινωνιών η οποία ταυτόχρονα ταξινομεί είδη και δείγματα (Hill, 1979b) και βασίζεται στο διαχωρισμό των διαστάσεων της αμοιβαίας μεσοστάθμισης (βλ.  κεφάλαιο 9).

			Το βασικό χαρακτηριστικό της μεθόδου είναι η δημιουργία ενός πίνακα διπλής κατάταξης (Πίν. 5.14). Τα είδη διατάσσονται κατά μήκος της αριστερής πλευράς του πίνακα και τα δείγματα στην οριζόντια πάνω θέση. Στα δεξιά και κάτω του πίνακα, διατάσσονται οι δυαδικοί αριθμοί 0 και 1 οι οποίοι καθορίζουν ριζικά την ταυτόχρονη ταξιδόμηση των ειδών και δειγμάτων. Το εσωτερικό περιεχόμενο του πίνακα καταγράφει τα επίπεδα αφθονίας ανά είδος και δείγμα. Οι αφθονίες έχουν μετρηθεί ως ποσοτικές τιμές πληθυσμιακής εμφάνισης αλλά εδώ υπολογίζονται ως κλάσεις (επίπεδα) των εικονικών ειδών (pseudospecies). Τα είδη αυτά στην πραγματικότητα αποτελούν μία μεταβλητή με 5 συνήθως κλάσεις αφθονίας εκφρασμένες σε ποσοστά: 0, 2, 5, 10 και 20 ή αλλιώς εικονικά είδη 1, 2, 3, 4, 5 κατ΄αντιστοιχία. Οι κλάσεις αυτές οι οποίες εμφανίζουν το αποτέλεσμά τους στον πίνακα, λειτουργούν ως εξής: η απουσία ενός είδους τιμάται με την κλάση 1 (0%), σε ένα είδος με αφθονία 9% παράγονται τρεις κλάσεις τιμών 1, 2 και 3 (δηλαδή 0%, 2% και 5%), ενώ αφθονία 1,9% παράγει την κλάση 1 μόνο. Εύκολα συνάγεται ότι η τεχνική απαιτεί την εισαγωγή των στοιχείων στον αρχικό πίνακα υπό μορφή ποσοστιαίας αφθονίας και όχι αναλογιών. 
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			Πίνακας 5.14.  Πίνακας κατάταξης διπλής κατεύθυνσης σειρών (ειδών) και στηλών (δειγμάτων). Ο πρώτος διαχωρισμός (κατάτμηση του πίνακα) εκκινεί από το σημείο απόκλισης των δυαδικών ψηφίων 0 και 1 στα δεξιά του πίνακα και ταυτόχρονα στο αντίστοιχο σημείο απόκλισης στο κάτω μέρος του πίνακα.

			Σημαντικά μειονεκτήματα της μεθόδου είναι:

			α) επειδή η τεχνική βασίζεται υπολογιστικά στην αμοιβαία μεσοστάθμιση (RA), παράγει αξιόλογη πληροφόρηση μόνο όταν εδραιώνεται μία σημαντική περιβαλλοντική διαβάθμιση (χρήση του άξονα 1 των συνιστωσών της RA) 

			β) σε ένα απλό πίνακα διπλής κατεύθυνσης είναι αδύνατη η παρουσία και περιγραφή στοιχείων μεγάλου όγκου και περίπλοκης υπολογιστικά διαχείρισης. 

			Η τεχνική έχει πρόσφατα βελτιώσει κάποιες αδυναμίες στην απόδοση των αποτελεσμάτων της με την οργανώνοντας πιο αυστηρά τα κριτήρια απόφασης διαχωρισμού των ειδών και του αριθμού εισόδου των δοκιμαστικών επαναληπτικών τιμών.  

			5.2.4 Διαγνωστικά κριτήρια της ορθής επιλογής του αριθμού των συστάδων

			Αμέσως μετά την επιλογή του τελικού αριθμού των ομάδων προς επικείμενη ερμηνεία των αποτελεσμάτων, επιβάλλεται να ελέγξουμε την εγκυρότητα ή μη της επιλογής μας. Τέσσερα κριτήρια, τα οποία ανταποκρίνονται σε κάθε βήμα επιλογής των τελικών ομάδων, προτάθηκαν για τον σκοπό αυτό:

			
					H ρίζα του μέσου τετραγώνου της τυπικής απόκλισης RMSSTD (root mean squared standard deviation), [image: 34_2.png]
si2 είναι η κοινή τυπική απόκλιση όλων των μεταβλητών που σχηματίζουν την ομάδα, p είναι ο αριθμός των μεταβλητών. Όσο μικρότερη είναι η τιμή του κριτηρίου τόσο πιο ομοιογενείς είναι οι παρατηρήσεις στις αντίστοιχες μεταβλητές της ομάδας.  Το κριτήριο είναι έγκυρο μόνο όταν εφαρμόζεται η τυποποίηση των μεταβλητών πριν την ταξιδόμηση. 


					Το κριτήριο R2 το οποίο προκύπτει ως [image: 35_2.png]
όπου SSb είναι η διακύμανση (άθροισμα των τετραγώνων) μεταξύ των ομάδων και SSw η διακύμανση μέσα στις ομάδες. Το κριτήριο μετρά το μέγεθος της διαφοράς που αναπτύσσεται μεταξύ των ομάδων και παίρνει τιμές από 0 (δεν υπάρχουν διαφορές μεταξύ των ομάδων) μέχρι 1 (αναπτύσσονται μέγιστες διαφορές μεταξύ των ομάδων). 


					Το ημιμερικό  R2 (semipartial R squared) το οποίο προκύπτει ως η διαφορά μεταξύ της διακύμανσης SSw της νέας ομάδας και του αθροίσματος των διακυμάνσεων όλων των ομάδων που συνδέονται για τη δημιουργία της νέας ομάδας. Το κριτήριο αυτό εκφράζει το βαθμό της απώλειας της ομοιογένειας (loss of homogeneity) και όταν η απώλεια είναι μηδέν τότε η νέα ομάδα προέρχεται από δύο απόλυτα ομοιογενείς ομάδες. Αν η απώλεια είναι μεγάλη τότε η νέα ομάδα δημιουργείται από τη συγχώνευση ετερογενών ομάδων.

					Η Ευκλείδεια απόσταση μεταξύ δύο ομάδων υποψήφιων προς συγχώνευση, η οποία υπολογίζεται διαφοροποιημένα, ανάλογα με τον τρόπο διασύνδεσης που επιλέχθηκε. Μικρές τιμές του κριτηρίου δηλώνουν υψηλή ομοιογένεια μεταξύ των δύο ομάδων και μεγάλες τιμές δηλώνουν υψηλό βαθμό ανομοιομορφίας. 

			

			Τα τέσσερα παραπάνω κριτήρια, από τα οποία τα τρία μετρούν την ομοιογένεια των ομάδων και το τέταρτο (R2) την ετερογένεια, μπορούν να παρασταθούν γραφικά, σε συνάρτηση με τον αριθμό των ομάδων σε κάθε διαδοχικό βήμα επιλογής (Σχ. 5.3). Στο γράφημα αυτό αναζητούνται απότομες μεταβολές ανοδικές ή καθοδικές, ικανές να σχηματίσουν το άνοιγμα του αγκώνα. Εκεί, παρατηρείται σημαντική μεταβολή κατά τη μετάβαση από το βήμα συνένωσης 14 μέχρι το βήμα 12 και άρα 3 ομάδες είναι αρκετές για την ερμηνεία των αποτελεσμάτων των στοιχείων.  

			5.2.5 Αξιολόγηση της αποτελεσματικότητας της επιλεγμένης ταξιδόμησης

			Η μέτρηση της ομοιότητας μεταξύ δϋο ταξιδομήσεων χρησιμοποιείται ως μέτρο σύγκρισης διαφορετικών αλγόριθμων ταξιδόμησης των ίδιων στοιχείων. Η αξιολόγηση αυτή αναφέρεται και ως εγκυρότητα της ταξιδόμησης και διακρίνεται σε εσωτερική και εξωτερική.

			α) Εσωτερική αξιολόγηση

			Εφαρμόζεται αποκλειστικά στα στοιχεία της ταξιδόμησης που μόλις σχηματίστηκε, εξ ου και το όνομα εσωτερική, και αποδίδει τον καλύτερο βαθμό στον αλγόριθμο εκείνο που παράγει συστάδες με υψηλή ομοιότητα στοιχείων μέσα σε αυτές και χαμηλή ομοιότητα μεταξύ των συστάδων. Μειονέκτημα της αξιολόγησης αυτής  είναι ότι ενίοτε αποδίδονται υψηλοί βαθμοί επίδοσης χωρίς να προάγεται η άντληση σοβαρής πληροφόρησης από την ταξιδόμηση ή να αξιολογεί εσφαλμένα αλγόριθμους που μετρούν το ίδιο μοντέλο ταξιδόμησης. 

			Στην πράξη, η εσωτερική αξιολόγηση ενδείκνυται στις περιπτώσεις που ένας αλγόριθμος αποδίδει καλύτερα από κάποιον άλλο, χωρίς όμως κατ’ ανάγκη να παράγει και πιο αξιόπιστα συγκριτικά αποτελέσματα. 

			Δύο τεχνικές αξιολόγησης προτάσσονται για την εκτίμηση της ποιότητας των αλγόριθμων ταξιδόμησης των στοιχείων:

			
					Ο δείκτης Davies-Bouldin (DB),
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			Σχήμα 5.3. Γράφημα της απόστασης διασύνδεσης με τα βήματα συνένωσης σε ομάδες. Το γράφημα είναι αποτέλεσμα της δημιουργίας του δενδρογράμματος του σχήματος 5.1.

			όπου n είναι ο αριθμός των συστάδων cx το κέντρο της συστάδας x,  σx η μέση απόσταση των στοιχείων στη συστάδα x και d(ci, cj) η απόσταση μεταξύ των κέντρων ci και cj. Χαμηλές τιμές του δείκτη DB στις συστάδες δηλώνουν ότι εξεταζόμενος αλγόριθμος παράγει ένα σύνολο (άθροισμα) συστάδων με μικρές αποστάσεις των στοιχείων μέσα στις συστάδες (υψηλή ομοιότητα) και μεγάλες αποστάσεις (χαμηλή ομοιότητα) μεταξύ των συστάδων. 

			
					Ο δείκτης του Dunn, ο οποίος αναγνωρίζει πυκνές και επαρκώς διαχωριζόμενες συστάδες μετρώντας το λόγο μεταξύ της ελάχιστης εσωτερικής απόστασης των στοιχείων εντός της συστάδας προς τη μέγιστη μεταξύ των συστάδων απόσταση. Έτσι, για κάθε νέα συστάδα ο δείκτης υπολογίζεται ως
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			όπου ο όρος d(i,j) μετρά την απόσταση μεταξύ των συστάδων i και j και ο όρος d’(k) την εσωτερική απόσταση μιας συστάδας k. Η δεύτερη απόσταση εκτιμάται με διάφορους τύπους μέτρησης απόστασης (Ευκλείδεια, Pearson) και η πρώτη με μία από τις γνωστές μεθόδους συνένωσης των συστάδων (πλησιέστερη ή απομακρυσμένη γειτνίαση κτλ.). Το κριτήριο αξιολόγησης D ερευνά συστάδες με υψηλή ομοιότητα των στοιχείων τους και χαμηλή ομοιότητα μεταξύ των συστάδων, επομένως προσδοκώνται υψηλές τιμές του δείκτη για να θεωρείται μία αξιολόγηση ικανοποιητκή. 

			β) Εξωτερική αξιολόγηση

			Η μέθοδος αυτή αξιολογεί ταξιδομήσεις με την συγκρότηση στοιχείων που δεν συμμετέχουν στην ταξιδόμηση αλλά σταχυολογούνται από επιστήμονες ολκής για να εξυπηρετήσουν υπό μορφή ειδικών κλάσεων ορισμένα μέτρα αναφοράς της εγκυρότητας κάθε ταξιδόμησης (benchmarks). Ουσιαστικά,  οι εξωτερικές αξιολογήσεις μετρούν πόσο ικανοποιητικά μία υποβληθείσα διαδικασία ταξιδόμησης προσεγγίζει τις προκαθορισμένες κλάσεις αξιολόγησης και έτσι τα στοιχεία υποβάλλονται στη διαδικασία των επαναληπτικών δοκιμαστικών τιμών. Το ζητούμενο του χρυσού κανόνα της αξιολόγησης (gold standard) εστιάζεται στον αριθμό που εκφράζει πόσες επαναληπτικές φορές μία κλάση αποδόθηκε σωστά σε ένα στοιχείο της ταξιδόμησης  (αληθώς θετικό) ή αλλιώς  στο ζεύγος εκείνο των στοιχείων (της διπλής αξιολόγησης) που ανήκουν πραγματικά στην ίδια συστάδα. 

			Τρεις μέθοδοι εξωτερικής αξιολόγησης προτείνονται:

			
					Ο δείκτης RI του Rand ο οποίος υπολογίζει πόσο όμοια οι ταξιδομημένες συστάδες αντικαθιστούν τις πρότυπες ταξιδομήσεις ή καλύτερα το ποσοστό των ορθών επιλογών που εξάγονται από την εφαρμογή του αλγόριθμου:
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			όπου TP είναι ο αριθμός των αληθώς θετικών στοιχείων, TN ο αριθμός των ψευδώς θετικά ανταποκριθέντων στοιχείων, FΝ ο αριθμός των  ψευδώς αρνητικών και FΡ των ψευδώς θετικών στοιχείων. Υψηλές τιμές εκφράζουν υψηλό ποσοστό ομοιότητας και κατ’ επέκταση εγκυρότητας της μεθόδου ταξιδόμησης.

			Ο δείκτης αυτός διορθώνεται σταθμικά ως προς τις συχνότητες FP και FN και εκφράζεται ακριβέστερα από την μέτρηση Fβ,  
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			όπου P=TP/(TP+FP) και R=TP/TP+FN) και β είναι μία σταθμισμένη παράμετρος (β≥0). 

			
					Ο δείκτης J του Jaccard, 

			

			 [image: 40_2.png]

			ο οποίος συγκρίνει δύο ομάδες στοιχείων και παίρνει τιμές 0-1. Τιμές κοντά στο 1 δηλώνουν ότι οι δύο συστάδες ταυτίζονται και κοντά στο 0 ότι δεν έχουν κοινά σημεία.

			
					Ο δείκτης FM των Folkes-Mallows,

			

			 [image: 41_2.png]

			ο οποίος συγκρίνει την ομοιότητα των συστάδων που παράγονται από τον αλγόριθμο της ταξιδόμησης με τον αλγόριθμο (κλάσεις αξιολόγησης) της πρότυπης ταξιδόμησης. Υψηλές τιμές ειδοποιούν για υψηλότερη ομοιότητα στην εκτίμηση των δύο μεθόδων ταξιδόμησης. 

			5.3 Μη ιεραρχική ανάλυση των συστάδων

			Όταν με τις προηγούμενες ιεραρχικές μεθόδους δεν παράγεται σημαντικό πλεονέκτημα στην ερμηνεία των αποτελεσμάτων, τότε καταφεύγουμε  στις μεθόδους μη ιεραρχικής ταξιδόμησης. Όμως, οι μέθοδοι αυτές βασίζονται στην προβλέψιμη επιλογή συγκεκριμένου αριθμού ομάδων αιτιολογημένη από πρότερη επιστημονική γνώση και εμπειρία στο αντικείμενο της έρευνας. Τέτοιες μέθοδοι είναι η ταξιδόμηση των k μέσων και των μικτών κατανομών Ε-Μ. Όταν μία τέτοια επιλογή δεν είναι εφικτή ως προς την ερμηνεία των αποτελεσμάτων, τότε καταφεύγουμε σε τυχαίο αριθμό προεπιλεγμένων ομάδων. Η υπολογιστική διαδικασία περιλαμβάνει δύο επαναλαμβανόμενες ενέργειες, τη μεταφορά των μονάδων από μία ομάδα σε άλλη και την αμοιβαία ανταλλαγή μονάδων από μία ομάδα σε άλλη. Η άριστη απόσπαση των μονάδων συντελείται συνήθως με τη μέθοδο της ελάχιστης διακύμανσης του Ward μέσα στις ομάδες. Η εγκυρότητα της επιλογής ελέγχεται με την εκτίμηση των τεσσάρων στατιστικών κριτηρίων (κριτήρια RMSSTD και R2, ημιμερικό R2, Ευκλείδεια απόσταση). 

			Στη μη ιεραρχική κατηγορία εντάσσεται και η βηματική συσταδοποίηση η οποία χρησιμοποιείται αποκλειστικά στις περιπτώσεις που οι μελετώμενες μεταβλητές είναι ταυτόχρονα κατηγορικές και ποσοτικές.

			α) Ταξιδόμηση k μέσων 

			Στις περιπτώσεις που επιζητείται η συσσώρευση των στοιχείων σε συγκεκριμένο αριθμό ομάδων k, τότε εφαρμόζεται η ταξιδόμηση των k μέσων ως τεχνική βέλτιστης αναζήτησης αυτών: ανεύρεση των κέντρων k ομάδων και κατανομή των στοιχείων στο πλησιέστερο κέντρο ομάδας με τρόπο ώστε το τετράγωνο των αποστάσεων των στοιχείων από την ομάδα να ελαχιστοποιείται. Αρχικά, ο αλγόριθμος προσδιορίζει k κέντρα συστάδων αντιπροσωπευτικά Ν σημείων (k<N), και ακολούθως κάθε σημείο, με τη χρήση των επαναληπτικών δοκιμών, διευθετείται σε μία από τις k συστάδες και κάθε κέντρο αποτελεί το μέσο όρο των ενταγμένων σημείων (Bishop, 1995).  Η εκτέλεση πραγματοποιείται με τον αλγόριθμο του Lloyd (Hartigan & Wong, 1979) με μείζον μειονέκτημα της μεθόδου τον ορισμό εξαρχής  συγκεκριμένων ομάδων στα στοιχεία, καθότι ο αλγόριθμος προτιμά να δημιουργεί ισομεγέθεις συστάδες (με ίδιο περίπου αριθμό περίπου στοιχείων) οδηγώντας έτσι στη λανθασμένη οριοθέτηση μεταξύ των ομάδων αφού βελτιστοποιεί τα κέντρα των ομάδων και όχι τα όρια αυτών. Διαθέτει όμως σοβαρά πλεονεκτήματα:

			α) Όταν οι μεταβλητές είναι  πολυπληθείς, η συσταδοποίηση  k μέσων αποδεικνύεται υπολογιστικά πολύ ταχύτερη των ιεραρχικών με την προϋπόθεση ότι απαιτείται μικρός αριθμός ομάδων. 

			β) Παράγει συστάδες πιο ομοιογενείς (συμπαγείς) συγκριτικά με αυτές των ιεραρχικών μεθόδων και ειδικότερα όταν έχουν σφαιρική μορφή, διότι αποσπά τα στοιχεία στο χώρο συγκροτώντας ειδικές δομές οι οποίες συνθέτουν το διάγραμμα ή μωσαϊκό του Voronoi (βλ. ένθετο σχήμα). Αυτό συνίσταται από πεδία σε ένα χώρο στοιχείων μετρούμενων με κάποιο μέτρο απόστασης π.χ. Ευκλείδεια, Manhattan κτλ., όπου κάθε πεδίο συντίθεται από ένα στοιχείο pk και το κύτταρο ή έκταση του Voronoi Rk καθώς επίσης και κάθε σημείο του οποίου η απόσταση από το pk είναι μικρότερη ή ίση της απόστασής του σε οποιαδήποτε άλλη περιοχή. Στο σχήμα παρακάτω  η ταξιδόμηση k μέσων διαχωρίζει τα στοιχεία σε 24 κύτταρα του Voronoi. 
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			Σύμφωνα με την συσταδοποίηση των k μέσων όλα τα στοιχεία (παρατηρήσεις) τοποθετούνται σε μία αρχική συστάδα και ο αλγόριθμος θα μετακινήσει τα στοιχεία σε διάφορες συστάδες με στόχο την ελαχιστοποίηση των αποστάσεων μέσα σε κάθε συστάδα και τη μεγιστοποίηση αυτών μεταξύ των συστάδων. Υπάρχουν τρεις τρόποι υλοποίησης της παραπάνω διαδικασίας:

			
					Επιλογή των Ν πρώτων παρατηρήσεων ως κέντρα k αρχικών συστάδων. Επομένως η θέση και τιμή των πρώτων παρατηρήσεων είναι ζωτικής σημασίας και θα πρέπει αυτές να τοποθετούνται με περίσκεψη από τον ερευνητή.

					Επιλογή του αλγόριθμου κάποιων αρχικών παρατηρήσεων ως πρώτα κέντρα συστάδων και με επαναληπτική διαδικασία δοκιμών, τελική διευθέτηση όλων των στοιχείων στις συστάδες εξασφαλίζοντας ελάχιστη απόσταση αυτών από τα κέντρα τους και μέγιστη μεταξύ των συστάδων (συνηθέστερη επιλογή).

					Οι τιμές των αποστάσεων μεταξύ όλων των στοιχείων διατάσσονται αυξητικά και ακολούθως επιλέγονται μερικές αποστάσεις ως αρχικά κέντρα συστάδων κατά σταθερά διαστήματα της κατάταξης. 

			

			β) Ταξιδόμηση της κατανομής των στοιχείων

			Η μέθοδος αυτή βασίζεται στην εκτίμηση στατιστικών παραμέτρων που περιγράφουν διάφορες κατανομές, έτσι όμοιες συστάδες μπορούν να σχηματιστούν από στοιχεία που ανήκουν σε συγκεκριμένη κατανομή. Η μέθοδος αυτή δημιουργεί ενίοτε προβλήματα υπερπροσαρμογής των στοιχείων στην κατανομή γι’ αυτό και απαιτείται η χρήση περιοριστών όρων.

			Μία πολλά υποσχόμενη επιλογή της ταξιδόμησης αυτής είναι τα μοντέλα μικτών κατανομών του Gauss (κανονική κατανομή) με την εφαρμογή του αλγόριθμου Ε-Μ (Dempster et al, 1977). Τα στοιχεία αναδιπλώνονται σε ένα συγκεκριμένο αριθμό κατανομών του Gauss (προς αποφυγή υπερπροσαρμογής) ο οποίος εκκινεί τυχαία και οι στατιστικές παράμετροι βελτιώνονται επαναληπτικά για να ταιριάξουν άριστα στα στοιχεία, αποδίδοντας, πάραυτα, ενίοτε διαφορετικά τελικά αποτελέσματα. 

			Τα μοντέλα ταξιδόμησης κατανομών παράγουν περίπλοκα πρότυπα συστάδων τα οποία μπορούν να αξιοποιήσουν τη συσχέτιση και εξάρτηση μεταξύ των μεταβλητών των στοιχείων, έχουν όμως το μειονέκτημα να ακολουθούν συγκεκριμένη κατανομή χωρίς παρεκκλίσεις. 

			Σε περίπτωση υιοθέτησης της ισχυρής ταξιδόμησης, τα στοιχεία τοποθετούνται υποχρεωτικά στην κατανομή Gauss που πιθανότερα ανήκουν, πράγμα που δεν συμβαίνει στη χαλαρή διασύνδεση.

			Ο αλγόριθμος Ε-Μ (Expectation-Maximization), σε στοιχεία με κανονικές κατανομές, εκτιμά μέσους όρους και τυπικές αποκλίσεις για κάθε συστάδα μεγιστοποιώντας την πιθανότητα (αναλογία) κατανομής των παρατηρούμενων στοιχείων. Δηλαδή, προσεγγίζει τις παρατηρούμενες τιμές κατανομής των στοιχείων με βάση τη μίξη διαφορετικών κατανομών στις διάφορες συστάδες. Για παράδειγμα, αν μία μεταβλητή διαχωρίζεται σε δύο συστάδες, και άρα δύο κανονικές κατανομές υπάρχουν ως προς τα στοιχεία, ο αλγόριθμος Ε-Μ υπολογίζει τη νέα κατανομή που προκύπτει από το άθροισμα των δύο αρχικών κατανομών και με βάση αυτή υπολογίζει τις στατιστικές παραμέτρους που αναλογούν σε κάθε αρχική κατανομή. Ο αλγόριθμος Ε-Μ λειτουργεί επίσης αποτελεσματικά σε λογαριθμο-κανονικές κατανομές και Poisson.

			Σε αντίθεση με την ταξιδόμηση των  k μέσων, στην οποία τα στοιχεία κατανέμονται μόνο σε συστάδες με  μέγιστες αποστάσεις μεταξύ τους, στην ταξιδόμηση Ε-Μ, κάθε παρατήρηση ανήκει σε μία συστάδα με συγκεκριμένη τιμή πιθανότητας, διότι η τεχνική βασίζεται αποκλειστικά στην ταξινόμηση των πιθανοτήτων. 

			γ) Διβηματική ταξιδόμηση των στοιχείων

			Η διβηματική ανάλυση συστάδων αποτελεί περισσότερο ένα επεξεργαστικό εργαλείο παρά μία απλή τεχνική ταξιδόμησης, η οποία προσδιορίζει συστάδες  παρατηρήσεων με την επινόηση προσυστάδων και εφαρμογή σε αυτές ιεραρχικών τεχνικών (Σιάρδος 2015). Με τη χρήση ενός ευέλικτου αλγορίθμου καταφέρνει να διαχειριστεί μεγάλο όγκο δεδομένων σε χρόνο πολύ μικρότερο από τον απαιτούμενο με την εφαρμογή ιεραρχικών μεθόδων συσταδοποίησης. 

			Η διβηματική ανάλυση διαχειρίζεται εξίσου ικανοποιητικά ποσοτικές (σε τυποποιημένη μορφή) και ονομαστικές μεταβλητές με την προϋπόθεση ότι οι ποσοτικές κατανέμονται κανονικά και οι κατηγορικές πολυωνυμικά. Ως μέτρο ομοιότητας χρησιμοποιεί τον λογάριθμο της μέγιστης πιθανοφάνειας των αποστάσεων και την Ευκλείδεια απόσταση όταν αποκλειστικά όλες οι μελετώμενες μεταβλητές είναι ποσοτικές. Εκτελείται σε δύο χρόνους:

			Αρχικά δημιουργεί προσυστάδες οι οποίες περιορίζουν το εύρος της μήτρας των αποστάσεων μεταξύ των παρατηρήσεων και χρησιμοποιούνται στη θέση των αρχικών παρατηρήσεων εφαρμόζοντας τους αλγόριθμους της ιεραρχικής ανάλυσης προς σχηματισμό δενδρογράμματος συστάδων. 

			Στη συνέχεια, οι προσυστάδες με βάση τον αλγόριθμο της συσσωρευτικής ιεραρχικής διασύνδεσης διερευνώνται ως προς την καταλληλότητα του αριθμού της τελικής σύστασης της συσταδοποίησης χρησιμοποιώντας ως κριτήρια επιλογής του άριστου αριθμού αυτών τα κριτήρια πληροφόρησης του Bayes (BIC) και του Akaike (AIC) τα οποία στην απλούστερή τους μορφή προσδιορίζονται ως 
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			και
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			όπου k είναι ο αριθμός των παραμέτρων που πρόκειται να εκτιμηθούν (π.χ. ο αριθμός των βαθμών ελευθερίας), L η μέγιστη πιθανοφάνεια και  n ο αριθμός των παρατηρήσεων.

			Μειονέκτημα της μεθόδου, απαντώμενο και στην ταξιδόμηση των k μέσων, συνιστά η εξάρτηση των αποτελεσμάτων από τη σειρά διαδοχής των τιμών των παρατηρήσεων στο μοντέλο, η οποία όταν μεταβάλλεται, η βηματική ανάλυση δίνει διαφορετικές λύσεις στο τελικό μοντέλο. Το πρόβλημα αυτό αντιμετωπίζεται με μεθόδους τυχαιοποίησης της σειράς των παρατηρήσεων και επαναληπτικές εφαρμογές του προγράμματος μέχρις ότου η διαφορετική διάταξη των παρατηρήσεων να εξάγει συγκλίνοντα αποτελέσματα. 

			5.4 Aνακεφαλαίωση - Επισημάνσεις

			Η επιλογή της ταξιδόμησης των στοιχείων, ανεξαρτήτως το ποια μέθοδος θα επιλεγεί τελικά, δεν συνιστάται όταν γνωρίζουμε από προγενέστερη εμπειρία το συγκεκριμένο αριθμό των ομάδων. Αντίθετα, προτείνεται ενθέρμως στις περιπτώσεις ‘τυφλής’ ανεύρεσης του αναγκαίου αριθμού των ομάδων και δρα εξαιρετικά ικανοποιητικά, όταν συνυπολογίζεται επικουρικά με την ανάλυση των κύριων συνιστωσών στα ίδια στοιχεία.  

			Συνοψίζοντας τη μέχρι τούδε πληροφόρηση, ορισμένες επισημάνσεις είναι αναγκαίο να αναφερθούν, σχετικά με την ανάλυση της ταξιδόμησης:

			
					Είναι μία τεχνική η οποία κατανέμει τα στοιχεία σε ομάδες βασιζόμενη στην ομοιότητα των τιμών μεταξύ τους. Ομοιόμορφες μονάδες θα σχηματίσουν ομάδες διακριτές από άλλες ομάδες.

					Η τεχνική χρησιμοποιεί διαφορετικούς αλγόριθμους ανάλογα με τη στρατηγική επιλογής της σύνδεσης των ομάδων οι οποίοι όμως μπορούν να συνοψιστούν σε μία γενικευμένη εξίσωση γραμμικών συνδυασμών των Lance και Williams (1967). [image: 16copy_1.png]
Πίνακας 5.15. Φύλο εργασίας 24 ποικιλιών τυρού και των χαρακτηριστικών τους: χημική σύσταση, μηχανικές και οργανοληπτικές ιδιότητες. H μεταβλητή FF απορρίφθηκε από περαιτέρω στατιστική επεξεργασία λόγω της εξαιρετικά υψηλής συσχέτισης που εμφάνισε με την FR (r=0,998).


					Η ομαδοποίηση των μονάδων παρίσταται γραφικά με τη χρήση δενδρογράμματος. Η επιλογή συγκεκριμένου αριθμού ομάδων υποβοηθείται με τη χρήση τεσσάρων στατιστικών κριτηρίων, στην πράξη όμως είναι τελείως υποκειμενικό θέμα και έχει κυρίως να κάνει με τη βαθιά γνώση στο αντικείμενο και την εμπειρική λογική. Ένας χρυσός κανόνας είναι να μην αποδεχόμαστε απλές διαιρέσεις του δενδρογράμματος οι οποίες οδηγούν στην επιλογή ομάδων με πολύ λίγες μονάδες σε αυτές. Είναι προτιμότερο η τελική ομαδοποίηση να συνδυάζεται με τα γραφικά αποτελέσματα της ανάλυσης των κύριων συνιστωσών. 

					Οι περισσότερες από τις τεχνικές ταξιδόμησης δίνουν σχεδόν ίδια αποτελέσματα (ίδιο περίπου δενδρόγραμμα) μόνο όταν τα αρχικά στοιχεία χαρακτηρίζονται από έντονα εμφανείς διαφοροποιημένες τάσεις. Όταν όμως συσσωρεύεται μεγάλος όγκος στοιχείων και η φύση των δειγματοληπτικών μονάδων εμφανίζει κάποιο βαθμό ασάφειας στο τρόπο επιλογής αυτών, τότε είναι δυνατόν να μην εμφανίζονται στο δενδρόγραμμα αναμενόμενες τάσεις που προβλέπονται από προηγούμενη εμπειρία στο αντικείμενο μελέτης. Στην περίπτωση αυτή συνιστάται η δοκιμή διαφορετικών τεχνικών ταξιδόμησης για συγκριτικούς λόγους ή στροφή σε άλλες μεθόδους πολυμεταβλητής ανάλυσης. 

					Οι μέθοδοι διασύνδεσης της ελάχιστης και μέγιστης απόστασης των στοιχείων (πλησιέστερη και απομακρυσμένη γειτνίαση) συνήθως καταστρέφουν τη δομή των αρχικών στοιχείων γιατί μετά τη συγχώνευση των ομάδων οι υπολογιζόμενες νέες αποστάσεις διαφέρουν πάρα πολύ από τον πίνακα των αρχικών αποστάσεων ομοιότητας. Γενικά, οι δύο αυτές μέθοδοι θα πρέπει να αποφεύγονται όταν τα συλλεγόμενα στοιχεία έχουν βιολογικό ή οικολογικό χαρακτήρα.    

					Οι μέθοδοι της απομακρυσμένης γειτνίασης, μέσης τιμής των ομάδων και των κεντρικών τιμών, παράγουν ομάδες με ισχυρή συγγένεια των τιμών μέσα στις ομάδες. Αντίθετα, η μέθοδος της πλησιέστερης γειτνίασης δημιουργεί επιμήκεις ομάδες στα δενδρογράμματα στις οποίες συγχωνεύονται μονάδες με ελάχιστη συγγένεια μεταξύ τους. Έτσι, η χρήση της μεθόδου αυτής θεωρείται αποδεκτή στις περιπτώσεις που αναζητούνται ύποπτες τιμές στα στοιχεία. Από την άλλη πλευρά, η μέθοδος της ελάχιστης διακύμανσης του Ward τείνει να σχηματίσει ομάδες με μονάδες ιδίου μεγέθους περίπου, η μέθοδος της μέσης τιμής διασύνδεσης των ομάδων δημιουργεί ομάδες ίσων περίπου αποστάσεων, ενώ η μέθοδος της διαμέσου (κεντρική διασύνδεση) αποδίδει μεγαλύτερη βαρύτητα στις μονάδες που προστίθενται τελευταίες σε κάθε ομάδα.

			

			Γενικά, οι ιεραρχικές μέθοδοι υποφέρουν πολύ από την παρουσία ακραίων τιμών των στοιχείων με αποτέλεσμα αυτά να εμφανίζονται ατομικά ως επιπρόσθετες και άχρηστες συστάδες ή ακόμα και να αναγκάζουν άλλες συστάδες να συνενώνονται  επισύροντας το φαινόμενο της αλυσιδωτής συνένωσης  στην απλή διασύνδεση.

			Η τελική επιλογή μιας μεθόδου ταξιδόμησης βασίζεται σε συγκεκριμένο τύπο διασύνδεσης: 

			
					Οι ιεραρχικές μέθοδοι βρίσκουν ομάδες που συντίθενται από υποομάδες και έτσι δημιουργείται το δενδρόγραμμα.

					Η συσσωρευτική μέθοδος οικοδομεί ομάδες με ιεραρχικό τρόπο από κάτω προς τα πάνω σύμφωνα με κάποιο στοιχείο ομοιότητας ή ανομοιότητας των παρατηρήσεων. Στην αρχή όλες οι παρατηρήσεις αποτελούν ατομικές ομάδες οι οποίες συνενώνονται διαδοχικά σε μεγαλύτερες ομάδες. 

			

			Η ιεραρχική συσσωρευτική ανάλυση περιλαμβάνει τα εξής στάδια συγκρότησης σε ομάδες:

			
					Υπολογισμός του πίνακα απόστασης μεταξύ κάθε ζεύγους παρατηρήσεων. Από τον πίνακα των στοιχείων n παρατηρήσεων και p μεταβλητών υπολογίζουμε τον πίνακα απόστασης nxn.

					Επιλογή και ένωση δύο ομάδων με βάση κάποιο κριτήριο ελάχιστης απόστασης και συγχώνευση των παρατηρήσεων.

					Συνένωση των επόμενων δύο ομάδων κοκ.

					Δημιουργία δενδρογράμματος των ομάδων και υποομάδων με βάση την κλίμακα των αποστάσεων.

			

			Οι πολυθεσικές μέθοδοι χρησιμοποιούν πολυάριθμες μεταβλητές (ή είδη ή άλλα χαρακτηριστικά) ως βάση λήψης απόφασης η οποία καθορίζει πότε θα συμβεί συγχώνευση ή διαίρεση των παρατηρήσεων.

			Οι μονοθεσικές μέθοδοι βασίζουν τη συγχώνευση ή διαίρεση των παρατηρήσεων σε ένα μόνο είδος ή μεταβλητή.

			Η διαιρετή μέθοδος εκκινεί με όλες τις παρατηρήσεις σε μία ομάδα η οποία διαιρείται σε δύο υποομάδες, αυτή σε τέσσερις κοκ. Πολυθεσική διαιρετή είναι η τεχνική TWINSPAN. 

			Οι μη ιεραρχικές μέθοδοι αναζητούν μία άριστη σύνθεση για ένα συγκεκριμένο αριθμό ομάδων χωρίς αυτή να σχετίζεται απαραίτητα με άλλα επίπεδα ομάδων. Η άριστη σύνθεση ορίζεται στατιστικά με την ελαχιστοποίηση της εντός της ομάδας διακύμανσης. Μη ιεραρχική μέθοδος είναι η συσταδοποίηση κατανομής των στοιχείων και των k μέσων (k-means). Επειδή οι υπολογιστικές απαιτήσεις της δεύτερης μεθόδου δεσμεύουν μικρό μόνο μέρος της μνήμης RAM του υπολογιστή και άρα είναι ελάχιστες, χρησιμοποιείται ευρέως στις περιπτώσεις όπου παρατηρείται ροή τεράστιου όγκου δεδομένων.  

			Η πλησιέστερη γειτνίαση είναι η απόσταση μεταξύ δύο ομάδων που ορίζεται ως η ελάχιστη απόσταση δύο στοιχείων, ένα από κάθε ομάδα. Η τεχνική αυτή ‘πνίγει’ τις ομάδες και αποτυγχάνει όταν χρησιμοποιείται σε μεγάλο όγκο δεδομένων. 

			Η απομακρυσμένη γειτνίαση είναι η απόσταση μεταξύ δύο ομάδων που ορίζεται ως η μέγιστη μεταξύ δύο στοιχείων, ένα από κάθε ομάδα. Μειονεκτεί στο γεγονός ότι μερικές φορές δημιουργεί διακριτές ομάδες εκεί που δεν υπάρχουν. 

			Η μέση απόσταση διασύνδεσης μεταξύ των ομάδων υπολογίζεται ως η μέση τιμή όλων των αποστάσεων όλων των ζευγών παρατηρήσεων, μιας από κάθε ομάδα. 

			Το κέντρο βάρους διασύνδεσης (centroid) μεταξύ των ομάδων υπολογίζεται ως η απόσταση μεταξύ των κεντρικών βαρών (μέσα ανύσματα συντεταγμένων) των δύο ομάδων.

			Το διάμεσο κέντρο βάρους διασύνδεσης (median) αποτελεί εναλλακτική επιλογή της προηγούμενης τεχνικής.  Ορίζει την απόσταση μεταξύ μιας ομάδας Α και της συνενωτικής ομάδας Β+Γ ως την απόσταση από το κέντρο βάρους της Α μέχρι το μεσοδιάστημα της ευθείας που συνδέει τα κεντρικά βάρη των ομάδων Β και Γ.

			Η διασύνδεση του Ward στηρίζεται στην ελαχιστοποίηση του αθροίσματος των τετραγώνων του σφάλματος, το οποίο ορίζεται ως το άθροισμα των τετραγώνων των αποστάσεων από κάθε παρατήρηση προς το κέντρο βάρους της ομάδας  του.  

			5.5 Μελέτη περίπτωσης ανάλυσης συστάδων

			Η στατιστική επεξεργασία διεκπεραιώθηκε με  τη χρήση των προγραμμάτων STATISTICA 12.0 και MINITAB 16.0.

			Τα παραδοσιακά ελληνικά τυριά μελετήθηκαν ως προς τη χημική τους σύσταση, τις μηχανικές ιδιότητες και τα οργανοληπτικά χαρακτηριστικά (Πίν. 5.15). Σκοπός της μελέτης είναι η διερεύνηση ιδιαζουσών συμπεριφορών των τυριών, η παρασκευή των οποίων εξασφαλίζει ένα μεγάλα φάσμα διαφορών σε αρκετά από τα επιλεγέντα χαρακτηριστικά. Αυτό προδικάζεται, επίσης, και από μία πρότερη γενικότερη γνώση διαχωρισμού αυτών σε μαλακά (φέτες), σκληρά (κεφαλοτύρια) και ημίσκληρα (κασέρια και κεφαλογραβιέρες). Επομένως, το ερώτημα που τίθεται είναι αν τα μελετώμενα χαρακτηριστικά μπορούν να τεκμηριώσουν ένα τέτοιο διαχωρισμό ή αλλιώς μία ομαδοποίηση των τυριών με κοινές ιδιότητες ανά ομάδα. Για το σκοπό αυτόν εφαρμόστηκαν τρεις αναλύσεις ταξιδόμησης, μία ιεραρχική και δύο μη ιεραρχικές.

			Ιεραρχική ταξιδόμηση

			Ως συντελεστής ομοιότητας των στοιχείων επιλέχθηκε η Ευκλείδεια απόσταση (Πίν. 5.16) και τα στοιχεία ακολούθως υποβλήθηκαν στην ανάλυση ταξιδόμησης με την τεχνική του Ward (Πίν. 5.17). Τα στοιχεία (δείγματα) διευθετήθηκαν σε 3 ομάδες τυριών με βάση το κρημνογράφημα (Σχ. 5.4, σχηματισμός αγκώνα) αλλά και τη μορφολογία  του δενδρογράμματος της ταξιδόμησης (Σχ. 5.5):

			Ομάδα 1- Ημίσκληρα

			Ομάδα 2- Μαλακά

			Ομάδα 3- Σκληρά

			Τα μαλακά τυριά διαχωρίζονται πλήρως από τα υπόλοιπα αν και θα μπορούσε να απαιτηθεί και δεύτερος διαχωρισμός σε δύο υποομάδες, η δεύτερη με δύο μόνο τυριά, αν εγειρόταν κάποιος σοβαρός λόγος. Οι αποστάσεις μεταξύ των ομάδων διευκρινίζονται στον πίνακα 5.17, όπως και κάποια άλλα χαρακτηριστικά της ταξιδόμησης. 

			Με βάση την παραπάνω ομαδοποίηση εξάγονται και οι μέσες τιμές των χαρακτηριστικών στους τρεις τύπους τυριών (Πίν. 5.18 και 5.19) οι οποίες διαφοροποιούνται στατιστικά σημαντικά μεταξύ τους συγκρίνοντας τα 95% όρια εμπιστοσύνης αυτών (Σχ. 5.6). 

			Όσον αφορά τη χημική τους σύσταση και επικεντρώνοντας στο σχήμα 5.6 και πίνακα 5.18 παρατηρούμε τα ακόλουθα:

			
					Τα μαλακά τυριά περιέχουν λιγότερη ξηρή ουσία, οξύτητα (pH), υδατοδιαλυτό άζωτο και περισσότερο λίπος (όλα επί ξηρής ουσίας) από τα υπόλοιπα.

					Τα ημίσκληρα εμφανίζουν υψηλότερο pH και ολικό άζωτο (επί ξηρού βάρους).

					Τα σκληρά τυριά διακρίνονται από τα υπόλοιπα επειδή περιέχουν μεγαλύτερη συγκέντρωση άλμης.

			

			Σχετικά με τα μηχανικά χαρακτηριστικά, η εικόνα των τυριών έχει ως εξής:Τα μαλακά εμφανίζουν χαμηλές τιμές σκληρότητας FB και ανάνηψης (REC). 

			
					Τα ημίσκληρα υψηλές τιμές παραμόρφωσης (DEF).

					Τα σκληρά μεγαλύτερη σκληρότητα FR και FB.

			

			Τέλος, τα οργανοληπτικά χαρακτηριστικά διαφοροποιούνται σαφέστερα μεταξύ των ομάδων:

			
					Τα μαλακά εμφανίζουν μικρή σκληρότητα και  ελαστικότητα και υψηλή ευθρυπτότητα. 

					Τα ημίσκληρα μεγάλη ελαστικότητα, μικρή ευθρυπτότητα και μέτρια σκληρότητα. 

					Τα σκληρά τυριά εμφανίζουν μέτρια ευθρυπτότητα και ελαστικότητα και έντονη σκληρότητα.

			

			Συμπερασματικά, η ανάλυση ταξιδόμησης του Ward είναι ικανή να διαχωρίσει τις ποικιλίες των τυριών σε τρεις μεγάλες ομάδες με ισχυρά διαφοροποιημένα χαρακτηριστικά μεταξύ τους. Η επιλογή των συγκεκριμένων χαρακτηριστικών κρίνεται ως σημαντικό υπόβαθρο κατατομής για μελλοντικές διερευνητικές μελέτες.
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			Πίνακας 5.16. Πίνακας ομοιότητας των Ευκλείδιων αποστάσεων.
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			Πίνακας 5.17. Βήματα συγχώνευσης των παρατηρήσεων σε ομάδες με τις Ευκλείδιες αποστάσεις και το ποσοστό ομοιότητας των ομάδων καθώς και λοιπά χαρακτηριστικά της.
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			Πίνακας 5.18. Μέσες τιμές των χαρακτηριστικών των τυριών ανά τύπο τυριού. 
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			Πίνακας 5.19. Αποτελέσματα της εκτίμησης των ομάδων ταξιδόμησης κατά Ward. 
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			Σχήμα 5.4. Γράφημα της απόστασης διασύνδεσης με τα βήματα συνένωσης σε ομάδες.Ο σχηματισμός αγκώνα περιλαμβάνει τα βήματα συνένωσης 21-23 και άρα τρεις ομάδες επιλέγονται για περαιτέρω επεξεργασία.
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			Σχήμα 5.5. Δενδρόγραμμα των 15 ποικιλιών τυρού με βάση την κατατομή των χαρακτηριστικών τους.
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			Σχήμα 5.6. Μέσες τιμές των χημικών, μηχανικών και οργανοληπτικών χαρακτηριστικών με βάση τις 3 ομάδες τυριών. Οι κάθετες γραμμές εκφράζουν τα 95% όρια εμπιστοσύνης  (Ο.Ε.) των μέσων τιμών υπολογισμένα από την ανάλυση διακύμανσης. Μέσες τιμές των οποίων τα όρια εμπιστοσύνης δεν επικαλύπτονται δηλώνουν στατιστική σημαντικότητα μεταξύ των ομάδων. 

			Μη ιεραρχική ταξιδόμηση

			Τα στοιχεία υποβλήθηκαν στην ομαδοποίηση  των k μέσων (δεύτερη επιλογή στην ενότητα 5.3) με τρεις ομάδες τυριών και στην ταξιδόμηση της κανονικής κατανομής τους με τον αλγόριθμο Ε-Μ (Πίν. 5.20). 

			Η πρώτη τεχνική ανέδειξε την ίδια ταυτότητα συμμετοχής των τυριών στις τρεις συστάδες με την ιεραρχική ανάλυση του Ward (Πίν. 5.20α) εμφανίζοντας μόνο μία αστοχία (η ποικιλία ΚΕΜ μετατοπίστηκε στην ομάδα 1 από την ομάδα 3). Οι αποστάσεις μεταξύ των συστάδων εμφάνισαν παρόμοια συμπεριφορά με την ιεραρχική του Ward (Πίν. 5.20β): μέγιστη διαφορά μεταξύ μαλακών-σκληρών τυριών, λίγο μικρότερη μεταξύ μαλακών-ημίσκληρων και αρκετά χαμηλότερη μεταξύ σκληρών-ημίσκληρων. Το γράφημα της συμπεριφοράς των μέσων τιμών των μεταβλητών στις 3 συστάδες (5.20γ) κατέδειξε χαμηλότερες τιμές στις περισσότερες εξ αυτών στα μαλακά τυριά και ιδιαίτερα στην ξηρή ουσία (DM). Λόγω του σχεδόν ομοιόμορφου διαχωρισμού των μελών στις συστάδες των k μέσων με αυτόν στην ιεραρχική του Ward, συμπεραίνουμε ότι οι τάσεις μεταβολής είναι παρόμοιες. 

			Ελάχιστα διαφοροποιημένη διευθέτηση των μελών στις 3 συστάδες παρέχεται και από την ανάλυση των κατανομών (Πίν. 20α) στην οποία παρατηρείται μεταπήδηση της ποικιλίας KEDE από τα σκληρά τυριά στα ημίσκληρα (ομάδες 3 και 1). Αξιοσημείωτο είναι ο πλήρης και σαφής διαχωρισμός των μαλακών τυριών και στις τρεις μεθόδους ταξιδόμησης.

			Στα σχήματα 5.7α και 5.7β απεικονίζονται οι κανονικές κατανομές των σπουδαιότερων χαρακτηριστικών της μελέτης από τα οποία συμπεραίνουμε τα ακόλουθα:

			Τα μαλακά τυριά διαγράφουν ευκρινώς διαχωρισμένες καμπύλες στις μεταβλητές DM, pH και REC με χαμηλές συγκριτικά τιμές. Δεν παρατηρείται σαφής διαχωρισμός μεταξύ των σκληρών και ημίσκληρων τυριών, είναι εμφανής όμως η τάση των σκληρών τυριών να μετατοπίζονται περισσότερα στα υψηλότερα της κλίμακας μέτρησης (προς τα δεξιά) απ’ ό,τι τα ημίσκληρα. Η τάση στα σκληρά γίνεται ισχυρότερη στην παρουσία άλμης (BC), μηχανικής (FB) και οργανοληπτικής σκληρότητας (Hard), ενώ στα ημίσκληρα παρατηρείται μόνο στην οργανοληπτική ελαστικότητα (Elas). Τα μαλακά είναι επίσης περισσότερο εύθρυπτα (Frac).

			Συνοψίζοντας την αξιολόγηση των τριών ταξιδομήσεων, διαπιστώνουμε ότι όλες οι τεχνικές αποδεικνύονται εξαιρετικά αποτελεσματικές στο διαχωρισμό των στοιχείων σε τρεις διακριτικές ομάδες, με ιδιάζοντα χαρακτηριστικά εκάστη. Οι διαφορετικές επεξεργασίες που παραδοσιακά ακολουθούνται για την παρασκευή των τυριών αυτών βοήθησαν επίσης σημαντικά στη διαδικασία της ορθής ταξιδόμησης των στοιχείων. 
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			Πίνακας 5.20. Αποτελέσματα των στατιστικών παραμέτρων των μη ιεραρχικών μεθόδων ταξιδόμησης. α) Διευθέτηση των συστάδων των k μέσων, του αλγόριθμου E-M και της ιεραρχικής του Ward στα 24 τυριά της μελέτης. Τα σκιασμένα κελιά δείχνουν τις διαφορές ταξινόμησης συγκριτικά με την ιεραρχική του Ward. β) Αποστάσεις μεταξύ των συστάδων με τη μέθοδο των k μέσων. γ) Κατανομή των μέσων τιμών των μεταβλητών της μελέτης στις τρεις συστάδες των k μέσων.
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			Σχήμα 5.7α. Κανονική κατανομή των στατιστικά σημαντικότερων φυσικοχημικών μεταβλητών και της ανάκαμψης REC στις τρεις συστάδες με βάση υπολογισμού των μικτών κατανομών του αλγόριθμου Ε-Μ.
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			Σχήμα 5.7β. Κανονική κατανομή των στατιστικά σημαντικών οργανοληπτικών μεταβλητών και της σκληρότητας FB στις τρεις συστάδες με βάση υπολογισμού των μικτών κατανομών του αλγόριθμου Ε-Μ.
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			Κεφάλαιο 6: Πολλαπλή διακριτική ανάλυση 

			Σύνοψη

			Η πολλαπλή διακριτική ανάλυση συνθέτει ειδικές εξισώσεις των πλέον δόκιμων επεξηγηματικών μεταβλητών προσδοκώντας να διακρίνουν αυτές στο μέγιστο δυνατόν συγκεκριμένες ομάδες στοιχείων. Αναλυτικότερα, χρησιμοποιείται είτε για την καθιέρωση ενός προβλεπτικού μοντέλου μεταβλητών σε μία κατηγορική εξαρτημένη μεταβλητή η οποία περιλαμβάνει φυσικώς ομάδες, χωρίς δηλαδή προηγούμενη διεξαγωγή έρευνας ή εμπειρία είτε για τη διαπίστωση και εμπέδωση του πόσο καλά μια ανάλυση συστάδων διαχώρισε τα στοιχεία σε ένα σύνολο ομάδων. Στη δεύτερη περίπτωση, πέραν της ανάπτυξης ενός μοντέλου περιγραφής της σχέσης των μεταβλητών με τις δημιουργημένες ομάδες, η διακριτική ανάλυση τεκμηριώνει πόσο αποδοτική και αξιόπιστη ήταν η εφαρμοσθείσα τεχνική συσταδοποίησης.

			Η τεχνική ακολουθεί δύο στάδια: α) ελέγχει τη στατιστική σημαντικότητα των διακριτικών εξισώσεων και β) οργανώνει τη διαδικασία ταξινόμησης των στοιχείων στις ομάδες.

			Η πολλαπλή διακριτική ανάλυση αποτελεί ισχυρό ταξινομητή ομάδων με μετρήσιμο αποτέλεσμα του ποσοστού αποτυχίας πρόβλεψης μίας τουλάχιστον ομάδας. Ως εκ τούτου, ως μελέτη περίπτωσης στο παρόν κεφάλαιο υιοθετήθηκε το προφίλ των ελληνικών τυριών όπως αυτό διαχωρίστηκε σε ομάδες με τη μέθοδο συστάδων του Ward, αποσκοπώντας στην εκτίμηση του ποσοστού αξιοπιστίας της συσταδοποίησης με βάση την πρόβλεψη της ταξινόμησης των στοιχείων αλλά και της ποιότητας των σπουδαιότερων χαρακτηριστικών που εκφράζουν διαφοροποιημένα τα τυριά κάθε ομάδας. 

			Η διακριτική ανάλυση απαιτεί την πρότερη γνώση της πολλαπλής παλινδρόμησης, της ανάλυσης κύριων συνιστωσών και οπωσδήποτε της ανάλυσης συστάδων.

			6.1 Γενικά

			Η πολλαπλή διακριτική ανάλυση (Multiple Discriminant Analysis-MDA), γνωστή και ως ανάλυση των κανονιστικών μεταβλητών (Canonical Variate Analysis-CVA) ή και κανονιστική διακριτική ανάλυση (Canonical Discriminant Analysis-CDA) συνθέτει ειδικές εξισώσεις προσδοκώντας να διακρίνουν αυτές στο μέγιστο δυνατόν συγκεκριμένες ομάδες στοιχείων. Αποτελεί προέκταση της γραμμικής διακριτικής ανάλυσης (Linear Discriminant Analysis-LDA) η οποία αναφέρεται αποκλειστικά στην ύπαρξη και διαχωρισμό δύο μόνο ομάδων.  Σε αντίθεση με την ανάλυση συστάδων όπου δημιουργούνται ομάδες (συστάδες), στις οποίες εντάσσονται οι παρατηρήσεις και δεν είναι γνωστά εκ των προτέρων ούτε ο αριθμός των ομάδων ούτε και η ταξινόμησή τους σε δεδομένη ομάδα, η πολλαπλή διακριτική ανάλυση προϋποθέτει τη γνώση εκ των προτέρων των ομάδων ως προς την ένταξη των παρατηρήσεων, με βάση την οποία είναι δυνατή, στη συνέχεια, η πρόβλεψη ως προς την ένταξη μιας νέας παρατήρησης.

			Η πολλαπλή διακριτική ανάλυση χρησιμοποιείται είτε για την καθιέρωση ενός προβλεπτικού μοντέλου μεταβλητών σε μία κατηγορική εξαρτημένη μεταβλητή η οποία περιλαμβάνει φυσικώς ομάδες, χωρίς δηλαδή προηγούμενη διεξαγωγή έρευνας ή εμπειρία είτε για τη διαπίστωση και εμπέδωση του πόσο καλά μια ανάλυση συστάδων διαχώρισε τα στοιχεία σε ένα σύνολο ομάδων. Στη δεύτερη περίπτωση, πέραν της ανάπτυξης ενός μοντέλου περιγραφής της σχέσης των μεταβλητών με τις δημιουργημένες ομάδες, η διακριτική ανάλυση τεκμηριώνει πόσο αποδοτική και αξιόπιστη ήταν η  εφαρμοσθείσα τεχνική συσταδοποίησης.

			Αναλυτικότερα, εφαρμόζεται για τον προσδιορισμό των πλέον δόκιμων μεταβλητών που είναι ικανές να διαχωρίζουν (διακρίνουν) δύο ή περισσότερες ομάδες δειγμάτων (παρατηρήσεων). Για παράδειγμα, ένα εκπαιδευτικό ίδρυμα ενδιαφέρεται να μάθει ποιες μεταβλητές ξεχωρίζουν καλύτερα τους απόφοιτους οι οποίοι προτίθενται να επιλέξουν για περαιτέρω σπουδές είτε ένα κολέγιο (α) είτε ένα τεχνολογικό ίδρυμα (β) είτε να μη συνεχίσουν καθόλου (γ). Ένας βιολόγος καταγράφει διαφορετικά χαρακτηριστικά (μεταβλητές) από τέσσερις (4) τύπους (ομάδες) γιαουρτιών και ένας παθολόγος καταγράφει αρκετές μεταβλητές σχετικές με το ιστορικό ασθενών οι οποίοι ανάρρωσαν μετά από μια ασθένεια πλήρως (α), μερικώς (β) ή καθόλου (γ).  Σε όλες τις περιπτώσεις το ενδιαφέρον έγκειται στην ανεύρεση από ένα σύνολο μεταβλητών εκείνες που θα μπορούσαν να προβλέψουν άριστα σε ποια εκάστοτε ομάδα συγκαταλέγονται οι απόφοιτοι, τα γιαούρτια και οι ασθενείς. 

			Η τεχνική ακολουθεί δύο στάδια: α) ελέγχει τη στατιστική σημαντικότητα των διακριτικών εξισώσεων και β) οργανώνει τη διαδικασία ταξινόμησης των στοιχείων στις ομάδες. Στο πρώτο στάδιο, οι στατιστικές διεργασίες είναι παρόμοιες με αυτές της πολυμεταβλητής ανάλυσης της διακύμανσης (MANOVA) διότι αφορούν την εκτίμηση των ελέγχων F των διακυμάνσεων οι οποίοι τεκμηριώνουν πιθανές διαφορές μεταξύ των ομάδων, εκφραζόμενες περαιτέρω με τον υπολογισμό των μέσων τιμών των μεταβλητών σε αυτές. Στο δεύτερο στάδιο, εξάγονται οι άριστοι συνδυασμοί των κανονιστικών εξισώσεων και ριζών (canonical roots)  από τις οποίες ακολούθως υπολογίζονται οι ειδικοί βαθμοί ταξινόμησης των στοιχείων, το μέγεθος των οποίων θα καθορίσει αναλόγως την τοποθέτησή τους στις διάφορες ομάδες, δημιουργώντας τελικά το σώμα των μελών της κάθε ομάδας. 

			Η MDA συνδέεται στενά με την ανάλυση της διακύμανσης, απλής (ANOVA) και πολυμεταβλητής (MANOVA), καθώς και με την πολλαπλή γραμμική παλινδρόμηση διαφοριζόμενη στα ακόλουθα σημεία: 

			Η MANOVA χρησιμοποιεί κατηγορικές ανεξάρτητες μεταβλητές και συνεχείς εξαρτημένες, ενώ η MDA συνεχείς ανεξάρτητες μεταβλητές και μία κατηγορική εξαρτημένη. Στην πολλαπλή παλινδρόμηση, οι μεταβλητές, εξαρτημένη και ανεξάρτητες, είναι όλες συνεχείς.

			Η δυωνυμική λογιστική παλινδρόμηση θεωρείται επίσης συγγενής με την LDA καθότι χρησιμοποιεί το ίδιο μοντέλο μεταβλητών προσβλέποντας να εξηγήσει μια διμερή εξαρτημένη με τη χρήση τιμών από τις ανεξάρτητες συνεχείς μεταβλητές και προτιμάται αναγκαστικά όταν παύει να ισχύει η έννοια της  κανονιστικής πολυμεταβλητής κατανομής, περιορισμός αρκετά αφοριστικός για τη χρήση της MDA γενικώς (Press and Wilson, 1978).

			Τέλος, η MDA σχετίζεται και με την ανάλυση κύριων συνιστωσών (PCA), διότι αμφότερες επιδιώκουν να συνθέσουν γραμμικούς συνδυασμούς των μεταβλητών προκειμένου να εξηγούν κατά τον καλύτερο τρόπο  τη συμπεριφορά των στοιχείων. Διαφοροποιούνται στο ότι η MDA μεγιστοποιεί τη διαφορά μεταξύ των τιμών στις κατηγορίες της εξαρτημένης μεταβλητής ενώ η PCA μεγιστοποιεί τη διακύμανση σε όλες τις μεταβλητές που συνθέτουν τη συνιστώσα. 

			Αξιόλογα εγχειρίδια για τη μεθοδολογία και εφαρμογές της διακριτικής ανάλυσης προτείνονται το σύγγραμμα του Hubbert (2001) και για τις κοινωνικές επιστήμες τα συγγράμματα των Klecka (1980), Morrison (1969), Cooley and Lohnes (2007) και Tatsuoka (1971). Η μέθοδος βρίσκει επίσης πρόσφορο έδαφος στην αναγνώριση τάσεων ή προτύπων (Duda et al, 2001, και McLachlan, 2005) και στη διερεύνηση της νοημοσύνης μηχανών. 

			Η πολλαπλή διακριτική ανάλυση αποτελεί ισχυρό ταξινομητή κλάσεων (ομάδων) με μετρήσιμο αποτέλεσμα του ποσοστού αποτυχίας πρόβλεψης μίας τουλάχιστον κλάσης. Ως εκ τούτου, ως μελέτη περίπτωσης στο παρόν κεφάλαιο υιοθετήθηκε το προφίλ των ελληνικών τυριών όπως αυτό διαχωρίστηκε σε ομάδες με τη μέθοδο συστάδων του Ward, αποσκοπώντας στην εκτίμηση του ποσοστού αξιοπιστίας της συσταδοποίησης με βάση την πρόβλεψη της ταξινόμησης των στοιχείων αλλά και της ποιότητας των σπουδαιότερων χαρακτηριστικών (μεταβλητών) που εκφράζουν διαφοροποιημένα τα τυριά κάθε ομάδας.  

			Υπολογιστική προσέγγιση

			Η διακριτική ανάλυση όταν επεξεργάζεται μια διμερή εξαρτημένη μεταβλητή, τότε υπολογιστικά προσεγγίζει  την απλή ανάλυση διακύμανσης (ΑNOVA). Έτσι, αν μετρήσουμε το ύψος σε τυχαίο δείγμα 50 αντρών και 50 γυναικών, τότε το μέσο ύψος των γυναικών αναμένεται βιολογικά (αλλά και υπολογιστικά) να είναι μικρότερο από το μέσο ύψος των αντρών. Επομένως, η μεταβλητή ύψος επιτρέπει το διαχωρισμό των δύο ομάδων (άντρες – γυναίκες): αν ένα άτομο είναι υψηλό τότε είναι πιθανόν να είναι άντρας, αν είναι κοντό τότε αναμένεται να είναι γυναίκα. Ως δεύτερο παράδειγμα, θεωρούμε δύο ομάδες μαθητών πριν από την αποφοίτησή τους, εκείνους που θα συνεχίσουν τις σπουδές τους (ομάδα Α) και τους άλλους που δεν σκοπεύουν (ομάδα Β) και μετρούμε ποσοτικά τις προθέσεις τους  με τη χρήση ερωτηματολογίου (με τη δέουσα πάντα προσοχή, που ήδη έγινε αναφορά σε προηγούμενα κεφάλαια, δεδομένου ότι οι τακτικές μεταβλητές έχουν ιδιάζουσα κλίμακα μέτρησης και υπακούν σε διαφορετικούς κανόνες απ’ ότι οι συνεχείς). Αν οι μέσοι όροι πρόθεσης των δύο ομάδων διαφέρουν μεταξύ τους τότε μπορούμε να πούμε ότι η πρόθεση των μαθητών μπορεί να διακρίνει εκείνους που θα συνεχίσουν από τους υπόλοιπους. Γενικεύοντας, η διακριτική ανάλυση προσδιορίζει ποιες ομάδες διαφέρουν από άλλες, με βάση τις μέσες τιμές μιάς τουλάχιστον μεταβλητής και ακολούθως χρησιμοποιεί τη μεταβλητή αυτή για να προβλέψει ορθώς τα άτομα ή δείγματα σε κάθε ομάδα π.χ. λαμβάνοντας νέες παρατηρήσεις, μετρώντας νέα άτομα κτλ.

			Συνοψίζοντας, με βάση τα παραπάνω, στα στοιχεία εκτελούμε ανάλυση διακύμανσης ενός παράγοντα με τόσα επίπεδα όσα και οι ομάδες στη μεταβλητή υπό μελέτη. Αν η τιμή F της ANOVA, η οποία υπολογίζεται ως το πηλίκο της μεταβλητότητας μεταξύ των ομάδων (SSB) προς αυτή μέσα στις ομάδες (SSW), είναι στατιστικά σημαντική, τότε υπάρχουν διαφορές μεταξύ των μέσων όρων της μεταβλητής στις ομάδες και αποφαινόμαστε ότι η συγκεκριμένη μεταβλητή είναι ικανή να διακρίνει τις ομάδες. 

			Αν η μελέτη περιλαμβάνει αρκετές ανεξάρτητες μεταβλητές και μία πολυμερή εξαρτημένη, τότε το πρόβλημα της διακριτικής ανάλυσης επιλύεται ακολουθώντας την υπολογιστική διαδικασία της πολυμεταβλητής ανάλυσης της διακύμανσης (MANOVA, κεφάλαιο 8). Στην περίπτωση αυτή εξάγονται πολλές τιμές F εφαρμόζοντας τις εξισώσεις των κριτηρίων πολυμεταβλητότητας (Πίν. 8.1) και των μητρών συνδιακύμανσης (Πίν. 8.2). Τιμές F στατιστικά σημαντικές δηλώνουν ότι συγκεκριμένες μεταβλητές έχουν μέσες τιμές στις ομάδες που διαφέρουν στατιστικά σημαντικά μεταξύ τους και αποφαινόμαστε ότι αυτές οι συγκεκριμένες μεταβλητές διακρίνουν επαρκώς τις ομάδες μεταξύ τους.  

			6.2 Χαρακτηριστικά της διακριτικής εξίσωσης

			Η διακριτική ανάλυση των ομάδων μπορεί εύκολα να διερευνηθεί και με μορφή εξίσωσης  πολλαπλής γραμμικής παλινδρόμησης. Στην περίπτωση που εξετάζονται δύο ομάδες και αρκετές μεταβλητές, η εξίσωση περιγράφεται λαμβάνοντας υπόψη ως εξαρτημένη τη στήλη με τις ομάδες (κατηγορική μεταβλητή, ομάδα 1 και 2) και ως ανεξάρτητες τις λοιπές μεταβλητές (ποσοτικές):
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			όπου α σταθερά και b1 b2,...bm, οι διακριτικοί συντελεστές παλινδρόμησης (πραγματικοί ή τυποποιημένοι). Η ερμηνεία των αποτελεσμάτων ακολουθεί τη λογική της πολλαπλής παλινδρόμησης. Οι μεταβλητές με τους μεγαλύτερους τυποποιημένους συντελεστές είναι εκείνες που βαρύνουν περισσότερο στη διάκριση και πρόβλεψη των μελών των δύο ομάδων. 

			Όταν η εξαρτημένη κατηγορική μεταβλητή έχει περισσότερες από δύο ομάδες, τότε δημιουργούνται περισσότερες της μίας διακριτικές εξισώσεις. Αν για παράδειγμα, υπάρχουν τρεις ομάδες, τότε αναπτύσσεται μία διακριτική εξίσωση μεταξύ της ομάδας 1 και των ομάδων 2 και 3, και μία δεύτερη εξίσωση μεταξύ των ομάδων 2 και 3. Στην πράξη, ο καταλληλότερος συνδυασμός των ομάδων γίνεται με τέτοιο τρόπο ώστε η πρώτη διακριτική εξίσωση να παρέχει τον πλέον ισχυρό διαχωρισμό των ομάδων (π.χ. 2 και 1+3), η δεύτερη τον αμέσως  ισχυρότερο διαχωρισμό μεταξύ των ομάδων κοκ. Επιπροσθέτως, οι εξισώσεις είναι ορθογώνιες, δηλαδή οι συνεισφορές των κανονιστικών ριζών λi (έννοια ανάλογη των κύριων συνιστωσών) στο διαχωρισμό των ομάδων δεν επικαλύπτονται. Ο μέγιστος αριθμός των εξισώσεων που δημιουργείται είναι ίσος με τον αριθμό των ομάδων g-1 ή τον αριθμό των μεταβλητών m-1 στην ανάλυση, όποιος από τους δύο είναι μικρότερος. 

			Οι συντελεστές παλινδρόμησης στη διακριτική εξίσωση ουσιαστικά δεν μας πληροφορούν ποιες ομάδες διακρίνονται από τις άλλες. Αυτό επιτυγχάνεται πρώτα εκτιμώντας τις μέσες τιμές των μεταβλητών σε όλες τις ομάδες και ακολούθως με τη δημιουργία ενός γραφήματος Χ-Υ, όπου στον άξονα Χ παρατίθενται οι τιμές της ρίζας 1 (πρώτη διακριτική εξίσωση) και στον άξονα Υ οι τιμές της ρίζας 2 (δεύτερη διακριτική εξίσωση). Στο διδιάστατο αυτό χώρο, αν τα σημεία κάθε ομάδας διαχωρίζονται ευκρινώς από τα αντίστοιχα των άλλων ομάδων τότε αποφαινόμαστε ότι η διακριτική ανάλυση είναι επιτυχημένη. Ομάδες τα στοιχεία (μέλη) των οποίων κείνται πλησίον του άξονα Χ θεωρούμε ότι επεξηγούνται από την πρώτη διακριτική εξίσωση, ενώ η δεύτερη διακριτική εξίσωση ευθύνεται για το διαχωρισμό ομάδων με σημεία που προσεγγίζουν τον άξονα Υ.  

			Ένας τρόπος προσδιορισμού των μεταβλητών εκείνων που χαρακτηρίζουν μια συγκεκριμένη διακριτική εξίσωση είναι η εκτίμηση των παραγοντικών φορτίων (συντελεστών συσχέτισης) των μεταβλητών με κάθε διακριτική ρίζα. Υψηλές τιμές των συντελεστών συσχέτισης δηλώνουν και στατιστικά σημαντική συνεισφορά των μεταβλητών στη δημιουργία των εκάστοτε εξισώσεων. Επισημαίνεται ότι οι συντελεστές παλινδρόμησης των διακριτικών εξισώσεων εκφράζουν την ατομική (μερική) συνεισφορά κάθε μεταβλητής στην εκάστοτε διακριτική εξίσωση, ενώ τα παραγοντικά φορτία δηλώνουν απλές συσχετίσεις μεταξύ των μεταβλητών και των ριζών. Έτσι, αν το ενδιαφέρον της έρευνας στρέφεται στην απόδοση ειδικών ονομάτων (τυπολογία) στις διακριτικές εξισώσεις, κάτι παρόμοιο δηλαδή όπως στην παραγοντική ανάλυση, τότε θα επιλέξουμε προς ερμηνεία τα παραγοντικά φορτία. Αν το ενδιαφέρον στρέφεται στη σημαντικότητα (ποιότητα) της συμμετοχής κάθε μεταβλητής στη διακριτική εξίσωση, τότε θα επιλέξουμε τους συντελεστές της διακριτικής εξίσωσης. Υπενθυμίζεται ότι λαμβάνουμε υπόψη και με προοδευτικό βήμα αποδοχής, μόνο τις διακριτικές εκείνες εξισώσεις που συμβάλλουν στατιστικά σημαντικά στη διάκριση μεταξύ των ομάδων. Οι υπόλοιπες εξισώσεις αγνοούνται και απομακρύνονται από το μοντέλο. 

			Τυπική διαδικασία που ακολουθούμε στην ανάλυση των διακριτικών εξισώσεων και με την προϋπόθεση ότι εξετάζουμε περισσότερες από δύο ομάδες και από μία μεταβλητές, φέρει τα εξής βήματα:

			
					Ελέγχουμε και επιλέγουμε προοδευτικά μόνο τις διακριτικές εξισώσεις που είναι στατιστικά σημαντικές.

					Εκτιμούμε τους τυποποιημένους συντελεστές παλινδρόμησης των μεταβλητών σε κάθε διακριτική εξίσωση, λαμβάνοντας υπόψη ότι υψηλές τιμές συντελεστών ειδοποιούν για αντίστοιχες μεταβλητές με σημαντική διακριτική συνεισφορά στο σχηματισμό των εκάστοτε διακριτικών εξισώσεων. 

					Εκτιμούμε τους συντελεστές συσχέτισης των μεταβλητών με κάθε διακριτική ρίζα και μόνο εφόσον θέλουμε να αποδώσουμε ειδικούς ρόλους στις διακριτικές εξισώσεις.

					Υπολογίζουμε τις μέσες τιμές των μεταβλητών στις ομάδες σε κάθε διακριτική εξίσωση για να εντοπίσουμε ποιες ομάδες ξεχωρίζουν μεταξύ τους ανά εξίσωση.

			

			Διαγνωστικά κριτήρια και προϋποθέσεις

			Η διακριτική ανάλυση λόγω της υπολογιστικής ομοιότητας με τη MANOVA υπακούει περίπου στους ίδιους περιορισμούς (Poulsen and French, 2008):

			
					Το δειγματοληπτικό μέγεθος μεταξύ των ομάδων μπορεί να διαφέρει, όμως ο αριθμός των παρατηρήσεων στη μικρότερη ομάδα πρέπει να υπερβαίνει τον αριθμό των ανεξάρτητων μεταβλητών. Μέγεθος δείγματος μικρότερο του υποδεικνυόμενου οδηγεί σε ασταθείς και συνεπώς σε μη εμπιστεύσιμους διακριτικούς συντελεστές. Για μικρότερο αριθμό δείγματος ίσως η καλύτερη επιλογή είναι η εφαρμογή της πολυωνυμικής λογιστικής παλινδρόμησης. Ακόμη, συνιστάται το μέγεθος της ολιγοπληθέστερης ομάδας της εξαρτημένης μεταβλητής να είναι τουλάχιστον 20 παρατηρήσεις, με ελάχιστο μέγεθος 4-5πλάσιο του αριθμού των ανεξάρτητων μεταβλητών που θα χρησιμοποιηθούν στο υπόδειγμα. 

					Εμπειρικά, θα πρέπει να αντιστοιχούν τουλάχιστον 20 παρατηρήσεις της μικρότερης κατηγορίας (ομάδας) ανά 4-5 ανεξάρτητες μεταβλητές. 

					Οι μεταβλητές οφείλουν να έχουν ομαλή κατανομή αν και μικρές αποκλίσεις δεν προκαλούν ιδιαίτερο πρόβλημα στη διακριτική ανάλυση.

					Οι διακυμάνσεις των μεταβλητών θα πρέπει να έχουν ομοιογένεια (να είναι ίσες) σε κάθε ομάδα αν και μικρές αποκλίσεις επίσης δεν προκαλούν πρόβλημα στη διακριτική ανάλυση. Ο πολυμεταβλητός έλεγχος M του Box χρησιμοποιείται συχνά για τον έλεγχο της ομοιογένειας των διακυμάνσεων, επηρεάζεται όμως από ενδεχόμενη έλλειψη κανονικότητας και γι αυτό δε θα πρέπει να λαμβάνεται πολύ σοβαρά υπόψη.

					Οι μέσες τιμές των μεταβλητών και οι αντίστοιχες τυπικές αποκλίσεις τους θα πρέπει να μην προβάλλουν ισχυρή γραμμική συσχέτιση είτε μέσω των συντελεστών τους είτε γραφικά. 

					Η ανοχή κάθε μεταβλητής i θα πρέπει να είναι >0,05 ή και >0,01. Η ανοχή υπολογίζεται ως 1-Ri2 όπου Ri2 είναι ο συντελεστής προσδιορισμού της i μεταβλητής στην τρέχουσα εξίσωση. Μια μεταβλητή θεωρείται πλήρως πλεονάζουσα στο μοντέλο και συνεπώς απορριπτέα, όταν η ανοχή της προσεγγίζει το μηδέν. Μικρές τιμές ανοχής δηλώνουν ότι η i ανεξάρτητη μεταβλητή αποτελεί το γραμμικό συνδυασμό των υπολοίπων, μεταβλητές δε με τιμές ανοχής μικρότερες της 0,001 δεν επιτρέπεται να εισέλθουν στην ανάλυση. Με το ανάλογο σκεπτικό, εάν η είσοδος μιας μεταβλητής πρόκειται να προκαλέσει ανατροπή της ανοχής, πέρα από το αποδεκτό όριο, μιας άλλης μεταβλητής ήδη υπάρχουσας στην ανάλυση, η μεταβλητή αυτή δεν εισέρχεται.   

			

			Βηματική διακριτική ανάλυση

			Η διακριτική ανάλυση συνήθως εφαρμόζεται με τη συμμετοχή μεγάλου πλήθους μεταβλητών με στόχο να επιλεγούν εκείνες που διακρίνουν ικανοποιητικά τις ομάδες μεταξύ τους. Όμως, μερικές από αυτές ενδεχομένως να μην είναι ουσιώδεις για το διαχωρισμό των ομάδων, έτσι είναι αναγκαίο να δημιουργηθεί ένα μοντέλο εξίσωσης που θα περιλαμβάνει μόνο τις πλέον σημαντικές μεταβλητές οι οποίες να είναι σε θέση να προβλέψουν αξιόπιστα τα μέλη που απαρτίζουν κάθε ομάδα. 

			Με τη μέθοδο της προοδευτικής ένταξης των μεταβλητών (βλ. ενότητα 6.4) όλες οι μεταβλητές εξετάζονται ατομικά ως προς τη σημαντικότητα συμμετοχής τους στην εξίσωση, μία κάθε φορά. Με την προοδευτική απόρριψη των μεταβλητών όλες οι μεταβλητές εισάγονται αρχικά στο μοντέλο της εξίσωσης και απορρίπτονται σταδιακά όλες εκείνες που δε συμβάλλουν σημαντικά στην ανάπτυξη του μοντέλου, αφαιρούμενες μία κάθε φορά. Η σειρά με την οποία οι ανεξάρτητες μεταβλητές εισέρχονται στο υπόδειγμα δεν υποδηλώνει κατ’ ανάγκη και τη σειρά σπουδαιότητάς τους. Αυτό οφείλεται στις συσχετίσεις που υπάρχουν μεταξύ των μεταβλητών, με συνέπεια να μοιράζονται τη διακριτική ικανότητα, γεγονός που μπορεί να οδηγήσει ακόμη και στον αποκλεισμό σημαντικών από άποψη αυτοδυναμίας μεταβλητών, όχι όμως σημαντικών όταν αυτές συνδυαστούν με άλλες ως προς τη διακριτική ικανότητα.   

			Διακριτική ταξινόμηση των παρατηρήσεων

			Ιδιαίτερη αξία στη διακριτική ανάλυση λαμβάνει το θέμα της πρόβλεψης της ορθής ταξινόμησης των παρατηρήσεων στις ομάδες. Μετά την επικύρωση του διακριτικού μοντέλου και του υπολογισμού των διακριτικών εξισώσεων γεννάται το ερώτημα της πρόβλεψης του πόσο αξιόπιστα οι παρατηρήσεις κατανέμονται στις ομάδες στις οποίους ανήκουν εξαρχής (δηλαδή, πριν από την εφαρμογή του μοντέλου). 

			Κατ΄ αντιστοιχία με τις διακριτικές εξισώσεις, μπορούν να δημιουργηθούν εξισώσεις ταξινόμησης που σκοπό έχουν να προσδιορίζουν σε ποια πιθανότερη ομάδα ανήκει κάθε παρατήρηση. Παράγονται τόσες εξισώσεις όσες και οι ομάδες και κάθε εξίσωση υπολογίζεται ως
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			όπου i ορίζει την ομάδα i, οι δείκτες 1,2...m  ορίζουν τις μεταβλητές, Ci είναι σταθερά παράμετρος για την ομάδα i, wij είναι ειδική τιμή της μεταβλητής j στην ομάδα i, Χj είναι η τιμή της παρατήρησης στην μεταβλητή j, Si είναι η προκύπτουσα τελική τιμή ταξινόμησης στην ομάδα i.  

			Οι εξισώσεις ταξινόμησης μπορούν χρησιμοποιηθούν επίσης για τον άμεσο υπολογισμό νέων τιμών από την εισαγωγή νέων παρατηρήσεων. Αν υπάρχουν 4 ομάδες, τότε για κάθε παρατήρηση υπολογίζονται 4 διαφορετικές τιμές. Εδώ ισχύει ο κανόνας που δηλώνει ότι μια παρατήρηση ανήκει σε εκείνη την ομάδα    στην οποία παρουσιάζει τη μέγιστη τιμή. Η ταξινόμηση των παρατηρήσεων προσδιορίζεται επίσης και με την απόσταση Mahalanobis. Για κάθε ομάδα υπολογίζουμε το σημείο που αντιπροσωπεύει τους μέσους όρους για όλες τις μεταβλητές που συμμετέχουν στο μοντέλο το οποίο καλείται αυτοδίκαια κεντροειδές (centroid). Ακολούθως, υπολογίζουμε για κάθε παρατήρηση την απόσταση Mahalanobis από κάθε κεντροειδές (4 αποστάσεις αν υπάρχουν 4 ομάδες). Εφαρμόζοντας αντίστροφα τον προηγούμενο κανόνα, ταξινομούμε την κάθε παρατήρηση σε εκείνη την ομάδα στην οποία παρουσιάζει την ελάχιστη απόσταση. 

			Η αξιοπιστία της πρόβλεψης της ορθής ταξινόμησης των στοιχείων ελέγχεται με δύο τύπους πιθανότητας ταξινόμησης. Η a-posteriori (μεταγενέστερη) πιθανότητα μιας παρατήρησης να ανήκει σε κάποια ομάδα είναι βασικά αναλογική της απόστασης Mahalanobis της παρατήρησης από το κεντροειδές της ομάδας και καλείται έτσι επειδή προκύπτει με υπολογιστικό τρόπο από το μοντέλο που μόλις καθιερώθηκε. Η a-priori (προγενέστερη) πιθανότητα υπολογίζεται για κάθε ομάδα είτε αναλογικά από τον αριθμό των παρατηρήσεων που υπάρχουν σε κάθε ομάδα σε σχέση με το σύνολο των παρατηρήσεων του δείγματος είτε με την παραδοχή ότι οι παρατηρήσεις κατανέμονται ισόποσα σε κάθε μονάδα (ισότιμες πιθανότητες) είτε τέλος, με την παραδοχή ότι κάποιες ομάδες θα έχουν περισσότερες παρατηρήσεις από κάποιες άλλες αλλά πάντοτε συγκεκριμένες. 

			Μία γνωστή τεχνική που χρησιμοποιείται για να εκτιμήσουμε πόσο ορθά η τρέχουσα εξίσωση ταξινόμησης προβλέπει τα μέλη (παρατηρήσεις) της κάθε ομάδας είναι η δημιουργία της μήτρας πιθανοτήτων  ταξινόμησης (classification matrix). Η μήτρα αυτή δείχνει στη διαγώνια διάσταση τον αριθμό των παρατηρήσεων που ταξινομήθηκαν ορθά και εκείνες που ταξινομήθηκαν λανθασμένα (εκτός της διαγωνίου). 

			Ο καλύτερος όμως τρόπος για να βρούμε πόσο έγκυρα λειτουργεί η εξίσωση ταξινόμησης είναι η εκτίμηση της διασταυρωτής πινακοποίησης (cross tabulation) της εξίσωσης. Σύμφωνα με αυτήν, ένα μέρος του δείγματος χρησιμοποιείται για την εκτίμηση της εξίσωσης ταξινόμησης και του πίνακα πιθανοτήτων ταξινόμησης ενώ το υπόλοιπο χρησιμοποιείται ως είσοδος νέων παρατηρήσεων οι οποίες δίνουν ποσοτική πληροφόρηση για την εγκυρότητα του μοντέλου και του πίνακα ταξινόμησης.

			Ανάλυση της διακριτικής εξίσωσης

			Χρησιμοποιείται όταν από ένα πλήθος μεταβλητών και από ένα συγκεκριμένο πλήθος ομάδων παρατηρήσεων, όπως π.χ. αυτές προκύπτουν μετά την ανάλυση ταξινόμησης,  το ενδιαφέρον στρέφεται στο κατά πόσο  οι ομάδες μπορούν να διαχωριστούν εξαιτίας της δράσης των μεταβλητών. Έτσι, αν έχουμε m τυχαίες ομάδες δειγμάτων με διαφοροποιημένο δειγματοληπτικό μέγεθος n1, n2 … nm που αντιστοιχούν σε συγκεκριμένες τιμές p μεταβλητών X1, X2, … Xp , τότε τα στοιχεία της διακριτικής ανάλυσης λαμβάνουν τη μορφή του πίνακα 6.1. Επειδή οι μονάδες μέτρησης των μεταβλητών μπορεί να διαφέρουν σημαντικά, ενδείκνυται η εφαρμογή της τυποποιημένης μορφής των μεταβλητών (οι τιμές κάθε μεταβλητής αφαιρούνται από το μέσο όρο τους και διαιρούνται με την τυπική τους απόκλιση για να έχουν πλέον τυπική απόκλιση ίση με 1 και μέσο όρο ίσο με 0). 

			Ως μέτρο προσέγγισης της απόστασης μεταξύ των τιμών των μεταβλητών λαμβάνεται η απόσταση του Mahalanobis η οποία συνυπολογίζει και τις συσχετίσεις των μεταβλητών μεταξύ τους. Συγκεκριμένα, η απόσταση αυτή μετρά την D απόκλιση (απομάκρυνση) μίας παρατήρησης από το κέντρο (κεντροειδές)  του πληθυσμού από τον οποίο αυτή προέρχεται. Έτσι, αν x1, x2 ... xp είναι οι αντιστοιχούσες τιμές των μεταβλητών Χ1, Χ2 ... Χp με αντίστοιχους επίσης μέσους όρους μ1, μ2 ...μp τότε η απόσταση του Mahalanobis υπολογίζεται ως

			 [image: 3_5.png]

			όπου 
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			και
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			C είναι η κοινή εκτίμηση της μήτρας της κοινής συνδιακύμανσης που προκύπτει ως
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			με ni -1 βαθμούς ελευθερίας 

			crs είναι το στοιχείο στην r σειρά και s στήλη της αντίστροφης μήτρας της κοινής συνδιακύμανσης C-1.

			Η τιμή MD2 μπορεί να θεωρηθεί και ως πολυμεταβλητό υπόλειμμα της παρατήρησης Χ, δηλαδή πόσο μακριά απέχει η παρατήρηση αυτή από το κεντροειδές των τιμών που προέρχονται από όλες τις μεταβλητές. Αν ο πληθυσμός προέρχεται από κανονική κατανομή τότε κάθε τιμή MDi2 συγκρίνεται με μία αρχική τιμή χ2 με p βαθμούς ελευθερίας και αν MDi2>Xp2 τότε η τιμή MDi2 που αντιστοιχεί σε συγκεκριμένη παρατήρηση i εμφανίζει στατιστικά σημαντικό υπόλειμμα και ενδέχεται να μην ανήκει η παρατήρηση i  στην ομάδα που κατανεμήθηκε αρχικά (κριτήριο V του Rao, βλ. παρακάτω). 

			Κανονιστικές διακριτικές εξισώσεις

			Όταν οι μεταβλητές των στοιχείων εκληφθούν ως ανεξάρτητες μεταβλητές, τότε ο γραμμικός συνδυασμός τους στο διακριτικό διαχωρισμό m ομάδων μπορεί να εκφραστεί με τη γενικευμένη εξίσωση, 
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			Οι ομάδες μπορούν να διαχωριστούν ικανοποιητικά χρησιμοποιώντας τις τιμές Ζi οι οποίες, όταν παρέχουν διαφορετικές τιμές μεταξύ των ομάδων, αυτό σημαίνει ότι και οι μέσες τιμές των ομάδων διαφέρουν σημαντικά μεταξύ τους. Η επιλογή των συντελεστών α1, α2, … αp βασίζεται στη μεγιστοποίηση της τιμής F της ανάλυσης της διακύμανσης (SS) ενός παράγοντα με τόσα επίπεδα όσα και οι ομάδες, σύμφωνα με το γενικό πίνακα:
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			Με βάση την παραπάνω προσέγγιση μπορούμε να σχηματίσουμε αρκετούς γραμμικούς συνδυασμούς διαχωρισμού των ομάδων οι οποίοι αριθμούν σε p ή m-1, ανάλογα ποιος αριθμός είναι μικρότερος, και ονομάζονται κανονιστικές διακριτικές εξισώσεις. Η πρώτη εξίσωση,
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			οφείλει να παράγει τη μέγιστη τιμή F της ανάλυσης της διακύμανσης η οποία εκφράζει το μέγεθος της μεταβλητότητας μεταξύ των ομάδων. Η δεύτερη εξίσωση,
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			επίσης δίνει τη δεύτερη μέγιστη δυνατή τιμή F με την προϋπόθεση ότι οι μεταβλητές Ζ1 και Ζ2 δεν συσχετίζονται μεταξύ τους. 

			Συνοψίζοντας, οι διακριτικές εξισώσεις λαμβάνουν τη μορφή

			 [image: 10_4.png]

			και αποτελούν γραμμικούς συνδυασμούς τέτοιους, ώστε η τιμή F να μεγιστοποιεί τη διακύμανση μεταξύ των ομάδων και κάθε Ζi να μη συσχετίζεται με τις υπόλοιπες Ζ1, Ζ2 και Ζi-1 εντός των ομάδων.

			Ο υπολογισμός των συντελεστών των εξισώσεων βασίζεται στην άλγεβρα των μητρών. Πρώτα υπολογίζουμε τη σχέση
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			όπου Τ είναι η μήτρα των ολικών αθροισμάτων των τετραγώνων των χιαστί γινομένων και W είναι η μήτρα των μεταξύ των ομάδων αθροισμάτων των τετραγώνων των χιαστί γινομένων.

			Από τον παράγωγο πίνακα W-1·B υπολογίζονται οι χαρακτηριστικές κανονιστικές ρίζες λ και τα διανύσματα α (δηλαδή οι συντελεστές της εξίσωσης). Κάθε ρίζα λi είναι το πηλίκο του αθροίσματος των τετραγώνων μεταξύ των ομάδων προς εκείνο εντός των ομάδων για κάθε γραμμικό συνδυασμό Zi ,ενώ το στοιχείο του αντίστοιχου διανύσματος α, 
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			 είναι ο συντελεστής της Zi και ισχύει λ1>λ2>...>λp. 

			Οι κανονιστικές διακριτικές εξισώσεις είναι γραμμικοί συνδυασμοί των αρχικών μεταβλητών και επιλέγονται με τέτοιο τρόπο ώστε η πρώτη Ζ1 να είναι ικανή να προσδίδει στους μέσους όρους μεταξύ των ομάδων όσο μεγαλύτερη διαφορά είναι δυνατή, η Ζ2 να παρέχει όσο το δυνατόν μεγαλύτερη διαφορά μεταξύ των ομάδων η οποία δεν επεξηγείται από τη Ζ1, η Ζ3 να ανευρίσκει μέγιστες διαφορές που δεν υπολογίζονται στη Ζ2 κοκ. Έτσι, προσδοκούμε να βρούμε τις πρώτες ολιγάριθμες διακριτικές εξισώσεις που είναι ικανές να αντιπροσωπεύουν το σύνολο σχεδόν των διαφορών μεταξύ των ομάδων. Αν μόνο η πρώτη ή και η δεύτερη χρειάζονται μόνο για τον σκοπό αυτόν, τότε οι διαφορετικές ομάδες μπορούν να παρασταθούν σε γράφημα Χ-Υ (Ζ1-Ζ2) όπου γίνονται διακριτικές οι διαφοροποιήσεις μεταξύ τους, καταλαμβάνοντας συγκεκριμένη και ξεχωριστή θέση στο διάγραμμα. 

			Στη συνέχεια δημιουργούμε τον πίνακα της ανάλυσης της διακύμανσης ο οποίος καταρτίζεται με m ομάδες παρούσες και p μεταβλητές. Υπολογίζουμε τη ρίζα Λ του Wilks από τον προηγούμενο πίνακα ως 
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			Μικρές τιμές Λ υπονοούν διακριτικές εξισώσεις με μεγάλη μεταβλητότητα μεταξύ των ομάδων και μικρή μεταβλητότητα εντός των ομάδων. Τιμή Λ ίση με 1 σημαίνει ότι οι μέσες τιμές των διακριτικών Ζi των ομάδων είναι ίσες σε όλες τις ομάδες και ότι δεν υπάρχει μεταβλητότητα μεταξύ των ομάδων. Τιμή Λ κοντά στο μηδέν δηλώνει την ύπαρξη έντονης μεταβλητότητας μεταξύ των ομάδων. 

			Κάθε τιμή Λ για να έχει στατιστική σημαντικότητα πρέπει πρώτα να μετασχηματιστεί ώστε να αντιστοιχιστεί κατά προσέγγιση με τιμές F. Με την προσθήκη μίας μόνο διακριτικής εξίσωσης και με περισσότερες από μία ομάδες παρούσες, η τιμή Λ μετασχηματίζεται σε
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			 με (m-1), (n-m) βαθμούς ελευθερίας.

			Όταν προστίθεται και δεύτερη διακριτική εξίσωση και για να ισχύει κατά προσέγγιση Λ=F, η τιμή Λ μετασχηματίζεται σε 
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			 με 2(m-1), 2(n-m-1) βαθμούς ελευθερίας.

			Τιμή F≥Fορ (Πίνακας Π1) σημαίνει ότι η συγκεκριμένη διακριτική εξίσωση είναι στατιστικά σημαντική και κατά συνέπεια δηλώνει στατιστικά σημαντικές διαφορές μεταξύ των ομάδων, οι οποίες εντοπίζονται με τη χρήση ενός από τους γνωστούς ελέγχους σύγκρισης κατά ζεύγη των μέσων όρων των ομάδων, Fisher’s LSD, Tukey, SNK, 95% όρια εμπιστοσύνης κτλ.

			Η διαδικασία εκτίμησης του αναγκαίου αριθμού s των διακριτικών εξισώσεων που απαιτούνται να υιοθετήσουμε έχει ως εξής:

			
					Υπολογίζουμε πρώτα εκείνη την τιμή χ2 η οποία συμπεριλαμβάνει την ολική στατιστική σημαντικότητα για όλες τις διακριτικές εξισώσεις,

			

			 [image: 16_4.png]

			όπου λk είναι η ρίζα της k διακριτικής εξίσωσης. Αν η τιμή χ2 είναι μεγαλύτερη της θεωρητικής (Πίνακας Π4) τότε αυτό σημαίνει ότι τουλάχιστον η πρώτη διακριτική εξίσωση είναι στατιστικά σημαντική, ενώ για τις υπόλοιπες δεν γνωρίζουμε.

			
					Υπολογίζουμε εκ νέου την τιμή χ2 όπως και προηγουμένως, αθροίζοντας τώρα μόνο k-1 τιμές λ. Αν η νέα τιμή χ2 είναι στατιστικά σημαντική, τότε λαμβάνουμε υπόψη και τη δεύτερη διακριτική εξίσωση. Συνεχίζουμε με τον ίδιο τρόπο μέχρις ότου βρεθεί η τιμή χ2 να μην είναι στατιστικά σημαντική και τότε περατώνουμε τη διαδικασία λαμβάνοντας υπόψη s διακριτικές εξισώσεις. Συνήθως, μόνο η πρώτη ή και ενίοτε η δεύτερη εξίσωση είναι αρκετές για να ισχύει η παραπάνω διαδικασία. Οι βαθμοί ελευθερίας του χ2 είναι (p-s+1)·(m-s), όπου ο όρος s αντικαθίσταται διαδοχικά με τιμές 1, 2, s διακριτικών εξισώσεων. Μόλις επιλεγεί οριστικά ο κατάλληλος αριθμός των διακριτικών εξισώσεων, τότε για καθεμία εξίσωση εφαρμόζεται ο έλεγχος των πολλαπλών κατά ζεύγη συγκρίσεων των μέσων τιμών Ζi των ομάδων για να εντοπιστούν οι διαφορές, υιοθετώντας μία από τις μεθόδους των Tukey, SNK κτλ.

			

			Όταν λαμβάνονται ταυτόχρονα πολλές διακριτικές εξισώσεις τότε η τιμή Λ του Wilks υπολογίζεται ως η αναλογία των γινομένων των επιμέρους Λ π.χ. για τρεις διακριτικές εξισώσεις θα ισχύει,
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			Αξιόλογη πληροφόρηση προέρχεται από την ποσοτικοποίηση της σημαντικότητας καθεμιάς διακριτικής εξίσωσης  η οποία επιτυγχάνεται με τη χρήση των ριζών λi. Αναφέρθηκε ότι ισχύει λ1>λ2 >...>λk και επίσης λ=SSB/SSW επισημαίνοντας ότι όσο πιο μεγάλη είναι η τιμή του εκάστοτε λ τόσο περισσότερο συνεισφέρει στη διακριτική διαφοροποίηση μεταξύ των ομάδων της διακριτικής εξίσωσης. Το ποσοστό επεξήγησης της μεταβλητότητας μεταξύ των ομάδων για καθεμία λi ορίζεται ως
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			όπου k ο μέγιστος αριθμός των συμμετεχουσών εξισώσεων.

			Υπογραμμίζεται ότι το ποσοστό επεξήγησης της μεταβλητότητας δεν μετρά το ανάλογο μέγεθος της διακύμανσης αλλά το ποσοστό της διαφοροποίησης μεταξύ των ομάδων για κάθε διακριτική εξίσωση. Έτσι, αν θεωρήσουμε k=3 εξισώσεις και τιμές λ1=3,65, λ2=2,18 και λ3=0,36, τότε θα ισχύει Σλι=λ1+λ2+λ3=6,19, και συμπεραίνουμε ότι η πρώτη διακριτική εξίσωση επεξηγεί το 59,0% (3,65·100/6,19) όλων των δυνητικών διαφορών μεταξύ των ομάδων, η δεύτερη επεξηγεί το 35,2% και η τρίτη το υπόλοιπο 5,8%.

			6.3 Τεχνικές της ταξινόμησης των στοιχείων

			Μια άλλη δυνατότητα της διακριτικής ανάλυσης είναι η ταξινόμηση μελλοντικών παρατηρήσεων σε μία από τις παρούσες ομάδες με τη βοήθεια των διακριτικών τιμών Ζi. Η ταξινόμηση στηρίζεται στη δυαδική ανεύρεση μίας ειδικής διακριτικής τιμής, της τιμής αποκοπής (cut off value) των ομάδων, με βάση την οποία δύο ομάδες ξεχωρίζουν στατιστικώς μεταξύ τους. Επιπρόσθετα, το κριτήριο αυτό είναι σε θέση να πληροφορήσει υπολογιστικά σχετικά με τον ελάχιστο δυνατό αριθμό των μονάδων που υπέστησαν λανθασμένη ταξινόμηση στις ομάδες ή ακριβέστερα το κόστος εσφαλμένης ταξινόμησης (misclassification cost). Για τον σκοπό αυτό έχουν αναπτυχθεί διάφοροι αλγόριθμοι για να επιβάλλουν συγκεκριμένους κανόνες ταξινόμησης. Αυτοί διαφέρουν μεταξύ τους ως προς τον τρόπο εκτίμησης των κριτηρίων ελαχιστοποίησης των αστοχιών κατά την προσπάθεια διαχωρισμού των ομάδων στον απαιτούμενο διακριτό αριθμό. Οι σπουδαιότεροι μέθοδοι ταξινόμησης είναι οι ακόλουθοι: 

			
					Η εκτίμηση του κριτηρίου αποκοπής των ομάδων, το οποίο είναι μία συγκεκριμένη διακριτική τιμή επιλεγμένη έτσι ώστε να ελαχιστοποιεί τον αριθμό των παραγόμενων λανθασμένων ταξινομήσεων (σφάλμα ταξινόμησης) και προκύπτει ως [image: 19_4.png]
 ή επίσης
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όταν αφορά δύο ομάδες στοιχείων με ίσες ή άνισες παρατηρήσεις n1 και n2,, όπου διακριτικές τιμές Ζi μεγαλύτερες της C κατατάσσουν (ταξινομούν) τα στοιχεία στην ομάδα 1 και διακριτικές τιμές μικρότερες της C στην ομάδα 2. Οποιαδήποτε παραβίαση παρατηρείται στον κανόνα αυτόν της αποκοπής καταγράφεται ως κόστος  ταξινόμησης και έτσι όλα τα κόστη καταμετρούνται ώστε να προκύψει ο συνολικός αριθμός (συχνότητα) των αστοχιών ο οποίος αφορά είτε την ομάδα 1 είτε την ομάδα 2. Έτσι, με βάση τα στοιχεία του πίνακα 6.1 θα έχουμε:
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Πίνακας. 6.1. Ταξινόμηση των παρατηρήσεων με βάση υπολογισμού τις διακριτικές τιμές.
Από τους υπολογισμούς προκύπτει ότι η παρατήρηση 3  (0,51<0,53) κατατάχθηκε στην ομάδα 2 παρά στην ομάδα 1, μειώνοντας έτσι το ποσοστό ορθής ταξινόμησης των στοιχείων στο 93,3% (14/15). 
Γενικεύοντας, στην περίπτωση ύπαρξης δύο ομάδων διακριτικής ανάλυσης, οι αστοχίες ταξινόμησης στις ομάδες μπορούν να διαμορφώσουν τον  παρακάτω πίνακα αστοχιών: 
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όπου C(1/2) η συχνότητα των μονάδων που κατανέμονται στην ομάδα 2 αλλά τώρα προβλέπεται να ανήκουν στην ομάδα 1 και C(2/1) η αντίστροφη σχέση. 


					Η θεωρία της στατιστικής απόφασης η οποία ελαχιστοποιεί  τα σφάλματα ταξινόμησης λαμβάνοντας αποκλειστικά υπόψη προγενέστερες πιθανότητες και αστοχίες ταξινόμησης. Συγκεκριμένα, είναι πιθανό να γνωρίζουμε ότι η ομάδα 1 απαντάται πραγματικά στο 70% των περιπτώσεων και η ομάδα 2 στο 30% αυτών, συνεπώς η προγενέστερη πιθανότητα είναι 0,7 για την ομάδα 1 και 0,3 για τη 2 και όχι κατ’ ανάγκη 0,5 και 0,5 αντίστοιχα. Επίσης, είναι δυνατό να γνωρίζουμε και τις προγενέστερες πιθανότητες αστοχίας της ταξινόμησης. Αν θεωρήσουμε τις προγενέστερες πιθανότητες εμφάνισης των ομάδων 1 και 2 ως p1 και p2 τότε ο κανόνας ταξινόμησης δίνεται από το κριτήριο  [image: 22_4.png]
Αν η εκάστοτε διακριτική τιμή Ζi είναι μεγαλύτερη της C, τότε το στοιχείο (παρατήρηση) εμπίπτει στην ομάδα 1 και αν είναι μικρότερη της C ανήκει στην ομάδα 2.
Στην παράνω εξίσωση αν εντάξουμε και τις συχνότητες των αστοχιών ταξινόμησης, τότε αυτή τροποποιείται σε 
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όπου αν Zi≥C τότε το στοιχείο κατανέμεται στην ομάδα 1 και αν  Zi<C στην ομάδα 2. 
Στην περίπτωση που αποδεχόμαστε ίσες προγενέστερες πιθανότητες και ίσες αστοχίες ταξινόμησης, τότε το κριτήριο απλοποιείται σε 
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και ισοδυναμεί με το κριτήριο αποκοπής της προηγούμενης μεθόδου.
Σε περίπτωση που οι ομάδες στη διακριτική ανάλυση είναι περισσότερες από δύο τότε το κριτήριο για κάθε ομάδα χωριστά, υπολογίζεται ως εξής:
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όπου fj(x) είναι η αναλογία της καμπύλης της κανονικής κατανομής στην οποία αντιστοιχεί η εκάστοτε διακριτική τιμή Zi, pj και pi είναι οι προγενέστερες πιθανότητες των στοιχείων, C(j/i) είναι τα κόστη των λανθασμένων κατατάξεων (συχνότητα αστοχιών) των στοιχείων στην ομάδα j ενώ ανήκουν στην ομάδα i. Η ομάδα που εμφανίζει την μικρότερη τιμή του κριτηρίου είναι εκείνη στην οποία η συγκεκριμένη παρατήρηση θα ενταχθεί. Ως παράδειγμα προτάσσεται ο πίνακας των αστοχιών κατάταξης τριών ομάδων όπου καταγράφονται τα κόστη εσφαλμένης κατάταξης,
[image: 4_6.png]
και έστω ότι οι προγενέστερες πιθανότητες pi καταγράφηκαν ως 0,1, 0,7 και 0,2:
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Οι διακριτικές τιμές Zi για κάθε ομάδα υπολογίστηκαν ως 0,54, 0,758 και 0,655 οι οποίες με βάση τις αναλογίες fi(x) της κανονικής κατανομής προσδιορίζονται ως 0,10, 0,70 και 0,40. Σύμφωνα με την προηγούμενη εξίσωση του κριτηρίου αποκοπής εξάγονται τα παρακάτω αποτελέσματα:
για την ομάδα 1	0,7·0,7·5 + 0,2·0,4·100 = 10,45
για την ομάδα 2	0,1·0,1·30 + 0,2·0,4·250 = 20,3
για την ομάδα 3	0,1·0,1·300 + 0,7·0,7·25 = 15,25
Η ομάδα 1 εξάγει το κριτήριο με την μικρότερη τιμή και άρα η εξεταζόμενη παρατήρηση θα ενταχθεί στην ομάδα 1.
Το ποσοστό της ορθής ταξινόμησης των στοιχείων προκύπτει από τον πίνακα των αστοχιών κατάταξης αφού πρώτα στα κελιά με τα μηδενικά θέσουμε τη συχνότητα των ορθών προβλέψεων, π.χ. C(1/1), C(2/2, C(3/3), και ακολούθως διαιρέσουμε το σύνολο των ορθών προβλέψεων προς το σύνολο των παρατηρήσεων και πολλαπλασιάσουμε επί 100. 


					Η χρήση των εξισώσεων ταξινόμησης. Όλες οι τιμές ταξινόμησης όλων των παρατηρήσεων ανά ομάδα εξάγονται εφαρμόζοντας την επίλυση των εξισώσεων με βάση τους ειδικούς συντελεστές ταξινόμησης. Με παρούσες δύο ομάδες υπολογίζονται δύο τιμές ταξινόμησης S1 και S2 ανά παρατήρηση και το στοιχείο ανήκει σε εκείνη την ομάδα στην οποία εμφανίζει τη μέγιστη τιμή ταξινόμησης. 

					Χρήση των αποστάσεων του Mahalanobis σύμφωνα με τη σχέση,
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			όπου  s12 και s22 είναι οι διακυμάνσεις των μεταβλητών 1 και 2 αντίστοιχα και r ο συντελεστής συσχέτισης. Κάθε μονάδα (στοιχείο) κατανέμεται στην ομάδα εκείνη στην οποία η τιμή Mahalanobis είναι μικρότερη. Για παράδειγμα, στον πίνακα 6.2 η παρατήρηση 10, η οποία αρχικά διευθετείται στην ομάδα 1, έχει τιμή MD2=3,18 στην ομάδα 1 και τιμή 10,58 στην ομάδα 2 οπότε ορθώς ταξινομείται στην ομάδα 1. Αντίθετα, η παρατήρηση 1 έχει τιμή MD2=4,75 στην ομάδα 1 και τιμή 2,92 στην ομάδα 2 οπότε ταξινομείται στην ομάδα 2 και αποτελεί έτσι προϊόν αστοχίας της ταξινόμησης. Γενικώς, μία μονάδα για να ανήκει π.χ. στην ομάδα 1 θα πρέπει η τιμή MD2  που αντιστοιχεί στην ομάδα 1 να είναι μικρότερη της τιμής MD2 που αντιστοιχεί στην ομάδα 2 και αντίστροφα.
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			 Πίνακας 6.2. Ταξινόμηση των παρατηρήσεων με βάση υπολογισμού τις αποστάσεις Mahalanobis. 

			6.4 Βηματική διακριτική ανάλυση (stepwise discriminant analysis)

			Μέχρι του σημείου αυτού ερευνήθηκε η διαδικασία εύρεσης τού κατάλληλου αριθμού των διακριτικών εξισώσεων που χαρακτηρίζουν τα στοιχεία της μελέτης, θέτοντας εξαρχής την παραδοχή ότι όλες οι διακριτικές μεταβλητές είναι ικανές να προσδιορίζουν διακριτικά τις ομάδες. Συνήθως όμως, ως προοίμιο της διαδικασίας, επιβάλλεται  ο προσδιορισμός εκείνων μόνο των μεταβλητών από το σύνολο της έρευνας που είναι ικανές στατιστικώς  σημαντικά να διακρίνουν τις ομάδες. Η τεχνική που χρησιμοποιείται είναι προέκταση της πολλαπλής παλινδρόμησης και στοχεύει στην εξέταση κάθε μεταβλητής χωριστά αλλά και σε συνδυασμό με άλλες, εφόσον έχει τη δυνατότητα να επεξηγεί σημαντικό μέρος της διακριτικής ανάλυσης. Η διαδικασία που ακολουθούμε έχει συγκεκριμένα βήματα προόδου τα οποία αναλύονται λεπτομερώς με τις μεθόδους της προοδευτικής ένταξης ή απόρριψης των μεταβλητών.

			Με την προοδευτική ένταξη (forward selection) των μεταβλητών  εισάγεται ως πρώτη στη διακριτική ανάλυση εκείνη η μεταβλητή η οποία παρέχει τη μεγαλύτερη ισχύ διάκρισης ικανοποιώντας ένα τουλάχιστον από τα τρία κριτήρια εισόδου (βλ. παρακάτω). Στη συνέχεια, εισάγεται ως δεύτερη, η μεταβλητή εκείνη που συμβάλλει για το μέγιστο ποσοστό επιπρόσθετης διακριτικής ισχύος στη διακριτική εξίσωση, ικανοποιώντας πάλι, το στατιστικό κριτήριο εισόδου. Η διαδικασία περατώνεται όταν καμία μεταβλητή υποψήφια προς ένταξη δεν παρέχει διακριτική ισχύ που να ικανοποιεί το στατιστικό κριτήριο εισόδου. 

			Με την προοδευτική απόρριψη (backward elimination) των μεταβλητών, όλες οι διακριτικές μεταβλητές εισάγονται εξαρχής στη διακριτική εξίσωση. Ακολούθως, σε κάθε βήμα, μία μεταβλητή τη φορά απορρίπτεται και μάλιστα εκείνη που παρέχει την ελάχιστη διακριτική ισχύ στις ομάδες, μη ικανοποιώντας έτσι το στατιστικό κριτήριο ένταξης. Η διαδικασία συνεχίζεται μέχρις ότου καμία μεταβλητή να μην μπορεί να απορριφθεί από την εξίσωση. 

			Με τη βήμα προς βήμα επιλογή (stepwise selection) των μεταβλητών, άλλοτε επιλέγουμε μία μεταβλητή την οποία στη συνέχεια μπορούμε να απορρίψουμε κοκ. Ουσιαστικά, η μέθοδος είναι συνδυασμός της προοδευτικής ένταξης και απόρριψης των μεταβλητών.

			Τα σημαντικότερα κριτήρια ένταξης ή απόρριψης των υποψήφιων μεταβλητών που χρησιμοποιούνται είναι τα εξής:

			
					Το κριτήριο Λ του Wilks το οποίο μετρά το πηλίκο του αθροίσματος των τετραγώνων μέσα στις ομάδες (SSW) προς το ολικό άθροισμα των τετραγώνων, δηλαδή αυτό μέσα στις ομάδες συν αυτό μεταξύ των ομάδων (SSB):
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			Σε κάβε βήμα εισάγεται η μεταβλητή εκείνη που παρέχει την μικρότερη τιμή Λ, αφού προηγουμένως απομακρύνουμε το αποτέλεσμα όλων των μεταβλητών που ήδη έχουν ενταχθεί στην εξίσωση. Η τιμή Λ εύκολα προσδιορίζεται και ως τιμή F με κατάλληλο μετασχηματισμό, όπως έχει ήδη αναφερθεί σε προηγούμενη ενότητα, μόνο που εδώ η αντιστοιχία εκδηλώνεται ως η μέγιστη τιμή F που παρέχει μία μεταβλητή προκειμένου να ενταχθεί στην εξίσωση. 

			Κρίνοντας από την παραπάνω σχέση, προκύπτει ότι όσο μειώνεται η τιμή Λ τόσο μειώνεται και η ποσότητα μεταβλητότητας μέσα στις ομάδες ενώ αυξάνεται η αντίστοιχη ποσότητα μεταξύ των ομάδων. Δηλαδή, το κριτήριο εκτιμά ταυτόχρονα το διαχωρισμό μεταξύ των ομάδων και την ομοιογένεια μέσα στις ομάδες. 

			
					To κριτήριο V του Rao μετρά την απόσταση Μahalanobis του κέντρου κάθε ομάδας από το κέντρο όλων των ομάδων, πληροφορώντας για το μέγεθος διαχωρισμού των ομάδων όχι όμως και την ομοιογένεια μέσα στις ομάδες. Το κριτήριο αυτό προσδιορίζεται στατιστικά με το στατιστικό κριτήριο χ2.

					Η απόσταση Mahalanobis η οποία πλεονεκτεί των υπολοίπων στο γεγονός ότι, κατορθώνει το διαχωρισμό των ομάδων (και κυρίως όταν m>2) στο μέγιστο βαθμό. Σε κάθε βήμα εισάγεται η μεταβλητή που παρέχει το μέγιστο βαθμό αύξησης (προοδευτική ένταξη) ή μείωσης (προοδευτική απόρριψη) του διαχωρισμού μεταξύ δύο εκάστοτε ομάδων που είναι πλησιέστερα μεταξύ τους.  Η απόσταση του Mahalanobis προσεγγίζεται με το στατιστικό κριτήριο F κυρίως για να ανταπεξέλθει το μειονέκτημα της τεχνικής που δίνει ίση βαρύτητα σε όλες τις ομάδες. 

			

			Τα τρία αναφερθέντα κριτήρια ενδέχεται να δώσουν διαφορετικές επιλογές στον αριθμό των μεταβλητών που πρόκειται να πλαισιώσουν τη διακριτική εξίσωση, γι αυτό και απαιτείται κάποια επιφύλαξη ως προς την πιστότητά τους. Έχει διεθνώς καθιερωθεί ως επικρατέστερη η επιλογή του κριτηρίου Λ το οποίο υπερτερεί των λοιπών ως προς την αποκλειστική πληροφόρηση που παρέχει για την ομοιογένεια μέσα στις ομάδες. 

			Ως επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας των κριτηρίων για την απόρριψη ή ένταξη μιάς μεταβλητής στη διακριτική εξίσωση λαμβάνεται το 0,05. Απαραίτητη προϋπόθεση συμμετοχής των μεταβλητών στην εξίσωση είναι και η έλλειψη της συσχέτισης μεταξύ των υποψήφιων μεταβλητών η οποία δεν θα πρέπει να ξεπερνά το στατιστικό επίπεδο ανοχής 0,05 ή αλλιώς ο συντελεστής διόγκωσης της διακύμανσης (VIF) θα πρέπει να είναι <20. Μεταβλητές με τιμή ανοχής μεγαλύτερη του αναφερθέντος επιπέδου θα πρέπει να απορρίπτονται σε οποιοδήποτε βήμα της διαδικασίας αυτή εμφανιστεί.    

			Η τιμή F της μεταβολής του λ εξαιτίας της εισόδου μιας μεταβλητής στο μοντέλο το οποίο περιλαμβάνει p ανεξάρτητες μεταβλητές, δίνεται από τη σχέση:
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			όπου n=αριθμός των παρατηρήσεων, g= ο αριθμός των ομάδων, p= ο αριθμός των ήδη ενταγμένων μεταβλητών, λp=κριτήριο του Λ με p ενταγμένες μεταβλητές και λp+1= το κριτήριο Λ με p μεταβλητές ήδη στην εξίσωση και μία νέα υποψήφια εξεταζόμενη προς ένταξη.  

			6.5 Μελέτη περίπτωσης πολλαπλής διακριτικής ανάλυσης

			Για τις στατιστικές αναλύσεις επιλέχθηκαν τα προγράμματα STATISTICA 12.0 και MIΝΙTAB 17.0. 

			Το παρόν παράδειγμα ακολουθεί την ανάλυση συστάδων που εφαρμόστηκε σε ένα αντιπροσωπευτικό πλήθος ελληνικών τυριών  στο οποίο μελετήθηκε και η κατατομή τους με βάση τα χημικά, μηχανικά και οργανοληπτικά χαρακτηριστικά (βλ. μελέτη περίπτωσης συσταδοποίησης, κεφάλαιο 5). 

			Βασική προϋπόθεση για την επιτυχημένη εφαρμογή της πολλαπλής διακριτικής ανάλυσης είναι εξαρχής, η ανεύρεση των μεταβλητών εκείνων που είναι οι πλέον ισχυρές για να διακρίνουν τις ομάδες ικανοποιητικά. Εφαρμόζοντας την προοδευτική ένταξη των μεταβλητών στο τελικό μοντέλο (Πίν. 6.3) επιλέχθηκαν από το σύνολο των 14 μεταβλητών κατατομής, οι εξής πέντε: ξηρή ουσία (DM), οργανοληπτική σκληρότητα (Hard) και ελαστικότητα (Elas), συγκέντρωση άλμης (BC) και μηχανική ανάκαμψη (REC), με φθίνουσα στατιστική σημαντικότητα. 

			Οι δύο πρώτες εξισώσεις της διακριτικής ανάλυσης είναι αρκετές για να επεξηγήσουν το 100% της ολικής μεταβλητότητας όπως προκύπτει από τον πίνακα 6.4, συγκρίνοντας τις χαρακτηριστικές τιμές λ, το κριτήριο Λ του Wilks (χαμηλές τιμές) και το στατιστικό κριτήριο του ελέγχου χ². Παρατηρώντας τους κανονιστικούς συντελεστές των διακριτικών εξισώσεων του πίνακα 6.5, εύκολα προκύπτει ότι η ξηρή ουσία και η η ελαστικότητα παρουσιάζουν τις υψηλότερες τιμές ανά εξίσωση και επομένως είναι οι πλέον σημαντικές στο μοντέλο της ανάλυσης. Υπενθυμίζεται ότι η κανονικοποίηση επιτυγχάνει την άμεση σύγκριση των μεγεθών των συντελεστών ανεξαρτήτου μονάδας μέτρησης των μεταβλητών.  Όταν υπολογιστούν οι μέσες τιμές των συντελεστών αυτών ανά ομάδα τυριών  προκύπτει ο πίνακας 6.6, στον οποίο κρίνοντας από τις  απομακρυσμένες (υψηλότερες) τιμές των υπολοίπων 4,900 και -2,760 διαφαίνεται διακριτικά η σημαντικότητα των μαλακών τυριών στην πρώτη εξίσωση και των σκληρών στη δεύτερη εξίσωση.  Η πρώτη εξίσωση ουσιαστικά επεξηγεί την ομάδα των μαλακών τυριών και η δεύτερη των σκληρών. 

			Από το γράφημα των διακριτικών τιμών (βλ. τιμές στον πίνακα 6.11) των δύο πρώτων εξισώσεων (Σχ. 6.1) προκύπτει η μεν πρώτη εξίσωση να εξηγεί πρωτίστως την ομάδα των μαλακών τυριών, καθότι τα σημεία κείνται πλησιέστερα και πέριξ του πρώτου άξονα, η δε δεύτερη εξίσωση να ευθύνεται για το σχηματισμό της ομάδας των σκληρών τυριών επειδή τα σημεία εκτείνονται κατά μήκος κυρίως του δεύτερου άξονα ενώ ενδιάμεση χωροταξική θέση καταλαμβάνουν τα ημίσκληρα τυριά. 

			Στον πίνακα 6.7 παρατίθενται συγκεντρωτικά, οι μέσες τιμές των μεταβλητών ανά ομάδα τυριών και συνολικά. Από αυτόν διακρίνονται χαμηλές τιμές ξηρής ουσίας, άλμης και ανάκαμψης στα μαλακά τυριά και υψηλές τιμές σκληρότητας στα σκληρά τυριά και ελαστικότητας στα ημίσκληρα.

			Λαμβάνοντας υπόψη την κατανομή των κανονιστικών συντελεστών με βάση το διαχωρισμό των ομάδων και τις πέντε στατιστικά σημαντικές μεταβλητές (Πίν. 6.8) προκύπτουν τα ακόλουθα συμπεράσματα:

			
					Στα ημίσκληρα τυριά οι μεταβλητές  ξηρή ουσία και οργανοληπτική σκληρότητα είναι οι πλέον σημαντικές λόγω μεγέθους συντελεστών, το πρόσημο των οποίων προδίδει θετικό (αυξητικό) αποτέλεσμα για την ξηρή ουσία και αρνητικό για τη σκληρότητα. Σημαντική είναι επίσης και η αυξημένη ελαστικότητα.

					Στα μαλακά τυριά η ξηρή ουσία είναι η πλέον σημαντική με αρνητικό αποτέλεσμα (χαμηλότερη συγκέντρωση).

					Στα σκληρά τυριά η υψηλή συγκέντρωση της άλμης κυριαρχεί θετικά όπως και η έλλειψη ελαστικότητας. 

			

			Η αξιοπιστία της  ομαδοποίησης των τυριών όπως περιγράφτηκε από την ανάλυση συστάδων του Ward ελέγχεται με τις ακόλουθες αναλύσεις:

			Η απόσταση του Mahalanobis στις ομάδες των τυριών (Πίν. 6.9) είναι πολύ κοντινότερη μεταξύ των σκληρών και ημίσκληρων τυριών  (18,93) και απομακρυσμένη μεταξύ των δύο αναφερθέντων και των μαλακών (58,27 και 58,78) αποδίδοντας έτσι και το βαθμό συγγένειας μεταξύ των ομάδων. 

			Παρόμοια συμπεριφορά ομοιότητας μεταξύ των ομάδων καταδείχνουν και οι ειδικοί συντελεστές (ειδικά βάρη) ταξινόμησης (Πίν. 6.10) οι οποίοι είναι χαμηλότεροι στην ξηρή ουσία, σκληρότητα, άλμη και ανάκαμψη στα μαλακά τυριά. 

			Το κόστος αστοχίας της ταξινόμησης των παρατηρήσεων με βάση προσδιορισμού τις αποστάσεις Mahalanobis, προέκυψε μηδενικό (Πίν. 6.11).  Όλες οι παρατηρήσεις ταξινομούνται ιδανικά, προσδίδοντας έτσι πλήρη αξιοπιστία στην αποτελεσματικότητα της συσταδοποίησης του Ward. H αριθμητική και ποσοστιαία κατανομή των παρατηρήσεων στις τρεις ομάδες με τη μέθοδο του Ward (Πίν. 6.12 και 6.13), δηλαδή οι  προγενέστερες πιθανότητες συγκριτικά με τις μεταγενέστερες,  παρέμεινε αμετάβλητη. 

			Τα παραπάνω αποτελέσματα εξήχθησαν εφαρμόζοντας την πολλαπλή διακριτική ανάλυση η οποία συνοψίζεται επιγραμματικά:

			
					Επιλογή πέντε σημαντικότερων μεταβλητών από σύνολο δεκατεσσάρων προς επεξήγηση του διαμορφούμενου μοντέλου (προοδευτική ένταξη των μεταβλητών, Πίν. 6.3) .

					Επιλογή του αριθμού των στατιστικά σημαντικών διακριτικών εξισώσεων η οποία κατέληξε σε δύο εξισώσεις (Πίν. 6.4).

					Απόδοση της σημαντικότητας εξήγησης της κάθε εξίσωσης στις μεταβλητές των τυριών με βάση τους κανονιστικούς συντελεστές αυτών. Η πρώτη σχετίζεται με την ξηρή ουσία και η δεύτερη με την ελαστικότητα κυρίως (Πίν. 6.5). 

					Απόδοση της σημαντικότητας εξήγησης της κάθε εξίσωσης στις ομάδες των τυριών με βάση τις μέσες τιμές των  κανονιστικών συντελεστών ανά ομάδα τυριών. Η πρώτη είναι υπεύθυνη για τα μαλακά τυριά και η δεύτερη για τα σκληρά (Πίν. 6.6). 

					Επιλογή των ικανότερων από τις πέντε μεταβλητές να επεξηγήσουν και να αντιπροσωπεύσουν κάθε ομάδα τυριών (κανονιστικοί συντελεστές, Πίν. 6.8).  

			

			Έλεγχος της αξιοπιστίας της ομαδοποίησης των στοιχείων από προγενέστερη μελέτη και ποσοτικοποίηση του βαθμού αστοχίας της ταξινόμησης αυτής με βάση προσδιορισμού την απόσταση Mahalanobis η οποία απέδωσε μηδενικό ποσοστό αστοχίας (Πίν. 6.11 και 6.13).
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			Πίνακας 6.3. Επιλογή των στατιστικά σημαντικά μεταβλητών με τη μέθοδο της προοδευτικής ένταξης και με κριτήριο ένταξης την τιμή Λ του Wilks (με σειρά μειούμενης σημαντικότητας).
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			Πίνακας 6.4. Έλεγχος χ² της διαδοχικής σημαντικότητας των ριζών της διακριτικής ανάλυσης.
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			Πίνακας 6.5. Τυποποιημένοι (κανονιστικοί) συντελεστές των δύο πρώτων διακριτικών εξισώσεων.
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			Πίνακας 6.6. Μέσες τιμές των συντελεστών των κανονιστικών δύο πρώτων εξισώσεων.
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			Σχήμα 6.1. Γράφημα  των διακριτικών τιμών Ζi των δύο πρώτων διακριτικών εξισώσεων.
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			Πίνακας 6.7. Μέσες τιμές των μεταβλητών στις τρεις ομάδες των τυριών.
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			Πίνακας 6.8. Συντελεστές (πραγματικοί και τυποποιημένοι - beta) των διακριτικών εξισώσεων με τα 95% όρια εμπιστοσύνης τους μόνο των στατιστικά σημαντικών μεταβλητών.
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			Πίνακας 6.9. Αποστάσεις του Mahalanobis στις ομάδες τυριών.
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			Πίνακας 6.10. Ειδικοί συντελεστές ταξινόμησης των μεταβλητών ανά ομάδα τυριών
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			Πίνακας 6.11. Πίνακας ταξινόμησης των παρατηρήσεων με βάση τις αποστάσεις Mahalanobis (σκιασμένα κελιά). Οι τιμές Ζ αποτελούν τις διακριτικές τιμές των δύο πρώτων εξισώσεων.Η τελική ταξινόμηση συμπίπτει με την αρχική (προγενέστερη) δηλαδή το κόστος αστοχίας είναι μηδέν. 
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			Πίνακας 6.12. Αριθμός παρατηρήσεων σε κάθε ομάδα και προγενέστερες πιθανότητες (αναλογίες) ταξινόμησης.

			[image: 17copy_1.png]

			Πίνακας 6.13. Πίνακας ταυτοποίησης της ταξινόμησης των στοιχείων στις τρεις ομάδες της ανάλυσης.
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			Κεφάλαιο 7: Δενδρική παλινδρόμηση και ταξινόμηση

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό αναφέρονται δύο εξαιρετικά σπουδαίες τεχνικές επεξεργασίας των στοιχείων οι οποίες αποτελούν εναλλακτικές λύσεις άλλων μεθόδων όπως της διακριτικής ανάλυσης και της συσταδοποίησης των στοιχείων. Αμφότερες οι τεχνικές (CART και CHAID) αναπτύσσουν δένδρα υπό μορφή διακλαδώσεων στα οποία κάθε μη τελικός κόμβος προσδιορίζει μία συνθήκη τμήσης, ευελπιστώντας να επιφέρει μία άριστη πρόβλεψη (σε ποσοτικές εξαρτημένες μεταβλητές) ή άριστη ταξινόμηση (σε κατηγορικές), παρέχοντας έτσι λύση σε προβλήματα τύπου παλινδρόμησης, διακριτικής ανάλυσης και ταξιδόμησης. 

			Μία δενδρική διχοτόμηση θεωρείται επιτυχημένη όταν η επιλογή των τμήσεων στις προβλεπτικές μεταβλητές είναι τέτοια ώστε αυτές να εξασφαλίζουν σε ικανοποιητικό βαθμό την πρόβλεψη των μελών (παρατηρήσεων) των κλάσεων της εξαρτημένης μεταβλητής.

			H δυναμική και αποτελεσματικότητα των δύο τεχνικών τμήσης των δεδομένων αναλύθηκε επισταμένως με αντικείμενο μελέτης α) την παρασκευή παραδοσιακής γιαούρτης με τη χρήση ειδικών στελεχών μικροοργανισμών ως φυσικών εκκινητών και β) την ταυτοποίηση των χαρακτηριστικών που διαφορίζουν την κλινική εκδήλωση αναπνευστικών νοσημάτων ιογενούς προέλευσης. 

			Η ανάλυση των τεχνικών προϋποθέτει ικανοποιητική γνώση σε θέματα συσταδοποίησης και πολλαπλής διακριτικής ανάλυσης με παράλληλη δυνατότητα χειρισμού στατιστικών προγραμμάτων Η/Υ.

			7.1 Γενικά

			Στο κεφάλαιο αυτό αναφέρονται δύο εξαιρετικά σπουδαίες τεχνικές επεξεργασίας των στοιχείων οι οποίες αποτελούν εναλλακτικές λύσεις άλλων μεθόδων όπως της διακριτικής ανάλυσης και της συσταδοποίησης των στοιχείων. Αμφότερες οι τεχνικές αναπτύσσουν δένδρα υπό μορφή διακλαδώσεων στα οποία κάθε μη τελικός κόμβος προσδιορίζει μία συνθήκη τμήσης, ευελπιστώντας να επιφέρει μία άριστη πρόβλεψη (σε ποσοτικές εξαρτημένες μεταβλητές) ή άριστη ταξινόμηση (σε κατηγορικές), παρέχοντας έτσι λύση σε προβλήματα τύπου παλινδρόμησης, διακριτικής ανάλυσης και ταξιδόμησης. Ο συνδυαστικός αυτός χαρακτήρας των παραπάνω τεχνικών αναλύθηκε επισταμένως στην ερευνητική εργασία των Xanthopoulos et al (2001) με αντικείμενο την παρασκευή παραδοσιακής γιαούρτης με τη χρήση ειδικών στελεχών μικροοργανισμών ως φυσικών εκκινητών. 

			Η τεχνική CART (Classification And Regression Trees) βασίζεται στη χρήση ενός αλγόριθμου που στοχεύει στην πρόβλεψη μίας ποσοτικής εξαρτημένης μεταβλητής (παλινδρόμηση) αλλά και κατηγορικής (ταξινόμηση), από ένα πλήθος ανεξάρτητων μεταβλητών με τη μορφή δενδρικής ιεραρχίας. Ο αλγόριθμος CΑRT δημιουργήθηκε χάρις στις άοκνες προσπάθειες των Breimen et al (1984) και των συνακόλουθων Loh and Vanichestakul (1988) και Loh and Shih (1997) και ουσιαστικά βασίζεται στην εφαρμογή μίας οικογένειας συναφών αλγόριθμων που στοχεύουν στην ανάπτυξη δισχιδούς δενδρικής ιεραρχίας, υιοθετώντας συνθήκες τμήσης των παρατηρήσεων του τύπου ‘αν–τότε’ π.χ., αν ισχύει για μία μεταβλητή Χ ο περιορισμός Xi≤3,2, τότε οποιαδήποτε παρατήρηση της μεταβλητής που υπακούει στη συνθήκη αυτή κατατάσσεται στα αριστερά του σημείου τμήσης και παράλληλα, όποια παρατήρηση υπερβαίνει τον περιορισμό, δηλαδή Xi>3,2, τοποθετείται στα δεξιά της τμήσης. 

			Μία δενδρική διχοτόμηση θεωρείται επιτυχημένη όταν η επιλογή των τμήσεων στις προβλεπτικές μεταβλητές είναι τέτοια ώστε αυτές να εξασφαλίζουν σε ικανοποιητικό βαθμό την πρόβλεψη των μελών (παρατηρήσεων) των κλάσεων της εξαρτημένης μεταβλητής.

			[image: 1_21.png]

			Σχήμα 7.1. Ορολογία της δενδρικής διακλάδωσης. Ταξινόμηση της κατηγορικής μεταβλητής «ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ» η οποία περιλαμβάνει τρεις κλάσεις.

			Μία μόνο τμήση διενεργείται κάθε φορά, εκκινώντας από το ριζικό (πρωτεύοντα) κόμβο και συνεχίζοντας με διαδοχικές τμήσεις στους παραγόμενους δευτερεύοντες κόμβους (Σχ. 7.1), καταλήγουμε σε κόμβους που δεν μπορούν περαιτέρω να τμηθούν και γι’ αυτό καλούνται τελικοί.   

			Όταν προσπαθούμε να προβλέψουμε τις τιμές μίας εξαρτημένης ποσοτικής μεταβλητής από μία ή περισσότερες ανεξάρτητες (προβλεπτικές) μεταβλητές, ποσοτικές ή και κατηγορικές, τότε υιοθετείται η λύση τύπου πολλαπλής παλινδρόμησης. Για παράδειγμα, η τιμή πώλησης διαμερισμάτων (εξαρτημένη συνεχής μεταβλητή) μπορεί να εξαρτάται από τη δράση συνεχών μεταβλητών όπως επιφάνεια οικίας, πληθυσμός περιφέρειας αλλά και από κατηγορικές, όπως ο ταχυδρομικός κώδικας, τηλεφωνικός κωδικός κτλ.. Σε καμία περίπτωση όμως δεν υιοθετείται κάποιο μοντέλο πολλαπλής παλινδρόμησης με σκοπό την εξεύρεση γραμμικής εξίσωσης που να συμπεριλαμβάνει όλες τις παραπάνω προβλεπτικές μεταβλητές.

			Όταν επιθυμούμε να προβλέψουμε τις τιμές μίας εξαρτημένης κατηγορικής μεταβλητής από μία ή περισσότερες ανεξάρτητες μεταβλητές, συνεχείς ή και κατηγορικές, τότε υιοθετείται η λύση τύπου ταξινόμησης. Έτσι, η επιλογή (αγορά) αυτοκινήτου από 5 διαφορετικούς κατασκευαστές, οι βλάβες που παρουσιάζουν οι μηχανές αυτοκινήτων, η επιθυμία να φοιτήσει ή μη ο απόφοιτος λυκείου στην τριτοβάθμια εκπαίδευση, αποτελούν διάφορες εξαρτημένες κατηγορικές μεταβλητές με δύο ή περισσότερες κατηγορίες (ομάδες). Αντίστοιχα μοντέλα διακριτικών εξισώσεων, επίσης δεν αποπειρώνται στην ανάλυση αυτή.

			Ως παράδειγμα δενδρικής ταξινόμησης αναφέρεται μία εξαρτημένη κατηγορική μεταβλητή Υ, η οποία συντίθεται από τρεις ομάδες (κατηγορίες Α, Β, Γ), και 4 ανεξάρτητες ποσοτικές μεταβλητές Χ1, Χ2, Χ3, Χ4. Σκοπός της ανάλυσης είναι να διερευνηθεί πώς μπορεί η κατηγορική μεταβλητή να διακρίνεται ή να περιγράφεται επαρκώς από τη δράση των ανεξάρτητων μεταβλητών. Η ενδεχόμενη εφαρμογή της διακριτικής ανάλυσης θα παράγει αρκετούς γραμμικούς συνδυασμούς των ανεξάρτητων μεταβλητών οι οποίοι επιτρέπουν την εκτίμηση τιμών (πιθανοτήτων) ταξινόμησης για καθεμία παρατήρηση στις ομάδες. Αντιθέτως, η ανάλυση της δενδρικής ταξινόμησης θα παράγει ένα πλήθος λογικών συνθηκών του τύπου «αν–τότε» για την ταξινόμηση των παρατηρήσεων σε ομάδες. Στο σχήμα 7.2 η ερμηνεία της ιεραρχικής τμήσης έχει ως εξής: Αν ισχύει Χ1≤0,8 τότε η  κατηγορική εξαρτημένη μεταβλητή θα διαμεριστεί ως ομάδα Α με nA μέλη και κάποιες κατηγορίες παρούσες από τις συνολικές. Αν ισχύει Χ1>0,8 και παράλληλα Χ4≤1,75 τότε η κατηγορική μεταβλητή θα ταξινομηθεί ως ομάδα Γ με nΓ μέλη και διαφορετικές κατηγορίες της εξαρτημένης, αλλιώς, μετατίθεται στην ομάδα Β με nB  μέλη και με τις υπόλοιπες κατηγορίες στον κόμβο αυτό. Εννοείται ότι μια  επιτυχημένη ταξινόμηση διευθετεί με ορθό διαχωρισμό διαφορετικές κατηγορίες της εξαρτημένης σε διαφορετικές ομάδες κάθε  φορά και με συγκεκριμένο αριθμό μελών. 

			[image: 3_20.png]

			Σχήμα 7.2. Σχηματική περιγραφή δενδρικής ταξινόμησης.

			Ως παράδειγμα δενδρικής παλινδρόμησης αναφέρεται η εξαρτημένη ποσοτική μεταβλητή «Ποσοστό φτώχειας» σε νοικοκυριά (n=10154) που δειγματολήφθηκαν από 10 περιοχές μίας επικράτειας καθώς και ένα πλήθος ανεξάρτητων μεταβλητών, ποσοτικών και κατηγορικών. Ένα ερώτημα που τίθεται είναι ποιες ανεξάρτητες μεταβλητές και σε τι βαθμό μπορούν να προβλέψουν ικανοποιητικά, το ποσοστό 24,4% των οικογενειών (νοικοκυριών) που βρίσκονται κάτω από το όριο της φτώχειας σε μία περιοχή, στο συγκεκριμένο τμήμα της δενδρικής τμήσης των μεταβλητών που περιγράφονται στο σχήμα 7.3. Η ανάλυση της δενδρικής παλινδρόμησης κατέδειξε τα παρακάτω: Περιοχές στις οποίες το ποσοστό των νοικοκυριών που διαθέτει τηλέφωνο είναι >72%, εμφανίζουν γενικώς, μικρό ποσοστό φτώχειας (5,5%). Το μεγαλύτερο ποσοστό φτώχειας (10,2%) παρατηρείται σε εκείνες τις περιοχές στις οποίες οι οικογένειες με τηλέφωνο αριθμούν ≤72% και ταυτόχρονα η μετακίνηση του πληθυσμού εντός δεκαετίας είναι ≤-8,3%. Συμπερασματικά, υπάρχουν κάποιες εύπορες  περιοχές όπου τα σπίτια έχουν γενικώς όλα τηλέφωνο και αντιμετωπίζουν μικρό φάσμα φτώχειας. Επίσης υπάρχουν περιοχές λιγότερο ευκατάστατες αλλά και κάποιες άλλες στις οποίες διαπιστώνεται παράλληλα, μεγάλη συρρίκνωση του πληθυσμού και μεγάλη φτώχεια.
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			Σχήμα 7.3. Σχηματική περιγραφή μέρους δενδρικής παλινδρόμησης.  Φ=ποσοστό φτώχειας, ΤΗΛ= κάτοχοι τηλεφώνου, ΜΕΤ=μετακίνηση πληθυσμού. 

			Η τεχνική CHAID (Chisquared Automatic Interaction Detector - Αυτόματος Ανιχνευτής Αλληλεπίδρασης με το κριτήριο χ2) είναι από τις παλαιότερες γνώριμες τεχνικές, η οποία προτάθηκε από τον Kass (1980) και ισχυροποιήθηκε από τους Biggs et al (1991) και Magidson (1994), με κυριότερο χαρακτηριστικό τη δημιουργία πολυσχιδών δένδρων και με την εφαρμογή ενός απλού αλγόριθμου, κατάλληλα προσαρμοσμένου για την ανάλυση στοιχείων μεγάλου δειγματοληπτικού μεγέθους και στην οποία ισχύει η λογική ‘αν-τότε-ειδάλλως’. Είναι εξαιρετικά κατάλληλη για το χειρισμό πινάκων ενδεχομένων (συχνοτήτων) πολλών κατευθύνσεων, ως αποτέλεσμα της παρουσίας πολλών κατηγορικών μεταβλητών στη μελέτη και για το λόγο αυτό υιοθετείται συχνά στην έρευνα αγοράς. 

			Η τεχνική βασίζεται στην εξέταση του κριτηρίου χ2 αποσκοπώντας να επικυρώσει την επόμενη άριστη τμήση σε κάθε βήμα δενδροποίησης αν πρόκειται για εξαρτημένη κατηγορική, και σε περίπτωση ποσοτικής εξαρτημένης μεταβλητής, στην εξέταση του κριτηρίου F. 

			Η τεχνική CHAID εμπεριέχει κάποια ειδικά χαρακτηριστικά τα οποία εν συντομία είναι τα εξής:

			α) Προετοιμασία των μεταβλητών. Ένα πρώτο βήμα αφορά στην μετατροπή ποσοτικών προβλεπτικών μεταβλητών σε διαβαθμισμένες κατηγορίες με ίσο περίπου αριθμό παρατηρήσεων η καθεμία. Εννοείται ότι οι κατηγορικές προβλεπτικές είναι φυσικώς καθορισμένες σε κατηγορίες. 

			β) Συγχώνευση των κατηγοριών. Το επόμενο βήμα στοχεύει στην επισήμανση μεταξύ των κατηγοριών ανά προβλεπτική μεταβλητή του ζεύγους εκείνου το οποίο ελάχιστα διαφέρει στατιστικά σημαντικά,  αναφορικά με την εξαρτημένη μεταβλητή. Στη δενδρική ταξινόμηση υπολογίζεται με το κριτήριο χ2 και στη δενδρική παλινδρόμηση με το κριτήριο F. Αν το αντίστοιχο κριτήριο σηματοδοτήσει μη στατιστική σημαντικότητα, σε σχέση πάντα με μία προκαθορισμένη από το χρήστη πιθανότητα συγχώνευσης α, τότε το ζεύγος των κατηγοριών θα συγχωνευθεί. Στη συνέχεια, ένα νέο ζεύγος κατηγοριών ελέγχεται κοκ. Όταν βρεθεί στατιστική σημαντικότητα (p<α-συγχώνευσης) τότε υπολογίζεται η διορθωμένη πιθανότητα p του Bonferroni για τη συγκεκριμένη ομάδα των κατηγοριών της εξεταζόμενης προβλεπτικής. 

			γ) Επιλογή της μεταβλητής τμήσης. Ο αλγόριθμος επιλέγει από όλες τις υποψήφιες προβλεπτικές εκείνη που παράγει τη μικρότερη τιμή p του Bonferroni, δηλαδή εκείνη που προκαλεί τη σημαντικότερη στατιστικά τμήση. Όταν η ελάχιστη διορθωμένη τιμή p σε κάποια προβλεπτική είναι μικρότερη από την τιμή α-τμήσης,  που επίσης ορίζεται από το χρήστη, τότε παύει η εκτέλεση νέων τμήσεων και ο εξεταζόμενος κόμβος θεωρείται τελικός. Η διαδικασία αυτή συνεχίζεται μέχρις ότου ενεργοποιηθούν όλες οι απαιτούμενες τμήσεις οι οποίες στηρίζονται στατιστικά στη σύγκριση της πιθανότητας p, χωριστά με αυτή των πιθανοτήτων α-συγχώνευσης και α-τμήσης. 

			Μία εξελιγμένη μορφή της τεχνικής αυτής (exhaustive CHAID) ακολουθεί μία εξαντλητική διεργασία τμήσεων   στην οποία οι συγχωνεύσεις των κατηγοριών συντελούνται συνεχώς μέχρις ότου παραμείνουν δύο μόνο κατηγορίες ανά προβλεπτική μεταβλητή. 

			Η τεχνική CHAID επεξεργάζεται πολύπλοκες αλληλεπιδράσεις μεταξύ των προβλεπτικών μεταβλητών και παρουσιάζει τα αποτελέσματα σε ένα δενδρικό διάγραμμα που γίνεται εύκολα αντιληπτό. Αρχικά, δημιουργεί ένα πρώτο στρώμα διακλάδωσης απεικονίζοντας τιμές (κατηγορίες) της σημαντικότερης προβλεπτικής με βάση τις οποίες διαχωρίζεται η εξαρτημένη μεταβλητή. Οι τιμές αυτές απηχούν ουσιαστικά ομάδες με εύχρηστο αριθμό κατηγοριών, π.χ. η προβλεπτική ξεκινά με 9 κατηγορίες και η τεχνική CHAID συγχωνεύει αυτές με τέτοιο τρόπο ώστε να αναδυθούν μόνο 4 κατηγορίες στατιστικά σημαντικές. Στη συνέχεια δημιουργούνται επιπρόσθετες διακλαδώσεις από τις 4 αυτές κατηγορίες βασιζόμενες στο διαχωρισμό τους από νέες σημαντικές προβλεπτικές και η διαδικασία αυτή της τμηματοποίησης συνεχίζεται μέχρις ότου εξαντληθούν (ελεγχθούν) και οι υπόλοιπες προβλεπτικές και να καταλήξει το δένδρο σε τελικούς κόμβους ή τμήματα. Κάθε τμήμα μπορεί να φιλτράρει διαφορετική πληροφόρηση απ’ ότι τα υπόλοιπα τελικά τμήματα και να προσδώσει έτσι στην έρευνα απρόσμενες ιδιαιτερότητες.  

			Όταν η εξαρτημένη μεταβλητή είναι κατηγορική τότε το ενδιαφέρον στρέφεται στην αποδόμηση των ποσοστών των ατόμων που καταλήγουν στα τελικά τμήματα και στη σύγκριση αυτών είτε μεταξύ τους είτε με τις αρχικές ποσοστιαίες τιμές του δείγματος. 

			Όταν η εξαρτημένη μεταβλητή είναι διαβαθμισμένη τότε σε κάθε τελικό τμήμα, όπως και στο αρχικό, υπολογίζεται μία μέση τιμή διαβάθμισης. 

			Στο σχήμα 7.4 προβάλλεται ένα δενδρόγραμμα CHAID, το οποίο εκκινεί με το αρχικό του τμήμα να αντιπροσωπεύει το υποκείμενο (υποθετικό) της έρευνας που είναι η παρακράτηση προμήθειας ανά νοικοκυριό μίας εταιρίας supermarket λόγω διαδικτυακών παραγγελιών τροφίμων ενός δείγματος 2115 πελατών-οικογενειών.  Ο αριθμός των μελών ανά οικογένεια, βρέθηκε ως η πρώτη στατιστικά σημαντική προβλεπτική μεταβλητή η οποία τέμνει το αρχικό δείγμα σε τρία τμήματα. Η συγκεκριμένη μεταβλητή αριθμούσε αύξοντα αριθμό μελών από 1-10, λόγω όμως συγχώνευσης των κατηγοριών αναδομήθηκαν τελικώς ως στατιστικά σημαντικές οι ακόλουθες νέες κατηγορίες-μέλη: 1-2, 3-4 και >4. Εύκολα προκύπτει ότι νοικοκυριά με 3-4 άτομα αποδίδουν εισπρακτικά κέρδη 2,02€ τιμή 1,2 φορές μεγαλύτερη από νοικοκυριά με 1-2 μέλη και 3,3 φορές από πολυμελείς οικογένειες (>4 άτομα). Οι κάτοχοι πιστωτικής κάρτας αποδίδουν μεγαλύτερη προμήθεια συγκριτικά με αυτούς που προτιμούν την αντικαταβολή (1,98>1,12) η οποία όμως κατανέμεται δυσανάλογα όταν λαμβάνεται υπόψη η οικονομική κατάσταση. Οι ελεύθεροι επαγγελματίες (ιδιώτες) αποδίδουν πολύ μεγαλύτερη προμήθεια από τους μισθωτούς και σε αναλογία 3,08/0,49=6,3 φορές παραπάνω. Εν κατακλείδι, προκύπτει ότι το πιο προσοδοφόρο τμήμα νοικοκυριών είναι των 3-4 μελών το οποίο αποτελεί και το 1/3 του συνολικού πληθυσμού (750/2115=0,355) και με απόδοση 2,02/1,71=1,2 φορές υψηλότερη της μέσης τιμής ολοκλήρου του δείγματος, με σχεδόν ισοδύναμη απόδοση στις ολιγομελείς οικογένειες (0,96) και πολύ χαμηλότερη στις πολυμελείς (0,36). Η υψηλότερη αναφερθείσα απόδοση οφείλεται αποκλειστικά στη διαδικτυακή δραστηριότητα των γυναικών της μεσαίας οικογένειας (20% του  πληθυσμού) οι οποίες αποφέρουν κέρδη 3,4 φορές περισσότερα συγκριτικά με τους άνδρες (2,88/0,86) και 1,7 φορές περισσότερα από το μέσο όρο (2,88/1,71). Οι τελικοί κόμβοι (τμήματα) με τη μεγαλύτερη απόδοση αναφέρονται στους κατόχους πιστωτικής κάρτας ολιγομελών οικογενειών, στους ιδιώτες επαγγελματίες των ίδιων οικογενειών και στις γυναίκες της μεσαίας οικογένειας, οι οποίοι συνολικά αριθμούν  1350 άτομα, δηλαδή το 63,8% του όλου πληθυσμού, με μέση απόδοση κέρδους 2,28  ((758x1,98+112x3,08+430x2,88)/1350).
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			Σχήμα 7.4. Δενδρόγραμμα CHAID με μία ποσοτική εξαρτημένη μεταβλητή (προμήθεια διαδικτυακών συναλλαγών) και 4 προβλεπτικές: νοικοκυριά (μέλη οικογένειας), τρόπος πληρωμής, φύλο και οικονομική κατάσταση. Το δενδρόγραμμα καταλήγει σε 6 τελικούς κόμβους.

			Η τεχνική CHAID ομοιάζει με την πολλαπλή παλινδρόμηση γιατί ελέγχει τις βέλτιστες προβλεπτικές οι οποίες επεξηγούν όσο πιο άριστα μπορούν τη διακύμανση της ανάλυσης και επιπρόσθετα, ανιχνεύει τις σπουδαιότερες μεταβλητές εκείνες που διαφοροποιούν στο μέγιστο διάφορα ζητήματα που θέτει προς έρευνα, η ενδιαφερόμενη εταιρία. Η τεχνική, πρώτα βρίσκει τις μεταβλητές εκείνες που επηρεάζουν στο μέγιστο την εξαρτημένη μεταβλητή και ακολούθως, καθορίζει τις ομάδες των κατηγοριών ή διαβαθμίσεων, με σκοπό την επιλογή των πιο σημαντικών συνδυασμών των μεταβλητών. 

			Η τεχνική είναι εξαιρετικά δημοφιλής σε πεδία ερευνών όπου κυριαρχούν οι κατηγορικές μεταβλητές και λιγότερο όπου οι ποσοτικές μεταβλητές, αποτελώντας ομολογουμένως, το ιδανικότερο εργαλείο για την ανακάλυψη σχέσεων μεταξύ των κατηγορικών μεταβλητών. 

			Λόγω της υψηλής διεθνούς απήχησης και αποδοχής που τυγχάνουν οι δύο τεχνικές αλλά και της ευχρηστίας χειρισμού τους μέσω στατιστικών προγραμμάτων, στο παρόν κεφάλαιο δίνεται ιδιαίτερη βαρύτητα στην κατανόηση των βασικών αρχών και χαρακτηριστικών λειτουργίας των αλγόριθμων και για το λόγο αυτό αναφέρονται δύο μελέτες περιπτώσεων: η πρώτη σχετίζεται με το προφίλ των ελληνικών τυριών και αναλύεται για λόγους συγκριτικούς με τη δράση και αποτελέσματα των ήδη διδαχθέντων πολυμεταβλητών τεχνικών και η δεύτερη επεξεργάζεται ευρήματα της κλινικής ιατρικής με τη χρήση δενδρικής ταξινόμησης και με λίαν ευκρινή και αξιόπιστα αποτελέσματα.

			7.2 Μεθοδολογία της τεχνικής CΑRT

			Η εφαρμογή της τεχνικής CΑRT έχει προσφάτως κερδίσει την εμπιστοσύνη διεθνώς, μεγάλης μερίδας επιστημόνων ανεξαρτήτως ειδικότητας πεδίου, σε βάρος της χρήσης παραδοσιακών πολυμεταβλητών τεχνικών, για τους εξής κυρίως λόγους:

			
					Επιτυγχάνεται απλούστευση των αποτελεσμάτων εμπλουτισμένη με διευκρινιστικά γραφήματα. Στις πλείστες των περιπτώσεων, η ερμηνεία των αποτελεσμάτων είναι απλή διότι ο διαχωρισμός των παρατηρήσεων βασίζεται σε μερικές λογικές διατυπώσεις του τύπου «αν–τότε», και όχι στον υπολογισμό τιμών ταξινόμησης για κάθε ομάδα από το σύνολο των συμμετεχουσών μεταβλητών και των διακριτικών εξισώσεων. Η απόδοση και εμπέδωση των αποτελεσμάτων είναι ταχύτερη, με δύο ή τρεις το πολύ, λογικές διατυπώσεις παρά με την παρουσία δυσνόητων και περίπλοκων διακριτικών εξισώσεων.

					Η ανάπτυξη των λογικών διατυπώσεων, εκ των πραγμάτων έχει μη παραμετρικές καταβολές και μη γραμμική κατεύθυνση, έτσι δεν απαιτούνται έλεγχοι των παραμετρικών προϋποθέσεων όπως συμβαίνει στις άλλες τεχνικές.

			

			Η μέθοδος των διακριτικών μονοδιάστατων τμήσεων (Discriminant-based univariate split) θεωρείται η πλέον αποδεκτή και βασίζεται στον προσδιορισμό των άριστων τελικών κόμβων τμήσης του δένδρου και των πιο κατάλληλων ανεξάρτητων μεταβλητών για να εκτελέσουν τις τμήσεις. Στη δενδρική ταξινόμηση, και σε κάθε τελικό κόμβο, εφαρμόζονται στατιστικοί έλεγχοι για τη σημαντικότητα της πρόβλεψης των μελών των κλάσεων με βάση τις τιμές κάθε προβλεπτικής μεταβλητής. Με παρούσες μόνο κατηγορικές ανεξάρτητες, χρησιμοποιείται ο έλεγχος χ2 της ανεξαρτησίας των κλάσεων (της εξαρτημένης μεταβλητής) και των επιπέδων (κατηγοριών) κάθε ανεξάρτητης μεταβλητής. Με παρούσες μόνο ποσοτικές ανεξάρτητες, υιοθετείται η ανάλυση της διακύμανσης (ΑΝΟVΑ) η οποία ελέγχει τη σημαντικότητα διαχωρισμού των κλάσεων της εξαρτημένης από τις ανεξάρτητες μεταβλητές. Όποια μεταβλητή παράγει την μικρότερη πιθανότητα σφάλματος p, συγκρινόμενη με την πιθανότητα αναφοράς 0,05 του Bonferonni, αυτή επιλέγεται να τμήσει τον αντίστοιχο κόμβο. Επόμενο βήμα είναι ο προσδιορισμός της κατάλληλης τιμής της μεταβλητής, υπεύθυνης της τμήσης. Στις ποσοτικές ανεξάρτητες, χρησιμοποιείται ένας αλγόριθμος ο οποίος δημιουργεί τεχνηέντως δύο υπερκλάσεις στον κόμβο και με την εφαρμογή δευτεροβάθμιων εξισώσεων, υπολογίζει δύο τμήσεις, επιλέγοντας τελικά, τη μία από αυτές για να τμήσει τον κόμβο. Στις κατηγορικές ανεξάρτητες, δημιουργούνται εικονικές μεταβλητές τόσες, όσες και οι κατηγορίες αυτών και μετά την εφαρμογή μίας πολύπλοκης διαδικασίας στατιστικών αναλύσεων, επιλέγεται εκείνη η κατηγορία μίας μεταβλητής που τέμνει πλέον ικανοποιητικά τον κόμβο.

			Ειδικές λεπτομέρειες της τεχνικής

			Η τεχνική των τμήσεων των δένδρων (ουσιαστικά των παρατηρήσεων) με τη λογική των διατυπώσεων παρουσιάζει ένα μειονέκτημα: δεν γνωρίζει από μόνη της πότε να διακόψει τις διαδοχικές τμήσεις γιατί αλλιώς καταλήγει σε ομάδες με ελάχιστες ή και με μία παρατήρηση. Επιβάλλεται ο κανόνας να περατώνεται η παραγωγή νέων τμήσεων στο σημείο εκείνο όπου διαπιστώνεται ότι οι επόμενες τμήσεις ελάχιστα βοηθούν στη βελτίωση της πρόβλεψης της ταξινόμησης. Για παράδειγμα, αν 10 τμήσεις βοηθούν στην πρόβλεψη ταξινόμησης του 90% των παρατηρήσεων και 11 τμήσεις συμβάλλουν στο 90,5% τότε είναι προφανής η έλλειψη αισθητής βελτίωσης. Όμως, ακόμα και έτσι, η επιλογή των 10 τμήσεων δεν είναι η οριστική. Υπάρχουν μέθοδοι που ελέγχουν την ποιότητα της πρόβλεψης μέχρι το σημείο (επίπεδο) που σταμάτησαν οι τμήσεις και μπορούν να «κλαδέψουν προς τα πίσω» μέρος των κλάδων (τμήσεων) των δένδρων μέχρις ότου εξασφαλίσουν το σωστό μέγεθος που οδηγεί στην άριστη πρόβλεψη της ταξινόμησης των παρατηρήσεων.  Οι μέθοδοι αυτές στηρίζονται στην αρχή ότι ένα μόνο μέρος των στοιχείων θα υποβληθεί στην ανάλυση της δενδρικής παλινδρόμησης ενώ το υπόλοιπο θα χρησιμοποιηθεί ως είσοδος νέων παρατηρήσεων για την εκτίμηση της ποιότητας της πρόβλεψης. Οι μέθοδοι αυτές είναι:

			
					Η διασταυρωτική επικύρωση CV (cross validation) κατά την οποία το δένδρο υπολογίζεται από μία ομάδα παρατηρήσεων γνωστή και ως μελετούμενο δείγμα (learning sample) και η εγκυρότητά του διασταυρώνεται από ένα άλλο, απόλυτα ανεξάρτητο δείγμα παρατηρήσεων, γνωστό ως δείγμα ελέγχου (testing sample).

					Η διασταυρωτική επικύρωση V φορές (V-fold cross validation) κατά την οποία το αρχικό δείγμα (μελετούμενο) διαιρείται σε V μικρότερα, τυχαίως ληφθέντα υποδείγματα (δείγματα ελέγχου) τα οποία διασταυρώνονται για τον έλεγχο της εγκυρότητας των τμήσεων. Το άριστο δένδρο πρόβλεψης είναι εκείνο που διασφαλίζεται από την άριστη μέση ακρίβεια των διασταυρούμενων παρατηρήσεων ταξινόμησης.

			

			Υπολογιστική διαδικασία της τεχνικής CΑRT

			Η διαδικασία των υπολογισμών που απαιτούνται για την ανάπτυξη ενός δένδρου ταξινόμησης ή παλινδρόμησης, περιλαμβάνει 6 βήματα:

			
					Προσδιορισμός των κριτηρίων υπολογισμού της ακρίβειας πρόβλεψης.Η πλέον ακριβής πρόβλεψη ορίζεται εκείνη που παρουσιάζει το ελάχιστο κόστος, δηλαδή το μικρότερο ποσοστό εσφαλμένης ταξινόμησης των παρατηρήσεων στη δενδρική ταξινόμηση ή την ελάχιστη διακύμανση στη δενδρική παλινδρόμηση. Για την ενίσχυση της αξιοπιστίας και εγκυρότητας της ακρίβειας πρόβλεψης υπολογίζονται αρκετά διαφορετικά κόστη και ελάχιστα διακυμάνσεων. Στη δενδρική ταξινόμηση όπου η εξαρτημένη μεταβλητή είναι κατηγορική, η ελαχιστοποίηση του κόστους προσδιορίζεται όταν οι προγενέστερες πιθανότητες είναι αναλογικές του μεγέθους των κλάσεων (κατηγοριών) και παράλληλα όταν οι πιθανότητες των εσφαλμένων ταξινομήσεων είναι ισότιμες σε κάθε κλάση. Στη δενδρική παλινδρόμηση, δεν υφίστανται προγενέστερες πιθανότητες λόγω απουσίας κατηγοριών στην εξαρτημένη μεταβλητή.


					Επιλογή των μεταβλητών, υπεύθυνων για τις τμήσεις.Το δεύτερο βασικό βήμα, σε αμφότερους τους δενδρικούς τύπους, αφορά την ορθή επιλογή των τμήσεων που υφίστανται οι ανεξάρτητες μεταβλητές με σκοπό να προβλέψουν τα μέλη των κλάσεων στην κατηγορική εξαρτημένη μεταβλητή (ταξινόμηση) ή να προβλέψουν τιμές της ποσοτικής εξαρτημένης μεταβλητής (παλινδρόμηση) με τέτοιο τρόπο ώστε να επιτυγχάνεται η μέγιστη ορθή πρόβλεψη. Η ακρίβεια της πρόβλεψης μετρείται σε κάθε τελικό κόμβο (node) ως μέτρο νοθείας των παρατηρήσεων, δείχνει δηλαδή τη σχετική ομοιογένεια (το αντίστροφο της νόθευσης) αυτών στους τελικούς κόμβους ή γενικότερα το μέγεθος της πολυπλοκότητας του τελικού κόμβου.
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Πίνακας 7.1. Μετρήσεις και τροποποιήσεις του δείκτη νοθείας G(t) του Gini.
Αν όλες οι παρατηρήσεις στους τελικούς κόμβους είναι ομοιότυπες (ανήκουν σε μία κλάση μόνο) τότε η νοθεία του κόμβου είναι ελάχιστη, η ομοιογένεια μέγιστη και η πρόβλεψη άριστη. Οι επικρατέστεροι δείκτες νοθείας (ατελούς κατάταξης) για τη δενδρική ταξινόμηση είναι:
	Ο δείκτης νοθείας του Gini (Gini measure of impurity) του κόμβου (Πίν. 7.1), ο οποίος προσεγγίζει το μηδέν όταν μόνο μία (καθαρή) κλάση είναι παρούσα σε ένα κόμβο.  Όταν οι προγενέστερες πιθανότητες λαμβάνονται ως αναλογικές του μεγέθους των κλάσεων και το κόστος εσφαλμένης ταξινόμησης ως ισότιμο στις κλάσεις, ο δείκτης Gini προκύπτει ως το άθροισμα του γινομένου όλων των ζευγών των αναλογιών των κλάσεων που είναι παρούσες στον κόμβο. Ο δείκτης λαμβάνει τη μέγιστη τιμή όταν τα μεγέθη των κλάσεων στον κόμβο είναι ίσα και μηδέν, όταν όλες οι παρατηρήσεις στον κόμβο ανήκουν στην ίδια κλάση.   
	Ο κλασικός δείκτης χ2 ο οποίος υπολογίζεται από την απόκλιση των παρατηρούμενων συχνοτήτων από τις αναμενόμενες συχνότητες ταξινόμησης των παρατηρήσεων. 



			

			Στη δενδρική παλινδρόμηση ως δείκτης νοθείας χρησιμοποιείται το κριτήριο της απόκλισης  των ελαχίστων τετραγώνων R(t) σύμφωνα με τον τύπο,
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			όπου Nw(t) είναι ο σταθμισμένος αριθμός των παρατηρήσεων στον κόμβο t, wi είναι η τιμή της σταθμισμένης μεταβλητής για την παρατήρηση i, fi είναι η τιμή του πίνακα των συχνοτήτων, yi είναι η τιμή της εξαρτημένης μεταβλητής και 
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			είναι ο σταθμισμένος μέσος όρος για τον κόμβο t.

			
					Προσδιορισμός του σημείου διακοπής των τμήσεων.Δύο κριτήρια προσδιορισμού του πότε η διαδικασία των αλλεπάλληλων τμήσεων πρέπει να τερματιστεί χρησιμοποιούνται:
α) Επιλογή του ελάχιστου αριθμού παρατηρήσεων που πρέπει να έχει ένας τελικός κόμβος.
β) Επιλογή ενός συγκεκριμένου ποσοστού του μεγέθους των παρατηρήσεων που ανήκουν σε μία ή περισσότερες κλάσεις, που επιτρέπεται να περιέχει ένας κόμβος και παράλληλα να μην το υπερβαίνει.
Η επιλογή των κριτηρίων συντονίζεται αποκλειστικά από τους χειρισμούς του ίδιου του ερευνητή. 


					Eπιλογή του δένδρου με το ακριβές μέγεθος των τμήσεων με τη βοήθεια της δοκιμής του κλαδέματος.Το μέγεθος  του δένδρου (ή αλλιώς ο αριθμός τμήσεων) ταξινόμησης ή παλινδρόμησης αποτελεί σημαντικό στοιχείο για την αποτελεσματικότητα της ανάλυσης γιατί ένα υπερμέγεθες δένδρο (με πολλαπλούς κλάδους – τμήσεις) δυσκολεύει πολύ στην ερμηνεία των αποτελεσμάτων. Ο προσδιορισμός του κατάλληλου δενδρικού μεγέθους διακλαδώσεων σημαίνει ούτε έντονη πολυπλοκότητα (πολλοί κλάδοι) ούτε εξαιρετικά απλουστευμένο δένδρο, δηλαδή να μπορεί να εκμεταλλεύεται κάθε πληροφορία που αυξάνει την ακρίβεια πρόβλεψης και να διευκολύνει την κατανόηση του φαινομένου που περιγράφει. Δύο στρατηγικές επιλογής της ακρίβειας του δενδρικού μεγέθους περιγράφονται παρακάτω: η πρώτη συνίσταται στον προσδιορισμό ενός συγκεκριμένου ποσοστού μεγέθους παρατηρήσεων που δεν πρέπει να υπερβαίνει ο τελικός κόμβος και η δεύτερη, στηρίζεται στην αυτόματη επιλογή μέσω της χρήσης ειδικού αλγόριθμου.  
Στην πρώτη στρατηγική υπάρχουν ειδικά διαγνωστικά κριτήρια που ελέγχουν την αξιοπιστία επιλογής του δενδρικού μεγέθους:
α) Το δείγμα ελέγχου. Το δένδρο υπολογίζεται από το μελετούμενο δείγμα και η ακρίβεια του ελέγχεται από το αποτέλεσμα της πρόβλεψης των μελών (παρατηρήσεων) ταξινόμησης που εφαρμόζεται στις κλάσεις στο δείγμα ελέγχου. Αν τα κόστη (συχνότητα εσφαλμένων ταξινομήσεων εκφρασμένη και σε ποσοστό) του δείγματος ελέγχου υπερβαίνουν τα κόστη του μελετούμενου δείγματος τότε προκύπτει ένδειξη χαμηλής διασταυρωτικής εγκυρότητας. Στην περίπτωση αυτή καταφεύγουμε στην επιλογή ενός δένδρου διαφορετικού μεγέθους. Τα δύο δείγματα συνήθως αποτελούν δύο ανεξάρτητα υποδείγματα ή αν το μελετούμενο δείγμα είναι μεγάλο τότε από αυτό αποσπάται με τυχαίο τρόπο, το 1/3 ή ½ των παρατηρήσεων για να χρησιμοποιηθεί ως δείγμα ελέγχου.  
β) Το δείγμα V υποδειγμάτων. Όταν δεν υπάρχει δείγμα ελέγχου (το συνηθέστερο) και το μελετούμενο δείγμα είναι μικρό τότε επιλέγουμε V υποδείγματα ίσου μεγέθους από το αρχικό δείγμα. Έπειτα δημιουργούμε ένα δένδρο με συγκεκριμένο μέγεθος, εκτιμούμενο V φορές, αφήνοντας κάθε φορά εκτός υπολογισμού, ένα υποδείγμα διαφορετικό εκάστοτε, το οποίο χρησιμοποιούμε ως δείγμα ελέγχου για τη διασταύρωση της ακριβούς πρόβλεψης. Έτσι, κάθε υποδείγμα χρησιμοποιείται V-1 φορές ως μελετούμενο δείγμα και μία φορά ως δείγμα ελέγχου. Τα κόστη αξιοπιστίας της διασταυρωτικής επικύρωσης (κόστη CV) υπολογίζονται ως μέση τιμή των V επαναληπτικών εκτιμήσεων συνοδευόμενων με την εκτίμηση του τυπικού σφάλματος.
Στη δεύτερη στρατηγική, την αυτόματη δηλαδή επιλογή του ακριβούς μεγέθους του δένδρου, χρησιμοποιείται το κριτήριο της ολικής  διασταυρωτικής επικύρωσης (global cross validation, GCV). Σύμφωνα με αυτή, το αρχικό δείγμα επαναλαμβάνεται με μορφή υποδειγμάτων V φορές, απομακρύνοντας κάθε φορά, ένα τμήμα από το αρχικό δείγμα, ίσο με το κλάσμα 1/V το οποίο χρησιμεύει ως δείγμα ελέγχου εκάστοτε. Η λειτουργία του αλγόριθμου στοχεύει στην ανάπτυξη ενός τεράστιου δένδρου με πολλούς κόμβους οι οποίοι κλαδεύονται κλιμακωτά, μέχρις ότου με βάση τα διαγνωστικά κριτήρια, παραχθεί δένδρο ιδανικού μεγέθους. Στην πράξη επιλέγονται αρκετά δένδρα ως υποψήφια του ιδανικού μεγέθους, από τα οποία ως επικρατέστερο αποβαίνει εκείνο που υπακούει στον εξής κανόνα: το ιδανικό δένδρο είναι το δένδρο εκείνο που έχει σχετικά λίγα κλαδιά και επιπλέον τα κόστη του  δεν υπερβαίνουν τα ελάχιστα κόστη +1SE (τυπικό σφάλμα) εκείνου του δένδρου που φέρει λιγότερα κλαδιά. Η επιλογή τυπικού σφάλματος >1 μπορεί να οδηγήσει σε πολύ μικρότερα δένδρα ενώ η επιλογή τυπικού σφάλματος ίσο με 0 οδηγεί στο δένδρο με τα λιγότερα κλαδιά (που δεν είναι το ζητούμενο). 
Εναλλακτικά, όταν η προηγούμενη τεχνική αποτύχει να προβλέψει το κατάλληλο μέγεθος των τμήσεων, χρησιμοποιείται ο ειδικός αλγόριθμος FACT των Loh and Vanichestakul (1988). Ο αλγόριθμος αυτός συνεχίζει τη διαδικασία των τμήσεων μέχρις ότου κάθε τελικός κόμβος παύει να περιέχει παρατηρήσεις εσφαλμένης ταξινόμησης (καθαρός κόμβος) ή παύει να περιέχει περισσότερες παρατηρήσεις από ένα ελάχιστο ποσοστό το οποίο προκαθορίζεται από τον ερευνητή να αντιστοιχεί σε κάθε τελικό κόμβο.
Γενικώς, ένα ικανοποιητικό μέτρο αξιοπιστίας ως προς την επιλογή του ορθού μεγέθους των τμήσεων είναι η σύγκριση των τιμών του κόστους της V-1 διασταυρωτικής επικύρωσης CV και του κόστους της ολικής διασταυρωτικής επικύρωσης GCV. Η αξιοπιστία θεωρείται υψηλή όταν διαπιστώνεται μεγάλη προσέγγιση των δύο αυτών τιμών ή τουλάχιστον, να υπάρχει επικάλυψη των τυπικών σφαλμάτων τους. Επίσης, συνιστάται και η σύγκριση των πινάκων που περιέχουν τα κόστη αστοχίας  που δημιουργούν οι δύο παραπάνω τεχνικές.


					Τρόποι εκτίμησης των κριτηρίων της ακρίβειας πρόβλεψης.Στη δενδρική ταξινόμηση, η ακρίβεια της πρόβλεψης μετρείται ως ποσοστό των ορθών ταξινομήσεων και επιπρόσθετα, η καθαρότητα του κόμβου εκτιμάται με το δείκτη νοθείας του Gini και τον έλεγχο χ2.
Στη δενδρική παλινδρόμηση, η ακρίβεια μετρείται ως το μέσο σφάλμα των τετραγώνων της προβλεπτικής μεταβλητής και ο δείκτης νοθείας ως η απόκλιση των ελαχίστων τετραγώνων.
(Α) Ακρίβεια πρόβλεψης του κόστους στη δενδρική ταξινόμηση
1) Εκτίμηση κόστους επαναντικατάστασης (resubstitution) το οποίο ισούται με το ποσοστό των παρατηρήσεων που κατατάχθηκαν εσφαλμένα από μία μεταβλητή δρώσα ως ταξινομητής και συνιστά το αρχικό (μελετούμενο) δείγμα. Η επαναντικατάσταση υπολογίζεται ως
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όπου Χ είναι ο οδηγός της εξίσωσης,
Χ=1, αν η δήλωση
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είναι αληθής 
Χ=0, αν η δήλωση
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είναι ψευδής
 [image: 6_5.png]
 είναι ο ταξινομητής (μεταβλητή)
Η επαναντικατάσταση εκτιμάται με τα ίδια στοιχεία που χρησιμοποιούνται και στον ταξινομητή.
2) Δημιουργία του δείγματος ελέγχου. Το σύνολο των παρατηρήσεων διαιρείται σε δύο υποδείγματα Ζ1 και Ζ2. Το δείγμα ελέγχου είναι το ποσοστό των παρατηρήσεων στο Ζ2 που ταξινομήθηκε εσφαλμένα από τον ταξινομητή που δημιουργήθηκε από το υποδείγμα Ζ1. Στο δείγμα ελέγχου, αφού πρώτα θεωρήσουμε ότι τα δύο υποδείγματα έχουν μεγέθη παρατηρήσεων Ν1 και Ν2, υπολογίζεται το κόστος ως
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όπου Z2 είναι το υποδείγμα το οποίο δεν χρησιμοποιείται για τη δημιουργία του ταξινομητή.
3) Δημιουργία της πολλαπλής (V φορές) διασταυρωτικής επικύρωσης. Το σύνολο των παρατηρήσεων διαιρείται σε V υποδείγματα Z1, Ζ2 ... ΖV, σχεδόν ίσου μεγέθους. Ο δείκτης αυτός υπολογίζει το ποσοστό των παρατηρήσεων στο υποδείγμα Ζ που ταξινομήθηκε εσφαλμένα από τον ταξινομητή (μεταβλητή) που παράχθηκε από το υποδείγμα Ζ-ΖV.  Θεωρώντας ότι τα υποδείγματα έχουν αντίστοιχα μεγέθη παρατηρήσεων Ν1, Ν2 ... ΝV, το κόστος εκτιμάται ως
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όπου η παράμετρος
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υπολογίζεται από το υποδείγμα Ζ-ΖV.
(Β) Ακρίβεια πρόβλεψης του κόστους στη δενδρική παλινδρόμηση.
1) Κόστος επαναντικατάστασης. Υπολογίζεται ως το αναμενόμενο σφάλμα των τετραγώνων της προβλεπτικής μεταβλητής, 
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όπου το μελετούμενο δείγμα Ζ αποτελείται από (xiyi), i=1,2,...,N παρατηρήσεις. H επαναντικατάσταση υπολογίζεται με τα ίδια στοιχεία που χρησιμοποιήθηκαν για τη δημιουργία του ταξινομητή d.
2) Δημιουργία του δείγματος ελέγχου. Το σύνολο των παρατηρήσεων διαιρείται σε δύο υποδείγματα Z1 και Ζ2 και το δείγμα ελέγχου εκτιμάται από το μέσο σφάλμα των τετραγώνων της ανεξάρτητης μεταβλητής ως εξής:
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όπου Z2 είναι το υποδείγμα το οποίο δε χρησιμοποιείται για τη δημιουργία του ταξινομητή.
3) Κριτήριο διασταυρωτικής V φορές επικύρωσης. Το σύνολο των παρατηρήσεων διαιρείται σε V υποδείγματα Z1, Ζ2 ... ΖV, σχεδόν ίσου μεγέθους. To υποδείγμα  Ζ-ΖV χρησιμοποιείται για τη δημιουργία της προβλεπτικής μεταβλητής d και η διασταυρωτική επικύρωση εκτιμάται από το υποδείγμα ΖV ως εξής:
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όπου η παράμετρος
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υπολογίζεται από το υποδείγμα Ζ-ΖV.


					Επιλογή της μεταβλητής με τη μέγιστη σημαντικότητα πρόβλεψης ως η επικρατούσα μεταβλητή τμήσης. Η σημαντικότητα πρόβλεψης των μεταβλητών   υπολογίζεται  αθροίζοντας  ατομικά ανά μεταβλητή, για μεν τη δενδρική ταξινόμηση, όλες τις ορθές ταξινομήσεις σε όλους τους κόμβους, για δε τη δενδρική παλινδρόμηση, όλες τις τιμές επαναντικατάστασης και εκφράζοντας τις ατομικές αυτές αθροίσεις σε ποσοστά ως προς το μέγιστο άθροισμα που βρέθηκε σε μία από αυτές. Η μεταβλητή με το μέγιστο ποσοστό δηλαδή 100%, λογίζεται ως η σημαντικότερη.  Η τεχνική αυτή οδηγεί πολλές φορές στην επιλογή ως σημαντικότερης, μίας μεταβλητής η οποία έχει στην πραγματικότητα μικρότερες πιθανότητες επιλογής από άλλες αν εφαρμόζονταν διαφορετικές μέθοδοι. Αντισταθμίζει όμως το μειονέκτημα αυτό με την προοπτική ότι οι επιλεγόμενες μεταβλητές μπορεί να έχουν σημαντική προβλεπτική ισχύ, αναφορικά με την έκβαση του επιστημονικού ενδιαφέροντος, δηλαδή τη δυνατότητα να παρέχει ισχυρή εναλλακτική λύση. 

			

			Ανακεφαλαίωση

			Τα δένδρα ταξινόμησης χρησιμοποιούνται για να προβλέψουν την κατανομή των παρατηρήσεων στις κλάσεις (ομάδες) μίας κατηγορικής ή ποσοτικής εξαρτημένης μεταβλητής, εκτελώντας μετρήσεις σε μία ή περισσότερες ανεξάρτητες μεταβλητές. Ειδικοί αλγόριθμοι παράγουν διχοτόμους κλάδους δένδρων βασιζόμενοι σε ατομικές τμήσεις των ανεξάρτητων μεταβλητών που μπορεί να είναι ποσοτικές, κατηγορικές ή διαβαθμισμένες. 

			Η εφαρμογή τους διευρύνεται ταχέως σε εφαρμοσμένα πεδία της διαγνωστικής ιατρικής, βοτανικής, οικολογίας, επεξεργασίας τροφίμων, βιολογίας για ταξινόμηση των ειδών, ψυχολογίας κτλ. Ο καταλληλότερος τρόπος εκμάθησης της δενδρικής ταξινόμησης και παλινδρόμησης είναι η γραφική απεικόνιση των δένδρων (Σχ. 7.5). 

			Ως παράδειγμα αναφέρεται μία μελέτη στη διαγνωστική ιατρική της οποίας το κύριο θέμα αφορά κατά πόσο θα ήταν εξαιρετικά χρήσιμο σε ασθενείς άρτι αφιχθέντες στο νοσοκομείο λόγω καρδιακής προσβολής, να ληφθούν κάποιες μετρήσεις (μεταβλητές),  ικανές να προβλέψουν σε διάστημα ενός μηνός, αν οι εισαγόμενοι ασθενείς είναι υψηλού καρδιακού κινδύνου ή όχι. Έτσι, τρεις προβλεπτικές μεταβλητές θεωρήθηκαν σημαντικές  για την έρευνα: Ρ=συστολική πίεση του αίματος (σε mmHg), Α=ηλικία ασθενούς σε έτη, Τ=ταχυκαρδία, παρούσα (1) και απούσα (0). Ως εξαρτημένη κατηγορική μεταβλητή μελετήθηκε η c= κατάσταση του ασθενούς (1: χαμηλού κινδύνου- να επιβιώσει >30 ημέρες, 2: υψηλού κινδύνου- να επιβιώσει <30 ημερών). Η ανάλυση της δενδρικής ταξινόμησης κατέληξε σε ένα απλό δένδρο (Σχ. 7.5) με τρεις τμήσεις ή αλλιώς τρεις λήψεις απόφασης (τέσσερις τελικοί κόμβοι). Συγκεκριμένα, το διχοτομικό δένδρο ταξινόμησης περιγράφεται με την εξής δήλωση-συμπέρασμα: Αν η 24ωρη συστολική πίεση του ασθενούς είναι >91 mmHg και αν η ηλικία αυτού είναι >62,5 έτη και επιπρόσθετα παρουσιάζει συμπτώματα ταχυκαρδίας (1) τότε ο συγκεκριμένος ασθενής προβλέπεται να έχει χαμηλή επιβίωση (κατηγορία 2:<30 ημερών).

			Ένα τέτοιο δένδρο είναι σχετικά εύκολο να δημιουργηθεί. Μία ιεραρχία ερωτήσεων υποβάλλεται και η τελική λήψη απόφασης εξαρτάται από το περιεχόμενο των απαντήσεων στις προηγούμενες ερωτήσεις. Η ιεραρχία αυτή προσομοιάζει με τον κορμό ενός δένδρου από τον οποίο εκφύονται κλαδιά (τμήσεις) τα οποία οδηγούν στο έσχατο κλαδί από το οποίο το φύλλο κρέμεται και το φύλλο αυτό αποτελεί την τελική απόφαση.

			Η βασική διαφορά μεταξύ της δενδρικής ταξινόμησης και της διακριτικής ανάλυσης μπορεί να διασαφηνιστεί με τη χρήση του προηγούμενου παραδείγματος σχετικά με τη διαδικασία λήψης απόφασης. 

			
					Η διακριτική ανάλυση υπολογίζει τρεις συντελεστές παλινδρόμησης, τους p, a, t, που ορίζουν το γραμμικό συνδυασμό των μεταβλητών πίεση, ηλικία και ταχυκαρδία ασθενούς, και οι οποίοι διακρίνουν άριστα ασθενείς υψηλού και χαμηλού κινδύνου. Η προβλεπόμενη ταξινόμηση κάθε ασθενούς ως υψηλού ή χαμηλού κινδύνου γίνεται εκτιμώντας την τιμή ταξινόμησης κάθε ασθενούς στις τρεις προβλεπτικές μεταβλητές, δηλαδή:

			

			 [image: 14_5.png]

			, όπου c=το σημείο τμήσης της διακριτικής ανάλυσης στο οποίο οι ασθενείς διαχωρίζονται σε δύο κλάσεις, χαμηλού και υψηλού κινδύνου. Αν η παραγόμενη τιμή είναι ≤0 τότε ο ασθενής δηλώνεται ως χαμηλού κινδύνου και υψηλού αν ισχύει >0.

			
					Στη δενδρική ταξινόμηση η αντίστοιχη ιεραρχική διαδικασία προκρίνει τα αθροίσματα (p+P), (a+A) και (t+T) και παράγει τιμές p=-91, a=-62,5, t=0, οπότε θα ισχύει: αν -91+P ≤0 τότε ο ασθενής είναι   χαμηλού κινδύνου (P≤91), αλλά και αν -62,5+Α≤0 τότε ο ασθενής είναι πάλι χαμηλού κινδύνου (A≤62,5), όπως επίσης και αν ισχύει 0+Τ≤0 (T≤0).  

			

			Σύμφωνα με τις παραπάνω διατυπώσεις, η βασική διαφορά μεταξύ των δύο μεθόδων (διακριτικής ανάλυσης και δενδρικής ταξινόμησης), έγκειται στο γεγονός ότι στη μεν διακριτική ανάλυση η λήψη απόφασης αντλείται λαμβάνοντας ταυτόχρονα υπόψη και τις τρεις ανεξάρτητες μεταβλητές, στη δε δενδρική ταξινόμηση  η λήψη απόφασης εξάγεται ατομικά κάθε φορά, θεωρώντας παρούσα μόνο μία μεταβλητή (ατομική τμήση).
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			Σχήμα 7.5.  Δενδρόγραμμα λήψης απόφασης.

			7.3 Περιγραφή της τεχνικής CHAID

			Ο αλγόριθμος της τεχνικής περιλαμβάνει τρία στάδια προσπέλασης των στοιχείων: της συγχώνευσης, τμήσης και διακοπής της επέκτασης. Ένα δένδρο αναπτύσσεται χρησιμοποιώντας επαναληπτικά τα τρία αυτά στάδια σε κάθε κόμβο, εκκινώντας από το ριζικό κόμβο και τηρώντας την παρακάτω σημειογραφία:

			
					Y, η εξαρτημένη μεταβλητή ή στόχος, η οποία μπορεί να είναι κατηγορική, διαβαθμισμένη ή ποσοτική

					Xm,  m=1...M, η ομάδα των προβλεπτικών μεταβλητών οι οποίες επίσης μπορούν να είναι όμοιας φύσης με την προηγούμενη (εξαρτημένη)

					 [image: 15_7.png], το πλήρες μελετούμενο δείγμα, xn το σύνολο των ανεξάρτητων μεταβλητών, n το πλήθος των παρατηρήσεων ειδικά βάρη wn και fn, σχετιζόμενα με το πλήθος n. Τιμές θετικές και δεκαδικές στρογγυλοποιούνται στον πλησιέστερο ακέραιο. 

			

			Ο αλγόριθμος επεξεργάζεται στοιχεία κατηγορικής ή διαβαθμισμένης φύσης ενώ οι ποσοτικές προβλεπτικές μετασχηματίζονται αναγκαστικά, σε νέες διαβαθμισμένες μεταβλητές.

			Στάδιο της συγχώνευσης

			Για κάθε προβλεπτική, συγχωνεύονται όλες οι κατηγορίες που βρέθηκαν μη στατιστικά σημαντικές. Κάθε τελική κατηγορία της Χ οδηγεί σε ένα κόμβο τμήσης μόνο εφόσον η συγκεκριμένη Χ επιλέγεται και στο βήμα αυτό υπολογίζεται μία ρυθμιζόμενη (διορθωμένη) τιμή τμήσης p. Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις:

			1) Αν η Χ έχει μία μόνο κατηγορία, λήγει η διαδικασία τμήσης και τιμή p ρυθμίζεται σε 1,0.

			2) Αν η Χ έχει δύο κατηγορίες τότε η ρυθμιζόμενη τιμή p υπολογίζεται για τις συγχωνευμένες κατηγορίες εφαρμόζοντας τη διόρθωση του Bonferroni.

			3) Ειδάλλως (αν η Χ έχει περισσότερες από δύο κατηγορίες), ανευρίσκεται εκείνο το επιτρεπτό ζεύγος κατηγοριών (δύο παρακείμενες στις διαβαθμισμένες προβλεπτικές και δύο οποιεσδήποτε στις κατηγορικές) που είναι το ελάχιστα στατιστικά διαφορετικό συγκρινόμενο με τα άλλα, δηλαδή το περισσότερο όμοιο. Ως τέτοιο ζεύγος θεωρείται εκείνο που στατιστικά δίνει τη μέγιστη τιμή τμήσης p, αναφορικά με την εξαρτημένη μεταβλητή.

			4) Η τιμή p του ελάχιστα επιτρεπτού ζεύγους ελέγχεται αν είναι μεγαλύτερη από μία τιμή που προκαθορίζεται από το χρήστη και καλείται πιθανότητα α-συγχώνευσης. Αν η τιμή τμήσης p είναι μεγαλύτερη από την α-συγχώνευσης τότε το ζεύγος αυτό συγχωνεύεται σε μία νέα σύνθετη κατηγορία της Χ, αλλάζοντας έτσι και τη σύνθεση των κατηγοριών της Χ και συνεχίζεται ο επανέλεγχος. Αν ο παραπάνω περιορισμός δεν ισχύει και παράλληλα κάποια κατηγορία έχει μικρότερο αριθμό παρατηρήσεων από αυτόν που προκαθορίζεται από το χρήστη για κάθε κόμβο, τότε αυτή συγχωνεύεται με την ομοιότερη άλλη κατηγορία, σύμφωνα με την υπόδειξη των πιθανοτήτων τμήσης p.

			5) Αν η νέα σχηματιζόμενη σύνθετη κατηγορία απαρτίζεται από 3 ή παραπάνω συγχωνευμένες κατηγορίες τότε ανευρίσκεται η άριστη δίτιμη τμήση μέσα στη σύνθετη κατηγορία στην οποία η τιμή τμήσης p είναι η μικρότερη. Η τιμή αυτή συγκρίνεται με μία ειδική τιμή α (τμήσης-συγχώνευσης) και αν είναι επίσης μικρότερη τότε η τμήση εκτελείται.

			6) Κάθε φορά, η ρυθμιζόμενη τιμή p υπολογίζεται για τις συγχωνευμένες κατηγορίες εφαρμόζοντας τη διόρθωση του Bonferroni.

			Στάδιο της τμήσης

			Η άριστη τιμή τμήσης για κάθε προβλεπτική έχει ήδη εκτιμηθεί στο στάδιο της συγχώνευσης. Στο βήμα αυτό επιλέγεται ποια προβλεπτική πρόκειται να χρησιμοποιηθεί για να τμήσει άριστα ένα κόμβο, συγκρίνοντας τις τιμές τμήσης p που αναλογούν σε όλες τις προβλεπτικές. Το στάδιο αυτό περιλαμβάνει δύο επιμέρους βήματα:

			1) Επιλέγεται η προβλεπτική με την ελάχιστη τιμή τμήσης p, δηλαδή η σημαντικότερη.

			2) Αν η ρυθμιζόμενη τιμή p-τμήσης είναι μικρότερη ή ίση από μία τιμή α-τμήσης που προκαθορίζεται από το χρήστη, τότε εκτελείται η τμήση της εξαρτημένης με τη συγκεκριμένη προβλεπτική. Ειδάλλως, η τμήση ακυρώνεται και ο προηγούμενα δημιουργημένος κόμβος θεωρείται τελικός.

			Στάδιο παύσης της διαδικασίας τμήσης

			Το βήμα αυτό ελέγχει αν η πορεία ανάπτυξης το δένδρου οφείλει να τερματιστεί όταν ισχύουν τα κάτωθι:

			1) Ο κόμβος καθίσταται γνήσιος (καθαρός), δηλαδή όλες οι παρατηρήσεις έχουν την ίδια τιμή κατηγορίας της εξαρτημένης μεταβλητής και άρα δεν υπάρχει λόγος περαιτέρω τμήσης.

			2) Αν το βάθος του επεξεργαζόμενου δένδρου προσεγγίσει μία προκαθορισμένη από το χρήστη οριακή τιμή μέγιστου βάθους, η περαιτέρω ανάπτυξη του δένδρου διακόπτεται.

			3) Αν ο αριθμός των παρατηρήσεων του κόμβου είναι μικρότερος του προκαθορισμένου από το χρήστη, η περαιτέρω τμήση διακόπτεται.

			4) Αν η τμήση ενός κόμβου οδηγεί σε τελικούς κόμβους από τους οποίους ένας περιέχει λιγότερες παρατηρήσεις από τις προκαθορισμένες τότε ο κόμβος αυτός συγχωνεύεται αναγκαστικά με τον ομοιότερό του τελικό κόμβο, όπως υποδεικνύουν οι μέγιστες τιμές τμήσης p. Αν όμως από την τμήση ενός κόμβου προκύπτει ένας μόνο τελικός κόμβος, η τμήση αυτή δεν εκτελείται.

			Υπολογισμός των πιθανοτήτων τμήσης

			Το βήμα της συγχώνευσης των κατηγοριών απαιτεί είτε τον υπολογισμό της τιμής κτήσης p για ένα ζεύγος κατηγοριών της προβλεπτικής Χ είτε τις τιμές p για όλες τις κατηγορίες της Χ. Στην πρώτη περίπτωση, ένα μέρος μόνο των στοιχείων λαμβάνεται υπόψη το οποίο ορίζεται ως D και στα στοιχεία αυτά αντιστοιχούν Ι κατηγορίες της Χ και J κατηγορίες της εξαρτημένης Υ αν αυτή είναι κατηγορική. 

			Οι υπολογισμοί αφορούν μη ρυθμιζόμενες τιμές της p και εξαρτώνται από τη φύση της εξαρτημένης μεταβλητής:

			α) Ποσοτική εξαρτημένη μεταβλητή. Στην περίπτωση αυτή υπολογίζεται το κριτήριο F της ανάλυσης της διακύμανσης (ANOVA) το οποίο ελέγχει αν οι τιμές της Υ που αναλογούν στις αντίστοιχες κατηγορίες της Χ είναι ίσες. Η τιμή p-τμήσης εξάγεται ως εξής:
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			όπου
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			και 
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			όπου F(I-1,Nf -I) είναι η οριακή τιμή της κατανομής F η οποία λαμβάνεται από τον πίνακα Π1.

			β) Κατηγορική εξαρτημένη μεταβλητή, οπότε επιλέγεται το κριτήριο χ2 το οποίο ελέγχει την ύπαρξη ανεξαρτησίας μεταξύ των μεταβλητών Χ και Υ. Δημιουργείται ένας πίνακας συχνοτήτων των κλάσεων της Υ (στήλες του πίνακα) και των κλάσεων της Χ (σειρές) και υπολογίζονται οι αναμενόμενες (προσαρμοσμένες) συχνότητες. Η τιμή τμήσης p υπολογίζεται είτε από το κριτήριο χ2 του Pearson είτε από το κριτήριο της πιθανοφάνειας G2 ως ακολούθως,
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			ή
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			όπου 
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			είναι η παρατηρούμενη συχνότητα [image: 23_5.png]

			η αναμενόμενη συχνότητα για το συνδυασμένο κελί 
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			όπου p η αντίστοιχη πιθανότητα για το κριτήριο χ2 του Pearson ή το κριτήριο της  πιθανοφάνειας G2 και

			 [image: 26_5.png], η οριακή τιμή με d=(j-1)(I-1) βαθμούς ελευθερίας που λαμβάνεται από τον πίνακα Π4. 

			γ) Διαβαθμισμένη εξαρτημένη μεταβλητή. Η διαβαθμισμένη Υ ελέγχεται για την υπόθεση ανεξαρτησίας μεταξύ των Χ και Υ, χρησιμοποιώντας το μοντέλο της δράσης των σειρών, με τις σειρές να καταλαμβάνονται στον πίνακα συχνοτήτων από τις κλάσεις της Χ και τις στήλες από τις διαβαθμίσεις (κλάσεις) της Υ. Δύο ομάδες αναμενόμενων συχνοτήτων παράγονται: 

			 [image: 27_5.png] του ελέγχου ανεξαρτησίας μεταξύ των Χ και Υ

			 [image: 28_4.png] της δράσης των σειρών της Χ

			Η τιμή p-τμήσης υπολογίζεται μετά τη χρήση του κριτηρίου της πιθανοφάνειας Η2,
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			και 
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			όπου 

			 [image: 31_3.png]

			η οριακή τιμή που λαμβάνεται από τον πίνακα Π4. 

			Ρυθμίσεις του Bonferroni

			Η διορθωμένη τιμή p-τμήσης υπολογίζεται ως p επί Β φορές, όπου Β ο πολλαπλασιαστής του Bonferroni ο οποίος ρυθμίζει τον κατάλληλο αριθμό των πολλαπλών συγκρίσεων των ζευγών των κατηγοριών. Αν υποθέσουμε ότι μία προβλεπτική μεταβλητή έχει Ι κατηγορίες και περιορίζεται σε νέες τελικές r μετά το βήμα της συγχώνευσης, τότε ο πολλαπλασιαστής Β εκφράζει τον αριθμό των δυνατών τρόπων με τους οποίους Ι κατηγορίες μπορούν να συγχωνευθούν για να καταλήξουν σε r κατηγορίες. Για r=Ι τότε Β=1, για 2≤r<I, ισχύουν οι εξής περιπτώσεις:

			α) διαβαθμισμένη εξαρτημένη μεταβλητή:  
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			β) κατηγορική εξαρτημένη μεταβλητή:  
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			Ακρίβεια πρόβλεψης του δένδρου

			Μετά την τελική κατασκευή του δένδρου εκτιμάται και η προβλεπτική ικανότητα αυτού. Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

			α) Όταν τα στοιχεία της εξαρτημένης μεταβλητής είναι κατηγορίες ή διαβαθμίσεις, τότε σε κάθε κόμβο ορίζεται μία κατηγορία πρόβλεψης από όλες τις παρατηρήσεις που ανήκουν στον κόμβο αυτό. Έτσι, η αναλογία εκείνων των παρατηρήσεων που ταξινομήθηκαν εσφαλμένα (εκτιμούν άλλη κατηγορία) εκφράζει την εκτίμηση του κινδύνου αστοχίας (risk estimate).

			β) Με παρούσα ποσοτική εξαρτημένη μεταβλητή, σε κάθε κόμβο υπολογίζεται μία τιμή πρόβλεψης ως μέση τιμή της εξαρτημένης, λαμβάνοντας υπόψη όλες τις παρατηρήσεις του κόμβου όπως και τη διακύμανση του κόμβου. Η εκτίμηση του κινδύνου αστοχίας προκύπτει ως η μέση τιμή όλων των διακυμάνσεων που αναπτύσσονται σε κάθε κόμβο, γνωστή και ως μέσο σφάλμα των τετραγώνων μέσα στους κόμβους.

			Υπενθυμίζεται ότι η ολική διακύμανση της ανάλυσης, η οποία αντιστοιχεί στο ριζικό κόμβο, υπολογίζεται αθροιστικά από τη διακύμανση μέσα στους κόμβους και από εκείνη μεταξύ των κόμβων. Η τελευταία, ουσιαστικά αποτελεί το ποσοστό της διακύμανσης που επεξηγείται από το μοντέλο ενώ η εκτίμηση του κινδύνου αστοχίας εκφράζεται ως το ποσοστό της διακύμανσης, υπεύθυνο για τις λάθος ταξινομήσεις των στοιχείων. Όσο χαμηλότερη είναι η διακύμανση μέσα στους κόμβους τόσο πιο αξιόπιστα αναμένεται να συμπεριφέρεται το μοντέλο σε νέα δεδομένα. Για παράδειγμα, η εκτίμηση του κινδύνου αστοχίας ενός δένδρου έχει τιμή διακύμανσης εντός των κόμβων ίση με 16,14 και η ολική διακύμανση του ριζικού κόμβου ισούται με 88,42. Επομένως, η εκτίμηση του κινδύνου αστοχίας εκφραζόμενη σε ποσοστά  (16,14/88,42=0,1825) δηλώνει ότι το 18,25% της ολικής διακύμανσης οφείλεται στην εσφαλμένη ταξινόμηση των στοιχείων στο δένδρο, ενώ το υπόλοιπο 81,75% της διακύμανσης επεξηγείται από το μοντέλο.

			Η εγκυρότητα της πρόβλεψης υπολογίζεται με δύο μεθόδους οι οποίες εκτιμούν πόσο ικανοποιητικά αναμένεται το δένδρο να ανταποκρίνεται στην είσοδο νέων δεδομένων στο μοντέλο. 

			α) Διαμερισμός των στοιχείων ή διασταυρωτική επικύρωση. Ένα μέρος του συνόλου των στοιχείων του δείγματος διακρατείται (δείγμα ελέγχου) και μετά το πέρας της διεργασίας ανάπτυξης του δένδρου χρησιμοποιείται με τη μορφή εισαγωγής νέων δεδομένων για την εκτίμηση της εκτίμησης αστοχίας της νέας ταξινόμησης του δένδρου.  Με τον τρόπο αυτό ανιχνεύεται πιθανή υπερ-προσαρμογή των στοιχείων από τη χρήση του ειδικού αυτού δείγματος που δεν χρησιμοποιήθηκε εξαρχής για την κατασκευή του δένδρου, δηλαδή του μοντέλου.

			β) Πολλαπλή (V φορές) διασταυρωτική επικύρωση. Η μέθοδος αυτή χρησιμοποιεί όλα τα στοιχεία του δείγματος (μελετούμενο δείγμα) για την κατασκευή του δένδρου και ο κίνδυνος αστοχίας συνεκτιμάται από το διαμερισμό των στοιχείων σε V ομάδες (υποδείγματα) οριζόμενες από το χρήστη. Ακολούθως, δημιουργούνται V δένδρα εφαρμόζοντας πιστά τα κριτήρια διαμόρφωσης της ανάπτυξης των δένδρων. Το πρώτο δένδρο χρησιμοποιεί όλες τις ομάδες πλην της πρώτης, το δεύτερο όλες τις ομάδες πλην της δεύτερης, εξασφαλίζοντας  με τον τρόπο αυτό τον αποκλεισμό κάθε ομάδας από μία φορά από τους υπολογισμούς. Σε κάθε νέο δένδρο εκτιμάται ο κίνδυνος αστοχίας και έτσι τελικά, λαμβάνεται η διασταυρωτική επικύρωση του κινδύνου αστοχίας ως η μέση τιμή των κινδύνων των V δένδρων, αφού προηγουμένως σταθμιστούν οι εκτιμήσεις με τον αριθμό των παρατηρήσεων ανά ομάδα. 

			Ένα δένδρο θεωρείται αξιόπιστο όταν οι εκτιμήσεις του κινδύνου αστοχίας στο μελετούμενο δείγμα και σε αυτό της πολλαπλής διασταυρωτικής επικύρωσης προσδιορίζουν χαμηλό ποσοστό αστοχίας και παράλληλα, συγκλίνουν μεταξύ τους. 

			7.4 Διακριτικά χαρακτηριστικά των τεχνικών

			Η τεχνική CHAID παράγει περισσότερες από δύο τμήσεις διευρύνοντας έτσι πολύ τον αριθμό των παραγόμενων τελικών κόμβων ανά κλάδο (βραχίονα) τμήσης. Η διαδικασία αυτή βοηθάει πολύ στην ανάπτυξη αρκετών απλών πινάκων συχνοτήτων δύο κατευθύνσεων (μεταβλητών) με πολλές κατηγορίες παρούσες σε κάθε συμμετέχουσα προβλεπτική. Για παράδειγμα, μία προβλεπτική μπορεί να τμηθεί σε τρεις κατηγορίες και άτομα που ανήκουν σε καθεμία από αυτές μπορεί να προβλέπουν κάτι διαφορετικό. 

			Η τεχνική CART παράγει υποχρεωτικά μόνο δίτιμες (δισχιδείς) τμήσεις οι οποίες μπορεί να μην οδηγούν πάντα σε ικανοποιητική ερμηνεία και εποικοδομητική παρουσίαση των αποτελεσμάτων. 

			Αμφότερες οι τεχνικές αποφεύγουν την υπερπροσαρμογή των στοιχείων θέτοντας περιορισμούς στο τελικό μέγεθος του προκύπτοντος δενδρογράμματος:

			Η τεχνική CHAID εκπληρώνει την προϋπόθεση άμεσα, θέτοντας στατιστικούς κανόνες φραγής των τμήσεων οι οποίοι διακόπτουν την ανάπτυξη του δένδρου.

			Η τεχνική CART πρώτα επιτρέπει την πλήρη αναδίπλωση του δένδρου και στη συνέχεια πιστά οπισθοδρομώντας κλαδεύει τμήματα του αναπτυχθέντος δένδρου. Το κλάδεμα εκτελείται ελέγχοντας την απόδοση (αξιοπιστία) του δένδρου σε ένα συγκεκριμένο μέρος των στοιχείων του συνολικού δείγματος (δείγμα ελέγχου) συγκρίνοντας παράλληλα και την απόδοση του με το μελετούμενο τμήμα. Το δένδρο κλαδεύεται συνεχώς μέχρις ότου η απόδοση στα δύο δείγματα ισοσταθμιστεί αποτρέποντας έτσι κάθε περαιτέρω ένδειξη υπερ-προσαρμογής του μελετούμενου δείγματος. 

			Η τεχνική CHAID χρησιμοποιεί ένα απλό δείγμα για να καταλήξει στο τελικό δένδρο ενώ η CART ενεργοποιεί ένα μελετούμενο δείγμα για να κατασκευάσει το δένδρο και ένα δείγμα ελέγχου για να το κλαδέψει. Οι κανόνες τμήσης των μεταβλητών στην τεχνική CART επιτρέπουν μόνο δισχιδείς τμήσεις ενώ στην τεχνική CHAID πολυσχιδείς. Η τεχνική CHAID έχει επιβληθεί ολοκληρωτικά στην έρευνα αγορά ενώ η CART σε διαφορετικά πεδία έρευνας.

			Η τεχνική CHAID είναι ελκυστικότερη όταν επιθυμούμε την κατανόηση ή περιγραφή των σχέσεων που αναπτύσσονται μεταξύ μίας εξαρτημένης και μίας ομάδας επεξηγηματικών μεταβλητών. Η τεχνική CART είναι καταλληλότερη για τη δημιουργία ενός μοντέλου που να διαθέτει υψηλή ακρίβεια πρόβλεψης όταν εισάγονται νέες παρατηρήσεις σε αυτό.  

			Στην τεχνική CHAID οι προβλεπτικές μεταβλητές μπορούν να ερευνηθούν και με τη μορφή κύριων παραγόντων (ANOVA) αλλά και των αλληλεπιδράσεων αυτών (Analysis of Covariance - ANCOVA). 

			Όσον αφορά την ακρίβεια της πρόβλεψης που παρέχουν οι δύο τεχνικές, δεν υπάρχουν διεθνώς σαφείς συστάσεις ή διευκρινήσεις υπέρ της εφαρμογής της μίας αντί της άλλης τεχνικής. Η συνήθης πρακτική υποδεικνύει την εκτέλεση αμφοτέρων των αλγορίθμων των τεχνικών στα στοιχεία της έρευνας και την επιλογή της μεθόδου εκείνης που ανταποκρίνεται καλύτερα στις παραγόμενες τμήσεις σε θέματα ερμηνευτικής διαχείρισης των αποτελεσμάτων.

			7.5 Μελέτη περίπτωσης δενδρικής ταξινόμησης

			Η στατιστική επεξεργασία των δεδομένων έγινε αποκλειστικά με τη χρήση του προγράμματος STATISTICA 12.0.

			A. Δενδρική ταξινόμηση με εφαρμογή του αλγόριθμου CART

			Επαναφέροντας στο προσκήνιο τα στοιχεία της μελέτης των ελληνικών τυριών, και με τη γνώση που έχει ήδη αποκτηθεί με τη βοήθεια των προηγούμενων πολυμεταβλητών τεχνικών, προβαίνουμε στην εφαρμογή της δενδρικής ταξινόμησης. Ο σκοπός της μελέτης εστιάζεται στην εύρεση των πλέον σημαντικών μεταβλητών της ανάλυσης, ικανών να διαχωρίσουν τα στοιχεία στους τρεις τύπους τυριών (που προσδιορίστηκαν από άλλες μεθόδους) με συγκεκριμένη όμως ποσοτικοποίηση των τύπων. Δηλαδή να διακρίνονται τυριά στις ομάδες τους θέτοντας ως διαχωριστικά κριτήρια συγκεκριμένες τιμές των μεταβλητών αυτών. 

			Η απόπειρα εφαρμογής της τεχνικής CΑRT με τη μέθοδο των διακριτικών μονοδιάστατων τμήσεων είχε ως αποτέλεσμα την ανάδειξη της ξηρής ουσίας και της οργανοληπτικής ευθρυπτότητας ως τις πλέον σημαντικές μεταβλητές τμήσης στην ανάλυση. Η ευθρυπτότητα όμως αποτέλεσε διαχωριστικό στοιχείο μεταξύ των ημίσκληρων και σκληρών, αποτέλεσμα μη επιτρεπτό γιατί με βάση τις προηγούμενες πολυμεταβλητές αναλύσεις, αποτελεί χαρακτηριστικό γνώρισμα των μαλακών τυριών. Η διαπίστωση αυτή ενισχύει το μειονέκτημα της μεθόδου να ανταποκριθεί στην εύρεση των σημαντικότερων μεταβλητών τμήσης με τρόπο συμβατό με τις προηγούμενες στατιστικές μεθόδους. Ως εκ τούτου, η ευθρυπτότητα απορρίφθηκε από τις περαιτέρω αναλύσεις.

			Η δεύτερη απόπειρα εστιάζεται στην εφαρμογή της μεθόδου των διακριτικών τμήσεων ελέγχοντας τις τμήσεις με την εκτίμηση του ελάχιστου κόστους αστοχίας και επιλέγοντας τον κατάλληλο αριθμό τμήσεων με τη χρήση της  διασταυρωτικής επικύρωσης CV τριών υποδειγμάτων. Ως ελάχιστος αριθμός παρατηρήσεων ανά κόμβο, ορίστηκε ο αριθμός 5 και τυπικό σφάλμα ίσο με 1. Το αποτέλεσμα της μεθόδου προβάλλεται διαγραμματικά στο σχήμα 7.6, στο οποίο εμφανίζεται η ξηρή ουσία να διαχωρίζει τα μαλακά από τα ημίσκληρα με τιμή τμήσης 53,1%. Ο διαχωρισμός όμως αυτός κρίνεται ανεπαρκής γιατί αποκρύπτεται κάθε πληροφορία σχετικά με τα σκληρά τυριά. Για το λόγο αυτό μειώνουμε το τυπικό σφάλμα κάτω της μονάδας, τακτική η οποία βοηθάει στην παραγωγή περισσότερων τμήσεων όσο ελαττώνεται η τιμή του.

			Μείωση κατά 0,1 της μονάδας ήταν αρκετή για να καταδείξει το επιθυμητό αποτέλεσμα που περιγράφεται στο σχήμα 7.7. Τα μαλακά τυριά ξεχωρίζουν από τους άλλους τύπους γιατί  περιέχουν ξηρή ουσία σε ποσοστό μικρότερο του 53,1%. Τα σκληρά τυριά εύκολα διαχωρίζονται από τα ημίσκληρα γιατί περιέχουν ξηρή ουσία μεγαλύτερη από 53,1% και οργανοληπτική ελαστικότητα μικρότερη ή ίση από 7,0 cm της κλίμακας 0-15 cm που χρησιμοποιήθηκε για την εκτέλεση του οργανοληπτικού ελέγχου, διαθέτουν δηλαδή ελαστικότητα κάτω του μετρίου. Τα ημίσκληρα τέλος, είναι τα τυριά εκείνα που χαρακτηρίζονται από ξηρή ουσία μεγαλύτερη του 53,1% και ελαστικότητα μεγαλύτερη του μετρίου (>7,0). 
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			Σχήμα 7.6. Δενδρική ταξινόμηση του τύπου τυριών με μία τμήση και δύο τελικούς κόμβους.
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			Σχήμα 7.7. Δενδρική ταξινόμηση του τύπου τυριών με δύο τμήσεις και τρεις τελικούς κόμβους.
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			Πίνακας 7.2. Στατιστικές παράμετροι της επιλογής διαδοχικών δένδρων ταξινόμησης. Ο αστερίσκος δηλώνει τον επιλεγμένο αριθμό δένδρων διακλάδωσης μαζί με τις σχετικές παραμέτρους.

			Το διάγραμμα της δενδρικής ταξινόμησης της μελέτης προσδιορίζεται τεχνικά από δύο διακλαδώσεις που καταλήγουν σε τρεις τελικούς κόμβους με κόστος διασταυρωτικής επικύρωσης 0,25, τυπικό σφάλμα αυτής ίσο με 0,09 και κόστος επαναντικατάστασης 0,13 (Πίν. 7.2). Οι δύο τιμές κόστους (0,25 και 0,13) είναι οι μικρότερες δυνατές για την ορθή επιλογή του αριθμού των τμήσεων. 

			Ως σημαντικότερη μεταβλητή πρόβλεψης αναδεικνύεται η ελαστικότητα, σύμφωνα με τη διαβάθμιση των μεταβλητών του πίνακα 7.3 και πέμπτη η ξηρή ουσία. Αμφότερες προήλθαν από την εφαρμογή της εξειδικευμένης τεχνικής επιλογής των σημαντικότερων μεταβλητών τμήσης.  

			Επιθεωρώντας προσεκτικότερα το σχήμα 7.7 και τα στοιχεία των πινάκων 7.4 και 7.5, παρατηρείται μία μερικώς ασύμφωνη κατανομή των παρατηρήσεων στους κόμβους των σκληρών και ημίσκληρων τυριών και στις προγενέστερες πιθανότητες. Στο σχήμα 7.7, ένα σκληρό τυρί φαίνεται να μετατίθεται στην ομάδα των ημίσκληρων,  αλλάζοντας την αντιστοιχία από 6-10 σε 5-11. Η ενέργεια αυτή διακρίνεται και από τις παράταιρες συχνότητες των δύο κόμβων, η παρουσία των οποίων, καθιστά τους κόμβους μη καθαρούς όπως ευδιάκριτα συμβαίνει στον κόμβο των μαλακών τυριών. Αν επιμείνουμε επιπρόσθετα στην παρατήρηση των πινάκων 7.4 και 7.6, εύκολα διαπιστώνεται ότι δεν παρατηρείται μετακίνηση ενός σκληρού τυριού (μίας παρατήρησης) στην ομάδα των ημίσκληρων αλλά στην πραγματικότητα έχουμε ανταλλαγή 2 παρατηρήσεων των σκληρών με μία παρατήρηση των ημίσκληρων.  Στον πίνακα 7.6, ένας πλήρης και καθαρός διαχωρισμός θα έπρεπε να συνοδεύεται από παρατηρήσεις που να κείνται αποκλειστικά επί της διαγωνίου, κάθε δε απόκλιση αποτελεί και μία παραβίαση του κανόνα, όπως καταφαίνεται διακριτικά από τον πίνακα 7.7 των αστοχιών αυτών. Στον πίνακα αυτόν αναμένονται μηδενικές τιμές, πρόδηλες της έλλειψης αστοχιών, μη εσφαλμένης δηλαδή ταξινόμησης των στοιχείων, στον οποίο όμως εμφανίζονται 2 αστοχίες των σκληρών και 1 των ημίσκληρων. 

			Η αξιοπιστία επιλογής του δενδρικού μεγέθους ελέγχεται και με τη σύγκριση της πολλαπλής διασταυρωτικής επικύρωσης  με την αντίστοιχη ολική. Η ολική τριπλή διασταυρωτική επικύρωση εξήγαγε GCV=0,25 και SE=0,09, τιμές απόλυτα ίδιες με αυτές της τριπλής διασταυρωτικής CV=0,25 και SE=0,09 (Πίν. 7.2), πιστοποιώντας έτσι την ορθή επιλογή του αριθμού των τμήσεων. Παρόλα αυτά, ο πίνακας των αστοχιών που προέκυψε από την εφαρμογή της ολικής διασταυρωτικής επικύρωσης (Πίν. 7.8), εμφανίζει υψηλό βαθμό αστοχίας μεταξύ σκληρών και ημίσκληρων ο οποίος δηλώνει 6 εσφαλμένες ταξινομήσεις. 

			Συμπερασματικά, η μέθοδος κρίνεται αρκετά ικανοποιητική ως μέσο ποσοτικού διαχωρισμού των τύπων των τυριών από συγκεκριμένες μεταβλητές της μελέτης. Προσοχή εφιστάται στον τρόπο επιλογής των σημαντικότερων μεταβλητών πρόβλεψης και στον τελικό αριθμό τμήσεων και τελικών κόμβων. Η ρύθμιση του τυπικού σφάλματος της πολλαπλής διασταυρωτικής επικύρωσης, ο ελάχιστος αριθμός παρατηρήσεων ανά κόμβο αλλά και η αντικατάσταση των προηγούμενων με τη χρήση του αλγόριθμου FACT, μπορεί να οδηγήσει στην εκτίμηση διαφορετικών αποτελεσμάτων που ενδεχομένως να θεωρηθούν πιο προσιτά στα πλαίσια της έρευνας. 

			 

			[image: Ch7-Pin-7-3.png]

			Πίνακας 7.3. Ποσοστιαία διαβάθμιση της σημαντικότητας των μεταβλητών πρόβλεψης του μοντέλου.
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			Πίνακας 7.4. Σύνθεση της δενδρικής ταξινόμησης του τύπου τυριών: κατανομή των κόμβων, προβλεπόμενες  κλάσεις και συνθήκες τμήσης των κόμβων.
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			Πίνακας 7.5. Προγενέστερες πιθανότητες των κλάσεων εκτιμημένες από το μελετούμενο δείγμα 
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			Πίνακας 7.6. Πίνακας κατάταξης των προβλεπόμενων (σειρές) και παρατηρούμενων (στήλες) παρατηρήσεων με δύο τμήσεις και τρεις τελικούς κόμβους παρόντες. 
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			Πίνακας 7.7. Πίνακας αστοχίας  των προβλεπόμενων (σειρές) και παρατηρούμενων (στήλες) παρατηρήσεων με δύο τμήσεις και τρεις τελικούς κόμβους παρόντες. 
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			Πίνακας 7.8. Πίνακας αστοχίας των παρατηρούμενων και προβλεπόμενων παρατηρήσεων (σειρές-στήλες) με βάση υπολογισμού το ολικό κόστος. Κόστος ολικής τριπλής διασταυρωτικής επικύρωσης GCV = 0,25  SE= 0,09

			Β. Ανάλυση δενδρικής ταξινόμησης με την εφαρμογή των τεχνικών CART και CHAID

			Ως μία δεύτερη ανάλυση υπόθεσης  σχετικά με την εφαρμογή των τεχνικών τμήσης CART και CHAID παρουσιάζεται εδώ και αναφέρεται σε ένα δείγμα 76 ασθενών οι οποίοι προσήλθαν σε τρία νοσοκομεία της επικράτειας με αναπνευστικά προβλήματα (Petridis et al, 2014). Από αυτούς, 21 διαγνώστηκαν με συμπτώματα γρίπης Α H1N1, 14 με συμπτώματα γρίπης Α Η3Ν2 και 41 ασθενείς με συμπτώματα του κατώτερου αναπνευστικού συστήματος (ΠΝΕΥΜΟΝΙΑ). Έτσι, ο τύπος του νοσήματος των ασθενών αποτελεί την εξαρτημένη κατηγορική μεταβλητή με τρεις κατηγορίες η οποία πρόκειται να μελετηθεί διεξοδικά και με περίσταση. 

			Με την έλευση των ασθενών στο νοσοκομείο καταγράφηκε το ιστορικό του καθενός από αυτούς και ακολούθως υποβλήθηκαν σε ένα πλήθος βιοχημικών και παρεμφερών εξετάσεων (εργαστηριακές εξετάσεις) ενώ παράλληλα καταγράφηκαν και τα κλινικά συμπτώματα που εμφάνισαν κατά τη διάρκεια νοσηλείας τους. 

			Το ιστορικό των ασθενών προβάλλεται στον πίνακα 7.9α στον οποίο η πυρετική κατάσταση (άνω και κάτω των 38,8ο C) η υποβολή σε αντιγριπικό εμβόλιο και η παρουσία του φύλου περιγράφονται σε αναλογία 1:1 περίπου. Νοσηρά συμπτώματα κατά την άφιξη τους παρουσίασαν 29 ασθενείς (37,7%), 24 είχαν ιστορικό καπνίσματος ή ήταν καπνιστές (31,2%), ενώ 34 προσήλθαν με αναπνευστική δυσχέρεια  (44,2%). Η μέση ηλικία των ασθενών ανήλθε σε 51,1 έτη και ο μέσος χρόνος αντιβιοτικής κάλυψης με το σκεύασμα TAMIFLU έφθασε τις 1,8 ημέρες. 
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			Πίνακας 7.9. Στατιστικά αποτελέσματα από την εφαρμογή της τεχνικής ταξινόμησης CART στο ιστορικό των ασθενών. α) Κατανομή, αριθμητική και ποσοστιαία, των ιστορικών μεταβλητών των ασθενών κατά την είσοδό τους στο νοσοκομείο. β) Στατιστικές παράμετροι εκτίμησης των κριτηρίων επιλογής των δένδρων ταξινόμησης. γ) Ποσοστιαία διαβάθμιση της σπουδαιότητας διαβάθμισης των μεταβλητών πρόβλεψης του μοντέλου. δ) Πίνακας ταξινόμησης της εξαρτημένης μεταβλητής «τύπος νοσήματος» δείχνοντας τις συχνότητες και ποσοστό των παρατηρήσεων που κατανέμονται ορθά και εσφαλμένα. 

			Οι μεταβλητές που πλαισιώνουν το ιστορικό των ασθενών θεωρήθηκαν ως ανεξάρτητες με δύο ποσοτικές παρούσες (Ηλικία και Ημέρες αντιβιοτικής κάλυψης) και έξι κατηγορικές. Στα στοιχεία της μελέτης εφαρμόστηκε ο αλγόριθμος CART με σκοπό τον εντοπισμό των πιο σημαντικών μεταβλητών, εκείνων δηλαδή που θα τμήσουν αποτελεσματικά τα στοιχεία και θα αντιπροσωπεύσουν με αποκλειστικό τρόπο κάθε κατηγορία νοσήματος της εξαρτημένης μεταβλητής με τη βοήθεια της κατασκευής δενδρικής ταξινόμησης. Ως κριτήρια τμήσης και κλαδέματος του δένδρου προς αποφυγή της υπερ-προσαρμογής των στοιχείων, ορίστηκαν τα κόστη της 12πλής διασταυρωτικής επικύρωσης με επιλογή 12 υποδειγμάτων, τα κόστη επαναντικατάστασης και η μέτρηση του μεγέθους  πολυπλοκότητας των κόμβων με το δείκτη νοθείας του Gini. Ο ελάχιστος αριθμός παρατηρήσεων ανά κόμβο ορίστηκε σε 7 και το τυπικό σφάλμα σε 1,0.

			Η 12πλή διασταυρωτική επικύρωση ανέσυρε υπολογιστικά το δεύτερο επίπεδο τμήσης του δένδρου ως το ιδανικότερο (Πίν. 7.9β) διότι έδειξε την καλύτερη επιλογή τμήσης (ελάχιστο κόστος 0,12), ελάχιστο τυπικό σφάλμα (SE=0,037) και ελάχιστα κόστη επαναντικατάστασης (0,107) και πολυπλοκότητας των κόμβων (0,013). Η ταυτότητα αυτή του δένδρου 2 παρίσταται γλαφυρά υπό μορφή δενδρογράμματος στο σχήμα 7.8, το οποίο εμφανίζει δύο τμήσεις που καταλήγουν σε τρεις τελικούς κόμβους. Ο εμβολιασμός των ασθενών συνιστά την  σπουδαιότερη μεταβλητή τμήσης και η ηλικία των ασθενών τη δεύτερη σημαντικότερη, σε ποσοστά σπουδαιότητας 100% και 85% αντίστοιχα (Πίν. 7.9γ). Ακολουθώντας την πορεία των κλάδων κατά μήκος του δένδρου, εύκολα διαφαίνεται ότι η πνευμονία εκδηλώνεται μόνο σε ασθενείς υποβληθέντες σε αντιγριπικό εμβόλιο. Από την άλλη πλευρά, η γρίπη Η1Ν1 εμφανίζεται σε εμβολιασμένους ασθενείς ηλικίας μέχρι 54,5 ετών και η γρίπη Η3Ν2 σε επίσης μη εμβολιασμένους ασθενείς αλλά προθύστερης ηλικίας (>54,5 ετών). 

			Ο πίνακας 7.9δ παριστάνει την ταξινόμηση των παρατηρήσεων σε κάθε κατηγορία νοσήματος, όπου προβάλλουν οκτώ αστοχίες (εσφαλμένες ταξινομήσεις). Στον τύπο της πνευμονίας καταγράφονται 41 εξαρχής ασθενείς από τους οποίους 38 ταυτοποιούνται στην ομάδα αυτή με 92,7% ορθή πρόβλεψη, ένας ασθενής καταλογίστηκε στη γρίπη Η1Ν1 και δύο ασθενείς στο τύπο Η3Ν2. Η ομάδα της γρίπης προέβλεψε επιτυχημένη διευθέτηση των παρατηρήσεων κατά 82,6% (19 από τις 21) με δύο μετατοπίσεις ασθενών στην ομάδα της γρίπης Η3Ν2. Η τελευταία προέβλεψε σωστά 10 από τις 13 παρατηρήσεις (71,4%) εμφανίζοντας τρεις εσφαλμένες ταξινομήσεις στην ομάδα Η3Ν2. 
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			Σχήμα 7.8. Δενδρική ταξινόμηση CART των τριών τύπων νοσήματος με δύο τμήσεις και τρεις τελικούς κόμβους. 

			Οι εργαστηριακές εξετάσεις διενεργήθηκαν στην αρχή (κωδικός εισόδου:1) και στο πέρας της νοσηλείας (κωδικός εξόδου:2) και εκφράζουν, με στατιστικούς όρους, μετρήσεις ποσοτικών μεταβλητών. Παρόλα αυτά, οι μεταβλητές μετασχηματίστηκαν σε κατηγορικές, υπακούοντας στη συνθήκη κάτω και ίσον (1) και άνω (2) ενός παθολογικού ορίου απόλυτα συγκεκριμένου για κάθε μεταβλητή, σύμφωνα με τα βιβλιογραφικά δεδομένα (βλ. πίνακα 7.10α). Με τον τρόπο αυτό οι μεταβλητές αντιστοιχούν σε 4 κατηγορίες 11, 12, 21 και 22, στις οποίες το πρώτο ψηφίο αφορά στον κωδικό νοσηλείας και το δεύτερο στις συνθήκες υγείας των ασθενών. Συγκεκριμένα, οι κατηγορίες 11 και 22 υπονοούν αμετάβλητες χρονικά, υγιείς και παθολογικές συνθήκες αντίστοιχα και οι κατηγορίες 12 και 21 εναλλαγές των συνθηκών υγείας κατά τη διάρκεια της περίθαλψης. 

			Στα κωδικοποιημένα στοιχεία του πίνακα 7.10α εφαρμόστηκε η τεχνική τμήσης CHAID διότι αυτή υπερέχει της προηγούμενης τεχνικής όταν η ανάλυση περιλαμβάνει πολλές κατηγορικές μεταβλητές, επιτρέποντας επιπρόσθετα και περισσότερες από δύο τμήσεις τη φορά (όχι όμως κατ’ ανάγκη).  Με την τεχνική αυτή επιδιώκεται η ανεύρεση των μεταβλητών εκείνων που θα μπορούσαν ικανοποιητικά και αποκλειστικά να τμήσουν αξιόπιστα τους τύπους νοσήματος των ασθενών. Ως κριτήρια επαρκών και έγκυρων τμήσεων υποδείχθηκαν η 10πλή διασταυρωτική επικύρωση για την εκτίμηση του κινδύνου αστοχίας, η οριακή πιθανότητα τμήσης 0,05 και οι 7 παρατηρήσεις ως ελάχιστος αριθμός ανά κόμβο. 
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			Πίνακας 7.10. Στατιστικά αποτελέσματα από την εφαρμογή της τεχνικής ταξινόμησης CHAID στα βιοχημικά χαρακτηριστικά των ασθενών. α) Κατανομή, αριθμητική και ποσοστιαία, και παθολογικά όρια των εργαστηριακών μεταβλητών όπως διαχωρίζονται από τις τέσσερις συνδυασμένες κατηγορίες. β) Πίνακας ταξινόμησης της εξαρτημένης μεταβλητής «τύπος νοσήματος» δείχνοντας τις συχνότητες και ποσοστό των παρατηρήσεων που κατανέμονται ορθά και εσφαλμένα. γ) Eκτίμηση της του κινδύνου αστοχίας των παρατηρήσεων στο μελετούμενο και 10πλό δείγμα μαζί με το τυπικό  σφάλμα.

			Η κλινική εικόνα των ασθενών πριν και μετά το χρόνο νοσηλείας (Πίν. 7.10α) εμφάνισε τα ακόλουθα χαρακτηριστικά:

			Βιοχημικές μεταβλητές όπως οι τρανσαμινάσες (SGOT, SGPT, γνωστοί δείκτες της ηπατικής λειτουργίας), η κρεατινίνη και η ουρία παρουσίασαν υψηλά επίπεδα αμεταβλησίας των υγιών συνθηκών από την αρχή του χρόνου νοσηλείας (11), τα οποία ανήλθαν σε ποσοστό 75-97,4%, καθώς και μικρές ποσοστιαίες μεταβολές κατά τη διάρκεια της νοσηλείας. 

			Αντίθετα, ο αριθμός των λευκοκυττάρων (WBC), η μερική πίεση του οξυγόνου (ΡΟ2) και ο δείκτης φλεγμονής CRP εμφάνισαν επίσης υψηλό ποσοστό αμεταβλησίας από την αρχή του χρόνου νοσηλείας αλλά μόνο σε παθολογικές συνθήκες (22, 53-73%). Ουδείς ασθενής εμφάνισε φυσιολογικά επίπεδα WBC στην έναρξη της νοσηλείας του (11), 16 ασθενείς μεταπήδησαν στην παθολογική φάση (12, 21%) και μόνο 5 έδειξαν σημάδια βελτίωσης (21, 6,6%).  Ο δείκτης CRP παρέμεινε φυσιολογικός σε 13 ασθενείς (11, 16,9) και μεταστράφηκε σε φυσιολογικά επίπεδα σε 22 ασθενείς (12, 28,6%). Οι τιμές ΡΟ2 χειροτέρευσαν σε 22 ασθενείς (12, 28,6) ενώ 3 μόνο δεν επηρεάστηκαν (11, 3,9%).

			H ενδονοσοκομειακή αντιβιοτική κάλυψη διήρκεσε από 0 μέχρι 10 ημέρες με μέση διάρκεια 2,2 ημέρες. 

			Ο αλγόριθμος της τεχνικής CHAID δημιούργησε ένα δενδρόγραμμα με δύο μεταβλητές τμήσης και τρεις τελικούς κόμβους (Σχ. 7.9). Στον πίνακα 7.10γ η εκτίμηση του κινδύνου αστοχίας στο μελετούμενο δείγμα ήταν ελάχιστη (2,7%, SE=0,019), όπως και της 10πλής διασταυρωτικής επικύρωσης (4,1%, SE=0,023) μαρτυρώντας έτσι τιμές εκτίμησης με χαμηλό ποσοστό εσφαλμένης ταξινόμησης στους κόμβους και πολύ αξιόπιστες λόγω της σημαντικής σύγκλισής τους. 

			Η συνθήκη των λευκοκυττάρων (WBC) αποτελεί την σπουδαιότερη μεταβλητή τμήσης και η διάρκεια αντιβιοτικής κάλυψης τη δεύτερη σημαντικότερη. Η γρίπη Η3Ν2 εύκολα προσδιορίζεται ως αποτέλεσμα (σύμπτωμα) όταν η συνθήκη  WBC μεταβαίνει από τη φυσιολογική φάση στην παθολογική (12). Στις ελάχιστες περιπτώσεις (5, 6,6%)  που η συνθήκη WBC μεταβαίνει από την παθολογική στη φυσιολογική φάση (21) αλλά και σε όλες τις περιπτώσεις που η συνθήκη παραμένει παθολογική (22), και παράλληλα, η αντιβιοτική κάλυψη διαρκεί από 0 μέχρι 1 ημέρα, τότε 40 ασθενείς ταξινομούνται στην ομάδα της πνευμονίας. 
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			Σχήμα 7.9. Δενδρική ταξινόμηση CHAID των τριών τύπων νοσήματος με δύο τμήσεις και τρεις τελικούς κόμβους.

			Αντίθετα, όταν οι συνθήκες τμήσης των λευκοκυττάρων παραμένουν ίδιες (21 και 22) και παράλληλα ο χρόνος κάλυψης με το TAMIFLU διαρκεί περισσότερο από 1 ημέρα, τότε 20 ασθενείς ταξινομούνται ως πάσχοντες από τη γρίπη Η1Ν1. 

			Η διευθέτηση των στοιχείων της ανάλυσης στις τρεις κατηγορίες νοσήματος στον πίνακα 7.10β στηρίζει μία εξαιρετικά αξιόπιστη ταξινόμηση των παρατηρήσεων στη δενδρική διαδοχή των κόμβων, αποδίδοντας μόνο δύο αστοχίες. Η ομάδα των ασθενών με πνευμονία ταυτοποιείται στις 40 από 41 παρατηρήσεις, η ομάδα της γρίπης Η1Ν1 στις 20 από 21 περιπτώσεις και η ομάδα Η3Ν2 ταυτοποιείται 100% στην οποία τελικά καταλογίζονται δύο άστοχες παρατηρήσεις των άλλων ομάδων.
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			Κεφάλαιο 8: Πολυμεταβλητή ανάλυση της διακύμανσης 

			Σύνοψη

			Η τεχνική της Πολυμεταβλητής Ανάλυσης της Διακύμανσης (MANOVA) χρησιμοποιείται όταν σε ένα πειραματικό σχέδιο ερευνάται η επίδραση δύο ή περισσότερων κατηγορικών μεταβλητών, που εδώ έχουν την έννοια των παραγόντων, σε ένα πλήθος ποσοτικών μεταβλητών. Οι κατηγορικές νοούνται ως ανεξάρτητες μεταβλητές και οι ποσοτικές ως εξαρτημένες. 

			Σκοπός της MANOVA είναι η ανεύρεση και στατιστική τεκμηρίωση της δράσης των κύριων παραγόντων και των αλληλεπιδράσεών τους και του μεγέθους της σημαντικότητας και της έντασης της σχέσης μεταξύ των εξαρτημένων μεταβλητών. Σε περίπτωση ύπαρξης στατιστικής σημαντικότητας, προβαίνουμε σε μεταβλητούς ελέγχους σημαντικότητας καθεμίας εξαρτημένης μεταβλητής προς ερμηνεία του αποτελέσματος. 

			Στο κεφάλαιο αυτό αποπειράται λεπτομερής αναφορά ως προς τη μεθοδολογία της MANOVA, επισημαίνοντας τις περιπτώσεις προτίμησης της τεχνικής έναντι της απλής ανάλυσης διακύμανσης και αναλύοντας διεξοδικά ένα πειραματικό σχέδιο, το οποίο εύκολα αναπαράγεται σε εργαστηριακό χώρο, σχετικά με την επίδραση δύο παραγόντων σε δύο εξαρτημένες ποσοτικές μεταβλητές. 

			Ως εφόδια προηγούμενης γνώσης απαιτούνται η ανάλυση της διακύμανσης ενός ή περισσότερων παραγόντων και ορισμένα διαγνωστικά κριτήρια, όπως της κανονικότητας και ομοιογένειας των δεδομένων.

			8.1 Γενικά

			Η τεχνική της Πολυμεταβλητής Ανάλυσης της Διακύμανσης (Multivariate ANalysis Of VAriance-MANOVA) χρησιμοποιείται όταν σε ένα πειραματικό σχέδιο μελετούμε την επίδραση δύο ή περισσότερων κατηγορικών μεταβλητών, που εδώ έχουν την έννοια των παραγόντων, σε ένα πλήθος ποσοτικών μεταβλητών. Οι κατηγορικές νοούνται ως ανεξάρτητες μεταβλητές και οι ποσοτικές ως εξαρτημένες. Στην πραγματικότητα η ανάλυση της MANOVA αποτελεί προέκταση της απλής ανάλυσης της διακύμανσης (Analysis Of Variance-ANOVA) κατά την οποία μία μόνο μεταβλητή λαμβάνεται υπόψη  σε συγκεκριμένο πειραματικό σχέδιο. H MANOVA ελέγχει διαφορές μεταξύ των διανυσμάτων των μέσων όρων, δηλαδή ταυτόχρονα όλων των εξαρτημένων μεταβλητών σε όλα τα επίπεδα των παραγόντων, χρησιμοποιώντας ως βάση τη μήτρα διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων. Οι παράγοντες του σχεδίου μπορεί να είναι διασταυρωτικοί ή ιεραρχικοί, επιλέξιμοι ή τυχαίοι.  

			Σκοπός της MANOVA είναι να προσδιορίσει αν κάποιες μεταβλητές απόκρισης (εξαρτημένες) μπορούν να επηρεαστούν από το χειρισμό επιλεγμένων ανεξάρτητων μεταβλητών και η ενέργεια αυτή στοχεύει στην ανεύρεση και στατιστική τεκμηρίωση της δράσης των κύριων παραγόντων και των αλληλεπιδράσεών τους και του μεγέθους της σημαντικότητας και της έντασης της σχέσης μεταξύ των εξαρτημένων μεταβλητών

			Αν ο έλεγχος F της ΜΑΝΟVA είναι στατιστικά σημαντικός, συμπεραίνουμε ότι κάποιες από τις ανεξάρτητες μεταβλητές ασκούν πραγματικά επίδραση σε κάποιες από τις εξαρτημένες. Σε δεύτερο στάδιο, και μόνο σε περίπτωση ύπαρξης στατιστικής σημαντικότητας, προβαίνουμε σε μονομεταβλητούς (univariate) ελέγχους F ατομικής σημαντικότητας (ΑΝΟVA) καθεμίας εξαρτημένης προς ερμηνεία του αποτελέσματος. Με άλλα λόγια, πρώτα επισημαίνουμε το γεγονός και στη συνέχεια μελετούμε εκείνες τις εξαρτημένες μεταβλητές που συνεισέφεραν στη σημαντικότητα κατά τη MANOVA.

			Το πειραματικό σχέδιο των παραγόντων Α και Β, ο πρώτος με 3 επίπεδα και ο δεύτερος με 2, ορίζει την προβολή των συνδυασμένων επιπέδων αυτών σε πίνακα της μορφής,
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			στον οποίο, σχηματίζονται 6 συνδυασμένα επίπεδα τα  οποία αποτυπώνονται στα κελιά. Κάθε κελί περιέχει τον αριθμό των παρατηρήσεων (επαναλήψεων) που αντιστοιχούν σε κάθε συνδυασμένο επίπεδο. Η μήτρα αυτή αντιστοιχεί σε καθεμία ποσοτική μεταβλητή και επαναχρησιμοποιείται τόσες φορές όσες και οι μεταβλητές στη μελέτη. Με την παρουσία τριών παραγόντων (ο Γ με 2 επίπεδα), η μήτρα διαμορφώνεται με τη χρήση της αντιγραφής του προηγούμενου και της επικόλλησης ως εξής:

			[image: 2_7.png]

			και ο οποίος συνίσταται από 12 συνδυασμένα επίπεδα. Τα δεδομένα  στο φύλο εργασίας εισάγονται ως μία στήλη για καθεμία μεταβλητή και μία στήλη για κάθε ένα παράγοντα. 

			Πλήρης περιγραφική κάλυψη της MANOVA με πλήθος εφαρμογών παρέχεται από το σύγγραμμα του Stevens (2009) και του Σιάρδου (2005) και με οικολογικές προεκτάσεις από τους Warton & Hudson (2004). Διαφορές και ομοιότητες μεταξύ πολυμεταβλητών και ατομικών αναλύσεων ANOVA παρέχονται από τους Huberty & Morris (1989) και σε θέματα επεξεργασίας τροφίμων από τους  Zotos et al (2001).

			Στο κεφάλαιο αυτό αποπειράται λεπτομερής αναφορά ως προς τη μεθοδολογία της MANOVA, επισημαίνοντας τις περιπτώσεις προτίμησης της τεχνικής έναντι της απλής ANOVA και αναλύοντας διεξοδικά ένα πειραματικό σχέδιο, το οποίο εύκολα αναπαράγεται σε εργαστηριακό χώρο, σχετικά με την επίδραση δύο παραγόντων σε δύο εξαρτημένες ποσοτικές μεταβλητές. 

			8.2 Χαρακτηριστικά της μεθόδου

			Σε γενικές γραμμές η μέθοδος ακολουθεί τα εξής βήματα υπολογισμών:

			
					Δημιουργεί μία νέα εξαρτημένη μεταβλητή, τη χαρακτηριζόμενη κανονιστική μεταβλητή (canonical variable) οποία συντίθεται από το γραμμικό συνδυασμό όλων των εξαρτημένων με τέτοιο τρόπο ώστε να μεγιστοποιεί τη διαφορά απόκρισης αυτής μεταξύ των ομάδων (κατηγοριών) των ανεξάρτητων μεταβλητών, στη συνέχεια  μια  δεύτερη κανονιστική μεταβλητή λιγότερη σημαντική κοκ.

					Ελέγχει αν η νέα μεταβλητή διαφέρει στατιστικά σημαντικά μεταξύ των ανεξάρτητων ομάδων.

			

			Ουσιαστικά, η MANOVA συνδυάζει μέρη της εφαρμογής των αναλύσεων της απλής διακύμανσης και της διακριτικής. Συγκεκριμένα, εξετάζει το αποτέλεσμα πολλών ανεξάρτητων μεταβλητών (κύριες δράσεις και αλληλεπιδράσεις), όπως συμβαίνει και στην ANOVA, επί ομάδας εξαρτημένων οι οποίες σχηματίζουν μία ή περισσότερες συνιστώσες, γνωστές στη διακριτική ανάλυση και ως χαρακτηριστικές ρίζες.

			Η δράση του κάθε παράγοντα (ανεξάρτητη μεταβλητή) Α, Β, κτλ. εκτιμάται ως το αποτέλεσμα αυτού στις χαρακτηριστικές ρίζες των εξαρτημένων, οι οποίες είναι ασυσχέτιστες μεταξύ τους, προσδοκώντας για τον ευκρινέστερο διαχωρισμό της απόκρισης των χαρακτηριστικών ριζών στις διάφορες ομάδες του κάθε παράγοντα.

			Η δράση της αλληλεπίδρασης των παραγόντων εκτιμάται με παρόμοιο τρόπο, απλώς αυτή ελέγχεται ως προς το αποτέλεσμά της στα συνδυασμένα επίπεδα των παραγόντων, πρώτης τάξης (ανά δύο) ή και ανώτερης.

			Σε κάθε παράγονται και αλληλεπίδρασή τους, οι χαρακτηριστικές ρίζες που δημιουργούνται είναι διαφορετικές. 

			Διαδικασία εφαρμογής της MANOVA

			Η διαδικασία της MANOVA περιλαμβάνει δύο ομάδες στατιστικών ελέγχων. Η πρώτη ομάδα ελέγχει ταυτόχρονα όλες τις μεταβλητές (multivariate tests) κατά πόσο αυτές επηρεάζονται από τους παράγοντες του σχεδίου. Η δεύτερη εφαρμόζεται ως επακόλουθο της στατιστικής σημαντικότητας της πρώτης και ελέγχει ατομικά κάθε μεταβλητή το πώς αποκρίνεται (univariate tests). 

			(Α) Οι έλεγχοι πολυμεταβλητών περιλαμβάνουν τα κριτήρια στατιστικής σημαντικότητας των παραγόντων επί όλων των εξαρτημένων μεταβλητών και τις μήτρες διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων Η και Ε.

			Κριτήρια ελέγχου της MANOVA

			Τέσσερα βασικά κριτήρια πολυμεταβλητότητας χρησιμοποιούνται ευρέως, οι εξισώσεις των οποίων περιγράφονται στον πίνακα 8.1. Τα κριτήρια αυτά ελέγχουν την ύπαρξη στατιστικά σημαντικών διαφορών των χαρακτηριστικών ριζών των εξαρτημένων μεταβλητών στα διάφορα επίπεδα των ανεξάρτητων:

			
					Έλεγχος Λ του Wilks. Υπό κανονικές συνθήκες επιλέγεται πρώτος διότι ανιχνεύει αν υπάρχουν διαφορές σε όλες τις χαρακτηριστικές ρίζες και προσεγγίζεται με το κριτήριο της κατανομής F. Όσο μικρότερη τιμή παίρνει τόσο μεγαλύτερη διασπορά τιμών παρατηρείται μεταξύ των ομάδων. Το κριτήριο αυτό δεν προτείνεται όταν υφίσταται κάποιο πρόβλημα, όπως συμβαίνει με την παρουσία μικρού αριθμού παρατηρήσεων του πειράματος (Ν), άνισων παρατηρήσεων στα συνδυασμένα επίπεδα και αδυναμία συμμόρφωσης με τις προϋποθέσεις εφαρμογής της μεθόδου (βλ. διαγνωστικά κριτήρια). Σε άλλη περίπτωση, επιλέγεται ο έλεγχος του Pillai.

					Έλεγχος Τ2 του Hotelling, o οποίος επίσης ανιχνεύει διαφορές σε όλες τις ρίζες και ελέγχει τους παράγοντες συγκρίνοντάς τους μέσους όρους δύο μόνο επιπέδων τη φορά, και προσεγγίζεται επίσης με το κριτήριο της κατανομής F.

					Ίχνος V του Pillai. Ανιχνεύει διαφορές σε όλες τις ρίζες και, αντί του Wilks, όταν το δειγματοληπτικό μέγεθος είναι μικρό, το μέγεθος των επαναλήψεων διαφέρει στα κελιά και σε έλλειψη ομοιογένειας των συνδιακυμάνσεων.

					Μέγιστη ρίζα του Roy. Ελέγχει μόνο την πρώτη (και σημαντικότερη) χαρακτηριστική ρίζα και εμφανίζεται πολύ ισχυρός όταν αυτή συντίθεται από εξαρτημένες μεταβλητές που συσχετίζονται πολύ έντονα μεταξύ τους, επηρεάζεται όμως από την έλλειψη συμμόρφωσης στις προϋποθέσεις της MANOVA. Έχει το μειονέκτημα να μην προσεγγίζεται στατιστικά με το κριτήριο F.

			

			Τιμές των κριτηρίων F των ελέγχων μεγαλύτερες της οριακής ή καλύτερα πιθανότητες σφάλματος μικρότερες της πιθανότητας αναφοράς 0,05, δηλώνουν ότι παράγεται σημαντική στατιστικά πληροφόρηση για τυχόν επίδραση των παραγόντων στις μεταβλητές. Σε περιπτώσεις που οι τιμές σημαντικότητας p διαφέρουν μεταξύ τους, δηλαδή ισχύει σε κάποιους p>0,05 και σε άλλους p≤0,05,  τότε η εξαγωγή συμπερασμάτων επαφίεται στην κρίση του ερευνητή. 

			Εύκολα συνάγεται ότι θα πρέπει υποχρεωτικά να ισχύει η εναλλακτική υπόθεση (p≤0,05) στους ελέγχους πολυμεταβλητότητας (στατιστικά σημαντικοί) για να προχωρήσουμε στους ατομικούς ελέγχους των μεταβλητών, ειδάλλως, στο σημείο αυτό περατώνεται η επεξεργασία των στοιχείων και στην ουσία η διαδικασία της έρευνας. 

			Υπολογισμοί των χαρακτηριστικών ριζών

			Οι μήτρες διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων (για λόγους συντόμευσης θα αναφέρονται στο εξής με το δεύτερο όρο) περιγράφονται στον πίνακα 8.2 και είναι τρεις: 

			
					Η μήτρα συνδιακυμάνσεων Η των μεταξύ των επιπέδων αθροισμάτων των χιαστί γινομένων  η οποία εκτιμά την ποσότητα της μεταβλητότητας η οποία διαχωρίζεται στα επίπεδα κάθε παράγοντα. Αυτή ονομάζεται επίσης και μήτρα της υπόθεσης του ελέγχου. Τα στοιχεία επί της διαγωνίου της μήτρας είναι τα ατομικά αθροίσματα κάθε παράγοντα για κάθε μεταβλητή και εκείνα εκτός της διαγωνίου, είναι τα αθροίσματα των χιαστί γινομένων.

					Η μήτρα συνδιακυμάνσεων Ε των αθροισμάτων του  σφάλματος μέσα στα επίπεδα κάθε παράγοντα και των χιαστών γινομένων. Τα στοιχεία επί της διαγωνίου είναι τα αθροίσματα του σφάλματος, ενώ τα εκτός αυτής είναι των χιαστί γινομένων. Μερικές φορές ελέγχεται και η μήτρα των υπολειμματικών συσχετίσεων η οποία εξάγεται από τη μήτρα Ε αντικαθιστώντας τα αθροίσματα του σφάλματος με τις υπολειμματικές συσχετίσεις των μεταβλητών. Τα επί της διαγωνίου στοιχεία αφορούν τις συσχετίσεις μεταξύ των υπολειμμάτων στις μεταβλητές και χαμηλές τιμές αυτών ειδοποιούν για την απρόσκοπτη εκτέλεση των ατομικών ελέγχων ANOVA για κάθε μεταβλητή.


					Η μήτρα των χαρακτηριστικών ριζών και των διανυσμάτων η οποία ελέγχει αν οι μέσοι όροι των μεταβλητών διαφέρουν μεταξύ των επιπέδων των διαφόρων παραγόντων του πειραματικού σχεδίου. Η μήτρα προκύπτει ως το γινόμενο των μητρών συνδιακυμάνσεων. Η πρώτη ρίζα επεξηγεί περισσότερη ποσότητα της ολικής διακύμανσης απ’ ότι η δεύτερη κοκ, έχει δηλαδή την ίδια ερμηνεία που διατυπώθηκε στην ανάλυση των κύριων συνιστωσών και τη διακριτική. Από τη μήτρα των διανυσμάτων των ριζών συγκρίνουμε τις τιμές για κάθε μεταβλητή. Υψηλές τιμές των διανυσμάτων σε κάποιες μεταβλητές σημαίνει ότι εκείνες μόνο παράγουν τις μέγιστες διαφορές στα επίπεδα των παραγόντων.
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			Πίνακας 8.1. Εξισώσεις των κριτηρίων πολυμεταβλητότητας με τη σημειογραφία τους.

			Μέγεθος δράσης

			Η διαφορετική ισχύς της δράσης των στατιστικά σημαντικών ανεξάρτητων μεταβλητών ελέγχεται με το κριτήριο Λ ή το συντελεστή η2 αναφορικά με τη MANOVA. Το κριτήριο αυτό αντανακλά το πηλίκο της διακύμανσης μέσα στις ομάδες για όλες τις χαρακτηριστικές ρίζες προς την ολική διακύμανση αυτών. Μεγαλύτερη τιμή σημαίνει σημαντικότερο αποτέλεσμα. Στους ατομικούς ελέγχους ANOVA ο όρος η2 δείχνει το ποσοστό της διακύμανσης σε κάθε εξαρτημένη που επεξηγείται από τα διάφορα επίπεδα κάθε ανεξάρτητης.  
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			Πίνακας 8.2. Εξισώσεις των μητρών διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων.

			(Β) Οι ατομικοί έλεγχοι εκκινούν με τον πίνακα της ανάλυσης της διακύμανσης των παραγόντων (ANOVA) χωριστά για κάθε μεταβλητή. Αν θεωρήσουμε ότι το πειραματικό σχέδιο αποτελείται από δύο παράγοντες Α και Β με 3 και 4 επίπεδα αντίστοιχα και 2 επαναλήψεις ανά συνδυασμένο επίπεδο τότε ο πίνακας της ANOVA θα είναι της μορφής:

			[image: 5_8.png]

			Κάθε παράγοντας ελέγχεται ως προς τη σημαντικότητά του επί της μεταβλητής, συγκρίνοντας τη δράση του ως πιθανότητα σφάλματος p με την πιθανότητα αναφοράς 0,05 (ή οποιαδήποτε άλλη υποδεικνύεται). Αν p≤0,05 τότε τα επίπεδα του παράγοντα παράγουν μέσες τιμές της μεταβλητής που διαφέρουν στατιστικά σημαντικά μεταξύ τους. 

			Τρία στατιστικά κριτήρια ελέγχουν το βαθμό της αξιοπιστίας της ανάλυσης:

			
					Η τυπική απόκλιση s της ανάλυσης, η οποία ισούται με [image: 1_9.png], έχει τις ίδιες τιμές με τη μετρούμενη μεταβλητή και μετρά την απόσταση των τιμών από τις μέσες τιμές των επιπέδων των παραγόντων. Όσο μικρότερη η απόσταση τόσο επαρκέστερο το μοντέλο της ανάλυσης. 

					Ο συντελεστής η2 (GSS/ESS) ή επικρατέστερα R2 ο οποίος περιγράφει το ποσοστό της μεταβλητότητας που επεξηγείται από το μοντέλο της ανάλυσης, λαμβάνει τιμές από 0 μέχρι 1 (ή 0-100%) και η αξία του αυξάνει ακόμα περισσότερο όταν τα επίπεδα κάποιων παραγόντων  είναι ποσοτικά (π.χ. μηνιαίες μεταβολές). Στην περίπτωση αυτή, υψηλές τιμές του συντελεστή εκφράζουν έντονη γραμμική μεταβολή της μεταβλητής στα επίπεδα του παράγοντα.  

					Ο διορθωμένος συντελεστής R2δ (1-ESS/TSS) χρησιμοποιείται αντί του προηγούμενου γιατί δεν επηρεάζεται από την παρουσία μικρού πλήθους παρατηρήσεων και επομένως παρουσιάζει μεγαλύτερη αξιοπιστία στην ερμηνεία των αποτελεσμάτων. 

			

			Διαγνωστικά κριτήρια εφαρμογής της MANOVA

			Η μέθοδος μειονεκτεί στο γεγονός ότι απαιτείται η συμμόρφωση της με ένα πλήθος προϋποθέσεων που δεν είναι πάντα εύκολο να επιτευχθεί:

			Μέγεθος δείγματος. Ο αριθμός των επαναλήψεων (n) σε κάθε συνδυασμένο επίπεδο των ανεξάρτητων μεταβλητών θα πρέπει να είναι μεγαλύτερος του αριθμού (p) των εξαρτημένων μεταβλητών (n>p).

			Κανονικότητα. Εξετάζεται συνολικά ως πολυμεταβλητή ή ατομικά. Η πολυμεταβλητή κανονικότητα διασφαλίζεται ευκολότερα όταν οι συνδυασμένες επαναλήψεις αριθμούν πάνω από 20-30 και ελέγχεται με την απόσταση του Mahalanobis (βλ. κεφάλαιο 6). Η κανονικότητα κάθε μεταβλητής ελέγχεται με το γράφημα των υπολειμμάτων έναντι των αρχικών στοιχείων. Τα σημεία στο γράφημα θα πρέπει να εμφανίζουν ισχυρή γραμμικότητα χωρίς καμπύλες στα άκρα της ευθείας (ένδειξη ασυμμετρίας), χωρίς τιμές απομακρυσμένες από την ευθεία (ακραίες τιμές) και χωρίς την ύπαρξη καμπυλότητας τύπου S κατά μήκος των σημείων (ένδειξη πολυωνυμικής τάσης). Η κανονικότητα προσδιορίζεται στατιστικά σημαντικά με τους ελέγχους Shapiro-Wilks, Kolmogorov-Smirnof, Anderson-Darling κ.ά., δεν διασφαλίζουν όμως απαραίτητα όλες οι ομαλώς κατανεμημένες ατομικές μεταβλητές και την ύπαρξη πολυμεταβλητής κανονικότητας. Επιπροσθέτως, χρησιμοποιείται το φυλλογράφημα (stem and leaf plot) με το οποίο διαπιστώνεται η ύπαρξη συμμετρίας της κατανομής για καθεμία εξαρτημένη μεταβλητή και η εμφάνιση ακραίων τιμών, το διάγραμμα κανονικής κατανομής των μεταβλητών και το διάγραμμα των υπολειμμάτων απόκλισης από την κανονικότητα (Σιάρδος, 2005). 

			Ακραίες παρατηρήσεις. Η MANOVA παρουσιάζεται λίαν ευαίσθητη στην ύπαρξη ακραίων τιμών διότι μπορούν να αυξήσουν την πιθανότητα εμφάνισης σφάλματος τύπου Ι. Αυτές ελέγχονται κατ’ αρχήν με τη μορφή υπολειμμάτων  ατομικά για κάθε μεταβλητή και ακολούθως συνολικά με την απόσταση Mahalanobis. Τιμές απόστασης μεγαλύτερης από την οριακή τιμή χ2 που ορίζεται από τον αριθμό των εξαρτημένων μεταβλητών, πιστοποιούν την ύπαρξη ακραίων τιμών. Σε περίπτωση ανίχνευσης τέτοιων τιμών, συνιστάται η διαγραφή των αντίστοιχων παρατηρήσεων ή η χρήση μετασχηματισμών των στοιχείων.

			Συσχέτιση των εξαρτημένων μεταβλητών ή ομοιομορφία. Η MANOVA λειτουργεί άριστα όταν οι εξαρτημένες μεταβλητές συσχετίζονται μέτρια μεταξύ τους (συντελεστές συσχέτισης: 0,4-0,7). Η παρουσία λίαν ισχυρών συσχετίσεων μεταξύ κάποιων εξαρτημένων μεταβλητών δημιουργεί τεράστιο πρόβλημα διότι δύο ή περισσότερες μεταβλητές εμφανίζονται να έχουν τις ίδιες ιδιότητες και θεωρούνται περιττές (πλεονάζουσες). Σε υψηλή πολυσυγγραμικότητα, όπου οι συσχετίσεις εκκινούν από 0,8 κυρίως ή και 0,9, οι εξαρτημένες μειώνουν την στατιστική σημαντικότητα της ανάλυσης και θα πρέπει μία μεταβλητή από κάθε ισχυρό ζεύγος συσχέτισης να απομακρύνεται τη φορά. Από την άλλη πλευρά, ενδέχεται ο ερευνητής, εφόσον το επιθυμεί, να εφαρμόσει τον έλεγχο της MANOVA μία φορά σε όλες αυτές τις ισχυρά συσχετιζόμενες  αντί να προβεί σχολαστικά και διαδοχικά σε μονομεταβλητούς ελέγχους της ANOVA.

			O έλεγχος συσχέτισης των εξαρτημένων μεταβλητών γίνεται με τον έλεγχο σφαιρικότητας του Bartlett. Ο έλεγχος αυτός βασίζεται στην ορίζουσα των σφαλμάτων της μήτρας συσχετίσεων των εξαρτημένων μεταβλητών. Ορίζουσα σχεδόν μηδενική δηλώνει ότι μία ή περισσότερες μεταβλητές μπορούν να εκφραστούν ως γραμμικές συναρτήσεις των άλλων και συνεπώς η υπόθεση ότι οι εξαρτημένες μεταβλητές είναι ασυσχέτιστες μεταξύ τους απορρίπτεται. Έτσι, στατιστική σημαντικότητα (p<0,05) κατά τον έλεγχο αυτόν δηλώνει ότι η μήτρα συσχετίσεων δεν είναι ταυτοτική, δηλαδή ότι οι εξαρτημένες μεταβλητές συσχετίζονται μεταξύ τους και συνεπώς η τεχνική της πολυμεταβλητής ανάλυσης της διακύμανσης μπορεί να είναι εφαρμόσιμη για τα δεδομένα.

			Άλλος τρόπος, περισσότερο αποτελεσματικός, ελέγχου της συσχέτισης των εξαρτημένων μεταβλητών είναι η εφαρμογή της ανάλυσης κύριων συνιστωσών της μήτρας των συντελεστών συσχέτισης των εντός των ομάδων τιμών. Εάν η ανάλυση κύριων συνιστωσών δείξει ότι μία από τις εξαρτημένες μεταβλητές μπορεί να εκφραστεί ως γραμμική σχέση των άλλων, τότε η μήτρα σφαλμάτων του αθροίσματος των τετραγώνων και των γινομένων των τιμών τους ανά δύο θα είναι ιδιάζουσα και έτσι δεν θα είναι δυνατή η απόκτηση αντίστροφης μήτρας.

			Ομοιογένεια της μήτρας διακυμάνσεων-συνδιακυμάνσεων. Εξετάζεται με τον έλεγχο F του κριτηρίου Μ του Box ο οποίος  θα πρέπει να λαμβάνεται υπόψη με προσοχή διότι επηρεάζεται έντονα όταν σημειώνεται έλλειψη πολυμεταβλητής κανονικότητας και ειδικά στην παρουσία μεγάλου δειγματοληπτικού μεγέθους. Για το λόγο αυτόν μερικοί ερευνητές χρησιμοποιούν ως επίπεδο σημαντικότητας το p=0,001, ειδικά όταν τα μεγέθη των δειγμάτων είναι άνισα. Αντίθετα, η MANOVA επηρεάζεται λιγότερο όταν οι συνδυασμένες επαναλήψεις στα κελιά (επίπεδα) είναι ίσες. 

			Ομοιογένεια των ατομικών διακυμάνσεων. Κάθε εξαρτημένη οφείλει να προβάλλει ίσες διακυμάνσεις στις ομάδες των ανεξάρτητων μεταβλητών και θα πρέπει να εξετάζεται ατομικά με τη χρήση ελέγχων ή και γραφικά. Όταν η προϋπόθεση αυτή παύει να ισχύει, τότε καταφεύγουμε στον έλεγχο Levene της ισότητας των διακυμάνσεων σε κάθε εξαρτημένη μεταβλητή χωριστά, μειώνοντας παράλληλα το επίπεδο στατιστικής σημαντικότητας από το 0,05 σε 0,025 ή ακόμα και σε 0,01 (Tabachnick & Fidell, 2006). 

			Η ομοιογένεια  ελέγχεται επίσης και με το γράφημα των υπολειμμάτων έναντι των μέσων τιμών των επιπέδων. Τα σημεία στο γράφημα θα πρέπει να έχουν διάσπαρτη κατανομή για να ισχύει η ομοιογένεια. Ως ακριβείς στατιστικοί έλεγχοι της ισότητας των διακυμάνσεων προτείνονται οι έλεγχοι Bartlett και Levene, ο πρώτος όμως μειονεκτεί όταν διαπιστώνεται έλλειψη κανονικότητας στα στοιχεία. 

			8.3 Χρήσεις της MANOVA

			Η χρήση της MANOVA σε πειράματα όπου μπορούμε να χειριστούμε κάποιες ανεξάρτητες μεταβλητές κατά βούληση παρουσιάζει σημαντικά πλεονεκτήματα έναντι της κλασικής ANOVA:

			α) H θεώρηση πολλών εξαρτημένων μεταβλητών σε ένα μοναδικό πείραμα παρέχει μεγαλύτερη πιθανότητα έκβασης ένας παράγοντας να βρεθεί πραγματικά σημαντικός.

			β) Μειώνει την πιθανότητα εμφάνισης του σφάλματος τύπου Ι που συχνότερα απαντάται στις ατομικές εφαρμογές ANOVA.

			γ) Μπορεί να ανιχνεύσει διαφορές εκεί που οι ατομικοί έλεγχοι της ANOVA αδυνατούν να το πράξουν.

			Από την άλλη πλευρά η χρήση της MANOVA θα πρέπει να γίνεται προσεκτικά διότι αποτελεί ένα πολύπλοκο στατιστικό εργαλείο οδηγώντας ενίοτε στη γένεση αμφιβολιών αν κάποια ανεξάρτητη μεταβλητή επιδρά σημαντικά σε κάποια εξαρτημένη. Μπορεί να μειώνει το συνολικό σφάλμα μέσα στις ομάδες, μειώνονται  ωστόσο και οι βαθμοί ελευθερίας λόγω συμμετοχής των εξαρτημένων μεταβλητών και κατά συνέπεια το αποτέλεσμα  να προκύπτει ως μη ιδιαίτερα αξιόπιστο. Επιπροσθέτως, οι εξαρτημένες οφείλουν να μην συσχετίζονται ισχυρά γιατί αλλιώς η είσοδος στον έλεγχο περισσότερων από μία δεν βελτιώνει σημαντικά την απώλεια που υφίστανται οι βαθμοί ελευθερίας. Στις περιπτώσεις αυτές συνιστάται η χρήση των ατομικών ελέγχων της ANOVA.

			Κατά κανόνα, η MANOVA επιλέγεται εποικοδομητικά στις ακόλουθες περιπτώσεις:

			
					Όταν αρκετές εξαρτημένες μετρούν διαφορετικές όψεις του ίδιου θεματικού περιεχομένου π.χ. διαφορετικοί τύποι ακαδημαϊκής επίδοσης (Μαθηματικά, Αγγλικά).

					Όταν εκτιμώνται μέτριας έντασης συσχετίσεις μεταξύ των εξαρτημένων μεταβλητών. Σε πολύ υψηλές συσχετίσεις δεν περισσεύει μεγάλο μέρος της διακύμανσης μετά την προσαρμογή της  πρώτης εξαρτημένης προκειμένου να μελετηθεί με σοβαρότητα η δεύτερη. Σε εξαιρετικά χαμηλές συσχετίσεις η μέθοδος στερείται στατιστικής ισχύος διότι έτσι θυσιάζονται πολλοί βαθμοί ελευθερίας του ολικού σφάλματος SS. Σε αμφότερες τις περιπτώσεις ο ερευνητής προτείνεται να εφαρμόζει ατομικούς ελέγχους ANOVA, δηλαδή για κάθε μία εξαρτημένη να αναλογεί και μία ανεξάρτητη μεταβλητή.

			

			Όσο αυξάνει η πολυπλοκότητα της MANOVA τόσο αυξάνει και η αμφιβολία για την αξιοπιστία των αποτελεσμάτων της. Επομένως ο ερευνητής θα πρέπει να διασφαλίζει κάπως ότι έχει ορθά επιλέξει τη MANOVA. 

			Στα πλεονεκτήματα της μεθόδου συγκαταλέγονται τα ακόλουθα:

			
					Ελέγχει το αποτέλεσμα της απόκρισης πολλών εξαρτημένων μεταβλητών από τη δράση πολλών ανεξάρτητων με μία μόνο εφαρμογή της μεθόδου.

					Οι ανεξάρτητες μεταβλητές μπορούν να επηρεάσουν κάποιες εξαρτημένες που εντάσσονται σε διαφορετικά θεματικά περιεχόμενα, π.χ. μία αντικαπνιστική εκστρατεία μπορεί να επηρεάσει ανατρεπτικά (θετικά) την παραγωγικότητα, την παρατεταμένη απουσία ενός εργατικού δυναμικού και τις ασφαλιστικές αποζημιώσεις. Αναφορικά με την επιστήμη τροφίμων, επιχειρούν να συνδέσουν θετικά τη μηχανική ελαστικότητα με την οργανοληπτική σκληρότητα  ενός προϊόντος. 

					Αποδίδει μεγαλύτερη ισχύ σημαντικότητας συγκριτικά με την ισχύ των ατομικών ελέγχων της ANOVA.

					Προάγει την ερμηνευτική αξία των αποτελεσμάτων συγκριτικά με τις μονομερείς ερμηνείες των ατομικών αποτελεσμάτων της ANOVA.

					Όταν στη MANOVA συμμετέχει μία ομάδα μη συσχετιζόμενων εξαρτημένων αυτή διασφαλίζει ότι καθεμία από αυτές θα παράγει και διαφορετικό θέμα ερμηνείας από τη δράση των ανεξάρτητων μεταβλητών.

			

			Στα μειονεκτήματα της μεθόδου επισημαίνονται τα εξής:

			
					Το αποτέλεσμα της διακριτικής ανάλυσης της MANOVA δεν εξηγείται πάντα με εύκολο τρόπο, διότι οι χαρακτηριστικές ρίζες χρησιμοποιούνται απλά για τον ευκρινέστερο διαχωρισμό των αποτελεσμάτων στις διάφορες ομάδες και όχι κατ’ ανάγκη στη δημιουργία αισθητής διαφοράς σε θεματικό περιεχόμενο. Δηλαδή, στη ΜΑΝΟVA κάθε αποτέλεσμα ελέγχεται με τη χρήση διαφορετικών χαρακτηριστικών ριζών για τον παράγοντα Α, Β και την αλληλεπίδρασή τους ΑxΒ.

					Χαμηλή ισχύς του ελέγχου της MANOVA μπορεί να σημαίνει μη στατιστικά σημαντικό αποτέλεσμα αλλά σημαντικό πιθανόν σε μία ή περισσότερες ατομικές ANOVA.

					Οι προϋποθέσεις που λαμβάνονται υπόψη είναι πολλές και γι’ αυτό το λόγο θεωρείται αρκετά δύσκολο να ισχύουν όλες ταυτόχρονα.

			

			Όταν οι σκόπελοι των μειονεκτημάτων μετά την εφαρμογή της MANOVA είναι πρόδηλοι και δεν αντιμετωπίζονται αποτελεσματικά, τότε οδηγούμαστε σε μία από δύο εναλλακτικές επιλογές:

			
					Συνδυάζουμε ή απαλείφουμε κάποιες εξαρτημένες, ειδικά εκείνες με ισχυρές συσχετίσεις, οπότε παραμένουν προς ανάλυση μόνο οι ουσιώδεις.

					Εφαρμόζουμε την ανάλυση των κύριων συνιστωσών (PCA) στις εξαρτημένες και εκτελούμε ατομικούς ελέγχους ANOVA στις παραγόμενες συνιστώσες οι οποίες εξορισμού δεν συσχετίζονται. Κάθε συνιστώσα αντανακλά τη δράση ορισμένων εξαρτημένων μεταβλητών σε αυτή και αναμένεται έτσι να αποφέρει διαφοροποιημένο στατιστικά σημαντικό αποτέλεσμα συγκριτικά από μία άλλη σε κάθε ατομική εφαρμογή της ANOVA.

			

			8.4 Μελέτη περίπτωσης πολυμεταβλητής ανάλυσης της διακύμανσης (MANOVA)

			H στατιστική ανάλυση έγινε με τα προγράμματα ΜΙΝΙΤΑΒ 16.0 και STATISTICA 12.0.

			Το μικροβιακό φορτίο που περιέχει το γάλα προς κατανάλωση ερευνήθηκε πώς επηρεάζεται από τη δράση δύο παραγόντων, τη λιποπεριεκτικότητα με δύο επίπεδα (0% και 4%), και το χρόνο συντήρησης εκτός ψυγείου σε θερμοκρασία δωματίου με τρία επίπεδα (0, 12 και 24 ώρες). Το φορτίο μετρήθηκε ποσοτικά με δύο μεταβλητές, την ολική μικροβιακή χλωρίδα (OMX) και το χρόνο αναγωγής του κυανού του μεθυλενίου (ΚΜ) σε δευτερόλεπτα (sec) με τη χρήση προχοΐδας σε 18 φιάλες γάλακτος. Θεωρητικά αναμένεται ο χρόνος έκθεσης εκτός ψυγείου όπως και η αύξηση των λιπαρών να επιταχύνει την μικροβιακή ανάπτυξη αυξάνοντας τις τιμές ΟΜΧ και μειώνοντας το χρόνο αναγωγής του δείκτη. Το πειραματικό σχέδιο περιγράφεται στον πίνακα δύο παραγόντων με 2x3=6 συνδυασμένα επίπεδα και με 3 επαναλήψεις σε κάθε συνδυασμένο επίπεδο. Η μεταβλητή ΟΜΧ λογαριθμίστηκε λόγω έλλειψης ομοιογένειας στις διακυμάνσεις των επιπέδων των παραγόντων. 
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			Η ανάλυση της MANOVA έδειξε τα εξής αποτελέσματα:

			(Α) Έλεγχοι σημαντικότητας των παραγόντων

			1) Αμφότεροι παράγοντες

			Μήτρα συνδιακυμάνσεων Ε

			[image: Ch8-Sel8-Pin3%5d.png]

			Τα στοιχεία επί της διαγωνίου είναι τα σφάλματα εντός των επιπέδων που αναπτύσσονται στις δύο μεταβλητές (72600 και 4,2 αντίστοιχα)

			Υπολειμματική μήτρα συσχετίσεων

			[image: Ch8-Sel8-Pin4.png]

			Τα στοιχεία εκτός της διαγωνίου δείχνουν τον υπολειμματικό συντελεστή συσχέτισης μεταξύ των δύο μεταβλητών. Ο συντελεστής έχει τιμή -0,54 η οποία θεωρείται μέτρια ικανοποιητική και δηλώνει ότι οι δύο μεταβλητές συσχετίζονται ασθενώς, πράγμα που είναι επιθυμητό για την ανάλυση της MANOVA.

			2) Παράγοντας ‘ΩΡΕΣ’

			Κριτήρια πολυμεταβλητότητας 
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			Τα κριτήρια εμφανίζουν ακριβή πιθανότητα σφάλματος p μικρότερη του 0,05 (0,039 0,037 και 0,046) και δηλώνουν ότι υπάρχει στατιστικά σημαντική επίδραση του χρόνου συντήρησης εκτός ψυγείου στις δύο μεταβλητές.

			Μήτρα συνδιακυμάνσεων Η 
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			Τα στοιχεία επί της διαγωνίου εξάγουν τη μεταβλητότητα που αναπτύσσεται στις τρεις χρόνους συντήρησης στις δύο μεταβλητές.

			Ανάλυση των χαρακτηριστικών ριζών 
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			Η πρώτη ρίζα επεξηγεί το 89,8% της ολικής διακύμανσης των στοιχείων, ποσοστό υψηλό για την ερμηνεία των αποτελεσμάτων λαμβάνοντας υπόψη μόνο αυτή. Το διάνυσμα της πρώτης ρίζας έχει υψηλότερη τιμή στην ΟΜΧ (0,053) απ’ ότι στην ΚΜ (0,004), πράγμα που σημαίνει ότι οι μέσοι όροι της ΟΜΧ εμφανίζουν μεγαλύτερες διαφορές μεταξύ τους στα τρία επίπεδα του χρόνου συντήρησης συγκριτικά με την ΚΜ.  

			3) Παράγοντας ‘ΛΙΠΟΣ %’

			Κριτήρια πολυμεταβλητότητας 
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			Οι πιθανότητες ακριβούς σφάλματος p είναι όλες ίδιες (0,04) και μικρότερες του 0,05, άρα υπάρχει στατιστικά σημαντική ένδειξη ότι η διαφορετική λιποπεριεκτικότητα επιδρά στο μικροβιακό φορτίο. 

			Μήτρα συνδιακυμάνσεων Η
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			Τα στοιχεία επί της διαγωνίου εξάγουν τη μεταβλητότητα που αναπτύσσεται στις δύο περιεκτικότητες λίπους  στις δύο μεταβλητές.

			Ανάλυση των χαρακτηριστικών ριζών 
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			Η πρώτη ρίζα επεξηγεί πλήρως την ολική διακύμανση (λ=1,000) και αυτή λαμβάνεται αποκλειστικά για την ερμηνεία των αποτελεσμάτων. Το διάνυσμα της πρώτης ρίζας έχει υψηλότερη τιμή στην ΟΜΧ συγκριτικά με την ΚΜ (0,016 έναντι 0,004), και συμπεραίνουμε ότι στην πρώτη μεταβλητή αναμένονται μεγαλύτερες διαφορές των μέσων όρων στα δύο επίπεδα λίπους.

			4) Αλληλεπίδραση ‘ΩΡΕΣ’x’ΛΙΠΟΣ %’
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			Κρίνοντας από τις ακριβείς πιθανότητες σφάλματος (p>0,05), προκύπτει ότι το αποτέλεσμα της αλληλεπίδρασης των δύο παραγόντων δεν είναι στατιστικά σημαντικό και δεν αναλύεται περαιτέρω.

			Μήτρα συνδιακυμάνσεων Η
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			Τα στοιχεία επί της διαγωνίου εξάγουν τη μεταβλητότητα που αναπτύσσεται στην αλληλεπίδραση στις δύο μεταβλητές.

			Ανάλυση των χαρακτηριστικών ριζών 
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			Η ανάλυση των ριζών δεν ερμηνεύεται γιατί δεν διαπιστώθηκε σημαντική επίδραση της αλληλεπίδρασης. 

			(Β) Ατομικοί έλεγχοι της ANOVA

			Οι παράγοντες έδειξαν ότι επηρεάζουν στατιστικά σημαντικά τις δύο εξαρτημένες μεταβλητές και για το λόγο αυτό η δράση τους αναλύεται ατομικά.
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			Κρίνοντας από τις τιμές της πιθανότητας σφάλματος προκύπτει ότι χρόνος αναγωγής επηρεάζεται στατιστικά σημαντικά και από το χρόνο συντήρησης εκτός ψυγείου και από τα επίπεδα του λίπους (0,011 και 0,009), όχι όμως από την αλληλεπίδραση (0,361).

			Ο συντελεστής R2 εμφανίζεται αρκετά υψηλός (67,8%) δηλώνοντας έτσι ότι αναπτύσσεται καλή γραμμική μεταβολή του χρόνου αναγωγής με την αύξηση των τιμών των επιπέδων σε αμφότερους τους παράγοντες. Υπενθυμίζεται ότι τα επίπεδα των παραγόντων έχουν ποσοτική σχέση (0, 12, 24 ώρες και 0% και 4% λίπος). 
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			Το αποτέλεσμα αμφοτέρων των παραγόντων στη μικροβιακή χλωρίδα (logΟΜΧ) κρίνεται μη στατιστικά σημαντικό διότι η ακριβής πιθανότητα σφάλματος στα τρία κριτήρια είναι μεγαλύτερη του 0,05 και περατώνεται στο στάδιο αυτό η διαδικασία της περαιτέρω ανάλυσης. 

			Στη συνέχεια προβαίνουμε στην καταγραφή των μέσων τιμών αμφοτέρων των μεταβλητών ανά επίπεδο παράγοντα και επιχειρούμε την ερμηνεία της διαφοροποίησης των μέσων είτε με γραφικό τρόπο (σύγκριση με βάση τα 95% όρια εμπιστοσύνης των μέσων) είτε με άλλες γνωστές μεθόδους σύγκρισης (έλεγχος του Tukey, SNK κ.ά.).
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			Σχετικά με το χρόνο συντήρησης, ο χρόνος αναγωγής  ΚΜ του αντιδραστηρίου (κυανό του μεθυλενίου), κρίνοντας από τις μέσες τιμές των επιπέδων,  βαίνει συνεχώς μειούμενος με την πάροδο των ωρών αποκαλύπτοντας  έτσι ότι υφίσταται αύξηση του μικροβιακού φορτίου στο γάλα. Επίσης, ο χρόνος αναγωγής είναι υψηλότερος σε λίπος γάλακτος 0% απ’ ότι σε λίπος 4% (238,9 έναντι 125,6 sec), άρα η αύξηση του λιποπεριεκτικότητας αυξάνει τη μικροβιακή ανάπτυξη. Το αποτέλεσμα της μεταβολής του ΚΜ λόγω της δράσης των δύο παραγόντων ελέγχεται και γραφικά όπως δείχνει το σχήμα 8.1. 
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			Σχήμα 8.1. Μεταβολή του χρόνου αναγωγής του Κ.Μ. σε δείγματα γάλακτος συντηρημένα μέχρι 24 ώρες εκτός ψυγείου και σε δύο επίπεδα λιποπεριεκτικότητας (0 και 4%). Οι κάθετες ευθείας παριστούν τα 95% όρια εμπιστοσύνης των μέσων τιμών υπολογισμένα από σφάλμα των ατομικών ANOVA.

			Η μικροβιακή χλωρίδα (logΟΜΧ) δεν ελέγχεται γιατί οι παράγοντες δεν εμφάνισαν στατιστικά σημαντικό αποτέλεσμα στην ανάλυση της ANOVA.

			Διαγνωστικά κριτήρια

			Τα γραφήματα της κανονικότητας των υπολειμμάτων (Σχ. 8.2) σε αμφότερες τις μεταβλητές έδειξαν γραμμική μεταβολή εξακριβωμένη και από τις τιμές του ελέγχου των Anderson-Darling (p>0,05) υποδεικνύοντας την ύπαρξη κανονικότητας στα στοιχεία. 

			Οι έλεγχοι της ομοιογένειας των διακυμάνσεων ελέγχθηκαν χωριστά για κάθε μεταβλητή (έλεγχοι των Bartlett και Levene) αλλά και συνολικά για το σύνολο της MANOVA (έλεγχος Μ του Βox) υποδεικνύοντας ισότητα μεταξύ των διακυμάνσεων (p>0,05).
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			Εναλλακτικά, τα γραφήματα της ομοιογένειας των υπολειμμάτων (Σχ. 8.2) έδειξαν επίσης διάσπαρτη κατανομή και άρα την ύπαρξη ομοσκεδασμού στις διακυμάνσεις των στοιχείων στις δύο μεταβλητές.
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			Σχήμα 8.2.  Γραφήματα κατανομής των υπολειμμάτων των στοιχείων στις δύο μεταβλητές.
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			Κεφάλαιο 9: Ανάλυση αντιστοιχιών

			Σύνοψη

			Είναι διερευνητική τεχνική που στοχεύει στην ανάλυση πινάκων ενδεχομένων δύο ή περισσότερων μεταβλητών, εξάγοντας παράλληλα κάποια μέτρηση αντιστοιχίας μεταξύ των σειρών και των στηλών.

			Στηρίζεται στην πολυμεταβλητή μεταχείριση των στοιχείων, λαμβάνοντας υπόψη πολλαπλές κατηγορικές μεταβλητές, δίχως να καταφεύγει δηλαδή στην κατά ζεύγη εξέταση των μεταβλητών. Ως αποτέλεσμα, είναι η δημιουργία γραφημάτων Χ-Υ των σημείων που προκύπτουν από τις στήλες και σειρές, με στόχο την ανεύρεση δομικών σχέσεων μεταξύ κατηγορικών μεταβλητών και παρατηρήσεων. 

			Η ανάλυση των αντιστοιχιών εφαρμόζεται με εξαιρετική επιτυχία και σε ποσοτικές μεταβλητές οι οποίες μετρούν μόνο πληθυσμούς ειδών σε ένα πλήθος δειγμάτων, των οποίων η κατανομή κατά μήκος μίας χωροταξικής κλίμακας διαβάθμισης εμφανίζει σε κάποια θέση ένα μέγιστο αφθονίας (κορυφή) χαρακτηριστικό για κάθε είδος.

			Στο κεφάλαιο αυτό συγκαταλέγεται επίσης και η ανάλυση της κανονιστικής συσχέτισης η οποία πραγματεύεται τις σχέσεις που αναπτύσσονται μεταξύ δύο διαφορετικών ομάδων μεταβλητών, στις οποίες εκλαμβάνεται η μία ως εξαρτημένη και η άλλη ως ανεξάρτητη. 

			Ειδική αναφορά παρέχεται σε μελέτες περιπτώσεων σχετικών με δημογραφικά χαρακτηριστικά, κλινικά περιστατικά και οικολογικό περιεχόμενο, αλλά και συγκριτική περιγραφή του προφίλ των ελληνικών τυριών. 

			Γνώσεις σχετικές με την ανάλυση συχνοτήτων, πολλαπλής παλινδρόμησης και οπωσδήποτε κύριων συνιστωσών, αποτελούν απαραίτητη προϋπόθεση για την εμπέδωση του θεωρητικού υπόβαθρου της ανάλυσης αντιστοιχιών.

			Η μέθοδος της Ανάλυσης Αντιστοιχιών  (Correspondence Analysis-CA) χρησιμοποιείται με επιτυχία σε κατηγορικές μεταβλητές και βρίσκει πρόσφορο έδαφος στα πεδία εφαρμογών της κοινωνιολογίας, του marketing, της ψυχολογίας (Bourdieu, 1984, Greenacre, 2007). Την τελευταία εικοσιπενταετία όμως, η εφαρμογή της μεθόδου επεκτάθηκε και σε ποσοτικές μεταβλητές με το όνομα ανάλυση της αμοιβαίας μεσοστάθμισης (Reciprocal Averaging-RA), με άμεση εφαρμογή κυρίως στις οικολογικές επιστήμες και σε θέματα εκτίμησης πληθυσμών σε σχέση με το περιβάλλον διαβίωσής τους (Hill, 1973). 

			Η ανάλυση των αντιστοιχιών οφείλει τα μέγιστα της εξέλιξής της στις προσπάθειες  ομάδας επιστημόνων της γαλλικής σχολής και ιδιαίτερα του Bourdieu και των συνεργατών του (Bourdieu, 1984).  Προσφάτως, προσαρτήθηκε σε μία σύνθετη πολυμεταβλητή ανάλυση γνωστή με το όνομα Γεωμετρική ανάλυση στοιχείων  (Geometric data analysis) κατά την οποία επιτυγχάνεται μια άμεση σύνδεση μεταξύ της CA (απλής και πολλαπλής) και της PCA με τη χρήση τεχνικής συσταδοποίησης γνωστής ως Ευκλείδεια ταξινόμηση (Le Roux and Rouanet, 2004). H ανάλυση αυτή προσαρμόζεται ικανοποιητικά και στη χρήση της διακριτικής ανάλυσης επειδή η δεύτερη αδυνατεί να ανταποκριθεί σε ανεξάρτητες κατηγορικές μεταβλητές γι αυτό και φέρει το όνομα διακριτική ανάλυση των αντιστοιχιών. 

			Η ανάλυση πολλαπλών αντιστοιχιών διαφοροποιείται από την ανάλυση κύριων συνιστωσών ως προς τη φύση των διαχειριζόμενων μεταβλητών, οι οποίες στη δεύτερη είναι αποκλειστικά ποσοτικές. Η CA επεξεργάζεται τα στοιχεία υπό μορφή πινάκων ενδεχομένων τις συχνότητες των οποίων προβάλλει σε διδιάστατα γραφήματα. Στην απλή ανάλυση των αντιστοιχιών δεν λαμβάνεται υπόψη η σημαντικότητα του κριτηρίου χ2 καθότι η τεχνική ασχολείται απλώς με τον περιγραφικό χαρακτήρα των δεδομένων (Greenacre, 2007). 

			Ως εναλλακτικές εφαρμογές της ανάλυσης πολλαπλών αντιστοιχιών έχουν προταθεί η αποδυναμωμένη ανάλυση των αντιστοιχιών (Detrended Correspondence Analysis, Hill and Gauch, 1980) και η ανάλυση κανονιστικών αντιστοιχιών (Ter Braak, 1986) η οποία θα μας απασχολήσει στο κεφάλαιο 10, τεχνικές που αναφέρονται σχεδόν αποκλειστικά σε ποσοτικά στοιχεία στα οποία δεν ισχύει η πολυμεταβλητή κανονική κατανομή. 

			Κρίνεται σκόπιμο στο κεφάλαιο αυτό να γίνει λεπτομερής περιγραφή της ανάλυσης αντιστοιχιών σε χωριστές ενότητες, ανάλογα με τη χρήση κατηγορικών ή ποσοτικών μεταβλητών και της διαδικασίας υπολογισμού των στατιστικών παραμέτρων με την ελάχιστη χρήση άλγεβρας. Ειδική αναφορά παρέχεται σε μελέτες περιπτώσεων σχετικών με δημογραφικά χαρακτηριστικά, κλινικά περιστατικά και οικολογικό περιεχόμενο, αλλά και συγκριτική περιγραφή του προφίλ των ελληνικών τυριών. 

			Στο κεφάλαιο αυτό συγκαταλέγεται επίσης και η ανάλυση της κανονιστικής συσχέτισης (Canonical Correlation-CC) η οποία αποτελεί μεταβατικό στάδιο, θεωρητικά και υπολογιστικά, μεταξύ της ανάλυσης των αντιστοιχιών και των κανονιστικών αντιστοιχιών (κεφάλαιο 10). Η ανάλυση αυτή πραγματεύεται τις σχέσεις που αναπτύσσονται μεταξύ δύο διαφορετικών ομάδων μεταβλητών (Manly, 1994),  στις οποίες εκλαμβάνεται η μία ως εξαρτημένη και η άλλη ως ανεξάρτητη.

			9.1 Ανάλυση των Αντιστοιχιών σε κατηγορικές μεταβλητές

			Είναι διερευνητική τεχνική που στοχεύει στην ανάλυση πινάκων  ενδεχομένων (συχνοτήτων) διπλής ή πολλαπλής κατεύθυνσης (δύο ή περισσότερων μεταβλητών), εξάγοντας παράλληλα κάποια μέτρηση αντιστοιχίας μεταξύ των σειρών και των στηλών. Η ανάλυση αυτή είναι και περιγραφική των στοιχείων διότι απλουστεύει σημαντικά τις σύνθετες σχέσεις που ενδεχομένως αναπτύσσονται από την τεράστια συλλογή των στοιχείων, χωρίς την απώλεια σημαντικής πληροφόρησης (Greenacre, 2007). 

			Η ανάλυση των αντιστοιχιών στηρίζεται στην πολυμεταβλητή μεταχείριση των στοιχείων, λαμβάνοντας υπόψη πολλαπλές κατηγορικές μεταβλητές, δίχως να καταφεύγει δηλαδή στην κατά ζεύγη εξέταση των μεταβλητών. Ως αποτέλεσμα, είναι η δημιουργία γραφημάτων Χ-Υ των σημείων που προκύπτουν από τις στήλες και σειρές, με στόχο την ανεύρεση δομικών σχέσεων μεταξύ κατηγορικών μεταβλητών και  παρατηρήσεων. Η αναγκαιότητα χρήσης της μεθόδου αυξάνει θεαματικά, όταν υπάρχει μεγάλος όγκος στοιχείων o οποίoς δυσκολεύει την απλή επισκόπηση και αντίληψη κάποιας δομικής σχέσης αυτών, όταν υπάρχει ομοιογένεια μεταξύ των μεταβλητών και συνεπώς έχει ουσία η εκτίμηση των στατιστικών αποστάσεων μεταξύ των στηλών και σειρών, αλλά και όταν δεν υπάρχει προηγούμενη πληροφόρηση προς τη φύση σύνδεσης των στοιχείων μεταξύ τους . 

			Η ανάλυση των αντιστοιχιών αποτελεί προέκταση της ανάλυσης των κύριων συνιστωσών (PCA).  Η βασική διαφορά τους έγκειται στη φύση επεξεργασίας των στοιχείων, η PCA εφαρμόζεται σε πίνακες με ποσοτικές μεταβλητές και η CA σε πίνακες με κατηγορικές μεταβλητές. Ο πρωταρχικός προορισμός της CA  είναι να μεταφέρει ένα πίνακα με αριθμητική πληροφόρηση σε ένα γράφημα όπου κάθε στήλη και σειρά παρίσταται ως ένα σημείο. 

			Υπολογιστική διαδικασία

			Στην απλή ανάλυση των αντιστοιχιών, η οποία εφαρμόζεται μόνο σε δύο κατηγορικές μεταβλητές, ο πίνακας ενδεχομένων των στοιχείων συγκροτείται από τις συχνότητες nij όπου i=σειρά και j=στήλη. Οι συχνότητες του περιθωρίου των σειρών και στηλών καθώς και η ολική συχνότητα (σύνολο των παρατηρήσεων) υπολογίζονται αντίστοιχα ως εξής: 
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			όπου i=1,2,...,I και j=1,2,...,J. 

			Κάθε στοιχείο του πίνακα προσδιορίζεται ως σημείο κατατομής (profile point) και κάθε σειρά συντίθεται από τη διευθέτηση των συχνοτήτων στις στήλες υπό μορφή αναλογιών ως 
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			οργανώνοντας έτσι τον ακόλουθο πίνακα r κατατομής των σειρών ixj, 

			[image: 1_11.png]

			Κάθε στήλη μπορεί επίσης να σημειωθεί και ως 
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			αναδιοργανώνοντας τον προηγούμενο πίνακα σε πίνακα c κατατομής των στηλών ixj, 

			[image: 2_9.png]

			Από τους πίνακες αυτούς προκύπτουν και οι μέσες τιμές των σειρών και στηλών,
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			To πηλίκο κάθε περιθωριακής στήλης και σειράς προς το σύνολο των παρατηρήσεων καλείται μάζα (mass).

			Τα σημεία κατατομής των σειρών χωριστά όπως και των στηλών χωριστά συνδέονται μεταξύ τους με τη χρήση της απόστασης χ2 του Pearson. Έτσι η απόσταση μεταξύ δύο σειρών και η απόσταση μεταξύ δύο στηλών υπολογίζεται αντίστοιχα ως, 
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			Η απόσταση χ2 του Pearson έχει ομοιότητες με την Ευκλείδεια απόσταση, η διαφορά τους συνίσταται στο ότι στην πρώτη κάθε τετράγωνο της σχέσης της παρένθεσης σταθμίζεται με το αντίστροφο της συχνότητας που αντιστοιχεί στο σημείο. Η διαίρεση αυτή θεωρείται ότι τυποποιεί τη διακύμανση, αποζημιώνοντας έτσι στις περιπτώσεις όπου συναντάται μεγάλη διακύμανση σε υψηλές συχνότητες και μικρή διακύμανση σε χαμηλές. 

			Ο όρος αδράνεια (inertia) αποτελεί σημαντική παράμετρο της ανάλυσης των αντιστοιχιών και αποτελεί μεταφορά του όρου ‘στιγμιαίας αδράνειας’ της μηχανικής. Ερμηνευτικά, κάθε φυσικό αντικείμενο έχει το δικό του κέντρο βάρους και κάθε σωματίδιο του αντικειμένου έχει κάποια μάζα m και κάποια αντίσταση d. Τότε η στιγμιαία αδράνεια του αντικειμένου ισούται με το άθροισμα του γινομένου md2 όλων των σωματιδίων: [image: Untitled1.png]. 

			Η θεωρία αυτή επεκτείνεται στην ανάλυση των αντιστοιχιών ως εξής: θεωρούμε ένα νέφος (σύνολο) σημείων κατατομής με μάζες, το άθροισμα των οποίων ισούται με 1. Τα σημεία αυτά έχουν ένα κέντρο βάρους m (π.χ. η μέση τιμή τους) της κατατομής τους και μία απόσταση χ2 μεταξύ τους και κάθε σημείο συνεισφέρει στην ολική αδράνεια του νέφους.  Έτσι για την κατατομή της i σειράς θα έχουμε την αδράνεια Ii,
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			όπου	 
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			και για την κατατομή της στήλης j την αδράνεια Ιj, 
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			όπου 
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			H ολική μάζα υπολογίζεται ως 
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			όπου  pij = η συντεταγμένη θέση κάθε σημείου στο χώρο,

			και η ολική αδράνεια ως συνολικό χ2/n.

			Μία άλλη ιδιότητα της ανάλυσης των αντιστοιχιών είναι η  αποδόμηση της ολικής αδράνειας  μέσω της διακρίβωσης ολιγάριθμων διαστάσεων στις οποίες οι αποκλίσεις από τις αναμενόμενες τιμές μπορούν να αναγνωριστούν. Η διαδικασία αυτή αποδομεί  πίνακες κατηγορικών μεταβλητών πολλαπλής κατεύθυνσης με τρόπο παρόμοιο της PCA η οποία αποδομεί στήλες ποσοτικών πολυμεταβλητών και  στην οποία η ολική διακύμανση καταμερίζεται σε ολιγάριθμες αναγνωρίσιμες μεταβλητές (συνιστώσες) με τη βοήθεια της μήτρας των συνδιακυμάνσεων..  

			Παρουσίαση των δεδομένων

			Ας υποθέσουμε ότι εκτελούμε απλή ανάλυση των αντιστοιχιών και δημιουργούμε τον πίνακα δύο κατηγορικών μεταβλητών με 10 κατηγορίες η μία, κατανεμημένες στις σειρές, και 7 κατηγορίες ή άλλη, κατανεμημένες στις στήλες: 

			[image: Ch9-Sel3-Pin1.png]

			Εύκολα θεωρούμε τις 7 στήλες ως χώρο 7 διαστάσεων και προβαίνουμε στην εκτίμηση της απόστασης χ2 του Pearson των σημείων μεταξύ των 10 σειρών στον επταδιάστατο χώρο. Οι αποστάσεις μεταξύ των σημείων στον πολυδιάστατο αυτό χώρο συναθροίζουν όλη την πληροφόρηση σχετικά με τις ομοιότητες μεταξύ των σειρών στον πίνακα. Η πληροφόρηση αυτή θα μπορούσε να ισχύσει πλήρως ή και με μικρές απώλειες αν υπήρχε τρόπος να μειωθούν οι επτά διαστάσεις σε 2 ή 3 μόνο. Αυτός είναι και ο στόχος που έχει η ανάλυση των αντιστοιχιών.  

			Στην πολλαπλή ανάλυση των αντιστοιχιών, η έννοια των μεταβλητών καταργείται και αντικαθίσταται από την έννοια των κατηγοριών σε όλες τις μεταβλητές. Αυτό σημαίνει ότι οι αναφορές στα αποτελέσματα εστιάζονται αποκλειστικά στις κατηγορίες. Για παράδειγμα, αν θεωρήσουμε 4 κατηγορικές μεταβλητές με 2 κατηγορίες εκάστη, η ανάλυση εξετάζει πώς οι κατηγορίες στον συγκροτούμενο πίνακα των 4 διαστάσεων σχετίζονται μεταξύ τους. Οπότε, 8 κατηγορίες συνολικά (2+2+2+2) θα λάβουν μέρος στην ανάλυση. Σε ορισμένες περιπτώσεις όμως η ερμηνεία των αποτελεσμάτων μπορεί να γίνει όχι μόνο ατομικά ανά κατηγορία αλλά και ανά μεταβλητή, με έμφαση στις κατηγορίες τους. 

			Η πολλαπλή ανάλυση των αντιστοιχιών εφαρμόζεται σε πίνακα εικονικών μεταβλητών στον οποίο κάθε στήλη αντιστοιχεί και σε μία κατηγορία μιάς μεταβλητής. Ως παράδειγμα αναφέρεται η μελέτη των δυνητικών σχέσεων που αναπτύσσονται μεταξύ του φύλου, της ηλικίας και του δείκτη μάζας σώματος (ΒΜΙ) σε ένα δείγμα 1788 ατόμων που λήφθηκε από τρία διαφορετικά διαμερίσματα της χώρας (Κρήτη, Θράκη, Ήπειρο). Έτσι, δημιουργείται ένας πίνακας 4 μεταβλητών V1 (φύλο), V2 (ηλικία), V3 (ΒΜΙ), V4 (περιοχή) με 2, 3, 3 και 3 κατηγορίες αντίστοιχα και πλήθος δείγματος n=1788 παρατηρήσεις (Πίν. 9.1). Όλες οι μεταβλητές μετασχηματίζονται σε κατηγορικές δυαδικού τύπου όπου ο αριθμός 1 αντιστοιχεί σε παρουσία και το 0 σε απουσία. Έτσι η πρώτη παρατήρηση του πίνακα προσδιορίζει ένα άτομο το οποίο είναι γυναίκα, έφηβη, με ΒΜΙ>30 και καταγόμενο από την Ήπειρο. 
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			Πίνακας 9.1. Πίνακας εικονικών μεταβλητών στον οποίο σε κάθε στήλη αντιστοιχεί και μία κατηγορία. Στον πίνακα παρίστανται οι 12 πρώτες παρατηρήσεις αντί των 1788 για λόγους οικονομίας χώρου.

			Από τον πίνακα των εικονικών μεταβλητών προκύπτει ο πίνακας συχνοτήτων του Burt (Πίν. 9.2) ο οποίος διατηρεί ανέπαφο τον αριθμό των στηλών του προηγούμενου πίνακα αλλά μετασχηματίζει τον αριθμό των σειρών από 1788 σε 11 όσες και οι κατηγορίες των στηλών (2+3+3+3) και παράλληλα τοποθετεί την αντιστοίχιση των συχνοτήτων σε κάθε συνδυασμένη πλέον κατηγορία. Επισημαίνεται ότι οι συχνότητες επί της διαγωνίου του πίνακα αθροιζόμενες ανά μεταβλητή, δίνουν πάντα το συνολικό αριθμό του δείγματος (n=1788), π.χ.   816+972 (V1), 598+348+842 (V2),  ενώ οι συχνότητες εκτός διαγωνίου, είναι πάντα 0.  
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			Πίνακας 9.2.  Πίνακας συχνοτήτων 11x11 του Burt.

			Ερμηνεία των γραφημάτων CA

			Στην απλή ανάλυση των αντιστοιχιών, τρία γραφήματα δημιουργούνται:

			α) Το γράφημα των στηλών ή σειρών με σημεία τις συντεταγμένες των κύριων αξόνων.

			β) Το συμμετρικό γράφημα των στηλών και σειρών σε κοινή παράσταση με τις ίδιες συντεταγμένες. 

			γ) Το ασύμμετρο γράφημα των σειρών και στηλών σε κοινή απεικόνιση με τυποποιημένες όμως τις συντεταγμένες οι οποίες προκύπτουν διαιρώντας τις τιμές με [image: 14_6.png].

			Η παρουσίαση των αποτελεσμάτων της ανάλυσης των πολλαπλών αντιστοιχιών είναι ακριβώς ανάλογη αυτής των αντιστοιχιών δύο κατευθύνσεων (απλή αντιστοιχία), με την ειδοποιό διαφορά ότι στην πρώτη αναλύονται μόνο οι στήλες ενώ στη δεύτερη και οι σειρές. Στην πολλαπλή ανάλυση χρησιμοποιείται αναγκαστικά μόνο το γράφημα των στηλών (Σχ. 9.1β), στο οποίο οι συντεταγμένες των διανυσμάτων (αξόνων ή συνιστωσών) 1, 2 ή και περισσότερων επιλεγμένων  έχουν τυποποιηθεί όπως και προηγουμένως.

			Η θέση των σημείων στο διδιάστατο χώρο που δημιουργούν οι συνιστώσες 1 και 2 έχει σημαντική ερμηνευτική αξία:

			
					Σημεία κείμενα στην αρχή των αξόνων δεν έχουν σαφή κατατομή (profile) αφού απέχουν ελάχιστα από το κέντρο βάρους όλων των στοιχείων.

					Σημεία που δεν έχουν σημαντική συνεισφορά στην αδράνεια (διακύμανση) κάθε άξονα θεωρούνται ότι αποτελούν μέρος της μέσης κατατομής των στοιχείων του γραφήματος.

					Σημεία απομακρυσμένα από την αρχή των αξόνων αλλά κοντινά μεταξύ τους παρουσιάζουν όμοια συμπεριφορά (κατατομή) και προσδίδουν σημαντική πληροφόρηση στην έρευνα.

			

			Τα αποτελέσματα της ανάλυσης των αντιστοιχιών ενισχύονται σημαντικά και με την προσθήκη στο γράφημα των συμπληρωματικών μεταβλητών. Αυτές συνιστούν στήλες κατηγοριών νέων μεταβλητών οι οποίες έχουν μόνο οπτικό περιεχόμενο (π.χ. σχηματισμός ομάδων) στο γράφημα και καθόλου μάζα. Οι μεταβλητές αυτές εισάγονται στον πίνακα συχνοτήτων του Burt ή και άλλους πίνακες συχνοτήτων, δεν υπεισέρχονται όμως στον υπολογισμό της αδράνειας, απλά συνυπολογίζονται στις συντεταγμένες του πίνακα των λοιπών μεταβλητών και επίσης στο διδιάστατο γράφημα αυτών (Σχ. 9.2β). Η σημασία τους είναι παθητική και ανάλογη των συμπληρωματικών μεταβλητών της PCA, εμπλουτίζουν δηλαδή την επεξήγηση των λοιπών κατηγοριών στο γράφημα. Συγκεκριμένα, κατηγορίες μίας συμπληρωματικής μεταβλητής που διευθετούνται σε ειδικά σημεία στο διδιάστατο γράφημα και πλησίον κάποιων κατηγοριών των λοιπών μεταβλητών δείχνουν ομοιόμορφη συμπεριφορά και συνάφεια μεταξύ τους (κοινή σχέση) συμβάλλοντας έτσι στην προβλεπτική χαρτογράφηση (predictive mapping) του γραφήματος. Για παράδειγμα, στο σχήμα 9.2 οι τρεις τύποι νοσήματος (Η3Ν1, Η3Ν2, Πευμονία) συνιστούν τη συμπληρωματική μεταβλητή και η θέση τους στο διάγραμμα προσδιορίζει τα συμπτώματα τα οποία περιγράφονται πέριξ αυτών περιορισμένα σε κύκλους.

			Οι στατιστικές ποσότητες που συνεκτιμώνται παρουσία των συμπληρωματικών μεταβλητών είναι οι συντεταγμένες, οι συσχετίσεις και η ποιότητα των κατηγοριών αυτών με τις συνιστώσες. Επίσης υπολογίζεται και η συνεισφορά κάθε κατηγορίας των λοιπών μεταβλητών στις κατηγορίες των συμπληρωματικών αναφορικά. Η συνεισφορά αυτή μετρείται με το στατιστικό κριτήριο χ2 και τα υπολείμματα κάθε κατηγορίας με αυτές των συμπληρωματικών προκύπτουν ως τετραγωνική ρίζα των τιμών χ2. Τιμές υπολειμμάτων μεγαλύτερες από ±2 δηλώνουν μεγάλη απόκλιση και άρα στατιστική σημαντικότητα στην επεξήγηση της συγκεκριμένης κατηγορίας μίας μεταβλητής με τη συγκεκριμένη συμπληρωματική κατηγορία. 

			Κάθε τιμή χ2 υπολογίζεται ως 
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			 όπου  [image: 16_6.png] η παρατηρούμενη συχνότητα ενός κελιού (συνδυασμένη τιμή μεταξύ i σειράς και j στήλης) και  [image: 17_7.png] η και αναμενόμενη (σχετική υπολογιστική αναφορά γίνεται παρακάτω).

			Ερμηνεία αποτελεσμάτων στην απλή ανάλυση αντιστοιχιών

			Στην ανάλυση αυτή ετοιμάζονται δύο πίνακες διευθέτησης των δεδομένων σε συχνότητες εμφάνισης και ερευνώνται  σημαντικές στατιστικές παράμετροι πληροφόρησης, η εκτίμηση των οποίων θα διευκολυνθεί με τη χρήση ενός παραδείγματος. Αυτό αναφέρεται στην αξιολόγηση 8 μαθημάτων ενός τμήματος θετικών επιστημών με τη χρήση πενταβάθμιας τακτικής κλίμακας 1-5 (καθόλου-πολύ) με τη συμμετοχή 919 φοιτητών. Το βασικό ερώτημα πού τίθεται είναι ποια μαθήματα παρουσιάζουν αξιολογικά κοινή συμπεριφορά και ποιες τυχόν ιδιαιτερότητες εμφανίζονται. Τα δεδομένα καταγράφονται υπό μορφή συνδυασμένων συχνοτήτων σε πίνακα ενδεχομένων με 5 κατηγορίες βαθμολόγησης σε στήλες και 8 κατηγορίες μαθημάτων σε σειρές.
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			Η ανάλυση περιλαμβάνει τις ακόλουθες διαδοχικές υπολογιστικές ενέργειες:

			
					Έλεγχος της ανεξαρτησίας μεταξύ των δύο μεταβλητών με τη χρήση του στατιστικού κριτηρίου χ2  του Pearson με 28 βαθμούς ελευθερίας (5-1)x(8-1): χ228=314,769, p<0,0001. H τιμή του κριτηρίου είναι μικρότερη της θεωρητικής 41,337 του πίνακα Π4 (στατιστικά σημαντική) και προτάσσει την αποδοχή της εναλλακτικής υπόθεσης η οποία πρεσβεύει ότι αναπτύσσεται εξάρτηση μεταξύ των δύο μεταβλητών ή αλλιώς κάποιες κατηγορίες εμφανίζουν χαμηλότερες τιμές από τις θεωρητικές (αναμενόμενες) τους και το αντίστροφο. Σε περίπτωση ισχύος στατιστικά της ανεξαρτησίας, η εφαρμογή της ανάλυσης αντιστοιχιών εξακολουθεί να εκτελείται καθότι μικρή θεωρείται η σημασία αποδοχής ή μη της κάθε περίπτωσης (Greenacre, 2007). Παρόλα αυτά, η ανεξαρτησία των μεταβλητών παρέχει μικρό στατιστικό αντίκρισμα το οποίο αποτυπώνεται με ομαλότερες κατανομές των συχνοτήτων στα προφίλ των σειρών και στηλών και γραφικά σύγκλισή τους προς το κέντρο των αξόνων του συμμετρικού γραφήματος των σημείων, δηλώνοντας έτσι μικρό βαθμό διαφοροποίησης. Η τιμή του κριτηρίου όταν διαιρείται με το σύνολο των παρατηρήσεων αποτελεί τη συνολική αδράνεια της ανάλυσης χ2/n, η οποία ισούται με 314,769/919=0,3425.

					Καταγραφή του προφίλ (κατατομή) των σειρών διαιρώντας τη συχνότητα κάθε κελιού με την συχνότητα του περιθωρίου της σειράς στην οποία ανήκει αυτό (π.χ. η Μικροβιολογία όταν αξιολογείται μέτρια εμφανίζει συχνότητα 28 εκτιμήσεων των φοιτητών η οποία δίνει σχετική συχνότητα 0,322 (28/87). 
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					Το προφίλ των στηλών εξάγεται ομοιότυπα διαιρώντας τη συχνότητα κάθε κελιού με τη συχνότητα του περιθωρίου της στήλης στην οποία εντάσσεται (π.χ. η ίδια συνδυασμένη κατηγορία Μικροβιολογία-μέτρια αποκτά σχετική συχνότητα ίση με 28/252=0,111. 
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					Η μάζα εκτιμάται ως το άθροισμα των συχνοτήτων ανά σειρά (συχνότητα περιθωρίου) ή στήλη αντίστοιχα το οποίο διαιρείται ακολούθως με το συνολικό αριθμό των παρατηρήσεων του δείγματος. Για την κατηγορία ‘Μικροβιολογία’ η μάζα ισούται με 0,095 (87/919) και για το βαθμό ‘μέτρια’ 0,274 (252/919). Μέγιστη μάζα παρατηρείται στη Φυσική (0,195) και στη μέτρια βαθμολόγησή της (0,274).

					Η ανεξαρτησία μεταξύ των σειρών και των στηλών υπολογίζεται με το κριτήριο χ2 του Pearson, δηλαδή το ατομικό χ2 κάθε συνδυασμένης κατηγορίας, το οποίο ορίζεται για κάθε κελί ως (παρατηρούμενη τιμή – αναμενόμενη τιμή)2/(αναμενόμενη τιμή). Η εκάστοτε αναμενόμενη τιμή, γνωστή και ως προσαρμοσμένη, υπολογίζεται ως το πηλίκο του συντεταγμένου γινομένου  συγκεκριμένης σειράς επί συγκεκριμένης στήλης δια του συνόλου των παρατηρήσεων. Για τη συνδυασμένη κατηγορία ‘Χημεία-λίγο’ στον πίνακα ενδεχομένων η αναμενόμενη εξάγεται ως 91x159/919=15,744 και η ατομική τιμή χ2 ως (8-15,74)2/15,74=3,809. 

					Μέγιστη τιμή και μακράν των υπολοίπων παρουσιάζει η Βιοχημεία όταν βαθμολογείται αρκετά (126,333) και δευτερευόντως η Στατιστική όταν είναι πολύ αποδεκτή (30,604).
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					Η σχετική αδράνεια εκφράζει το ποσοστό ή αναλογία της ολικής αδράνειας που εξηγείται από κάθε  συνδυασμένη κατηγορία και είναι ανεξάρτητη του επιλεγμένου αριθμού των διαστάσεων. Υπολογίζεται ως το πηλίκο του ατομικού χ2 προς την ολική αδράνεια της ανάλυσης χ2/n. Έτσι για την συνδυασμένη κατηγορία ‘Χημεία-λίγο’ η σχετική αδράνεια ισούται με 3,809/314,769=0,012. Το άθροισμα όλων των σχετικών αδρανειών ανά σειρά ή στήλη δίνει την αδράνεια της κάθε κατηγορίας και εκφράζει τη σημαντικότητα αυτής προς την ολική αδράνεια, το δε άθροισμα της αδράνειας όλων των κατηγοριών δίνει τη συνολική αδράνεια του συστήματος.
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					Εφαρμογή της ανάλυσης των κύριων συνιστωσών (PCA) η οποία παράγει τόσες συνιστώσες (διαστάσεις) όσες και ο μικρότερος αριθμός που προκύπτει από τις σχέσεις (r-1) και (c-1), τον αριθμό δηλαδή r σειρών ή c στηλών. Για το παράδειγμα αυτό, οι στήλες είναι λιγότερες και έτσι προκύπτουν 5-1=4 συνιστώσες  με πρωταρχικό σκοπό την εκτίμηση της διακύμανσης (αδράνειας) κάθε διάστασης αλλά και των συντεταγμένων τιμών των σειρών και στηλών σε αυτές. Οι συντεταγμένες θα χρησιμεύσουν για τη δημιουργία ενός διδιάστατου γραφήματος των σειρών και στηλών προς εξαγωγή συμπερασμάτων.

			

			Από τον πίνακα των διαστάσεων προκύπτουν οι δύο πρώτες ως οι σημαντικότερες διότι μαζί εξηγούν το 92,03% (68,71+21,57) της ολικής μεταβλητότητας των στοιχείων στο διαστασιοχώρο της ανάλυσης.
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					Οι ιδιοτιμές λi της PCA υπολογίζονται ως λi=(μάζα)x(συντεταγμένες)2 χωριστά για τις κατηγορίες των σειρών και των στηλών και επίσης ανά κύρια διάσταση. Το άθροισμα των ιδιοτιμών όλων των σειρών δίνει την αδράνεια κάθε διάστασης και το ποσοστό κάθε σειράς την ποσοστιαία συνεισφορά της στην αδράνεια της συγκεκριμένης διάστασης. Τα ίδια ισχύουν και για το προφίλ των στηλών. Για παράδειγμα, η ιδιοτιμή λ1 της πρώτης διάστασης, όσον αφορά τα αποτελέσματα των στηλών, υπολογίζεται από το άθροισμα του γινομένου της μάζας των στηλών επί το τετράγωνο των συντεταγμένων:

			

			0,063x(0,047)2+0,173x(0,343)2+0,274x(0,308)2+0,231x(-0,876)2+0,259x(0,213)2=0,2354

			Η ίδια ακριβώς τιμή λ1 εξάγεται αν χρησιμοποιηθούν για τις πράξεις της μάζας και των συντεταγμένων τα αποτελέσματα των σειρών.   

			
					Με αντίθετη φιλοσοφία έκφρασης υπολογίζεται και το τετράγωνο της συσχέτισης, r2= (συντεταγμένες)2/(απόσταση χ2) η τιμή του οποίου κυμαίνεται μεταξύ 0 και 1 (ή 0-100%) και χαρακτηρίζει το ποσοστό της σχετικής αδράνειας που εξηγείται από μία διάσταση. Η ποσότητα αυτή συνηθίζεται ενίοτε να παρουσιάζεται στα αποτελέσματα ως συσχέτιση. Η απόσταση χ2 υπολογίζεται για κάθε σειρά (προφίλ σειρών) ως το άθροισμα της σχέσης (Α-Β)2/Β ανά κελί, όπου Α=τιμή κελιού στο προφίλ της σειράς και Β=μάζα της στήλης στην οποία ανήκει το κελί. Με την ίδια τακτική υπολογίζεται και η απόσταση χ2 για κάθε στήλη (προφίλ στηλών) αντιστοιχώντας για κάθε κελί Α=τιμή κελιού στο προφίλ της στήλης και Β=μάζα της σειράς στην οποία ανήκει το κελί και αθροίζοντας τα αποτελέσματα. Έτσι, για τη σειρά των Μαθηματικών στο προφίλ των σειρών η απόσταση χ2 υπολογίζεται από το άθροισμα: 

			

			(0,008-0,063)2/0,063+...+(0,328-0,259)2/0,259=0,103

			και η συσχέτιση των Μαθηματικών με τη διάσταση 1 ως (0,099)2/0,103=0,095. 

			
					Η συνεισφορά κάθε κατηγορίας δείχνει το ποσοστό της διακύμανσης (αδράνειας) που εξηγείται από κάθε κατηγορία σε σχέση με τον κύριο άξονα (συνεισφορά κάθε κατηγορίας στην αδράνεια του άξονα). 

					Η ποιότητα δύο ή περισσότερων διαστάσεων εκτιμάται ως το άθροισμα των συσχετίσεων k διαστάσεων τη φορά (Σri2) για κάθε κατηγορία (σημείο) σειράς ή στήλης και ειδοποιεί κατά πόσο το σημείο που καταλαμβάνει συγκεκριμένο χώρο σε ένα k διαστάσεων γράφημα εκπροσωπεύεται επακριβώς. Ερμηνεύεται ως το ποσοστό χ2 που αναλογεί όταν λαμβάνεται υπόψη ορισμένος αριθμός διαστάσεων και λαμβάνει τιμές μεταξύ 0 και 1.  Χαμηλή τιμή σημαίνει ότι οι επιλεγμένες διαστάσεις δεν επαρκούν ικανοποιητικά για την αντιπροσώπευση μίας συγκεκριμένης κατηγορίας σειράς ή στήλης, δηλαδή μειωμένη προσέγγιση.
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			Οι συντεταγμένες των δύο πρώτων διαστάσεων παράγουν το συμμετρικό διδιάστατο γράφημα στο σχήμα 9.1α, στο οποίο οι σειρές και στήλες καταλαμβάνουν συγκεκριμένες θέσεις. Σημεία (κατηγορίες) σειρών και στηλών κείμενα γειτονικά μεταξύ τους προσδίδουν υψηλό βαθμό ομοιότητας και όσο περισσότερο απέχουν από το κέντρο των αξόνων τόσο ισχυρότερη είναι η δράση που ασκούν στην ανάλυση αντιστοιχιών. Έτσι, το μάθημα της Βιοχημείας βαθμολογείται ως αρκετά αποδεκτό (βαθμός 4) από τους φοιτητές και πολύ αποδεκτό το μάθημα της Στατιστικής (βαθμός 5). Η Μηχανική και Μικροβιολογία συγκεντρώνουν τη μικρότερη αποδοχή (1), ενώ η Φυσική κυμαίνεται μεταξύ του λίγο έως μέτρια αποδεκτή (2-3) η δε Βιολογία βαθμολογείται με 2. Τα δύο υπόλοιπα μαθήματα, Χημεία και Μαθηματικά, δεν αξιολογούνται επαρκώς διότι πλησιάζουν προς το κέντρο των αξόνων χωρίς παράλληλα συνοδό βαθμολόγηση, εμφανίζοντας έτσι μία μάλλον ουδέτερη συμπεριφορά. Αυτό πιστοποιείται από τις ελάχιστες τιμές ποιότητας που κατέδειξαν ως προς την καταλληλότητα επιλογής των δύο κύριων διαστάσεων (0,274 και 0,240). 
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			Σχήμα 9.1α. Κατανομή των κατηγοριών των σειρών και στηλών σε διδιάστατο γράφημα συνιστωσών.

			Αξιοσημείωτη είναι η μεγάλη απόσταση στο σχήμα 9.1α που χωρίζει τα μαθήματα με τις δύο καλύτερες επιδόσεις, η Βιοχημεία να περιγράφει κυρίως την πρώτη διάσταση και η Στατιστική τη δεύτερη. Η συμπεριφορά αυτή εξηγείται άριστα από την υψηλή συνεισφορά της Βιοχημείας (77,6%) στην αδράνεια του πρώτου άξονα και από την υψηλή συνεισφορά της διάστασης στην αδράνεια της Βιοχημείας (99,6%). Ομοιότυπα, η Στατιστική συνεισφέρει κατά 51,9% στη σημαντικότητα της δεύτερης διάστασης η οποία συνεισφέρει κατά 76,5% στην αδράνεια του μαθήματος. Αμφότερα τα μαθήματα εμφανίζουν και λίαν υψηλό ποσοστό ποιότητας δηλώνοντας υψηλή προσέγγιση στην ερμηνευτική σημασία. Υψηλή ποιότητα εμφανίζει και η Φυσική (99,2%) και συνοδεύεται από την υψηλότερη παρουσία στο δείγμα (μάζα 19,5%), παρόλα αυτά η δυναμική της είναι μέτρια διότι συνεισφέρει ελάχιστα στην αδράνεια της πρώτης διάστασης αν και εξηγείται ικανοποιητικά από αυτήν (συσχέτιση 0,731).

			Αν και το ενδιαφέρον στρέφεται περισσότερο στα αποτελέσματα του προφίλ των σειρών, αξίζει να αναφερθεί και η σημασία των βαθμών 4 και 5 (προφίλ στηλών) στη δημιουργία του γραφήματος διότι αφενός είναι εξαιρετικά ποιοτικές (0,999 και 0,997) και αφετέρου  συμβάλουν σημαντικά στην αδράνεια των διαστάσεων 1 και 2 αντίστοιχα (0,752 και 0,677) όπως και αντιστρόφως οι διαστάσεις συμβάλουν σημαντικά στη σχετική τους αδράνεια (0,988 και 0,807). 

			Ερμηνεία αποτελεσμάτων στην πολλαπλή ανάλυση αντιστοιχιών

			Η πολλαπλή ανάλυση των αντιστοιχιών εφαρμόζεται σε πίνακα κατηγορικών μεταβλητών διαταγμένων με τη μορφή των εικονικών μεταβλητών και ως παράδειγμα με ερμηνευτική διάσταση αναφέρεται εκείνο που προβάλλεται στους πίνακες 9.1 και 9.2 και αφορά δημογραφικές σχέσεις με 4 κατηγορικές μεταβλητές. Κάθε στήλη του πίνακα 9.1 αντιστοιχεί σε ένα επίπεδο μιάς κατηγορικής μεταβλητής και απαιτούνται τόσες στήλες για μία μεταβλητή όσες και οι κατηγορίες της. Σε αντίθεση με την απλή ανάλυση των αντιστοιχιών όπου όλες οι κατηγορίες των σειρών του πίνακα ανήκουν σε μία μεταβλητή και όλες οι κατηγορίες των στηλών σε άλλη μεταβλητή, στην πολλαπλή όλες οι κατηγορίες των μεταβλητών αφορούν μόνο στήλες. Στην ουσία η πολλαπλή ανάλυση των αντιστοιχιών εφαρμόζει στον πίνακα των εικονικών μεταβλητών μία σταθμισμένη ανάλυση των κύριων συνιστωσών. Αν ο αριθμός των κατηγοριών στις j κατηγορικές στήλες είναι c1, c2 ,..., cj, τότε ο αριθμός των επικείμενων διαστάσεων θα είναι το άθροισμα (ci-1) όπου i=1,2,...,j. H ανάλυση αποδομεί  την ολική αδράνεια (ίση με χ2/n) αναλογικά με το άθροισμα των ιδιοτιμών λ της PCA και αναφέρεται μόνο στο προφίλ των στηλών και τελικά καταλήγει στο γράφημα των συντεταγμένων των στηλών. Σε αντιστοιχία με την PCA η ανάλυση εξάγει ολιγάριθμες υποδιαστάσεις των αρχικών μεταβλητών που ονομάζονται κύριοι άξονες ή κύριες διαστάσεις. Ο πρώτος άξονας επιλέγεται έτσι ώστε να επεξηγεί όσο το δυνατό μέγιστη ποσότητα της ολικής αδράνειας, ο δεύτερος το μέγιστο ποσοστό από την υπολείπουσα αδράνεια κοκ. 

			Οι στατιστικές ποσότητες της ανάλυσης παρουσιάζονται στον πίνακα 9.3 με τις εξής επισημάνσεις:

			
					Οι δύο πρώτοι άξονες (συνιστώσες) επεξηγούν το 30,36% της ολικής αδράνειας της ανάλυσης.

					Η ποιότητα εκφράζει την αναλογία της αδράνειας η οποία εκτιμάται από όλες τις συνιστώσες. Οι κατηγορίες «μεσήλιξ» και “ΒΜΙ 25-30” και δευτερευόντως η «Ήπειρος» εμφανίζουν τη μέγιστη ποιότητα, άρα την καλύτερη εκπροσώπηση από τις δύο συνιστώσες, και οι κατηγορίες «Θράκη» και «ενήλιξ» την ελάχιστη. 

					Η μάζα εκφράζει την αναλογία κάθε κατηγορίας στο σύνολο των στοιχείων, η οποία αθροιζόμενη για κάθε μεταβλητή αποτελεί το 25% του συνόλου. Μεγαλύτερες συχνότητες εμφανίζουν οι κατηγορίες “ΒΜΙ 25-30” (13,6%) και οι «γυναίκες» (13,6%). 

					Η αδράνεια εκφράζει την αναλογία που συνεισφέρει κάθε κατηγορία. «Ενήλικες» και άτομα με “ΒΜΙ <25” και “BMI>30” εμφανίζουν τη μεγαλύτερη αδράνεια, συνθέτουν το 33,6% της ολικής και αποτελούν τις πλέον σημαντικές κατηγορίες.

					Οι συντεταγμένες συνθέτουν το διδιάστατο γράφημα των δύο συνιστωσών. Μεγάλες απόλυτες τιμές δείχνουν απομακρυσμένες θέσεις από το κέντρο των αξόνων και επομένως παρέχουν αξία στην ερμηνεία των κατηγοριών στο γράφημα.

					Η συσχέτιση εκφράζει τη συνεισφορά κάθε συνιστώσας στην αδράνεια (διακύμανση) κάθε κατηγορίας.  Η πρώτη συνιστώσα εξηγεί το 36% της κατηγορίας «μεσήλιξ» το 27,5% της «Κρήτης» και το 25% της «Ηπείρου». Η δεύτερη συνιστώσα εξηγεί επίσης το 25,9% των μεσήλικων και το 84% των ατόμων με “ΒΜΙ 25-30” και “BMI>30”. 

					Οι συνεισφορές των κατηγοριών «μεσήλιξ» και «Κρήτη» εξηγούν τα μέγιστα της αδράνειας του πρώτου άξονα ενώ οι συνεισφορές των ατόμων με “ΒΜΙ 25-30” και “BMI>30” είναι κυρίως υπεύθυνες για την αδράνεια του δεύτερου άξονα. 

			

			Ποιότητα και συσχετίσεις αφορούν πληροφόρηση που πηγάζει από τις μεταβλητές, ενώ μάζα, αδράνεια και συνεισφορά αφορούν κατηγορίες. 

			Οι παραπάνω διατυπώσεις οπτικοποιούνται με σαφήνεια στα ευρήματα του σχήματος 9.1β, ο διδιάστατος χώρος του οποίου καλύπτεται από τη διασπορά των σημείων που αντιστοιχούν στις κατηγορίες της έρευνας. 
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			Πίνακας 9.3. Στατιστικές παράμετροι της ανάλυσης των πολλαπλών αντιστοιχιών. 

			Τα απόκεντρα σημεία παρατηρούμενα ως γειτονικές ομάδες (βλ. περιγεγραμμένα σημεία στο σχήμα 9.1β) παρέχουν την σπουδαιότερη πληροφόρηση και συγκεκριμένα: 

			Τα παχύσαρκα άτομα (ΒΜΙ>30) είναι συνήθως μέσης ηλικίας, άτομα υγιή σωματικά (ΒΜΙ<25) προέρχονται κυρίως από την Ήπειρο, ενώ έφηβοι και ενήλικες του συνολικού δείγματος μαζί με άτομα διαβιώντα στη Θράκη εμφανίζουν ΒΜΙ μεταξύ 25 και 30.  
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			Σχήμα 9.1β. Κατατομή των κατηγοριών των μεταβλητών της έρευνας σε διδιάστατο γράφημα συνιστωσών.

			Ανακεφαλαίωση

			Η ανάλυση των αντιστοιχιών είναι μία περιγραφική αλλά και διερευνητική τεχνική η οποία αναλύει πίνακες κατηγορικών μεταβλητών διπλής ή πολλαπλής κατεύθυνσης, αποδίδοντας κάποια σχέση αντιστοίχισης μεταξύ των σειρών και στηλών. Τα αποτελέσματα παρέχουν πληροφόρηση ίδια περίπου με αυτή της PCA και FA και επιτρέπουν να διερευνήσουμε τη δομή των κατηγορικών μεταβλητών της έρευνας. Επειδή ο προσανατολισμός της ανάλυσης των αντιστοιχιών στοχεύει στην ανάπτυξη μοντέλων που δίνουν καλή προσαρμογή στα στοιχεία χωρίς την ανάγκη πληροφόρησης της σημαντικότητας αυτής της προσαρμογής, δεν υπάρχουν ειδικοί έλεγχοι σημαντικότητας των αποτελεσμάτων της ανάλυσης αυτής. Δηλαδή, ο κύριος σκοπός της τεχνικής αυτής είναι η εξαγωγή σημαντικής και ουσιαστικής πληροφόρησης από ένα μεγάλο πίνακα συνδυαστικών συχνοτήτων κατηγορικών μεταβλητών. 

			Ο πλέον κοινός τρόπος παρουσίασης των αποτελεσμάτων είναι ο πίνακας των συχνοτήτων διπλής κατεύθυνσης δηλαδή δύο μεταβλητών (απλή αντιστοιχία) των οποίων οι κατηγορίες διασταυρώνονται μεταξύ τους και λαμβάνουν συγκεκριμένη θέση στις σειρές και στήλες αυτού. Οι συχνότητες συνήθως τυποποιούνται έτσι ώστε το άθροισμα των σχετικών συχνοτήτων πλέον, ανά σειρά ή ανά στήλη, να ισούται με 1. Ο συνηθέστερος τρόπος ανάλυσης της τεχνικής είναι η εκτίμηση της απόστασης των σχετικών συχνοτήτων μεταξύ ατομικών σειρών ή στηλών με απώτερο στόχο να μειωθεί ο αρχικός αριθμός των διαστάσεων σε ολιγάριθμες υποδιαστάσεις οι οποίες διατηρούν το μεγαλύτερο ποσοστό πληροφόρησης των κατηγοριών αφήνοντας κατά μέρος, ασήμαντες μόνο απώλειες. Στις πολλαπλές αντιστοιχίες η ανάλυση βασίζεται αποκλειστικά στον πίνακα συχνοτήτων των στηλών. 

			Παρόμοιες τεχνικές με την ανάλυση των αντιστοιχιών έχουν ήδη γνωστοποιηθεί με διαφορετικές ονομασίες, σπουδαιότερες των οποίων αναφέρονται η άριστη κλιμάκωση (otimal scaling) κατηγορικών  μεταβλητών και η αμοιβαία ή ανταποδοτική μεσοστάθμιση (reciprocal averaging).

			9.2 Μελέτη περίπτωσης πολλαπλών αντιστοιχιών

			Επαναφέροντας στο προσκήνιο την ανάλυση των αποτελεσμάτων ασθενών με αναπνευστικά προβλήματα που περιγράφηκε στη μελέτη περίπτωσης 7.4Β, πέραν του ιστορικού και των εργαστηριακών εξετάσεων, καταγράφηκαν επίσης και τα κλινικά συμπτώματα που εκδηλώθηκαν κατά τη διάρκεια νοσηλείας τους στο νοσοκομείο. Τα κλινικά ευρήματα αναλύονται εδώ με τη χρήση των πινάκων ενδεχομένων και της ανάλυσης των αντιστοιχιών διότι οι μεταβλητές (συμπτώματα) είναι όλες κατηγορικές (Πίν. 9.4α). 

			Ο βήχας αποτελεί το πιο κοινό σύμπτωμα σε ποσοστό 77,9% των ασθενών συνοδευόμενος από την παραγωγή πτύελων (51,95%) και σημάδια εξάντλησης (42,86%). Αιμόπτυση και εμετός σπανίως παρατηρήθηκαν (9,1% και 16,9% αντίστοιχα).

			Τα παραπάνω συμπτώματα όταν κατανέμονται στους τρεις τύπους νοσήματος παρουσιάζουν τις εξής ιδιομορφίες (Πίν. 9.4β):

			
					Βήχας και πτύελα παρατηρούνται συχνότερα στην πνευμονία η οποία όμως χαρακτηρίζεται κυρίως και σχεδόν αποκλειστικά από συμπτώματα ναυτίας και πυρετού καθότι αυτά απουσιάζουν παντελώς στη γρίπη Η3Ν2. 

					Η γρίπη Η1Ν1 διακρίνεται από τις άλλα νοσήματα λόγω της κυριαρχίας της κεφαλαλγίας στους ασθενείς και κατά δεύτερο λόγο της μυαλγίας.

					Στη γρίπη Η3Ν2 τα συμπτώματα, πλην του βήχα, παρατηρήθηκαν σε ελάχιστους ασθενείς καθιστώντας τη νόσο αυτή διαγνωστικά δύσκολα ανιχνεύσιμη.  
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			Πίνακας 9.4. Πίνακες ενδεχομένων και στατιστικά στοιχεία των διαστάσεων της πολλαπλής ανάλυσης των αντιστοιχιών. α) Αριθμητική και ποσοστιαία κατανομή των συχνοτήτων εμφάνισης των κλινικών συμπτωμάτων. β) Συχνότητα εμφάνισης των κλινικών συμπτωμάτων σε κάθε τύπο νοσήματος. γ) Πίνακας συχνοτήτων 21x21 του Burt, των κατηγοριών των συμπτωμάτων και των τύπων νοσήματος. Οι τιμές 1 και 0 δηλώνουν παρουσία και απουσία των συμπτωμάτων και νόσου. δ) Συνεισφορά της αδράνειας σε κάθε διάσταση.

			Στον πίνακα 9.4γ του Burt εμφανίζονται όλοι οι συνδυασμοί των μεταβλητών συμπεριλαμβανομένων επίσης και των τύπων νοσήματος ως συμπληρωματικής μεταβλητής (χωρίς άμεση συμμετοχή στην ανάλυση). Κάθε σύμπτωμα εκφράζεται με δύο κατηγορίες (παρουσία-1, απουσία-0) και άρα ο πίνακας συντίθεται από 18 (2x9) κατηγορίες συμπτωμάτων συν τρεις κατηγορίες  των τύπων νοσήματος. 

			Στα στοιχεία της έρευνας εφαρμόστηκε η πολλαπλή ανάλυση των αντιστοιχιών με σκοπό την ανεύρεση πιθανών  επεξηγηματικών σχέσεων μεταξύ των συμπτωμάτων και των τριών νοσημάτων. Η ανάλυση αυτή απέδωσε ένα σύνολο στατιστικών παραμέτρων (Πίν. 9.5) με τις εξής ιδιότητες:

			
					Η θεώρηση των εννέα κατηγορικών μεταβλητών (συμπτωμάτων) παράγει μέσω των πολλαπλών αντιστοιχιών τους ένα σύνολο από εννέα διαστάσεις (Πίν. 9.4δ), από τις οποίες οι δύο πρώτες επεξηγούν, κατά τρόπο ανάλογο με την ανάλυση των κύριων συνιστωσών (PCA), το 43,23% της ολικής αδράνειας, ποσοστό αρκετά ικανοποιητικό ώστε να ληφθούν υπόψη. 

					Η μάζα η οποία εκφράζει την αναλογία κάθε κατηγορίας συνολικά στην ανάλυση διαμοιράζεται σχεδόν ισομερώς σε όλες τις κατηγορίες χωρίς να υπερέχει εμφανώς σε κάποια από αυτές. 
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			Πίνακας 9.5. Στατιστικές παράμετροι των δύο πρώτων διαστάσεων 1 και 2 της ανάλυσης των αντιστοιχιών. 

			
					Συμπτώματα όπως η ναυτία και ο πυρετός αντιπροσωπεύουν καλύτερα την επιλογή των δύο αυτών διαστάσεων όπως κατέδειξαν οι υψηλές τιμές ποιότητας αυτών (0,711 και 0,710 αντίστοιχα) όπως επίσης και της συμπληρωματικής πνευμονίας (0,452). 

					Συμπτώματα όπως η κεφαλαλγία και η αιμόπτυση είχαν τη μεγαλύτερη συμμετοχή στη συνολική ποσότητα της αδράνειας (0,091 και 0,101 αντίστοιχα), οι κατηγορίες όμως που δυναμικά συνεισφέρουν στην αδράνεια της πρώτης διάστασης είναι η ναυτία (0,197) και ο πυρετός (0,234) και στην αδράνεια της δεύτερης διάστασης ο εμετός (0,227). 

					Η πρώτη διάσταση, κρίνοντας από τις συσχετίσεις, εξηγεί πληρέστερα από τα μεν συμπτώματα, τον πυρετό (0,711), ναυτία (0,599) και εξάντληση (0,423) για δε τα νοσήματα, την πνευμονία (0,408). Η δεύτερη διάσταση εξηγεί κυρίως τον εμετό (0,481) και τη μυαλγία (0,362). 

					Οι συντεταγμένες των δύο πρώτων διαστάσεων των αντιστοιχιών εμφανίζουν υψηλότερες τιμές, και άρα περισσότερο απόμακρες από το κέντρο βάρους αυτών,  στον εμετό, κεφαλαλγία, πυρετό και στη γρίπη Η1Ν1. 

			

			Από την αντιστοίχιση των συντεταγμένων των δύο διαστάσεων προκύπτει το γράφημα των αντιστοιχιών (Σχ. 9.2) στο οποίο συμπτώματα και νοσήματα περιγράφουν κυκλικά τρεις ομάδες κατηγοριών με τις ακόλουθες διαπιστώσεις:

			
					Τα συμπτώματα της αιμόπτυσης, κεφαλαλγίας, μυαλγίας και εξάντλησης αποτελούν ενδείξεις της εκδήλωσης της γρίπης Η1Ν1 διότι οι παρουσίες αυτών (σημεία 1) κατέχουν θέση πλησίον του σημείου της νόσου, περιγράφοντας αυτήν  μοναδικά. 

					Συμπτώματα ενδεικτικά του κατώτερου αναπνευστικού (πνευμονία) αποτελούν η ναυτία, πυρετός, πτύελα και βήχας για τον ίδιο λόγο όπως παραπάνω.

					Η γρίπη  Η3Ν2 περιβάλλεται από κατηγορίες με απουσία συμπτωμάτων, χαρακτηριστικό πλέον γνώρισμα της νόσου.

			

			Τα αποτελέσματα αυτά υποστηρίζονται και από τη στατιστική σημαντικότητα των υπολειμμάτων (Πίν. 9.6) με αναφορά μόνο στο θετικό τους πρόσημο, καθότι αυτό αποτελεί ένδειξη εμφάνισης ενός συμπτώματος. Ναυτία και πυρετός χαρακτηρίζουν την εκδήλωση πνευμονίας, κεφαλαλγία, εξάντληση και μυαλγία (σχεδόν σημαντική) την εκδήλωση γρίπης Η1Ν1, ενώ κανένα σύμπτωμα δεν εμφανίζεται θετικά στατιστικά σημαντικό (υπόλειμμα >2) στη γρίπη Η3Ν2.

			 [image: 3_22.png]

			Σχήμα 9.2. Γράφημα των δύο κύριων διαστάσεων με βάση τις συντεταγμένες που προσδιορίζονται από την πολλαπλή ανάλυση των αντιστοιχιών. Τα σημεία 1 και 0 αντιστοιχούν σε παρουσία και απουσία των συμπτωμάτων και τα κόκκινα στη συμπληρωματική μεταβλητή με 3 κατηγορίες.

			Συμπερασματικά, η ανάλυση των αντιστοιχιών παρέχει μίας άκρως διαφωτιστική και διασαφηνιστική εικόνα περιγραφής των συγκεκριμένων νοσημάτων με την απλή και μόνο καταγραφή των συμπτωμάτων των ασθενών κατά τη διάρκεια της νοσηλείας τους. Υπενθυμίζεται ότι η ανάλυση αυτή δεν συνοδεύεται από κάποια ισχυρή στατιστική κάλυψη παρά μόνο στηρίζεται στη διευθέτηση των συχνοτήτων των στοιχείων στο χώρο μερικών περιορισμένων διαστάσεων.
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			Πίνακας 9.6. Τυποποιημένα υπολείμματα των τύπων νοσήματος σε σχέση με την εμφάνιση των κλινικών συμπτωμάτων. Οι σκιασμένες τιμές δηλώνουν στατιστικά σημαντικό αποτέλεσμα (>|2|).

			9.3 Ανάλυση των Αντιστοιχιών σε ποσοτικές μεταβλητές (Reciprocal Averaging-RA)

			Η ανάλυση των αντιστοιχιών εφαρμόζεται με εξαιρετική επιτυχία και σε ποσοτικές μεταβλητές οι οποίες μετρούν μόνο πληθυσμούς (αφθονία) ειδών σε ένα πλήθος δειγμάτων (Hill,1973, Ludwig and Reynolds, 1988). Η ανάλυση αυτή είναι πολύ δημοφιλής σε σχετικές επιστήμες όπως η οικολογία φυτών και ζώων στις οποίες η κατανομή των πληθυσμών κατά μήκος μίας χωροταξικής κλίμακας διαβάθμισης εμφανίζει σε κάποια θέση ένα μέγιστο αφθονίας (κορυφή) χαρακτηριστικό για κάθε είδος, δεν ακολουθεί δηλαδή γραμμική τάση (Gauch, 1982, Okland, 1999). 

			Η μέθοδος αναλύει n δείγματα στα οποία μετρούνται p είδη με τρόπο όμοιο όπως η απλή ανάλυση των αντιστοιχιών όπου οι μεν σειρές αποτελούν τα είδη οι δε στήλες τα δείγματα ή και αντίστροφα όπως ακριβώς περιγράφεται στον παρακάτω πίνακα:
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			Στον πίνακα καταγράφεται δεξιά από τα αθροίσματα Ri ένα σύνολο από ai ειδικές τιμές ειδών ανά σειρά  και κάτω από τα αθροίσματα Cj ένα σύνολο από bi ειδικές τιμές δειγμάτων ανά στήλη. Οι ειδικές τιμές λέγονται ειδικά βάρη (weights) ή συντελεστές στάθμισης. Η τεχνική στοχεύει στην ανεύρεση εκείνων των συγκεκριμένων τιμών ai και bj οι οποίες αυξάνουν στο μέγιστo τη συσχέτιση των τιμών αφθονίας ανά σειρά και στήλη στον πίνακα. Δηλαδή, η επιλογή των τιμών είναι τέτοια ώστε να εξασφαλίζεται η μέγιστη συσχέτιση της κατανομής ειδών-δειγμάτων όπου η συχνότητα με την οποία απαντάται το είδος i στο δείγμα j να είναι αναλογική στην παρατηρούμενη αφθονία Xij. Η λύση στο πρόβλημα δίνεται από την επεξεργασία δύο ομάδων εξισώσεων:
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			και
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			όπου Ri είναι η ολική αφθονία του είδους i, Cj η ολική αφθονία στο δείγμα j και r είναι η μέγιστη συσχέτιση που αναμένεται να βρεθεί ως λύση, μεγιστοποιώντας την αντιστοιχία στην παρακάτω εξίσωση:
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			Με βάση τους παραπάνω υπολογισμούς προκύπτει ότι, το ειδικό βάρος ai του είδους i είναι ο σταθμισμένος μέσος όρος των δειγμάτων, με το δείγμα j να έχει αναλογικό βάρος ως προς Xij/Ri. Επίσης, το βάρος bj του δείγματος j προκύπτει να είναι η σταθμισμένη μέση τιμή των τιμών των ειδών, με το είδος i να έχει αναλογικό βάρος προς  το Xij/Cj. 

			Στην παραπάνω διαδικασία έχει δικαιολογημένα αποδοθεί από τους ερευνητές ο όρος αμοιβαία ή ανταποδοτική μεσοστάθμιση (Reciprocal Averaging-RA) γιατί ουσιαστικά οι τιμές των ειδών είναι σταθμισμένες τιμές των δειγμάτων και οι τιμές των δειγμάτων είναι σταθμισμένες τιμές των ειδών. Οι παραπάνω εξισώσεις αποτελούν το εναρκτήριο σημείο για την εισαγωγή νέων επαναληπτικών τιμών μέχρις ότου προκύψουν οι τελικές τιμές (Παράδειγμα 9.1) οι οποίες επιτυγχάνουν τη μεγιστοποίηση της συσχέτισης της αφθονίας στον πίνακα ειδών-δειγμάτων με τη βοήθεια της άλγεβρας των μητρών και της ανάλυσης των χαρακτηριστικών ριζών: για κάθε ρίζα λκ, η οποία αντιστοιχεί σε μία διάσταση από ένα πλήθος k διαστάσεων, η συσχέτιση μεταξύ των τιμών ειδών και δειγμάτων θα είναι 

			 [image: 6_9.png]

			Η ρίζα μετρά πόσο ικανοποιητικά οι τιμές των ειδών αντιστοιχούν στις τιμές των δειγμάτων και η τιμή της ρίζας ενός κύριου άξονα θα ισούται με το συντελεστή συσχέτισης μεταξύ των ειδών και δειγμάτων. Δηλαδή, οι τιμές των ριζών δεν ερμηνεύουν μέρος της επεξήγησης της διακύμανσης όπως συμβαίνει στην PCA. Λίγες μόνο ρίζες με μέγιστες τιμές, οι οποίες πολλές φορές είναι και μικρότερες της μονάδας, απαιτούνται για την ερμηνεία των αποτελεσμάτων, χωρίς την απώλεια σοβαρής πληροφόρησης. Κάθε διάσταση είναι ορθογωνική επί της άλλης που σημαίνει ότι οι τιμές ειδών-δειγμάτων της μίας διάστασης δεν συσχετίζονται με τις αντίστοιχες τιμές της άλλης διάστασης αναφορικά με την αφθονία Xij. Προς πληρέστερη κατανόηση του τρόπου λειτουργίας της τεχνικής παρατίθεται το παράδειγμα 9.1.

			Παράδειγμα 9.1. Τρόπος υπολογισμού των ειδικών βαρών του πίνακα ειδών-δειγμάτων με 4 παρόντα είδη σε 4 δείγματα αναφορικά με τη δημιουργία του πρώτου άξονα RA.
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					Υπολογισμός των αθροισμάτων ειδών και δειγμάτων, δηλαδή την αφθονία των ειδών ανά δείγμα και κάθε είδους στα δείγματα.

					Εκτίμηση της μέσης τιμής της αφθονίας σε κάθε δείγμα.

					Αναβαθμολόγηση 1η των μέσων τιμών των δειγμάτων σε εύρος μεταβολής 1-100% θέτοντας 1 στη χαμηλότερη τιμή (Δείγμα 3) και 100 στην υψηλότερη (Δείγμα 2). Οι λοιπές μέσες τιμές αναπροσαρμόζονται βαθμολογικά ως ακολούθως: (μέση τιμή-ελάχιστη τιμή)/(μέγιστη τιμή-ελάχιστη τιμή)*100.Για το Δείγμα 1: (7,0-2,8)/(9,8-2,8)*100=60,71
Για το Δείγμα 4: (5,3-2,8)/(9,8-2,8)*100=35,71


					Εκτίμηση του ειδικού βάρους κάθε είδους πολλαπλασιάζοντας τις αναβαθμολογημένες τιμές των δειγμάτων με την αφθονία κάθε είδους σε αυτά και προσθέτοντας τα γινόμενα αυτών, διαιρώντας περαιτέρω το άθροισμά τους με την ολική αφθονία κάθε είδους. Παραδειγματικά, για τα δύο πρώτα είδη θα έχουμε:Για το Είδος Α, ειδικό βάρος 1: (60,71*5+100,0*8+1,0*2+35,71*6)/21=65,85 
Για το Είδος Β, ειδικό βάρος 1: (60,71*8+100,0*12+1,0*4+35,71*4)/28=65,45


					Επανεκτίμηση του ειδικού βάρους κάθε δείγματος πολλαπλασιάζοντας τις σταθμισμένες τιμές των ειδών με την αφθονία αυτών σε κάθε δείγμα, προσθέτοντας ακολούθως τα γινόμενά τους και διαιρώντας περαιτέρω το άθροισμά τους με την ολική αφθονία των ειδών σε κάθε δείγμα. Για τα δύο πρώτα δείγματα θα υπολογίσουμε:Για το Δείγμα 1, ειδικό βάρος 2: (62,85*5+65,45*8+56,33*11+73,38*4)/28=62,53
Για το Δείγμα 2, ειδικό βάρος 2: (62,85*8+65,45*12+56,33*6+73,38*13)/39=66,16


					Αναβαθμολόγηση των νέων ειδικών βαρών σε κλίμακα εύρους 1-100% θέτοντας 1 στη χαμηλότερη τιμή (Δείγμα 1) και 100 στην υψηλότερη (Δείγμα 2). Οι λοιπές τιμές αναπροσαρμόζονται ως εξής:

			

			Για το Δείγμα 3: (63,93-62,53)/(66,16-62,53)*100=38,55

			Για το Δείγμα 4: (63,18-62,53)/(66,16-62,53)*100=17,73

			Η διαδικασία αυτή επαναλαμβάνεται μέχρις ότου η διαφορά μεταξύ δύο διαδοχικών επαναληπτικών δοκιμών ελαχιστοποιείται αμφίπλευρα στα είδη και στα δείγματα, γεγονός που πραγματοποιείται στο τρέχον παράδειγμα με την 4η αναβαθμολόγηση. Τα ειδικά βάρη 3 και 4 περιέχουν τιμές που συγκλίνουν εξαιρετικά μεταξύ τους. 

			Τα ειδικά βάρη των ειδών αναβαθμολογούνται μετά το τέλος της  επαναληπτικής διαδικασίας και αναπροσαρμόζονται με τιμές σε κλίμακα εύρους 1-100%.

			Η πρώτη ιδιοτιμή λ υπολογίζεται αφαιρώντας το ελάχιστο ειδικό βάρος από το μέγιστο της τελευταίας επαναληπτικής διαδικασίας για τα δείγματα και διαιρώντας με το 100: (51,8-44,96)/100=0,068. 

			Γενικώς, τιμές λ>0,250 αναφορικά με τη θεώρηση του πρώτου άξονα της αμοιβαίας μεσοστάθμισης θεωρούνται αποδεκτές για τη δημιουργία ενός διαγράμματος RA.

			To μεγάλο πλεονέκτημα της ανάλυσης των αμοιβαίων αντιστοιχιών είναι ότι επιτρέπει την ταυτόχρονη παρουσία των ειδών και δειγμάτων σε ένα μόνο γράφημα συντεταγμένων, το διγράφημα (biplot). Το γεγονός αυτό βοηθάει στο έπακρο την ερμηνεία των αποτελεσμάτων: δείγματα στο γράφημα που κείνται κοντά σε κάποια είδη χαρακτηρίζουν και θεμελιώνουν περιγεγραμμένη σχέση της παρουσίας των ειδών  καθώς και το μέγεθος της αφθονίας τους. Πιο συγκεκριμένα, επιτυγχάνεται ταυτόχρονη ταξινόμηση των ειδών και των δειγμάτων σε υποομάδες με ειδικά γνωρίσματα η καθεμία.

			H RA μπορεί να αντιπροσωπευθεί και από την ανάλυση των χαρακτηριστικών ριζών (ιδιοτιμών) αφού προηγουμένως εφαρμοστεί η απόσταση χ2 ως μέτρηση ομοιότητας και τα δείγματα διαιρεθούν με τα αθροίσματά τους. Η ολική διακύμανση δηλαδή υπολογίζεται ως αδράνεια με τρόπο ανάλογο της απλής αντιστοιχίας των κατηγορικών μεταβλητών. Έτσι προκύπτει συντεταγμένος χώρος (χωροδιάταξη) στον οποίο, θεωρητικά τουλάχιστον, οι αποστάσεις μεταξύ των δειγμάτων είναι αναλογικές ως προς τις αποστάσεις χ2. Η εκτίμηση της απόστασης χ2 στοχεύει να προσδώσει  μεγαλύτερο ειδικό βάρος σε είδη με χαμηλή αφθονία κινδυνεύοντας πάραυτα να υπεραποδώσει τιμές σε είδη που απαντώνται σπάνια.  

			Η απόσταση χ2 είναι μία επιβεβλημένη επιλογή αρκετών πολυμεταβλητών μεθόδων, όπως η ανάλυση των αντιστοιχιών, η κανονιστική ανάλυση των αντιστοιχιών κτλ., παρά το γεγονός ότι ο πίνακας των αποστάσεων δεν χρησιμοποιείται. Η απόσταση υπολογίζεται ως
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			όπου ah+=άθροισμα των τιμών του δείγματος h,  ai+=άθροισμα των τιμών του δείγματος i, 

			a+j= άθροισμα των τιμών του δείγματος j. Αν τα στοιχεία διαιρεθούν με τα αθροίσματα των δειγμάτων τους π.χ. bij=ai/ai+, τότε η εξίσωση τροποποιείται σε,
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			η οποία εκφράζει το τετράγωνο της διαφοράς της σχετικής αφθονίας προς την ολική αφθονία κάθε είδους επεκτεινόμενη αθροιστικά σε όλα τα είδη. 

			Διαφοροποιήσεις μεταξύ RA και PCA

			Η PCA υποφέρει μερικές φορές από την εμφάνιση του φαινομένου του πετάλου (horseshoe effect), δηλαδή τα σημεία (δείγματα) στο διγράφημα των κύριων συνιστωσών διαμορφώνουν έντονη καμπύλη τάση (Σχ. 9.3α), καθιστώντας ακατάλληλη την εφαρμογή της σε οικολογικά στοιχεία (πληθυσμοί ειδών, περιβαλλοντικές μεταβλητές κτλ.). Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι τα είδη εμφανίζουν μονοκόρυφη (unimodal) καμπύλη απόκρισης όταν επιδρούν σε αυτά περιβαλλοντικές μεταβλητές, οι οποίες όταν το αποτέλεσμά τους εκλαμβάνεται ως συγκεντρωτικό, μετατρέπονται σε μεταβλητές οικολογικής κλίμακας διαβάθμισης (environmental gradients). Αντίθετα, η PCA παραδέχεται μόνο γραμμική απόκριση των ειδών είτε μεταξύ τους είτε με το περιβάλλον. Από τεχνικής άποψης, η PCA αποτυγχάνει γιατί απλώς παρουσιάζει στο χώρο τις εμφανίσεις των δειγμάτων των ειδών χωρίς λεπτομέρειες, ενώ η RA παρουσιάζει τα είδη και τα δείγματα να συνυπάρχουν σε συγκεκριμένο συντεταγμένο χώρο. Επίσης η RA παραδέχεται τη συμπεριφορά καμπύλης με μία κορυφή των ειδών, δηλαδή κάθε είδος βρίσκεται ακριβώς στο συγκεκριμένο  εκείνο χώρο διότι εκεί εμφανίζει τη μέγιστη αφθονία του. Επιπρόσθετα, ο πρώτος άξονας έχει την ιδιότητα να σχετίζεται πάντα με σημαντική περιβαλλοντική διαβάθμιση, γεγονός που δεν πραγματοποιείται εύκολα στην PCA. 

			Ερμηνεία διαγραμμάτων RA

			Τα γραφήματα της ανάλυσης των ποσοτικών αντιστοιχιών εμφανίζουν κάποια πολυπλοκότητα ως προς την κατανόησή τους, η οποία αντισταθμίζεται όμως από αθρόα άντληση πληροφοριών:

			
					Σημεία δειγμάτων και ειδών περιγράφονται ταυτόχρονα στο γράφημα συντεταγμένων Χ-Υ (Σχ. 9.3β) το οποίο αυτοδίκαια αποκαλείται διγράφημα (biplot).

					Κάθε δείγμα εντοπίζεται στο κέντρο βάρους (μέσος όρος, διάμεσος) όλων εκείνων των ειδών που απαντώνται πέριξ του δείγματος. Με αντίστροφη σκέψη, η σύνθεση των ειδών σε μία συγκεκριμένη θέση την οποία καταλαμβάνει ένα δείγμα στο διάγραμμα, εκφράζεται από τα παρόντα γειτονικά είδη της θέσης. 

					Μερικές φορές παρατηρείται το φαινόμενο του τόξου (arch effect) το οποίο θεωρείται λιγότερο ακραίο του πετάλου της PCA. Αυτό οφείλεται στη συμμετοχή του δεύτερου άξονα στο γράφημα (Σχ. 93b) και το πρόβλημα λύνεται με τη χρήση της αποδυναμωμένης τάσης (detrended) των αντιστοιχιών (Hill and Gauch, 1980). 

					Είδη με μικρές τιμές στον πρώτο άξονα τείνουν να συνυπάρχουν με δείγματα επίσης με μικρές τιμές στον άξονα και τανάπαλιν. Είδη με ενδιάμεσες αντοχές εμφάνισης-αφθονίας κείνται πλησίον ενός κέντρου βάρους στο οποίο δείγματα με ενδιάμεσες τιμές περιβαλλοντικών συνθηκών επίσης προσεγγίζουν προς τα εκεί. Με τον τρόπο αυτό διασπείρεται η αντιστοιχία ειδών-δειγμάτων σε όλη την έκταση του πρώτου άξονα.

					Είδη κείμενα κοντά στο κέντρο του διαγράμματος (σημείο συντεταγμένων {0,0} των αξόνων 1 και 2) ερμηνεύονται ως μία εκδοχή των παρακάτω επισημάνσεων:	είδη ευρείας διάδοσης
	είδη μη σχετιζόμενα με το χωροταξικό διάγραμμα
	είδη που σχηματίζουν δύο κορυφές μέγιστης εμφάνισης ή τουλάχιστον δεν παρουσιάζουν ένα μέγιστο αφθονίας
	είδη με πραγματικό μέγιστο εμφάνισης κοντά στο κέντρο όλων των δειγματοληπτικών θέσεων.



					Είδη και δείγματα που κείνται απομακρυσμένα του κέντρου βάρους των αξόνων προκαλούν μεγαλύτερο αποτέλεσμα εμφάνισης και δράσης στο σύστημα. 

					Ακραίες τιμές, εκλαμβανόμενες ως αποστάσεις ειδών μακριά από το κέντρο βάρους των αξόνων  και σε απομονωμένη θέση συγκριτικά με τα υπόλοιπα είδη και δείγματα, μπορεί να δείχνουν ισχυρή δράση, μη επιθυμητή. Είδη με σπάνια εμφάνιση στις δειγματοληψίες επίσης επηρεάζουν την ποιότητα του γραφήματος και θα πρέπει να αποδίδονται σε αυτά τιμές με χαμηλότερο ειδικό βάρος.
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			Σχήμα 9.3α. Διγράφημα της ανάλυσης των κύριων συνιστωσών με διάταξη κατανομής πετάλου των δειγμάτων. Σχήμα 9.3.β. Διγράφημα της αμοιβαίας μεσοστάθμισης (RA) ειδών και δειγμάτων με εμφανές το φαινόμενο του τόξου.

			9.4 Μελέτη περίπτωσης αμοιβαίας μεσοστάθμισης 

			Η επεξεργασία των δεδομένων έγινε με τη χρήση του στατιστικού προγράμματος PCORD 6.0

			Η επίδραση της οργανικής ρύπανσης στην κατανομή των ειδών κατά μήκος της ροής ενός ρέματος μελετήθηκε επιλέγοντας 16 σταθμούς δειγματοληψίας (Σχ. 9.4) Η δειγματοληψία κάλυψε μία χιλιομετρική απόσταση 5500 μέτρων που εκτεινόταν από το σημείο εκροής από την πόλη μέχρι το σημείο εκβολής του ρέματος στη λίμνη.  Στις δειγματοληπτικές μονάδες μετρήθηκαν τα φυσικοχημικά χαρακτηριστικά της μάζας του νερού (Πίν. 9.7) και καταγράφηκαν οι πληθυσμοί των βενθικών οργανισμών  που βρέθηκαν (Πίν. 9.8).

			Στα στοιχεία εφαρμόστηκε πρώτα η ανάλυση των κύριων συνιστωσών και ακολούθως η ανάλυση της αμοιβαίας μεσοστάθμισης (πίνακες 9.9 και 9.10, σχήμα 9.5). Στην PCA είναι εμφανής ο σχηματισμός του πετάλου γεγονός που δηλώνει ότι η μέθοδος αυτή είναι ακατάλληλη σε στοιχεία (είδη) στα οποία δεν ισχύει η κανονιστική κατανομή ή αλλιώς σε είδη που δεν τα διακρίνει η γραμμική μεταβολή κατά μήκος μιάς οικολογικής διαβάθμισης. Αντίθετα, στην RA το φαινόμενο αυτό εξαφανίζεται και τα στοιχεία ακολουθούν καμπύλη κατανομή με μία κορυφή κατά μήκος της διαβάθμισης του άξονα 1 γεγονός που ερμηνεύεται στο διγράφημα ως μέγιστη παρουσία (κορύφωση) στο σημείο που εμφανίζεται κάθε είδος. Τα δείγματα που πλαισιώνουν τα σημεία των ειδών αποτελούν και τις περιοχές μέγιστης εμφάνισης. Σχεδόν όλη η πληροφόρηση συγκεντρώνεται κατά μήκος του άξονα 1 πλην της περίπτωσης των Tubificidae καταδεικνύοντας έτσι την αναγκαιότητα παρουσίας και ερμηνείας μόνο του πρώτου άξονα. Εύκολα καταφαίνεται η αυξητική κλιμακωτή χιλιομετρική μεταβολή των δειγμάτων από αριστερά προς τα δεξιά του άξονα 1 ενώ παράλληλα γράφεται σαφώς η κορύφωση διαφορετικών ειδών στην αρχή, στη μέση και στο τέλος της χιλιομετρικής απόστασης. Τα είδη αυτά αποτελούν με αυτό τον τρόπο δείκτες οργανικής ρύπανσης, έντονης στην έξοδο από την πόλη και ήπιας στο σημείο εκβολής του ρέματος. 

			Οι οργανισμοί Baetidae, Cullicidae, Ceratopogonidae και Phychodidae είναι οι επικρατέστεροι στην έντονη ρύπανση (παραλληλίζοντας με τα ευρήματα του πίνακα 9.7, κυρίως νιτρικά, φωσφορικά και οξυγόνο), Coleoptera και Hemiptera κορυφώνουν στο μέσο της απόστασης ενώ Tubificidae, Chaoboridae, Nematoda και Chironomidae κυριαρχούν στην εκβολή του ρέματος (ήπια ρύπανση). 

			Αμφότερες οι μέθοδοι αδυνατούν να παραστήσουν γραφικά την επίδραση των φυσικοχημικών χαρακτηριστικών στην εμφάνιση των ειδών, γεγονός που υλοποιείται από την επιλογή άλλων μεθόδων ανάλυσης όπως η ανάλυση κανονιστικών αντιστοιχιών (CCA) και η ανάλυση του πλεονασμού (RDA). 
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			Σχήμα 9.4. Περιοχή δειγματοληψίας. Τα ορθογώνια σύμβολα δείχνουν τα διαδοχικά σημεία δειγματοληψίας κατά μήκος 5,5 Km του ρέματος.
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			Πίνακας 9.7. Φυσικοχημικές παράμετροι του νερού.
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			Πίνακας 9.8. Πληθυσμιακή κατανομή των βενθικών οργανισμών κατά μήκος του ρέματος (N/m2).
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			Σχήμα 9.5. Διγράφημα της PCA με παρόντα είδη και δείγματα και διγράφημα της RA. Οι κλίμακες των αξόνων προσαρμόστηκαν σε εύρος μεταβολής 0-100.
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			Πίνακας 9.9. Ανάλυση των κύριων συνιστωσών (PCA). 
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			Πίνακας 9.10. Ανάλυση της αμοιβαίας μεσοστάθμισης (RA). Ειδικά βάρη ειδών και δειγμάτων των δύο πρώτων αξόνων. Τα δείγματα προκύπτουν ως σταθμισμένα βάρη των ειδών. Η ολική διακύμανση αντιστοιχεί στην αδράνεια των ειδών και ισούται με 1,144.

			9.5 Ανάλυση κανονιστικής συσχέτισης 

			Σε κάποιες αναλύσεις πολυμεταβλητών στοιχείων οι μεταβλητές μπορεί εύκολα να διαχωρίζονται φυσικώς σε δύο ομάδες και αναζητείται έτσι μία τεχνική ικανή να προσδώσει ιδιαίτερες πληροφορίες στη σχέση που αναπτύσσεται μεταξύ τους. Για παράδειγμα, στην κατατομή των χαρακτηριστικών μιας ποικιλίας τυριού, το σύνολο των μεταβλητών που εξετάζεται, εύκολα και φυσικώς διαχωρίζεται σε χημικές μεταβλητές  σχετικές με την ωρίμανση του τυριού, όπως υδατοδιαλυτό άζωτο, ολικό άζωτο, αλλά και σε οργανοληπτικές μεταβλητές, όπως ευθρυπτότητα, σκληρότητα, ελαστικότητα κτλ. Στις περιπτώσεις αυτές η τεχνική της κανονιστικής συσχέτισης (Canonical Correlation-CC) κρίνεται ως η ιδανικότερη για τη σύνδεση των δύο ομάδων μεταβλητών και το θεωρητικό μέρος της τεχνικής (Manly, 1994) έχει ως εξής:

			Σε μία πολλαπλή γραμμική παλινδρόμηση, μία απλή εξαρτημένη μεταβλητή Υ σχετίζεται με δύο ή περισσότερες ανεξάρτητες Χ1, Χ2,...,Χp και εξετάζεται το αποτέλεσμα των Χ επί της Υ. Με βάση την παραπάνω διατύπωση, η κανονιστική συσχέτιση αποτελεί μία γενικευμένη πολλαπλή παλινδρόμηση στην οποία πολλές Υ μεταβλητές σχετίζονται ταυτόχρονα με αρκετές Χ μεταβλητές. Έτσι, αν υπάρχουν p μεταβλητές  Χ1, Χ2,...,Χp και q μεταβλητές  Υ1, Υ2,...,Υq τότε για κάθε ομάδα μεταβλητών χωριστά, προκύπτουν νέες μεταβλητές γνωστές, ως κανονιστικές, οι οποίες αποτελούν γραμμικούς συνδυασμούς των αρχικών και είναι της μορφής:
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			για τις ανεξάρτητες μεταβλητές, και
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			για τις εξαρτημένες, όπου r είναι η μικρότερη τιμή μεταξύ p και q. Οι σχέσεις αυτές επιλέγονται  με τέτοιο τρόπο ώστε η συσχέτιση μεταξύ U1 και V1 να διατηρείται μέγιστη, η συσχέτιση μεταξύ U2 και V2 να είναι επίσης μέγιστη, μη υποκείμενη όμως σε συσχέτιση με τις προηγούμενες U1 και V1 κοκ. Κάθε ζεύγος των κανονιστικών μεταβλητών (U1, V1), (U2, V2), (Ur, Vr), εκπροσωπεί μία ανεξάρτητη διάσταση της σχέσης μεταξύ των αρχικών ομάδων των μεταβλητών ( Χ1, Χ2,...,Χp) και ( Υ1, Υ2,...,Υq). Το πρώτο ζεύγος (U1, V1) έχει τη μέγιστη δυνατή συσχέτιση και γι’ αυτό είναι και το σημαντικότερο, το δεύτερο ζεύγος (U2, V2) έχει την επόμενη μέγιστη συσχέτιση κοκ.  

			Υπολογιστική διαδικασία

			Η σχέση των δύο ομάδων των μεταβλητών μπορεί να διαμορφωθεί στον παρακάτω πίνακα μητρών ως εξής:
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			Με την άλγεβρα των μητρών προκύπτει η εξίσωση 
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			από την οποία υπολογίζονται οι χαρακτηριστικές ρίζες με τον περιορισμό λ1>λ2>...>λr,, οι οποίες αποτελούν τα τετράγωνα των συσχετίσεων μεταξύ των κανονιστικών μεταβλητών. Οι συντελεστές b1, b2,...,br προκύπτουν από την προηγούμενη εξίσωση ενώ οι συντελεστές α από τη σχέση
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			Στους υπολογισμούς αυτούς προνοείται και η τυποποίηση των μεταβλητών Χ και Υ έτσι ώστε η καθεμία να έχει μέσο όρο 0 και τυπική απόκλιση 1. Οι συντελεστές έτσι μετασχηματίζονται σε τυποποιημένους, το μέγεθος των οποίων αποτελεί και ένδειξη σημαντικότητας της μεταβλητής που εκπροσωπούν. Ο καλύτερος όμως τρόπος περιγραφής των κανονιστικών μεταβλητών είναι οι συσχετίσεις που αναπτύσσουν αυτές με τις αρχικές μεταβλητές Χ και Υ. 

			Οι στατιστικές ποσότητες που εκτιμώνται στην ανάλυση αυτή είναι:

			
					Οι χαρακτηριστικές ρίζες οι οποίες υπολογίζονται από τις κανονιστικές ρίζες (συσχετίσεις) και ερμηνεύονται ως το ποσοστό της διακύμανσης που επεξηγείται από τη συσχέτιση μεταξύ δύο εκάστοτε κανονιστικών μεταβλητών (λ=R2). Το ποσοστό αυτό σχετίζεται με τη διακύμανση των κανονιστικών μεταβλητών, που είναι δηλαδή τα σταθμισμένα αθροίσματα των τιμών των δύο ομάδων μεταβλητών, αλλά δεν εξάγεται όμως πόση μεταβλητότητα επεξηγείται από την κάθε ομάδα χωριστά. Πρώτα υπολογίζουμε τα ειδικά βάρη έτσι ώστε να μεγιστοποιούν τη συσχέτιση μεταξύ των τιμών των δύο αθροισμάτων. Μετά την απομάκρυνση των πρώτων ριζών, εκτιμούμε τα ειδικά βάρη που παράγουν τη δεύτερη μέγιστη συσχέτιση με τον περιορισμό ότι τα νέα αθροίσματα δεν συσχετίζονται με τα προηγούμενα κοκ. Κάθε ρίζα που υπολογίζεται, έχει τιμή μικρότερη από την προηγούμενη σε αντίστοιχη ποσότητα με την κανονιστική συσχέτιση.

					Οι κανονιστικές συσχετίσεις οι οποίες ονομάζονται έτσι γιατί προκύπτουν από τις κανονιστικές μεταβλητές και εξάγονται από την κάθε ρίζα ως √λ. Οι εκτιμημένες συσχετίσεις εξάγονται με την ίδια διαδικασία όπως και οι ρίζες και άρα βαίνουν πτωτικά διαδοχικά. Έτσι επικρατεί η τάση να περιοριζόμαστε μόνο στην αναφορά της μέγιστης συσχέτισης που προκύπτει από την πρώτη ρίζα, αναφορικά με την απόδοση της γενικής εικόνας της ανάλυσης.

			

			Η στατιστική σημαντικότητα των διαδοχικών κανονιστικών συσχετίσεων ή ριζών γίνεται ως εξής: πρώτα εκτιμούμε τη σημαντικότητα όλων των ριζών μαζί, μετά τη σημαντικότητα των ριζών που παραμένουν μετά την αφαίρεση της πρώτης κοκ. Η διαδικασία αυτή μπορεί να ανιχνεύσει ισχυρές κανονιστικές συσχετίσεις ακόμα και αν το δειγματοληπτικό μέγεθος είναι σχετικά μικρό (π.χ. n=50). 

			
					Οι κανονιστικοί συντελεστές ή ειδικά βάρη, οι οποίοι προκύπτουν αν τυποποιηθούν οι αρχικές μεταβλητές, όπως προαναφέρθηκε. Η τιμή και το πρόσημο των συντελεστών συμβάλλει καθοριστικά ως θετική ή αρνητική συνεισφορά στα αθροίσματα των τιμών. Θεωρώντας την ανάλυση της κανονιστικής συσχέτισης ως προέκταση της πολλαπλής παλινδρόμησης, οι συντελεστές αυτοί έχουν την έννοια των τυποποιημένων συντελεστών των αρχικών μεταβλητών. Θεωρώντας την ανάλυση ως προέκταση της PCA, οι συντελεστές αυτοί έχουν την έννοια των συντελεστών συσχέτισης με τις αντίστοιχες κανονιστικές μεταβλητές. Γενικεύοντας, οι συντελεστές αυτοί βοηθούν στην εκτίμηση του μεγέθους της συνεισφοράς καθεμίας αρχικής μεταβλητής στην κανονιστική μεταβλητή ανά ομάδα μεταβλητών Χ και Υ.

			

			Ένας τρόπος ερμηνείας των κανονιστικών ριζών (και κατ’ επέκταση μεταβλητών) είναι η ένταση της συσχέτισης που αναπτύσσεται μεταξύ των κανονιστικών μεταβλητών και των αρχικών μεταβλητών σε κάθε ομάδα. Οι συσχετίσεις αυτές καλούνται κανονιστικά παραγοντικά φορτία και δείχνουν ποιες μεταβλητές κάθε ομάδας συνεισφέρουν τα μέγιστα για τον σχηματισμό των κανονιστικών μεταβλητών.  Οι συσχετίσεις αυτές υψούμενες στο τετράγωνο, εκφράζουν το ποσοστό της διακύμανσης που εξηγείται από κάθε μεταβλητή. Οπότε, αν για κάθε ρίζα υπολογίσουμε τη μέση τιμή αυτών των τετραγώνων θα έχουμε μία ένδειξη του μεγέθους της μεταβλητότητας που επεξηγείται από την κανονιστική μεταβλητή σε κάθε ομάδα αρχικών μεταβλητών από την οποία προέρχεται, δηλαδή το μέσο ποσοστό της διακύμανσης που εξάγεται από κάθε ρίζα. Για παράδειγμα, αν μία ομάδα έχει 4 αρχικές μεταβλητές τότε 4 συντελεστές συσχέτισης ri θα υπολογιστούν με την πρώτη κανονιστική μεταβλητή π.χ. 0,84, 0,16, 0,28  και -0,92. Οπότε το άθροισμα των τετραγώνων αυτών διαιρούμενο με το 4 δίνει το μέσο ποσοστό της διακύμανσης που εξηγεί η ομάδα αυτή και κατ΄επέκταση η κανονιστική μεταβλητή: 
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					Ο συντελεστής πλεονασμού (redundancy) ο οποίος μετρά το ποσοστό της διακύμανσης των αρχικών μεταβλητών της μίας ομάδας που προβλέπεται από την κανονιστική μεταβλητή της άλλης ομάδας. Υψηλός πλεονασμός σημαίνει υψηλή ικανότητα πρόβλεψης και δημιουργούνται τόσοι πλεονάζοντες συντελεστές όσοι και ο αριθμός των κανονιστικών μεταβλητών. Ειδικότερα, ο ερευνητής ενδιαφέρεται να γνωρίζει πόσο ικανοποιητικά η ανεξάρτητη κανονιστική μεταβλητή (π.χ. η U1) προβλέπει τιμές από τις αρχικές εξαρτημένες. Δύο συντελεστές πλεονασμού υπολογίζονται για κάθε κανονιστική συσχέτιση. Ο πρώτος μετρά τον πλεονασμό της σχέσης της Χ επί της Υ και ο δεύτερος τον πλεονασμό της Υ επί της Χ. Εννοείται ότι το ενδιαφέρον του ερευνητή εστιάζεται σχεδόν αποκλειστικά στην πρώτη σχέση. Ο πλεονασμός (Rd) προκύπτει από το γινόμενο του μέσου τετραγώνου της συσχέτισης  της κανονιστικής μεταβλητής που μοιράζεται από τα αθροίσματα των συντελεστών των αρχικών μεταβλητών σε κάθε ομάδα χωριστά U και V, με το ποσοστό της κανονιστικής διακύμανσης R2C το οποίο προκύπτει ως το τετράγωνο της κανονιστικής συσχέτισης μεταξύ δύο κανονιστικών μεταβλητών (π.χ. U1 και V1):
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			για τη δράση της Χ επί της Υ
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			για τη δράση της Υ επί της Χ

			Οι πλεονασμοί όλων των κανονιστικών ριζών όταν αθροιστούν ανά ομάδα (U1-V1, U2-V2, U3-V3 κτλ) εξάγουν τη γενική ικανότητα πλεονασμού της ανάλυσης. 

			Η εκτίμηση του πλεονασμού έχει σημαντική βαρύτητα για την αξιοποίηση των κανονιστικών ριζών γιατί ουσιαστικά εξηγεί το μέγεθος της μεταβλητότητας μιας ομάδας μεταβλητών η οποία εξηγείται από την άλλη ομάδα αυτών. Η αξία αυτή υλοποιείται αποτελεσματικά σε ορισμένα ερευνητικά πεδία όπως στην οικολογία, όπου η πρώτη (Υ) ομάδα προέρχεται από μετρήσεις πληθυσμών ειδών και η δεύτερη (Χ) από μετρήσεις περιβαλλοντικών μεταβλητών. Επίσης, στην επιστήμη τροφίμων όπου η Υ ομάδα συνίσταται από οργανοληπτικές ή ρεολογικές μεταβλητές και η Χ ομάδα από χημικές μεταβλητές. 

			Οι προϋποθέσεις εφαρμογής της κανονιστικής συσχέτισης είναι ανάλογες εκείνων που ισχύουν για την πολλαπλή παλινδρόμηση: ύπαρξη γραμμικότητας, ομοιογένειας των ευρών των τιμών σε κάθε μεταβλητή, δηλαδή των διακυμάνσεων, ύπαρξη ποσοτικής φύσης των μεταβλητών, ύπαρξη πολυμεταβλητής κανονικότητας και απουσία πολυσυγγραμμικότητας. 

			Ερμηνεία διαγραμμάτων CC

			Το διγράφημα της κανονιστικής συσχέτισης σχηματίζεται από την ανεξάρτητη κανονιστική μεταβλητή U1 στον άξονα Χ και την εξαρτημένη κανονιστική V1 στον άξονα Υ. Το κέντρο βάρος των τιμών έχει συντεταγμένες 0,0 λόγω της τυποποίησης των αρχικών μεταβλητών και βρίσκεται στο κέντρο του γραφήματος. Τα σημεία του γραφήματος παριστούν τις κανονιστικές τιμές κάθε παρατήρησης. Η κανονιστική συσχέτιση σχηματίζει ευθεία παλινδρόμησης και όταν η συσχέτιση έχει υψηλή τιμή τα σημεία στο γράφημα συγκροτούνται σε δύο ομάδες ευκρινώς διακριτές μεταξύ τους. 

			Ανακεφαλαίωση

			Ο σκοπός της κανονιστικής συσχέτισης είναι να εξηγήσει τη σχέση που εκτυλίσσεται μεταξύ δύο ομάδων μεταβλητών, αδυνατεί όμως να περιγράψει τις ατομικές μεταβλητές. Επίσης, να εξηγήσει πόσο ισχυρά οικοδομείται η σχέση κάθε κανονιστικής μεταβλητής με τις  μετρούμενες μεταβλητές της ίδιας ομάδας ή με τις μεταβλητές της άλλης ομάδας. 

			Η κανονιστική συσχέτιση, σε περιπτώσεις στις οποίες ισχύει η σχέση μεταβλητών εξαρτημένων-ανεξάρτητων (Υ-Χ), υψούμενη στο τετράγωνο, εκφράζει το ποσοστό της διακύμανσης της εξαρτημένης ομάδας μεταβλητών η οποία εξηγείται από την ανεξάρτητη ομάδα μεταβλητών. 

			Μία κανονιστική συσχέτιση έχει πρακτική αξία για περαιτέρω ανάλυση όταν η τιμή της είναι R>0,30, η οποία αντιστοιχεί σε ποσοστό διακύμανσης  περίπου 10% (R2=0,302=0,09). 

			Οι χαρακτηριστικές κανονιστικές ρίζες ισούνται με το τετράγωνο της κανονιστικής συσχέτισης και ερμηνεύουν το ποσοστό της διακύμανσης στις κανονιστικές μεταβλητές που εξηγείται από την κανονιστική συσχέτιση των δύο ομάδων των μεταβλητών. 

			9.6 Μελέτη περίπτωσης κανονιστικής συσχέτισης (CC)

			Επαναφέροντας στο προσκήνιο τη μελέτη των ελληνικών τυριών θεωρούμε για λόγους απλούστευσης των υπολογισμών τη συμμετοχή στην ανάλυση 4 μόνο χημικών μεταβλητών (DM, NPN/TN, BC, pH) και 3 οργανοληπτικών (Hard, Elas, Frac). Τα στοιχεία υποβλήθηκαν στην ανάλυση της κανονιστικής συσχέτισης με την επισήμανση ότι οι χημικές αποτελούν τις ανεξάρτητες μεταβλητές και οι οργανoληπτικές τις εξαρτημένες.

			Ο μέγιστος αριθμός κανονιστικών ριζών που μπορεί να εξαχθεί ισούται με τον μικρότερο αριθμό των μεταβλητών που συμμετέχουν σε οποιαδήποτε ομάδα, άρα στην παρούσα μελέτη ανέρχεται σε τρεις ρίζες, όσες και οι εξαρτημένες μεταβλητές.

			Ο πίνακας 9.11 περιγράφει τα γενικά αποτελέσματα της ανάλυσης όπου η συσχέτιση των κανονιστικών μεταβλητών της πρώτης κανονιστικής ρίζας είναι εξαιρετικά υψηλή (R=0,971) και στατιστικά σημαντική (p<0,001). Οι χημικές μεταβλητές επεξηγούν το 91,6% της ολικής μεταβλητότητας της διακύμανσης των τριών ριζών οι δε εξαρτημένες το 100% της διακύμανσης αυτών. Οι ανεξάρτητες  εμφανίζουν συνολικό πλεονασμό 62,5%, επεξηγούν δηλαδή το 62,5% της μεταβλητότητας των εξαρτημένων και οι εξαρτημένες το 73,3% του πλεονασμού των ανεξάρτητων. 

			Ο πίνακας 9.12 δείχνει την ύπαρξη στατιστικής σημαντικότητας στις δύο μόνο πρώτες ρίζες, διότι μόνο μετά την απαλοιφή της δεύτερης ρίζας το αποτέλεσμα είναι μη στατιστικά σημαντικό (p=0,708). Η συσχέτιση των κανονιστικών μεταβλητών της δεύτερης ρίζας ανέρχεται R=0,719).

			Οι μεταβλητές μέσα στις ομάδες εμφανίζουν υψηλή συσχέτιση στα ζεύγη DM-pH και Elas-Frac και σε μεγαλύτερη έκταση μεταξύ των ομάδων (Πίν. 9.13). 

			Η πρώτη κανονιστική ρίζα επεξηγεί το 55,3% της μέσης διακύμανσης των τεσσάρων ανεξάρτητων μεταβλητών (άθροισμα του τετραγώνου των παραγοντικών φορτίων αυτών διαιρούμενο με το 4) και το 52,2% του πλεονασμού τους όταν λαμβάνεται υπόψη η ομάδα των εξαρτημένων (Πίν. 9.14). Η ίδια ρίζα επίσης επεξηγεί το 60,3% της μέσης διακύμανσης της δεύτερης ομάδας και πλεονάζει κατά 56,8% στην παρουσία της ανεξάρτητης ομάδας. 

			Οι ανεξάρτητες μεταβλητές DM (ξηρή ουσία) και pH εμφανίζουν υψηλούς συντελεστές συσχέτισης με την πρώτη κανονιστική ρίζα όπως και οι εξαρτημένες Elas (Ελαστικότητα) και Hard (Σκληρότητα) (r>0,700, Πίν. 9.15). Επομένως, προκύπτει ότι η σημαντική κανονιστική συσχέτιση μεταξύ των δύο ομάδων στην πρώτη ρίζα οφείλεται κυρίως στη δράση των παραπάνω μεταβλητών. Δεδομένου ότι και η δεύτερη ρίζα είναι στατιστικά σημαντική, προκύπτει πάλι από τον πίνακα 9.15 ότι η κανονιστική συσχέτιση μεταξύ των δύο ομάδων οφείλεται κυρίως στη δράση των μεταβλητών BC (Συγκέντρωση άλμης) και Frac (Ευθρυπτότητα) (r>±0,600). 

			H σημαντικότητα κάθε μεταβλητής στην ομάδα που ανήκει, προκύπτει από το μέγεθος των τυποποιημένων συντελεστών που απεικονίζονται στον πίνακα 9.16. Ξηρή ουσία (0,866) και σκληρότητα (0,761) είναι οι πλέον σημαντικές στις ομάδες  τους αναφορικά με την πρώτη ρίζα και το pH (0,992) και η σκληρότητα ξανά (-0,620) αναφορικά με τη δεύτερη. Στον πίνακα αυτό, το πρόσημο παίζει ουσιαστικό ρόλο στην κατεύθυνση της δράσης των μεταβλητών. 

			Οι δύο πρώτες κανονιστικές μεταβλητές εμφανίζουν ισχυρή γραμμική τάση μεταβολής όπως προκύπτει επίσης και από τον υψηλό κανονιστικό συντελεστή συσχέτισης 0,971 αυτών (Σχ. 9.6), ένδειξη της επιτυχημένης εφαρμογής της ανάλυσης της κανονιστικής συσχέτισης. Το διγράφημα δείχνει σαφή διαχωρισμό των μαλακών τυριών από τα υπόλοιπα (σκληρά-ημίσκληρα) και έτσι συμπεραίνουμε ότι όλες οι πληροφορίες που εξήχθηκαν από τους παραπάνω πίνακες προσδιορίζουν ουσιαστικά τη συγκεκριμένη διάκριση των τυριών.
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			Πίνακας 9.11. Σύνοψη της ανάλυσης της κανονιστικής συσχέτισης.
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			Πίνακας 9.12. Έλεγχοι χ2 για τη σημαντικότητα των κανονιστικών ριζών.
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			Πίνακας 9.13. Συντελεστές συσχέτισης εντός και μεταξύ των δύο ομάδων.
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			Πίνακας 9.14. Ποσοστό επεξήγησης της μέσης διακύμανσης και πλεονασμού της διακύμανσης σε κάθε ρίζα ανά ομάδα αρχικών μεταβλητών. 
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			Πίνακας 9.15. Παραγοντικά φορτία των αρχικών μεταβλητών με τις κανονιστικές ρίζες.
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			Πίνακας 9.16. Τυποποιημένοι συντελεστές παλινδρόμησης των αρχικών μεταβλητών με τις κανονιστικές ρίζες. 
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			Σχήμα 9.6. Διγράφημα διασποράς των κανονιστικών μεταβλητών U1 και V1. Στα σημεία του γραφήματος έχουν προστεθεί  και οι ομάδες της συσταδοποίησης που εφαρμόστηκε στα ελληνικά τυριά. 
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			Κεφάλαιο 10: Ανάλυση κανονιστικών αντιστοιχιών

			Σύνοψη

			Η τεχνική της ανάλυσης κανονιστικών αντιστοιχιών προϋποθέτει την παρουσία δύο πινάκων με διαφορετικές ομάδες στοιχείων η καθεμία. Έχει την ιδιότητα να συνδέει τον πίνακα της πρώτης ομάδας που παράγει η ανάλυση αντιστοιχιών, ο οποίος αποτελείται από δείγματα και είδη και αναλαμβάνει το ρόλο των εξαρτημένων μεταβλητών, με ένα δεύτερο πίνακα που περιλαμβάνει στοιχεία περιβαλλοντικών ανεξάρτητων μεταβλητών. Η τεχνική βρίσκει πρόσφορο έδαφος εφαρμογής στις οικολογικές επιστήμες, μπορεί όμως να υιοθετηθεί και από άλλες επιστήμες, όπως των τροφίμων, όπου ο πίνακας των εξαρτημένων μεταβλητών συγκροτείται από δείγματα προϊόντων και μηχανικές μεταβλητές και ο πίνακας των ανεξάρτητων από χημικές μεταβλητές. 

			Η τεχνική προϋποθέτει ότι η πληθυσμιακή κατανομή των ειδών εμφανίζει καμπύλη απόκρισης με μία κορυφή στις περιβαλλοντικές κλίμακες διαβάθμισης. Όταν οι μεταβλητές απόκρισης, ως συνέπεια της δράσης των ανεξάρτητων μεταβλητών, εμφανίζουν γραμμική μεταβολή αντί καμπύλη, τότε η ανάλυση κανονιστικών αντιστοιχιών αντικαθίσταται πλήρως από την ανάλυση πλεονασμού των μεταβλητών. 

			Στο κεφάλαιο αυτό καταβάλλεται προσπάθεια εξοικείωσης με την κατανόηση των όρων των δύο τεχνικών, τα σημεία υπεροχής τους έναντι άλλων συμβατικών μεθόδων αλλά και συμπλήρωσή τους με νέες πληροφορίες. Επισημαίνονται τα σημεία διαφοροποίησης μεταξύ των δύο τεχνικών ως προς την καταλληλότητα επιλογής της μιας έναντι της άλλης και προβάλλονται λεπτομερώς μελέτες περιπτώσεων με διαφορετικό επιστημονικό περιεχόμενο: οικολογικό, επιστήμης τροφίμων, πείραμα εργαστηρίου. Στο τελευταίο, η ανάλυση πλεονασμού προτείνεται ως εναλλακτική εφαρμογή της πολυμεταβλητής ανάλυσης της διακύμανσης.

			Οι αναλύσεις των κύριων συνιστωσών, των αντιστοιχιών και της πολλαπλής παλινδρόμησης υπεισέρχονται στο θεωρητικό υπόβαθρο της ανάλυσης κανονιστικών αντιστοιχιών και θεωρείται αναγκαία η εκμάθησή τους.

			10.1 Γενικά

			Η τεχνική της ανάλυσης κανονιστικών αντιστοιχιών (Canonical Correspondence Analysis - CCA), μοναδική επινοητικά έναντι των λοιπών πολυμεταβλητών μεθόδων,  προϋποθέτει την παρουσία δύο πινάκων με διαφορετικές ομάδες στοιχείων η καθεμία. Έχει την ιδιότητα να συνδέει τον πίνακα της πρώτης ομάδας που παράγει η ανάλυση αντιστοιχιών, ο οποίος αποτελείται από δείγματα και είδη και αναλαμβάνει το ρόλο των εξαρτημένων μεταβλητών, με ένα δεύτερο πίνακα που περιλαμβάνει στοιχεία περιβαλλοντικών ανεξάρτητων μεταβλητών (Πίν. 10.1).  Στον κύριο πίνακα (πρώτη ομάδα μεταβλητών) οι σειρές αφορούν τα δείγματα και οι στήλες τα είδη. Στο δεύτερο πίνακα, οι σειρές παραμένουν ως έχουν (δείγματα) οι στήλες, όμως, αντικαθίστανται από περιβαλλοντικές μεταβλητές και με τον περιορισμό ότι ο αριθμός των μεταβλητών της δεύτερης ομάδας θα πρέπει να είναι μικρότερος από αυτόν της πρώτης. Εξυπακούεται ότι η τεχνική μπορεί να υιοθετηθεί και από άλλες επιστήμες, όπως των τροφίμων, όπου ο πίνακας των εξαρτημένων μεταβλητών συγκροτείται από δείγματα προϊόντων και μηχανικές μεταβλητές και ο πίνακας των ανεξάρτητων από χημικές μεταβλητές (Πίν. 10.1). 

			Η τεχνική CCA εισάγει τη μέθοδο της ανηγμένης διαβαθμισμένης παλινδρόμησης (reduced rank regression - Izenman, 1975), η οποία βρίσκει πρόσφορο έδαφος στις κοινωνίες των ειδών  και ενεργοποιείται για να περιορίσει τη σύνθεση των δειγμάτων και ειδών αποκλειστικά με βάση τη σχέση τους με τις περιβαλλοντικές μεταβλητές. 

			Η CCA προϋποθέτει ότι η πληθυσμιακή κατανομή των ειδών (μεταβλητή απόκρισης) εμφανίζει καμπύλη απόκρισης με μία κορυφή στις περιβαλλοντικές κλίμακες διαβάθμισης (gradients), γεγονός που σημαίνει ότι εκτελούνται απαραιτήτως περιβαλλοντικές μετρήσεις. Όταν οι μεταβλητές απόκρισης, ως συνέπεια της δράσης των ανεξάρτητων μεταβλητών, εμφανίζουν γραμμική μεταβολή αντί καμπύλη, τότε η CCA ακυρώνεται και αντικαθίσταται πλήρως από την τεχνική της ανάλυσης πλεονασμού (Redundancy Analysis-RDA). 
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			Πίνακας 10.1. Αντιστοίχιση δειγμάτων και μεταβλητών στη δομή των δύο πινάκων.

			Εναλλακτικές μορφές των τεχνικών RDA και CCA, οι οποίες επιστρατεύονται όταν παρατηρείται έλλειψη γραμμικής προϋπόθεσης στην πρώτη και καμπύλης απόκρισης στη δεύτερη, αποτελούν οι εμπειρικές πολυωνυμικές προεκτάσεις τους (Makarenkov and Legendre, 2002). Αυτές ουσιαστικά αποτελούν μη γραμμικές εξισώσεις, συνήθως δευτέρου βαθμού, οι οποίες έχουν την ιδιότητα να εξηγούν σημαντική επιπρόσθετη ποσότητα διακύμανσης της ανεξάρτητης μεταβλητής Υ στο μοντέλο που δημιουργούν.  

			Πρωτεργάτες της ανάπτυξης και βελτίωσης των όρων και λοιπών χαρακτηριστικών των δύο τεχνικών θεωρούνται τα έργα των Ter Braak (1986) και Ter Braak and Vendonschot (1995) για την CCA και των Ter Braak (1994) και Legendre and Legendre (1998) για την RDA. H τεχνική CCA έχει δοκιμαστεί με επιτυχία για τη μελέτη βενθικών κοινωνιών (οργανισμών διαβιώντων στο βυθό) σε ελληνικά λιμναία συστήματα, καθαρά (Petridis and Sinis, 1993) και οργανικώς ρυπασμένα (Petridis, 1993). Η τεχνική RDA έχει επίσης χρησιμοποιηθεί με εξαιρετικά αποτελέσματα στην επιστήμη τροφίμων, ως προς την υφή γαλλικών τυριών (Antoniou et al, 2000), ελληνικών τυριών (Raphαelides et al, 1995) και αλλαντικών σκευασμάτων (Raphaelides et al, 1998) και έχει προταθεί ως μέθοδος επικύρωσης της εγκυρότητας οργανοληπτικών ελέγχων (Petridis et al, 2013).

			Αδύνατο σημείο των τεχνικών θεωρείται η μεγάλη πολυπλοκότητα των υπολογισμών και η προσπάθεια που απαιτείται για την κατανόηση κάποιων στατιστικών όρων. Προς το σκοπό αυτό έχουν εξελιχθεί δύο ειδικά λογισμικά προγράμματα στατιστικής υποστήριξης, πολύ προσιτά στην επιστημονική κοινότητα, με τα ονόματα CANOCO (Ter Braak and Smilauer, 2012) και PC-ORD (Peck, 2010). Προσφάτως, οι μέθοδοι έχουν ισχυροποιηθεί στατιστικά, ως προς την προσέγγιση της αξιοπιστίας τους, με τη χρήση ειδικών τεχνικών εισαγωγής επαναληπτικών τιμών και αντιμετάθεσής τους, κυρίως γνωστών ως τεχνικών Monte Carlo (Anderson and Ter Braak, 2003, Manly, 2007).

			Οι τεχνικές αυτές παρά τη δημοφιλία τους έχουν υποστεί μερικές φορές καταχρηστική διαχείριση η οποία οφείλεται στους εξής λόγους:

			
					Η χρήση της πολλαπλής παλινδρόμησης, αναπόσπαστο μέρος των τεχνικών, απαιτεί τον έλεγχο όλων των προϋποθέσεων εφαρμογής της που είναι αρκετές.

					Όσο πληθαίνει ο αριθμός των εισαγόμενων ανεξάρτητων μεταβλητών στην ανάλυση τόσο αυξάνει και ο κίνδυνος να εξαχθούν πλασματικά αποτελέσματα καθόσον αυξάνεται και η πιθανότητα ανάπτυξης ισχυρών συσχετίσεων (πολυσυγγραμικότητα).

					Τα εκτιμώμενα ποσοστά διακύμανσης γίνονται πλήρως αντιληπτά και κατανοητά από μικρή, μόνο, μερίδα των ερευνητών.

			

			Η CCA βασίζεται τις περισσότερες φορές στην εκτίμηση της απόστασης χ2 του Pearson, όπου τα δείγματα σταθμίζονται ανάλογα με τα αθροίσματά τους. Η διαδικασία αυτή αυξάνει τη σημαντικότητα ειδών με  μικρή αφθονία στα δείγματα, επιτείνοντας έτσι αναπόφευκτα, τη διάκριση των σπάνιων ειδών. 

			Η μέθοδος, επίσης, προαπαιτεί την τυποποίηση των μεταβλητών εξαιτίας της διαφορετικής μονάδας μέτρησής τους, έτσι ώστε να αποκτήσουν μέσο όρο 0 και τυπική απόκλιση 1. Με το μετασχηματισμό αυτόν επιτυγχάνουμε κάθε είδος να εμφανίζει ένα μέγιστο εμφάνισης σε ένα διάστημα με εύρος ±2 τυπικές αποκλίσεις, δηλαδή 4 μονάδες τυπικής απόκλισης. Συνήθως η τυποποίηση επιτελείται έτσι ώστε οι τιμές των ειδών να προκύπτουν από σταθμισμένες τιμές των δειγμάτων (αμοιβαία μεσοστάθμιση). 

			Στο κεφάλαιο αυτό καταβάλλεται προσπάθεια εξοικείωσης με την κατανόηση των όρων των δύο τεχνικών, τα σημεία υπεροχής τους έναντι άλλων συμβατικών μεθόδων αλλά και συμπλήρωσή τους με νέες πληροφορίες. Επισημαίνονται τα σημεία διαφοροποίησης μεταξύ των δύο τεχνικών ως προς την καταλληλότητα επιλογής της μιας έναντι της άλλης και προβάλλονται λεπτομερώς μελέτες περιπτώσεων με διαφορετικό επιστημονικό περιεχόμενο: οικολογικό, επιστήμης τροφίμων, πείραμα εργαστηρίου. Στο τελευταίο, η τεχνική RDA προτείνεται ως εναλλακτική εφαρμογή της πολυμεταβλητής ανάλυσης της διακύμανσης (MANOVA).

			10.2 Μεθοδολογία  των τεχνικών RDA και CCA

			Στις τεχνικές RDA και CCA η διαδικασία της διάταξης των μεταβλητών αναγωγικά στο χώρο (ordination) επηρεάζεται από το πλήθος των επεξηγηματικών (ανεξάρτητων) μεταβλητών: η διαστασιομείωση αναζητεί τους άξονες εκείνους που εξηγούνται άριστα από γραμμικό συνδυασμό των επεξηγηματικών μεταβλητών. Με άλλα λόγια, οι τεχνικές αυτές αναζητούν τους ολιγάριθμους συνδυασμούς εκείνους των ανεξάρτητων μεταβλητών που εξηγούν άριστα τη διακύμανση του πίνακα των εξαρτημένων μεταβλητών, γι΄αυτό και η διαδικασία καλείται και ανηγμένη διαστασιομείωση του χώρου (reduced ordination). 

			Η ανηγμένη αυτή χωροδιάταξη παράγει τόσους κανονιστικούς άξονες όσους και οι παρούσες επεξηγηματικές μεταβλητές, με την επισήμανση ότι καθένας από τους άξονες αυτούς είναι γραμμικός συνδυασμός (πολλαπλό γραμμικό μοντέλο) όλων των επεξηγηματικών μεταβλητών. Επειδή οι ανεξάρτητες μεταβλητές μετρώνται συνήθως σε διαφορετικές μονάδες μέτρησης, π.χ. σε βάρος, μήκος, όγκο κτλ., οι χωροδιατάξεις δημιουργούνται με τη χρήση των τυποποιημένων επεξηγηματικών μεταβλητών. Με τον τρόπο αυτόν, η εξέταση των κανονιστικών συντελεστών των ανεξάρτητων μεταβλητών, δηλαδή των συντελεστών παλινδρόμησης των μοντέλων, ανά παραγόμενο άξονα προσδιορίζει άμεσα (λόγω μεγέθους) ποιες μεταβλητές είναι οι πλέον σημαντικές για την εξήγηση του συγκεκριμένου άξονα, του πρώτου, του  δεύτερου κοκ. 

			Προς διευκόλυνση της επιλογής των απόλυτα επικρατέστερων επεξηγηματικών μεταβλητών αναφορικά με   τον αρχικό πίνακατων εξαρτημένων μεταβλητών, συνηθίζεται η εφαρμογή της προοδευτικής ένταξης (forward selection) στην εξίσωση των στατιστικά σημαντικών μόνο ανεξάρτητων μεταβλητών του δεύτερου πίνακα. Το ποσοστό επεξήγησης της πρώτης εισαγόμενης μεταβλητής κρατείται σταθερό και ακολούθως εξετάζεται η συνεισφορά ατομικά των λοιπών μεταβλητών προς περαιτέρω ένταξη και επιλέγεται η αμέσως επόμενη ισχυρότερη κοκ., μέχρις ότου παύσει να διακρίνεται κάποια υποψήφια με στατιστικά σημαντικό αποτέλεσμα. 

			Η εύρεση των άριστων γραμμικών συνδυασμών των επεξηγηματικών μεταβλητών οι οποίοι αποτελούν και τους κανονιστικούς άξονες, γίνεται είτε με τη χρήση ενός επαναλαμβανόμενου αλγόριθμου από άξονα σε άξονα είτε με τη χρήση ενός δεύτερου με άμεση εκτίμηση αυτών. Το διάγραμμα στο σχήμα 10.1 δείχνει τα βήματα υπολογισμού του της ανάλυσης πλεονασμού με τη χρήση του αλγόριθμου μιας χρήσης (Legendre and Legendre 1998):

			
					Οι εξαρτημένες μεταβλητές Υ παλινδρομούνται, η καθεμία χωριστά, με τις ανεξάρτητες μεταβλητές Χ, ως αποτέλεσμα των οποίων προκύπτει ο πίνακας των προσαρμοσμένων μεταβλητών Ŷ, δηλαδή οι νέες εξαρτημένες που προκύπτουν από την επίλυση των εξισώσεων των παλινδρομήσεων.

					Στις προσαρμοσμένες εξαρτημένες μεταβλητές εφαρμόζεται η ανάλυση των κύριων συνιστωσών (PCA) και παράγεται έτσι ο πίνακας των κανονιστικών διανυσμάτων (συντελεστών παλινδρόμησης) ο οποίος αποτελεί τη βάση δημιουργίας δύο νέων τύπων διαστασιομείωσης της χωροδιάταξης: α) H χωροδιάταξη των εξαρτημένων μεταβλητών (χώρος των ειδών ή των μηχανικών μεταβλητών) η οποία ουσιαστικά συνίσταται από το χωροδιάγραμμα των τιμών των δειγμάτων και των ειδών (πίνακας YU). Οι εκάστοτε προβαλλόμενοι δύο άξονες της χωροδιάταξης δεν είναι ορθογωνικοί μεταξύ τους (μπορεί να συσχετίζονται). Οι άξονες αυτοί, Ζ1 και Ζ2, προκύπτουν αλγεβρικά  επιλύοντας τις δύο πρώτες εξισώσεις των κύριων συνιστωσών με βάση τους κανονιστικούς συντελεστές της παλινδρόμησης. 
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			Σχήμα 10.1. Διαγραμματικά βήματα εφαρμογής της ανάλυσης πλεονασμού.

			β) H χωροδιάταξη των επεξηγηματικών μεταβλητών η οποία αποτελεί το χωροδιάγραμμα των προσαρμοσμένων τιμών των δειγμάτων, γνωστές και ως γραμμικοί συνδυασμοί των ανεξάρτητων μεταβλητών (πίνακας ŶU). Οι δύο κανονιστικοί προκύπτοντες άξονες, Ζ1 και Ζ2,  είναι ορθογωνικοί μεταξύ τους (δεν συσχετίζονται) και προκύπτουν ομοίως με τη χρήση των ίδιων συντελεστών παλινδρόμησης στις δύο κύριες προσαρμοσμένες συνιστώσες.

			Ουσιαστικά, η RDA είναι η κανονιστική έκδοση της PCA και η CCA είναι η κανονιστική έκδοση της RA.

			Τα αποτελέσματα της RDA/CCA παρίστανται γραφικά με την απεικόνιση των χωροδιαγραμμάτων σε διγραφήματα (biplots) και τριγραφήματα (triplots) (Gower and Hand, 1996). Αυτά είναι γραφήματα διασποράς στα οποία περιγράφονται τα δείγματα, οι εξαρτημένες μεταβλητές (είδη ή μηχανικά χαρακτηριστικά) και οι επεξηγηματικές (περιβαλλοντικές ή χημικές μεταβλητές). Τα παραπάνω μεγέθη όταν παρίστανται ανά δύο αποτελούν το διγράφημα και όταν συμμετέχουν όλα στο γράφημα αποτελούν το τριγράφημα. Οι ποσοτικές ανεξάρτητες μεταβλητές παρίστανται στα γραφήματα με τη μορφή ανυσμάτων εκτεινόμενων από το κεντρικό σημείο (0,0) του γραφήματος. Οι κατηγορικές ανεξάρτητες μεταβλητές προβάλλονται ως εικονικές μεταβλητές (καθεμία κατηγορία κάθε μεταβλητής είναι και μία νέα μεταβλητή, Πίν. 10.2) και παρίστανται στα γραφήματα ως το κέντρο βάρος των δειγμάτων που αντιστοιχούν στην κατηγορία 1 (παρουσία) των μεταβλητών (Σχ. 10.2). Στον πίνακα 10.2 περιγράφεται η προσαρμογή δύο κατηγορικών μεταβλητών με 2 και 4 κατηγορίες αντίστοιχα σε εικονικές μεταβλητές. Δημιουργούνται τόσες νέες μεταβλητές όσες και οι κατηγορίες τους και λαμβάνουν τιμές 1 ή 0, δηλαδή παρουσία ή απουσία. Στις στατιστικές αναλύσεις και αναλόγως της αρχιτεκτονικής των προγραμμάτων, οι εικονικές μεταβλητές εισάγονται  απομακρύνοντας συνήθως μία κατά βούληση εικονική ή απλά καθιστώντας μία ανενεργή. Έτσι η V1 π.χ. εισάγεται ως V1_1 και η V2 ως V2_1, V2_2 και V2_3 ή καθίστανται ανενεργές οι μεταβλητές V1_2 και V2_4.
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			Πίνακας 10.2. Εικονικές μεταβλητές (dummy variables) δύο αρχικών κατηγορικών μεταβλητών V1 και V2 με 2 και 4 κατηγορίες αντίστοιχα.

			Η κατασκευή των διαγραμμάτων RDA (Σχ. 10.2) βασίζεται στην επιλογή συγκεκριμένης κλίμακας χωροδιάταξης:

			α) Το δι/τριγράφημα απόστασης (κλίμακα τύπου 1) όπου τα διανύσματα των ανεξάρτητων μεταβλητών βαθμονομούνται με βάση τη μονάδα μήκους των τυπικών αποστάσεων (Ευκλείδεια ή χ2).

			β) Το δι/τριγράφημα συσχέτισης (κλίμακα τύπου 2) όπου τα διανύσματα των ανεξάρτητων μεταβλητών βαθμονομούνται με  βάση την τιμή [image: 1_13.png], όπου λ χαρακτηριστική ρίζα.

			Τα διγραφήματα εμφανίζουν τα ακόλουθα χαρακτηριστικά:

			
					Οι αποστάσεις μεταξύ των δειγμάτων είναι προσεγγίσεις της Ευκλείδειας απόστασης στη χωροδιάταξη και ισχύει μόνο στην κλίμακα τύπου 1.

					Η προβολή δεξιόστροφα ενός δείγματος σε μία εξαρτημένη ή ανεξάρτητη ποσοτική μεταβλητή προσεγγίζει τη θέση του δείγματος κατά μήκος αυτής της μεταβλητής. 

					Οι γωνίες που σχηματίζονται μεταξύ των διανυσμάτων απόκρισης (εξαρτημένες μεταβλητές) συνιστούν τις συσχετίσεις αυτών και ισχύει μόνο για την κλίμακα τύπου 2. 

					Οι γωνίες που σχηματίζονται μεταξύ των εξαρτημένων και επεξηγηματικών μεταβλητών αντιστοιχούν στους συντελεστές συσχέτισης.

					Η σχέση μεταξύ του κέντρου βάρους μιας επεξηγηματικής κατηγορικής μεταβλητής και μιας εξαρτημένης προσδιορίζεται από τη δεξιόστροφη προβολή του κέντρου βάρους επί της εξαρτημένης μεταβλητής.

			

			Οι αποστάσεις μεταξύ των κέντρων βάρους και μεταξύ αυτών και των ατομικών δειγμάτων αντιστοιχούν σε Ευκλείδιες αποστάσεις και ισχύει μόνο για την κλίμακα τύπου 1. 

			Η κατασκευή των διαγραμμάτων CCA (Σχ. 10.3) βασίζεται στην επιλογή επίσης μίας από δύο τύπους κλίμακας που έχουν άμεση σχέση με τους αντίστοιχους της RDA. Δείγματα και εξαρτημένες μεταβλητές προβάλλονται ως σημεία στο τριγράφημα και ερμηνεύονται με τρόπο όμοιο με αυτόν που διαμείφθηκε στην τεχνική RA. Η ερμηνεία των επεξηγηματικών μεταβλητών στα διαγράμματα διαφοροποιείται στα εξής:

			Α) Δι/τριγράφημα δειγμάτων (κλίμακα τύπου 1). Η θέση ενός δείγματος σε σχέση με μία ποσοτική ανεξάρτητη μεταβλητή προσδιορίζεται από τη δεξιόστροφη προβολή του δείγματος στη συγκεκριμένη μεταβλητή. Ένα δείγμα κείμενο πλησίον του σημείου που αντιπροσωπεύει το κέντρο βάρους μιας ανεξάρτητης κατηγορικής μεταβλητής (παρουσία) στοιχειοθετεί την παρουσία της μεταβλητής αυτής. 

			Β) Δι/τριγράφημα ειδών (κλίμακα τύπου 2). Η άριστη εμφάνιση (κορύφωση) ενός είδους κατά μήκος μιας ποσοτικής ανεξάρτητης μεταβλητής προσδιορίζεται από τη δεξιόστροφη προβολή του είδους σε αυτή τη μεταβλητή. Ένα είδος κείμενο κοντά στο σημείο (κέντρο βάρους) μιας ανεξάρτητης κατηγορικής μεταβλητής στοιχειοθετεί τη συχνότερη εμφάνισή του (μεγαλύτερη αφθονία) στα δείγματα εκείνα που βρίσκονται κοντά στη συγκεκριμένη μεταβλητή και άρα δηλώνουν την παρουσία του.  

			Εξειδικεύοντας την ερμηνεία των διαγραμμάτων RDA/CCA, oι περιβαλλοντικές μεταβλητές παρουσιάζονται ως ευθείες εκτεινόμενες από το κέντρο βάρους των αξόνων. Όσο μακρύτερα προβάλλεται η ευθεία τόσο εντονότερο αναμένεται το αποτέλεσμα της μεταβλητής στην κοινωνία των ειδών. Η θέση των ειδών σε σχέση με τις περιβαλλοντικές ευθείες, είτε υπό μορφή ευθείας είτε υπό μορφή σημείου, εκφράζει και το βαθμό προσέγγισης άρα και σχετικότητάς τους με τις συγκεκριμένες μεταβλητές.

			Εύρεση της σημαντικότητας των επεξηγηματικών μεταβλητών

			Συνηθίζεται από ένα σύνολο ανεξάρτητων μεταβλητών να αναζητούνται μόνο οι σημαντικότερες για τη δημιουργία ενός μοντέλου πολλαπλής παλινδρόμησης σε θέματα διαστασιομείωσης, οδηγώντας έτσι στη μείωση τελικά, των επεξηγηματικών μεταβλητών που εισάγονται στην εξίσωση. Η μείωση αυτή επιτυγχάνεται με την σταδιακή ένταξη των επεξηγηματικών μεταβλητών σύμφωνα με τα παρακάτω βήματα:
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			Σχήμα 10.2. Τριγράφημα συσχέτισης RDA: οι επεξηγηματικές μεταβλητές απεικονίζονται με βέλη, οι κατηγορικές με κουκίδες. Τα είδη παρίστανται με ευθείες γραμμές και τα δείγματα με ρόμβους.

			
					Υπολογίζονται οι ανεξάρτητες συνεισφορές όλων των m ανεξάρτητων μεταβλητών στην επεξήγηση της διακύμανσης του πίνακα των εξαρτημένων μεταβλητών. Αυτό πραγματοποιείται εκτελώντας m ατομικές κανονιστικές παλινδρομήσεις και καταγράφοντας τις προκύπτουσες ατομικές τιμές R2. 

					Έλεγχος της σημαντικότητας της συνεισφοράς της μεταβλητής εκείνης με την υψηλότερη τιμή επεξήγησης (καλύτερη μεταβλητή). Αν ισχύει στατιστικά η σημαντικότητα (p≤0,05) τότε η μεταβλητή εισάγεται στην εξίσωση ως η πρώτη επεξηγηματική.

					Εκτίμηση, ανά μία, της μερικής συνεισφοράς των λοιπών m-1 ανεξάρτητων μεταβλητών ελέγχοντας το αποτέλεσμα της ήδη ενταγμένης στο μοντέλο. 

					Έλεγχος της σημαντικότητας της μεταβλητής εκείνης με την καλύτερη μερική συνεισφορά. Αν ισχύει στατιστικά η σημαντικότητα τότε εισάγεται στην εξίσωση ως η δεύτερη επεξηγηματική μεταβλητή.  

					Εκτίμηση εκ νέου της μερικής συνεισφοράς των m-2 ανεξάρτητων μεταβλητών λαμβάνοντας υπόψη το αποτέλεσμα των δύο ήδη ενταγμένων στο μοντέλο.

					Η διαδικασία συνεχίζεται μέχρις ότου διαπιστωθεί μη στατιστική σημαντικότητα στη συνεισφορά των λοιπών υποψήφιων προς ένταξη μεταβλητών.
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			Σχήμα 10.3. Τριγράφημα ειδών CCA: οι επεξηγηματικές ποσοτικές μεταβλητές δείχνονται με βέλη και οι κατηγορικές με κουκίδες. Τα δείγματα με ρόμβους και τα είδη με τρίγωνα. 

			Για την εγκυρότητα του μοντέλου με τη μέθοδο της προοδευτικής ένταξης αναφέρονται δύο επισημάνσεις:

			α) Η χρήση της προοδευτικής απόρριψης των ανεξάρτητων μεταβλητών αντί της προοδευτικής ένταξης αποτελεί επίσης μια καλή επιλογή. Η μέθοδος αυτή ευνοεί μερικές φορές τη διατήρηση στο τελικό μοντέλο μεγαλύτερου αριθμού ανεξάρτητων μεταβλητών απ’ ό,τι η προοδευτική ένταξη, γι΄αυτό και προτιμάται από μερικούς ερευνητές και παρατηρείται συνήθως σε πολυωνυμικές εξισώσεις. 

			β) Ο συντελεστής διογκωμένης διακύμανσης  (Variance Inflation Factor -VIF) λαμβάνει υπόψη το μέγεθος της διακύμανσης που αυξάνεται αποκλειστικά από την ύπαρξη σημαντικών συσχετίσεων μεταξύ των ανεξάρτητων μεταβλητών (πολυσυγγραμικότητα) και μετρά ουσιαστικά την αστάθεια του μοντέλου της πολλαπλής παλινδρόμησης.  Παραδοσιακά, μεταβλητές με τιμή VIF>10-20 απομακρύνονται από το μοντέλο. 

			10.3 Διαφοροποιήσεις μεταξύ των τεχνικών CCA και RDA

			Η CCA υπολογιστικά ακολουθεί την ίδια περίπου διαδικασία με τη RDA, με τη διαφορά ότι εφαρμόζει αμοιβαία μεσοστάθμιση στα στοιχεία του πίνακα δειγμάτων-ειδών.  

			H CCA εφαρμόζεται σε καμπύλες απόκρισης μιας κορυφής των ειδών ύστερα από διπλή σχετικοποίηση των δειγμάτων και στηλών (αμοιβαία μεσοστάθμιση) για να ευθυγραμμιστεί έτσι στις μεταβολές αυτές τις οποίες αναγνωρίζει πλέον ως γραμμικές. Είναι τεχνική άψογα προσαρμοσμένη για την ανάλυση οικολογικών στοιχείων. Με τον όρο σχετικοποίηση (relativization) νοείται η διαίρεση των τιμών μιας στήλης με το άθροισμα όλων των τιμών επί εκατό. Το ίδιο ισχύει και για τις σειρές, έτσι που  με τον τρόπο αυτόν προκύπτει η αμοιβαία μεσοστάθμιση των στοιχείων. 

			H RDA προϋποθέτει γραμμική συμπεριφορά των ειδών κατά μήκος μιας περιβαλλοντικής διαβάθμισης (gradient), πράγμα αρκετά σπάνιο σε πληθυσμιακές κατανομές των ειδών γι΄αυτό και η τεχνική αυτή βρίσκει πρόσφορο έδαφος σε άλλες επιστήμες όπως αυτή των τροφίμων. 

			Η CCA  προσδιορίζει μια ανάλυση συνιστωσών στον πίνακα δειγμάτων-ειδών εκτελώντας πολλαπλή παλινδρόμηση στις μεταβλητές του δεύτερου πίνακα. Στην οικολογία των ειδών η CCA νοείται ως η συνιστώσα των δειγμάτων στον περιβαλλοντικό χώρο η οποία συνταιριάζει ένα πίνακα δειγμάτων-ειδών με πίνακα δειγμάτων-περιβαλλοντικών μεταβλητών. Η τεχνική αγνοεί οποιαδήποτε δομική σχέση μη σχετιζόμενη με τις περιβαλλοντικές μεταβλητές εξού και η περιοριστική συνθήκη της μεθόδου. Εκτελεί καταρχήν ανάλυση συνιστωσών επί του πίνακα δειγμάτων-ειδών και ακολούθως, σχετίζοντας τις συνιστώσες με τις περιβαλλοντικές μεταβλητές, δημιουργεί διακριτικές διαβαθμίσεις των κοινωνιών και παράλληλα υπολογίζει τη σημαντικότητα των ανεξάρτητων μεταβλητών σε αυτές. Η CCA εκτελείται είτε μέσω της διαδικασίας της RA είτε μέσω του υπολογισμού των χαρακτηριστικών ριζών και βασίζεται στην εκτίμηση της απόστασης χ2 του Pearson οποία, ωστόσο, δεν υιοθετείται καθολικά διεθνώς.
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			Πίνακας 10.3. Διαδικασία υπολογισμού των εξισώσεων της  RDA.

			Η RDA είναι αναλογική της CCA αλλά προϋποθέτει τη γραμμική απόκριση των ειδών αντί της καμπύλης μορφής που παραδέχεται η CCA και ακολουθεί την υπολογιστική διαδικασία του πίνακα 10.3. Η τεχνική θεωρεί την προΰπαρξη δύο πινάκων, των δειγμάτων-ειδών (κύριος πίνακας) και των επεξηγηματικών μεταβλητών (δεύτερος πίνακας). Τα βήματα υπολογισμού της μεθόδου (προσαρμοσμένα στο παράδειγμα της επιστήμης τροφίμων στον πίνακα 10.1) είναι:

			α) Τυποποίηση των στηλών αμφοτέρων των πινάκων, δηλαδή των μηχανικών και των χημικών μεταβλητών (οι σειρές σε αμφότερους τους πίνακες αφορούν τα δείγματα).

			β) Εκτέλεση της παλινδρόμησης της κάθε μηχανικής μεταβλητής με το δεύτερο πίνακα. 

			γ) Υπολογισμός των προσαρμοσμένων τιμών των μηχανικών μεταβλητών απόκρισης με τη χρήση της πολλαπλής παλινδρόμησης.

			δ) Εφαρμογή της PCA στον πίνακα δειγμάτων-μηχανικών μεταβλητών στον οποίο περιέχονται ήδη οι προσαρμοσμένες τιμές αντί των αρχικών.

			ε) Εκτίμηση των συντελεστών της PCA οι οποίοι εξάγουν τελικώς τις τιμές των δειγμάτων στο χώρο που ορίζεται από το δεύτερο πίνακα των χημικών μεταβλητών. 

			Οι τεχνικές δημιουργούν δύο διαφορετικά πρότυπα εκτίμησης των τιμών των δειγμάτων: 

			α) Tις τιμές που εξάγονται σταθμίζοντάς τους μέσους όρους των ειδών (CCA). Οι συσχετίσεις των περιβαλλοντικών παραμέτρων με τις σταθμισμένες τιμές των ειδών ονομάζονται συσχετίσεις μεταξύ των πινάκων (interset correlations). 

			β) Τις προσαρμοσμένες τιμές που εξάγονται από την παλινδρόμηση των προηγούμενων τιμών με τις περιβαλλοντικές μεταβλητές (RDA). Οι συσχετίσεις των περιβαλλοντικών μεταβλητών με τις προσαρμοσμένες τιμές καλούνται συσχετίσεις εντός των πινάκων (intraset correlations). 

			Στη διεθνή βιβλιογραφία έχει διαπιστωθεί μερικές φορές λανθασμένος χειρισμός των δύο παραπάνω όρων με αποτέλεσμα να δημιουργείται σύγχυση στην επιλογή και ερμηνεία των αποτελεσμάτων των δύο τεχνικών. 

			Γενικεύοντας, σε καμπύλες κατανομές (CCA) η σχέση μεταξύ του πίνακα δειγμάτων-ειδών και δειγμάτων-περιβάλλοντος αξιοποιείται με τις μεσοσταθμισμένες τιμές των ειδών σε αντιστοιχία με τις περιβαλλοντικές μεταβλητές. Σε γραμμικούς συνδυασμούς (RDA) η σχέση αυτή υλοποιείται με τις συσχετίσεις μεταξύ κάθε είδους με κάθε περιβαλλοντική μεταβλητή. Η υπολογιστική αυτή διαφορά απεικονίζεται και στους πίνακες ερμηνείας των αποτελεσμάτων καθώς και στα διγραφήματα. 

			10.4 Στατιστικά μεγέθη της ανάλυσης των τεχνικών RDA και CCA

			Τα αποτελέσματα των αναλύσεων των δύο τεχνικών παρουσιάζονται στις μελέτες περιπτώσεων 10.6Α για την CCA και 10.6Β για την RDA.  Η ερμηνεία των αποτελεσμάτων παρακάτω, ακολουθεί συγκεκριμένη σειρά εμφάνισης με αριθμούς οι οποίοι παραπέμπουν σε αντίστοιχους πίνακες (περιοχές) του περιεχομένου των παραδειγμάτων.

			
					Επειδή το σύνολο των περιβαλλοντικών μεταβλητών δεν αναμένεται να έχει το ίδιο αποτέλεσμα στην αφθονία των ειδών, επιβάλλεται πολλές φορές, η χρήση της προοδευτικής επιλογής μόνο των μεταβλητών εκείνων που έχουν στατιστικά σημαντική επίδραση (stepwise forward regression). Έτσι, υπολογίζεται το στατιστικό κριτήριο t για κάθε ένα συντελεστή παλινδρόμησης που αντιστοιχεί σε μία υποψήφια προς ένταξη περιβαλλοντική μεταβλητή στο μοντέλο. Η τιμή αυτή σημαντικότητας του συντελεστή θα πρέπει να είναι t>2,0 (οριακή τιμή σε επίπεδο σφάλματος 0,05) για να επιτρέπεται η είσοδος της μεταβλητής στο μοντέλο. Η διαδικασία αυτή αγνοείται συνολικά, όταν το ενδιαφέρον του ερευνητή στρέφεται στην κατανόηση μόνο της γενικής εικόνας που δίνει το διγράφημα της ανάλυσης.

					Οι συσχετίσεις των επεξηγηματικών μεταβλητών μεταξύ τους στα αρχικά στοιχεία και στα κανονιστικά, δείχνουν το βαθμό κοινής προσέγγισης στην αναμενόμενη δράση τους επί των εξαρτημένων μεταβλητών.

					Η ολική διακύμανση ή αδράνεια των ειδών (εξαρτημένων μεταβλητών) περιλαμβάνει το ολικό ποσοστό της μεταβλητότητας του πίνακα των ειδών που μπορεί να εξηγηθεί.Στη CCA η ολική αδράνεια ισούται με την ολική διακύμανση των στοιχείων των ειδών μετρούμενη με το στατιστικό χ2 του πίνακα δειγμάτων-ειδών και διαιρούμενη με το σύνολο των δειγμάτων και με την προϋπόθεση ότι τα στοιχεία αφορούν αριθμητική αφθονία (χ2/n).
Στην  RDA/PCA η ολική αδράνεια ισούται με 1 λόγω τυποποίησης των μεταβλητών.
Οι χαρακτηριστικές ρίζες εκπροσωπούν τις διακυμάνσεις του κύριου πίνακα με φθίνουσα διάταξη σημαντικότητας (λ1>λ2>...>λκ) ανά κύριο άξονα. Ο λόγος μιας ρίζας προς την ολική διακύμανση δείχνει το ποσοστό της διακύμανσης που εξηγείται από το συγκεκριμένο άξονα.
Το ποσοστό διακύμανσης του πίνακα δείγματα-είδη εξάγεται ως αναλογία ή ποσοστό από τις χαρακτηριστικές ρίζες και το σύνολο των ριζών της ανάλυσης. Έτσι για τις δύο πρώτες ρίζες, θα έχουμε: (λ1+λ2)·100/Σλi. Εκφράζει το ποσοστό της διακύμανσης που εξηγείται από κάθε άξονα. 
Το ποσοστό διακύμανσης της σχέσης είδος-περιβάλλον διαφέρει ανάλογα με την επιλογή της μεθόδου CCA ή RDA. H RDA χρησιμοποιεί τις προσαρμοσμένες τιμές που προκύπτουν από την πολλαπλή παλινδρόμηση κάθε είδους με τις περιβαλλοντικές μεταβλητές. H CCA χρησιμοποιεί τη σταθμισμένη παλινδρόμηση (ειδικά βάρη). Στην RDA η ολική διακύμανση των προσαρμοσμένων τιμών είναι το άθροισμα των κανονιστικών ριζών. Σε αμφότερες τις μεθόδους, κάθε άξονας επεξηγεί μέρος της διακύμανσης και τα ποσοστά υπολογίζονται όπως και στην προηγούμενη περίπτωση (λ1+λ2)·100/Σλi. Η τιμή R2 κάθε άξονα εκφράζει πόσο ικανοποιητικά οι περιβαλλοντικές μεταβλητές μπορούν να προβλέψουν συνδυαστικά τις τιμές των δειγμάτων και επιπρόσθετα, τις συνιστώσες των ειδών. 
Η συσχέτιση είδος-περιβάλλον κατά Pearson μετρά την ένταση των σχέσεων μεταξύ των ειδών και περιβάλλοντος για κάθε άξονα. Δηλαδή, είναι η συσχέτιση που προκύπτει μεταξύ των τιμών των δειγμάτων που εξάγονται από τον πίνακα δειγμάτων-ειδών και των τιμών των δειγμάτων που εξάγονται ως γραμμικοί συνδυασμοί των περιβαλλοντικών μεταβλητών. Ο συντελεστής αυτός χάνει μέρος της αξιοπιστίας του όταν ο αριθμός των περιβαλλοντικών μεταβλητών είναι μεγάλος σχετικά με τον αριθμό των δειγμάτων και αν αυτό ισχύει παίρνει μεγαλύτερες τιμές. Ο συντελεστής συσχέτισης τi των διαβαθμίσεων του Kendall για το σύστημα είδος-περιβάλλον έχει παρόμοια ερμηνεία με τον προηγούμενο και αποτελεί πιο αξιόπιστη επιλογή όταν υπάρχουν υπόνοιες για έλλειψη κανονικότητας στα στοιχεία. 


					Οι κανονιστικοί συντελεστές παλινδρόμησης. Αυτοί υπολογίζονται μέσω της αμοιβαίας μεσοστάθμισης (RA) του αρχικού πίνακα και διαφέρουν έτσι από τους συνήθεις συντελεστές παλινδρόμησης οι οποίοι υπολογίζονται παλινδρομώντας τον αρχικό πίνακα με τις περιβαλλοντικές μεταβλητές. Οι κανονιστικοί συντελεστές εκφράζουν την ατομική συνεισφορά καθεμίας περιβαλλοντικής μεταβλητής στην εξίσωση της παλινδρόμησης αφού προηγουμένως τυποποιηθούν για να έχουν οι τιμές τους άμεσο ποσοτικό μέγεθος σύγκρισης.  

					Οι τιμές του κριτηρίου t της σημαντικότητας των συντελεστών παλινδρόμησης των ανεξάρτητων μεταβλητών με τον εκάστοτε κύριο άξονα. Οι τιμές t προκύπτουν από n-q-1 (n=αριθμός δειγμάτων, q=αριθμός ανεξάρτητων μεταβλητών)  βαθμούς ελευθερίας και όταν έχουν τιμή >|2| τότε, συμπεραίνουμε ότι οι αντίστοιχες μεταβλητές συνεισφέρουν στατιστικά σημαντικά στην συγκρότηση της εξίσωσης της παλινδρόμησης. Ο πίνακας των τιμών t των συντελεστών παλινδρόμησης χρησιμεύει  κυρίως στην ανεύρεση  της υποομάδας εκείνης των ανεξάρτητων μεταβλητών που είναι οι πλέον υπεύθυνες για τις δράσεις επί των εξαρτημένων μεταβλητών και χρησιμοποιείται σε συνδυασμό με τα αποτελέσματα της μεθόδου της προοδευτικής ένταξης των μεταβλητών.

					Η CCA υπολογίζει δύο σειρές τιμών δειγμάτων για τον τον αρχικό πίνακα:Οι σταθμισμένοι μέσοι όροι (Weighted Αverage - WA) ή αλλιώς οι τιμές x* των δειγμάτων του αρχικού πίνακα που εξάγονται από τα είδη (στήλες του αρχικού πίνακα).
Οι γραμμικοί συνδυασμοί (Linear Combinations - LC) ή τιμές x οι οποίες  εξάγονται παλινδρομώντας  τις τιμές x* με τις περιβαλλοντικές μεταβλητές και αποτελούν ως επακόλουθο, τις προσαρμοσμένες τιμές των εξισώσεων παλινδρόμησης. Οι προσαρμοσμένες τιμές των δύο αξόνων μπορούν να παρασταθούν σε ένα διγράφημα με τις τιμές των ειδών και τις τιμές των δειγμάτων των περιβαλλοντικών μεταβλητών. Οι γραμμικοί συνδυασμοί των ανεξάρτητων μεταβλητών (LC τιμές) αποτελούν τη βάση υπολογισμού των ευρημάτων της RDA.
Οι τιμές x* αντιπροσωπεύουν άριστα τις μετρούμενες (παρατηρούμενες) αφθονίες των ειδών, ενώ οι τιμές x την άριστη προσαρμογή της αφθονίας των ειδών στα περιβαλλοντικά στοιχεία.


					 α. Οι συσχετίσεις των περιβαλλοντικών μεταβλητών με τους άξονες των συνιστωσών. Αυτές διακρίνονται στις μεταξύ των πινάκων (interset) συσχετίσεις όταν υπολογίζονται από τις τιμές x*, και στις εντός των πινάκων (intraset) συσχετίσεις όταν υπολογίζονται από τις τιμές x. Οι δεύτερες συσχετίσεις δείχνουν ποιες περιβαλλοντικές μεταβλητές είναι οι πλέον  δραστικές για το σχηματισμό των συνιστωσών. Οι σταθμισμένες τιμές των δειγμάτων και ειδών προκύπτουν διαιρώντας τις αρχικές τιμές με το σύνολο των τιμών των δειγμάτων ή ειδών αντίστοιχα. Το ποσοτικό μέγεθος τους χρησιμεύει για την ερμηνεία των συνιστωσών καθότι χαμηλές σταθμισμένες τιμές έχουν μικρή επίδραση στην ανάλυση και τανάπαλιν. 
Οι μεταξύ των πινάκων συσχετίσεις των περιβαλλοντικών μεταβλητών με τους άξονες είναι οι συσχετίσεις των μεταβλητών με τις τιμές των δειγμάτων που προκύπτουν από τον πίνακα δειγμάτων – ειδών. 
β. Οι διγραφηματικές τιμές των περιβαλλοντικών μεταβλητών. Οι μεταβλητές εκπροσωπούνται από ευθείες οι οποίες εκπορεύονται από το κέντρο βάρους των συνιστωσών και οι διγραφηματικές τιμές δίνουν τις συντεταγμένες των άκρων των ευθειών στο διάγραμμα. Στο διγράφημα με τις τιμές του πίνακα δειγμάτων-ειδών, τα δύο κέντρα βάρους συμπίπτουν. Έτσι μπορούμε να εξάγουμε τα ακόλουθα συμπεράσματα:
Όσο μακρύτερη η περιβαλλοντική ευθεία τόσο ισχυρότερη και η σχέση της μεταβλητής με την κοινότητα των ειδών. Η θέση των ειδών πέριξ των ευθειών στο χώρο του γραφήματος μπορεί να ερμηνεύσει με σαφήνεια τις σχέσεις που αναπτύσσονται μεταξύ των ειδών και το περιβάλλον τους. Αν θεωρήσουμε κάθετες ευθείες να εκπορεύονται από τα σημεία των ειδών προς τις περιβαλλοντικές ευθείες τότε προκύπτουν οι εξής επισημάνσεις:
α) Η κατάταξη κατά προσέγγιση των καμπυλών απόκρισης των ειδών προς τις μεταβλητές απόκρισης καθορίζεται από το μήκος των κάθετων αποστάσεων αυτών. Όσο πλησιέστερα κείνται τόσο εντονότερο το αποτέλεσμα.
β) Διακρίνονται ποια είδη έχουν άριστη εμφάνιση (μέγιστη κορύφωση) άνω ή κάτω του μέσου όρου σε μία περιβαλλοντική μεταβλητή. Άνω του μέσου όρου σημαίνει ότι το είδος έχει θέση στην ίδια πλευρά και του κέντρου βάρους και της άκρης της ευθείας.
Οι συντεταγμένες υπολογίζονται από τις εντός των πινάκων συσχετίσεις από τη σχέση,
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ή τη σχέση 
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 αν επιλεγεί η κλίμακα του Hill
όπου vjk= η διγραφηματική τιμή στον άξονα k της περιβαλλοντικής μεταβλητής j, rjk= η εντός των πινάκων συσχέτιση της μεταβλητής j με τον άξονα k. Η τιμή α ισούται με 1 όταν επιθυμούμε το διγράφημα να δημιουργείται από τις αποστάσεις χ2 των δειγμάτων, με 0 όταν το διάγραμμα δημιουργείται από τις αποστάσεις χ2 των ειδών και 0,5 όταν επικρατεί συμβιβαστική λύση. 
Η πρώτη εξίσωση επιλέγεται όταν οι τιμές των δειγμάτων τυποποιούνται ώστε να έχουν μέσο όρο 0 και τυπική απόκλιση 1. Η δεύτερη εξίσωση επιλέγεται όταν οι τιμές των δειγμάτων κλιμακώνονται έτσι ώστε η τυπική απόκλιση της αφθονίας των ειδών να προσεγγίζει τη μονάδα και η καμπύλη απόκρισης να κορυφώνεται σε κάποιο σημείο μέσα στο εύρος ±2 τυπικών αποκλίσεων, δηλαδή 4 συνολικά μονάδων.


					Έλεγχος της σημαντικότητας της RDA/CCA του Monte Carlo (τα αποτελέσματα δεν καταγράφονται στους πίνακες). Το κριτήριο αυτό χρησιμοποιεί τυχαιοποιημένους ελέγχους για την εκτίμηση της σημαντικότητας της RDA/CCA όσον αφορά α) την ύπαρξη γραμμικής σχέσης μεταξύ των δύο πινάκων και β) την ύπαρξη  δομικών σχέσεων στον πίνακα δειγμάτων-ειδών και κατ’ επέκταση την ανάπτυξη  γραμμικής σχέσης μεταξύ των δύο πινάκων. Η τεχνική του Monte Carlo στηρίζεται στη διαδικασία εισαγωγής στα στοιχεία πολλών επαναληπτικών μέχρις ότου προκύψει μία σταθεροποιητική προσέγγιση λύσης του προτεινόμενου μοντέλου. Η αποτελεσματικότητα των δοκιμαστικών τιμών εισόδου στην υπολογιστική μηχανή οφείλει να προσεγγίζει επίπεδα ανοχής της τάξης του 10-13. Με άλλα λόγια η διαφορά ανοχής μεταξύ δύο διαδοχικών δοκιμαστικών τιμών θα πρέπει να είναι <0,02 για να προκύπτει αποδεκτή λύση στην ανάλυση (τα αποτελέσματα δεν καταγράφονται στους πίνακες).

			

			10.5 Σύνδεση της τεχνικής RDA με την τεχνική της MANOVA

			Όπως ήδη διασαφηνίστηκε η RDA είναι μία γραμμική μέθοδος πολλαπλής παλινδρόμησης η οποία εφαρμόζεται σε ένα πλήθος εξαρτημένων μεταβλητών. Ομοίως και η MANOVA (Πολυμεταβλητή Ανάλυση Διακύμανσης) η οποία εξετάζει την επίδραση ενός ή περισσότερων παραγόντων σε ένα πλήθος μεταβλητών (βλ. κεφάλαιο 8), μπορεί να προσεγγιστεί με την έννοια της πολλαπλής παλινδρόμησης αν οι παράγοντες και οι αλληλεπιδράσεις τους κωδικοποιηθούν με συγκεκριμένο τρόπο. Με βάση τη νέα προσέγγιση, οι παράγοντες εκλαμβάνονται ως ανεξάρτητες εικονικές μεταβλητές και οι αλληλεπιδράσεις ως το γινόμενο αυτών ανά δύο. Οι νέες αυτές μεταβλητές παλινδρομούνται με το σύνολο των εξεταζόμενων μεταβλητών εκλαμβανόμενων ως εξαρτημένες και οι οποίες μετρώνται σε ένα πλήθος δειγμάτων. Τα αποτελέσματα απεικονίζονται γραφικά ως διγραφήματα ή τριγραφήματα, τηρώντας την ίδια ερμηνευτική προσέγγιση που ισχύει για την RDA. 

			Η κωδικοποίηση ακολουθεί τη σειρά:

			
					Οι παράγοντες αποτελούν τις ανεξάρτητες μεταβλητές σε εικονική μορφοποίηση.

					Οι μεταβλητές τις εξαρτημένες μεταβλητές.

					Οι παρατηρήσεις αντιστοιχούν στις δειγματοληπτικές μονάδες του πειράματος.

			

			Η τεχνική RDA εξάγει θεαματικά αποτελέσματα σε παραγοντικά σχέδια στα οποία συμμετέχει αρκετά μεγάλος αριθμός παραγόντων και εξαρτημένων μεταβλητών με συνέπεια το πλήθος των συνδυασμένων επιπέδων (βλ. αλληλεπιδράσεις) να εκτοξεύεται σημαντικά. 

			Η διαδικασία της εφαρμογής της RDA σε στοιχεία που ετοιμάστηκαν πειραματικά με βάση το σχεδιασμό της MANOVA,  περιγράφεται στη μελέτη περίπτωσης 10.6Γ. 

			10.6 Μελέτες περιπτώσεων των μεθόδων CCA και RDA

			Οι στατιστικές αναλύσεις πραγματοποιήθηκαν με το πρόγραμμα CANOCO 4.5, επαρκείς πληροφορίες του οποίου παρέχονται από τους Ter Braak and Slilauer (2012).

			Α. Μελέτη περίπτωσης της  ανάλυσης των  κανονιστικών αντιστοιχιών (CCA)

			Η ανάλυση της κανονιστικής αντιστοίχισης στην επίδραση της οργανικής ρύπανσης στην κατανομή των ειδών κατά μήκος της ροής ενός ρέματος αποτελεί συνέχεια των ευρημάτων της αμοιβαίας μεσοστάθμισης (RA) που παρουσιάστηκαν στην μελέτη περίπτωσης 9.4. 

			Η οργανική ρύπανση είναι αποτέλεσμα της εισροής μεγάλων ποσοτήτων οργανικών ενώσεων οι οποίες δρουν ως υπόστρωμα αποσυνθετικής διαδικασίας των μικροοργανισμών και δημιουργείται από:

			
					Αστικά λύματα (βοθρολύματα, παροχή αποχετευτικών αγωγών)

					Αστικές επιφανειακές απορροές (κατοικίες, βιοτεχνίες, δρόμοι, ατμοσφαιρικές κατακρημνίσεις – βροχή, χιόνι) 

					Βιομηχανικά απόβλητα (εργοστάσια επεξεργασίας τροφίμων, γαλακτοκομεία, σφαγεία, ελαιοτριβεία, βυρσοδεψεία, υφαντουργεία, χαρτοποιεία) 

					Απόβλητα εκτροφείων (υγρή κοπριά, silos) 

			

			Η επίδραση των οργανικών ρυπαντών στο υδάτινο περιβάλλον εστιάζεται στην κορύφωση των τιμών των διαφόρων χημικών ενώσεων και πληθυσμών των οργανισμών κατά μήκος του ρέματος και στη μετέπειτα βαθμιαία πτώση μέχρι τα συνήθη χαμηλά επίπεδα  παρουσίας στο σύστημα. Στο χρονικό αυτό διάστημα λαμβάνουν χώρα φυσικοχημικές δράσεις αλλά και βιολογικές μεταβολές.

			Οι βασικότερες φυσικοχημικές δράσεις που αναπτύσσονται είναι: 

			
					Το φαινόμενο αυτοκάθαρσης της ρύπανσης: μείωση της συγκέντρωσης του ρυπαντή λόγω χρήσης αυτού από μικροοργανισμούς για την ανάπτυξή τους με παράλληλη κατανάλωση του διαθέσιμου οξυγόνου. Το φαινόμενο αυτό περιλαμβάνει δύο φάσεις:1η φάση: σοβαρή μείωση έως και εξάλειψη της ποσότητας του διαλυμένου οξυγόνου στο νερό (ο ρυθμός κατανάλωσης είναι μεγαλύτερος του ρυθμού ανανέωσης με αποτέλεσμα την εξάντληση του οξυγόνου). Αργή διαδικασία (5-20 μέρες) που εκδηλώνεται σε μακρινή απόσταση από το σημείο εισόδου της ρύπανσης και διακατέχεται από δύο στάδια:
	το οξυγόνο καταναλώνεται από την οξείδωση της οργανικής ύλης 
	το οξυγόνο χρησιμοποιείται για την οξείδωση της αμμωνίας σε νιτρώδη πρώτα και νιτρικά στη συνέχεια 



			

			2η φάση: το νερό εμπλουτίζεται με ατμοσφαιρικό οξυγόνο με τη βοήθεια των δινών που σχηματίζουν τα ρέοντα νερά στην πορεία τους και αυξάνει διαρκώς την ποσότητα μέχρι αυτό να επανέλθει στα προ της ρύπανσης επίπεδα.

			Οι δύο φάσεις περιγράφουν ευκρινώς την καμπύλη κάμψης του οξυγόνου (oxygen sag curve).

			
					Οι μεγάλες ποσότητες αιωρούμενων στερεών που μειώνουν τη δίοδο του φωτός. 

					Οι αυξημένες συγκεντρώσεις αμμωνίας και φωσφορικών αλάτων (6-15mg/l).

					Οι υψηλές τιμές BOD (5-10mg/l). 

			

			Οι  κύριες βιολογικές μεταβολές χαρακτηρίζονται από τα εξής: 

			
					Κορύφωση των μηκύτων και βακτηρίων και ακολούθως των πρωτοζώων που τρέφονται με τα βακτήρια. Φύκη και Cladophora κορυφώνουν ευθύς όταν οι συνθήκες φωτισμού βελτιώνονται και τα θρεπτικά συστατικά απελευθερώνονται από την οργανική ύλη. 

					Δεν υπάρχουν οργανισμοί χαρακτηριστικοί των καθαρών νερών στο σημείο εισόδου της ρύπανσης. Πρώτα κορυφώνουν οι σκώληκες Tubificidae, μετά ακολουθούν οι προνύμφες των μυγών Chironomidae και η διαδοχή συνεχίζεται με τα γένη Asellus και Gammarus που θεωρούνται δείκτες έναρξης της απορρύπανσης των νερών. 

			

			Σε επίπεδα έντονης ρύπανσης, βιολογικό ενδιαφέρον παρουσιάζουν η καταγραφή των τάξεων και των οικογενειών. Σε μορφές ήπιας ρύπανσης ενδιαφέρον έχουν οι οικογένειες και τα είδη των οργανισμών. 

			Σε περιβάλλον ήπιας ρύπανσης το σχήμα διαδοχής ακολουθεί το παρακάτω κλασικό πρότυπο:

			Tuficidae- Chironomidae- Asellus- Gammarus- Ephemeroptera- Plecoptera

			Σε έντονα ρυπασμένα συστήματα και ειδικά σε εκείνα με απότομη πτώση του οξυγόνου, η διαδοχή προσαρμόζεται στο αριστερό άκρο με τους οργανισμούς Psychodidae-Eristalis οι οποίοι χρησιμοποιούν ατμοσφαιρικό οξυγόνο για τις ανάγκες τους. 

			Γενικά, οι πλέον διαδεδομένοι οργανισμοί που συναντώνται  κατά την οργανική ρύπανση είναι οι εξής:	
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			Οι ανωτέρω επισημάνσεις βοηθούν σημαντικά στην εμβριθή κατανόηση της ερμηνείας των αποτελεσμάτων της CCA.  

			Κατ΄αρχήν διερευνάται η μεταβολή των χημικών παραμέτρων κατά μήκος του ρέματος στα συγκεκριμένα δειγματοληπτικά σημεία όπως και η πληθυσμιακή μεταβολή των οργανισμών. Στο σχήμα 10.4 διαπιστώνεται η κορύφωση των νιτρικών, νιτρωδών, αμμωνίας, φωσφορικών και θειικών ενώσεων με μέγιστο την απόσταση ενός χιλιομέτρου από το σημείο έναρξης της ρύπανσης και σταθεροποίηση ακολούθως, των συγκεντρώσεών τους μετά τα 3 km. Η σκληρότητα, πολύ υψηλή στο σημείο γένεσης της ρύπανσης, μειώνεται σημαντικά μέχρι το πρώτο χιλιόμετρο. Η αγωγιμότητα και το pH εμφανίζουν συνεχόμενα υψηλά και σταθεροποιούνται προς το τέλος της λεκάνης απορροής. Το φαινόμενο της καμπύλης κάμψης του οξυγόνου είναι απόλυτα διακριτό με σημάδια ανάκαμψης από το 3ο χιλιόμετρο και πέρα.
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			Σχήμα 10.4. Μεταβολή των φυσικοχημικών παραμέτρων του νερού κατά μήκος του ρέματος. Οι τυποποιημένες τιμές προκύπτουν αφαιρώντας κάθε τιμή από το μέσο όρο και διαιρώντας ακολούθως με την τυπική απόκλιση κάθε παραμέτρου.

			Οι βενθικοί οργανισμοί επίσης παρουσιάζουν ανάλογα μέγιστα κατά μήκος του ρέματος (Σχ. 10.5). Τα γένη Phychodidae, Culicidae και Ceratopogonidae εμφανίζουν υψηλούς πληθυσμούς στη γένεση της ρύπανσης, ενδιάμεση κορύφωση στα 4000 μέτρα τα Tubificidae και προς το σημείο της απορροής στη λίμνη κορυφώνουν τα Nematoda, Chironomidae και Chaoboridae. Βαθμιαίες διακριτές διαδοχές κορύφωσης των ειδών παρατηρούνται στα σπανιότερα είδη εμφάνισης, με προεξάρχοντα είδη έντονης ρύπανσης τα Baedis rhodani και Hemiptera. 

			Η σύνδεση της δράσης των χημικών μεταβλητών στην κορύφωση (αφθονία εμφάνισης) των ειδών στις θέσεις δειγματοληψίας (αποστάσεις) διερευνήθηκε με την τεχνική CCA.

			Στον πίνακα 2 του συγκεντρωτικού πίνακα των αποτελεσμάτων αποτυπώνονται οι συσχετίσεις μεταξύ των χημικών μεταβλητών όπου οι σημαντικότερες παρουσιάζονται μεταξύ των φωσφορικών με τα θειϊκά, οξυγόνο (αρνητική συσχέτιση) και αγωγιμότητα.  

			Ο πίνακας 3 των δειγμάτων-ειδών εμφανίζει ολική αδράνεια 1,203. Η πληθυσμιακή κατανομή των ειδών φαίνεται να επηρεάζεται αρκετά σημαντικά από τις συγκεντρώσεις των χημικών παραμέτρων αφού η σχέση αυτών των δύο ομάδων επεξηγεί το 74,7% της ολικής διακύμανσης ((0,652+0,247)·100/1,203) λαμβάνοντας υπόψη τους δύο πρώτους κύριους άξονες (Πίνακας 3). Στους ίδιους άξονες διαπιστώνεται και υψηλή ένταση συσχέτισης μεταξύ αφθονίας ειδών και περιβαλλοντικών μεταβλητών (0,989 και 0,732 αντίστοιχα).

			Οι εντός των πινάκων συσχετίσεις των χημικών μεταβλητών με τους δύο πρώτους άξονες (Πίν. 7) κατέδειξαν υψηλούς συντελεστές για τα φωσφορικά, θειικά, οξυγόνο και αγωγιμότητα, με τιμές μεγαλύτερες της τάξης του 0,800, καθιστώντας έτσι τις μεταβλητές αυτές ως τις πλέον σημαντικές για την επεξήγηση της αφθονίας των ειδών.   
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			Σχήμα 10.5. Κατανομή των βενθικών οργανισμών κατά μήκος του ρέματος. Οι τυποποιημένες τιμές προκύπτουν αφαιρώντας κάθε πληθυσμιακή τιμή από το μέσο όρο και διαιρώντας ακολούθως με την τυπική απόκλιση κάθε στήλης.

			Η χωροταξική κατανομή των ειδών στις διάφορες θέσεις δειγματοληψίας όπως αυτές επηρεάζονται από τη φυσικοχημική δράση των ρυπαντών, παρουσιάζεται απόλυτα ολοκληρωμένη στο τριγράφημα του σχήματος 10.6. Μεταβλητές με μακρύτερες προβολές των βελών από το κέντρο των αξόνων θεωρούνται πιο σημαντικές στην ανάπτυξη δράσης και όσων τα βέλη εκτείνονται προς την ίδια κατεύθυνση, εκδηλώνουν θετική συσχέτιση ενώ αναπτύσσεται αρνητική συσχέτιση επί αντίθετης φοράς. Μικρό άνοιγμα οξείας γωνίας μεταξύ δύο μεταβλητών σημαίνει υψηλή θετική συσχέτιση και μεγάλο άνοιγμα αμβλείας γωνίας δηλώνει ισχυρή αρνητική συσχέτιση. Η τεχνική διευθετεί σε συγκεκριμένες θέσεις τα είδη και δείγματα στο γράφημα ενώ λαμβάνει υπόψη ταυτόχρονα την ειδική δράση κάθε μεταβλητής. Είδη που συσσωρεύονται κοντά στο κέντρο του τριγραφήματος δείχνουν μικρό βαθμό απόκρισης στις περιβαλλοντικές μεταβλητές, ενώ είδη που κείνται απομακρυσμένα από το το κέντρο θεωρούνται ως τα πλέον σημαντικά για την εκδήλωση των αποκρίσεων. Το οξυγόνο μαζί με την αγωγιμότητα και τα φωσφορικά είναι υπεύθυνα για το σχηματισμό του πρώτου άξονα. Υψηλές τιμές οξυγόνου απαντώνται σε θέσεις με μικρές συγκεντρώσεις φωσφορικών και αγωγιμότητας και το αντίστροφο. Οι δύο τελευταίες επηρεάζουν έντονα μία ομάδα ειδών και δειγμάτων που αφορούν το δεξιό ημισφαίριο του τριγραφήματος. Στην ομάδα αυτή βρίθουν σε μεγάλους αριθμούς εμφάνισης τα είδη Psychodidae, Baetidae, Ceratopogonidae, Culicidae και Collembola,τα οποία αποτελούν και βιολογικούς δείκτες ρύπανσης και απαντώνται στις αρχικές θέσεις δειγματοληψίας, 100, 350 και 700 m απόστασης. Μία δεύτερη ομάδα πιο κεντρική, απαρτίζεται από μεσαίες θέσεις δειγματοληψίας (2700, 3100, 3400 m) με υψηλές συγκεντρώσεις των θειικών, νιτρικών και αμμωνίας. Στο αριστερό ημισφαίριο αρχίζει και διαμορφώνεται μία τρίτη ομάδα με τελικές δειγματοληπτικές αποστάσεις της τάξης των 3900-5500 m, στις οποίες κυριαρχούν τα είδη, Tubificidae, Chaoboridae, Nematoda και Chironomidae  με παράλληλη αύξηση της περιεκτικότητας σε οξυγόνο του νερού.
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			Σχήμα 10.6. Τριγράφημα των δειγματοληπτικών αποστάσεων, των βενθικών οργανισμών και των φυσικοχημικών παραμέτρων κατά μήκος του ρέματος.

			Συνδιάζοντας τα αποτελέσματα του τριγραφήματος με τις μεταβολές της αφθονίας των ειδών και των φυσικοχημικών διακυμάνσεων από τα γραφήματα 10.4 και 10.5 μπορούμε να κατατάξουμε το σύνολο του ρυπασμένου περιβάλλοντος σε διακριτές ομάδες με τα ακόλουθα χαρακτηριστικά:

			
					Ομάδα χημικών ισχυρής οργανικής ρύπανσης στην οποία εντάσσονται όλες οι χημικές παράμετροι με εμβέλεια δράσης μέχρι τα 2300 μέτρα, πλην του οξυγόνου.

					Ομάδα χημικών ήπιας ρύπανσης με μοναδικό εκπρόσωπο το οξυγόνο και με εμβέλεια δράσης τα 2300-5500 μέτρα. 

					Ομάδα ασπονδύλων ισχυρής οργανικής ρύπανσης: Psychodidae, Ceratopogonidae, Culicidae, Baetis και Collembola με εμβέλεια ισχυρής εμφάνισης μέχρι τα 1500 μέτρα.

					Ομάδα ασπονδύλων μέσης έντασης ρύπανσης: Hydracarina, Helmidae, Hemiptera με εμβέλεια παρουσίασης κυρίως μεταξύ 1900 και 3400 μέτρα. 

					Ομάδα ασπονδύλων ήπιας ρύπανσης: Tubificidae, Chaoboridae, Chironomidae, Naididae, με πληθυσμιακή κυριαρχία μετά τα 3900 μέτρα από το ρέμα και μέχρι την εκβολή του στη Λυσιμαχία. 

			

			Συγκεντρωτικός  πίνακας των αποτελεσμάτων της CCA

			Στοιχεία πινάκων

			Κύριος πίνακας: 16 Αποστάσεις (σειρές), 13 Είδη (στήλες), βλ. πίνακα 9.8 (κεφάλαιο 9)

			Δεύτερος πίνακας: 16 Αποστάσεις (σειρές), 9 Μεταβλητές (στήλες), βλ. πίνακα 9.7 (κεφάλαιο 9)

				 	

			Επιλογές:

			Τυποποίηση των διγραφηματικών τιμών των αξόνων με την κλίμακα του Hill

			Βαθμονόμηση των αξόνων με βάση την κλίμακα 2 των ειδών (οι τιμές των ειδών είναι σταθμισμένες μέσες τιμές των Αποστάσεων).

			Οι τιμές των δειγμάτων (Αποστάσεις) στα γραφήματα είναι οι γραμμικοί συνδυασμοί των ανεξάρτητων  Μεταβλητών.
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			Β. Μελέτη περίπτωσης της ανάλυσης πλεονασμού (RDA)

			Τα ελληνικά παραδοσιακά τυριά όπως έχουν προσδιοριστεί κατόπιν επιλογής 24 αντιπροσωπευτικών τύπων, διερευνήθηκαν ήδη με πλήθος διαφορετικών στατιστικών αναλύσεων, καθεμία των οποίων παρείχε διαφορετικής φύσης πληροφόρηση ως ακολούθως:

			Ανάλυση των κύριων συνιστωσών (PCA): Ανάδειξη των σχέσεων που διέπονται μεταξύ των μεταβλητών που ανήκουν σε ομάδες διαφορετικής υπόστασης, τόσο μέσα στις ομάδες αλλά και μεταξύ των ομάδων. Σύνδεση των ιδιοτήτων των μεταβλητών με την προέλευση των ποικιλιών τυριού.

			Ανάλυση συστάδων (Cluster Analysis): Ομαδοποίηση των τυριών σε ομάδες με κοινά χαρακτηριστικά γνωρίσματα η καθεμία αναφορικά με τη σύστασή τους, τα οργανοληπτικά χαρακτηριστικά και τις μηχανικές ιδιότητές τους.  

			Πολλαπλή διακριτική ανάλυση (MDA): Εκτίμηση του βαθμού αξιοπιστίας διαχωρισμού των τυριών σε ομάδες με βάση την ανάλυση συστάδων. Ανεύρεση των μεταβλητών εκείνων που χαρακτηρίζουν και διαχωρίζουν τις ομάδες μεταξύ τους.

			Δενδρική ταξινόμηση (CART): Ανεύρεση και ποσοτικοποίηση των σημαντικότερων διακριτικών μεταβλητών εκείνων που είναι ικανές να διαχωρίζουν τα τυριά με συγκεκριμένες τιμές τμήσεων στις ομάδες ταξιδόμησης των προηγούμενων μεθόδων. 

			Στην ανάλυση πλεονασμού της διακύμανσης (RDA) επιδιώκεται ο διαχωρισμός των μελετούμενων μεταβλητών σε εξαρτημένες και επεξηγηματικές και ποσοτική διερεύνηση της δράσης που αναπτύσσεται μεταξύ των δύο ομάδων σε συνδυασμό με την προέλευση των τυριών. 

			Η ανάλυση πλεονασμού κατέδειξε ότι το σύνολο των μηχανικών και και οργανοληπτικών μεταβλητών, υπό την έννοια των εξαρτημένων μεταβλητών, εμφανίζει σημαντική αλληλεπίδραση  με την ομάδα των ανεξάρτητων χημικών χαρακτηριστικών η οποία επεξηγεί το 94,3% της ολικής μεταβλητότητας λαμβάνοντας υπόψη τους πρώτους δύο κύριους άξονες (Πίνακας 3 του συγκεντρωτικού πίνακα των αποτελεσμάτων της RDA). Η τιμή αυτή εξάγεται προσθέτοντας τις τιμές των δύο πρώτων ριζών, 0,521+0,153, και διαιρώντας το άθροισμα με το συνολικό άθροισμα όλων των κανονιστικών ριζών 0,715, σε ποσοστιαία κλίμακα. Με την ίδια διαδικασία, οι εξαρτημένες μεταβλητές επεξηγούν το 67,4% της ολικής διακύμανσης αφού το άθροισμά τους διαιρεθεί με το αντίστοιχο συνολικό άθροισμα των ριζών που ισούται με 1,000. 

			Τρία κριτήρια σημαντικότητας της ανάλυσης πλεονασμού λαμβάνονται υπόψη: η προοδευτική ένταξη των μεταβλητών στο τελικό μοντέλο, οι τιμές t των συντελεστών παλινδρόμησης και οι εντός των πινάκων συσχετίσεις με τους δύο πρώτους άξονες (Πίνακες 1, 5 και 7 του συγκεντρωτικού πίνακα). Η προοδευτική ένταξη επέλεξε την ξηρή ουσία (DM) ως την πλέον σημαντική χημική μεταβλητή στην ανάλυση (με ποσοστό επεξήγησης 48%) και τη συγκέντρωση άλμης (BC) ως την αμέσως επόμενη, με ποσοστό επεξήγησης 10%. Οι υπόλοιπες μεταβλητές κρίθηκαν από την ανάλυση ως μη στατιστικά σημαντικές προς ένταξη (Πίν. 1). Οι συντελεστές παλινδρόμησης ανέδειξαν στατιστικά σημαντικές τις μεταβλητές DM, FAT/DM, NPN/TN και pH για τον πρώτο άξονα και την BC για το δεύτερο άξονα (Πίν. 5), διότι σε αυτές εμφάνισαν τιμή μεγαλύτερη του|2|, με προεξάρχουσα πάλι την ξηρή ουσία (t=-6,40). Υψηλούς συντελεστές συσχέτισης με τους άξονες εμφάνισαν οι μεταβλητές DM και pH (-0,947 και -0,874 αντίστοιχα, Πίν. 7).  

			Το σχήμα 10.7 παρουσιάζει μία ολοκληρωμένη εικόνα των δράσεων όλων των μεταβλητών, εξαρτημένων και επεξηγηματικών, στα 24 δείγματα των τυριών με βάση τα αποτελέσματα της ανάλυσης πλεονασμού. Μεταβλητές των οποίων τα βέλη εμφανίζονται επιμηκέστερα θεωρούνται πιο σημαντικές στην πρόκληση αποτελεσμάτων και όσων τα βέλη εκτείνονται προς την ίδια κατεύθυνση εκδηλώνουν θετική συσχέτιση. Η ένταση της συσχέτισης αυξάνει όσο το άνοιγμα της γωνίας μεταξύ δύο μεταβλητών μειώνεται. Η αντίστροφη συνθήκη ισχύει για βέλη με αντίθετες κατευθύνσεις. Δηλαδή, οξεία γωνία σημαίνει θετική συσχέτιση, αμβλεία γωνία αρνητική συσχέτιση και γωνία 90ο μηδενική συσχέτιση. Δείγματα στο γράφημα τοποθετημένα κοντά σε ένα βέλος δηλώνουν ισχυρή σχέση εμφάνισης με τη συγκεκριμένη μεταβλητή. Έτσι, γίνεται προφανές ότι η οργανοληπτική ευθρυπτότητα (Frac) αποτελεί κυρίαρχο χαρακτηριστικό των μαλακών τυριών τα οποία κατέχουν γειτονική θέση, η οργανοληπτική ελαστικότητα (Elas) εκφράζει τα ημίσκληρα τυριά γιατί κατέχει περίοπτη θέση μεταξύ αυτών και η οργανοληπτική σκληρότητα (HARD) τα σκληρά τυριά γιατί εκτείνεται πλησίον αυτών. Η τελευταία συσχετίζεται ισχυρά θετικά με τις μηχανικές μεταβλητές FF και FR οι οποίες μετρούν το μέγεθος της  σκληρότητας των προϊόντων όπως  και με τη συγκέντρωση άλμης (BC) η οποία αποτελεί σημαντικό στοιχείο των σκληρών τυριών.  Η οργανοληπτική ελαστικότητα συσχετίζεται ισχυρά θετικά με το pH και τις μηχανικές μεταβλητές Ανάκαμψη (REC) και Παραμόρφωση (DEF) αλλά και ισχυρά αρνητικά με την ευθρυπτότητα. Η ξηρή ουσία (DM) κείμενη στο αριστερό ημισφαίριο και μεταξύ των σκληρών και ημίσκληρων τυριών αποτελεί σημαντικό γνώρισμα αμφοτέρων των ομάδων (υψηλότερες τιμές συγκριτικά με τα μαλακά). Οι υπόλοιπες μεταβλητές παρίστανται με βέλη μικρότερης ακτίνας και άρα εκφράζουν  αποτέλεσμα μέτριας έντασης. 
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			Σχήμα 10.7. Τριγράφημα της ανάλυσης πλεονασμού (RDA), μηχανικών και οργανοληπτικών σε σχέση με τα χημικά συστατικά των δειγμάτων των τυριών.

			Συγκεντρωτικός πίνακας των αποτελεσμάτων της RDA

			Στοιχεία πινάκων

			Κύριος πίνακας: 24 Ποικιλίες τυριών  (σειρές), 4 Μηχανικές και 3 Οργανοληπτικές μεταβλητές (στήλες)

			Δεύτερος πίνακας: 24 Ποικιλίες τυριών  (σειρές), 7 Χημικές μεταβλητές  (στήλες)

			Επιλογές

			Οι κανονιστικοί άξονες βαθμονομήθηκαν με την κλίμακα τύπου 2 (διγράφημα συσχέτισης)

			Τα στοιχεία τυποποιήθηκαν με βάση τις τιμές των εξαρτημένων μεταβλητών (όχι των δειγμάτων).
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			Γ. Μελέτη περίπτωσης της ανάλυσης πλεονασμού τύπου MΑNOVA 

			Ως παράδειγμα αναφέρεται η επίδραση του χρόνου έκθεσης του γάλακτος εκτός ψυγείου και με χρήση 2 ποσοστών λίπους  στην ανάπτυξη του μικροβιακού φορτίου (βλ. μελέτη περίπτωσης στην τεχνική της MANOVA, ενότητα 8.4). Το δείγμα αποτελείται από 18 φιάλες γάλακτος (δειγματοληπτικές μονάδες) από τις οποίες οι 9 έχουν λιποπεριεκτικότητα 0% και οι άλλες 9, 4%. Οι φιάλες αφέθηκαν εκτός ψυγείου 0, 12 και 24 ώρες και ακολούθως μετρήθηκε ο χρόνος αναγωγής του κυανού του μεθυλενίου σε δευτερόλεπτα (ΚΜ) και η ολική μικροβιακή χλωρίδα (ΟΜΧ). Ως γνωστόν, το μικροβιακό φορτίο αυξάνεται εκτός συντήρησης και επίσης μειώνεται ο χρόνος αναγωγής ΚΜ. Ο αρχικός σχεδιασμός του πειράματος καθώς και η παραμετροποίηση των  κατηγορικών μεταβλητών (παραγόντων) σε εικονικές, παρίστανται στον πίνακα 10.4.
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			Πίνακας 10.4. Πίνακες μετατροπής δύο παραγόντων σε εικονικές κατηγορικές μεταβλητές των κύριων παραγόντων καθώς και των αλληλεπιδράσεών τους. 

			Οι μεταβλητές Hours_0, Hours_12, Hours_24, Fat_0 και Fat _4 αποτελούν τις νέες κατηγορικές μεταβλητές των κυρίων παραγόντων και οι  μεταβλητές H_0xF_0, H_12xF_0, H_24xF_0, H_0xF_4, H_12xF_4, H_24xF_0 τις μεταβλητές των συνδυασμένων 6 επιπέδων. Το ερώτημα της μελέτης είναι η διερεύνηση της επίδρασης των μεταβλητών αυτών εκλαμβανόμενων ως ανεξάρτητων, στις εξαρτημένες μεταβλητές ΚΜ και ΟΜΧ.

			Ο έλεγχος της σημαντικότητας της RDA του Monte Carlo (τα αποτελέσματα δεν εμφανίζονται σε πίνακα) έδειξε την ύπαρξη δομικών σχέσεων μεταξύ των κύριων παραγόντων και του μικροβιακού φορτίου μόνο στον πρώτο κύριο άξονα (p=0,03). Η ανάλυση πλεονασμού κατέδειξε ότι το μικροβιακό φορτίο υπό τη δράση του χρόνου έκθεσης εκτός ψυγείου και της λιποπεριεκτικότητας επεξηγούν το 97,0% της ολικής διακύμανσης, ποσοστό εξαιρετικά υψηλό λαμβάνοντας υπόψη τον πρώτο μόνο άξονα (Πίνακας 3 του συγκεντρωτικού πίνακα της RDA των κύριων παραγόντων).  Οι χρόνοι έκθεσης εκτός ψυγείου 0 και 12 ώρες καθώς και το ποστό λίπους 0% αποτελούν τις πλέον σημαντικές μεταβλητές σύμφωνα με τις τιμές t των συντελεστών της παλινδρόμησης (t>|2|, Πίν. 5). Οι εντός των πινάκων συσχετίσεις με τον πρώτο άξονα δεν ήταν ιδιαίτερα υψηλές (Πίν. 7). Στο διγράφημα του σχήματος 10.8 ο χρόνος αναγωγής του ΚΜ συσχετίζεται ισχυρά θετικά με τον μηδενικό χρόνο έκθεσης εκτός ψυγείου και αρνητικά  με την ολική μικροβιακή χλωρίδα ΟΜΧ η οποία φαίνεται ότι συσχετίζεται θετικά με το χρόνο έκθεσης 24 ωρών εκτός ψυγείου. Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι το μικροβιακό φορτίο είναι χαμηλό στο γάλα των 0 ωρών και  αυξημένο στο γάλα των 24 ωρών στη θερμοκρασία δωματίου. 

			Ο έλεγχος της σημαντικότητας της RDA του Monte Carlo έδειξε την ύπαρξη δομικών σχέσεων μεταξύ των συνδυασμένων επιπέδων (αλληλεπιδράσεων) και του μικροβιακού φορτίου σε όλους τους άξονες (p=0,008 για τον πρώτο και p=0,018 για τους επόμενους). Μικροβιακό φορτίο, και χρόνοι έκθεσης και λιποπεριεκτικότητα επεξηγούν το 94,2% της ολικής μεταβλητότητας αναφορικά με τον πρώτο άξονα και το 100% μαζί με το δεύτερο (Πίνακας 3 του συγκεντρωτικού πίνακα της RDA των αλληλεπιδράσεων). Η απουσία λίπους στο γάλα στις 0 και 12 πρώτες ώρες εκτός ψυγείου, φαίνεται να είναι οι σημαντικότερες μεταβλητές της ανάλυσης σύμφωνα με τις τιμές t των συντελεστών παλινδρόμησης που είναι μεγαλύτεροι του |2| (Πίν. 5). Η συνδυαστική μεταβλητή που σχετίζεται με την απουσία λίπους και με μηδενικό χρόνο έκθεσης εμφανίζει τον υψηλότερο συντελεστή συσχέτισης με τον πρώτο κύριο άξονα αν και όχι ιδιαίτερα υψηλό (r=0,632, Πίν. 7). Το διγράφημα του σχήματος 10.9 φανερώνει ισχυρή θετική συσχέτιση μεταξύ ΟΜΧ και του επιμηκέστερου χρόνου έκθεσης εκτός ψυγείου (24 ώρες) και σε ποσοστό λίπους 4%. Θετική συσχέτιση αναπτύσσεται μεταξύ του χρόνου αναγωγής ΚΜ και του γάλακτος χωρίς λιπαρά και με μηδενικό χρόνο παραμονής εκτός ψυγείου. 

			Συμπερασματικά, αμφότεροι οι παράγοντες επηρεάζουν την ανάπτυξη του μικροβιακού φορτίου στο γάλα,  αυξάνοντας έτσι την πιθανότητα αλλοίωσης αυτού με την πάροδο του χρόνου και ακόμα περισσότερο παρουσία λιπαρών στο γάλα. Το λιγότερο προβληματικό γάλα είναι το άπαχο που δεν παρέμεινε εκτός ψυγείου (0 ώρες) και το περισσότερο αλλοιωμένο φέρεται να είναι το λιπαρό των 24 ωρών.  
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			Σχήμα 10.8. Διγράφημα των εξαρτημένων μεταβλητών ΚΜ και ΟΜΧ και των ανεξάρτητων εικονικών μεταβλητών των δύο κύριων παραγόντων (χρόνος συντήρησης και ποσοστό λίπους).
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			Σχήμα 10.9. Διγράφημα των εξαρτημένων μεταβλητών ΚΜ και ΟΜΧ και των ανεξάρτητων εικονικών μεταβλητών των συνδυασμένων επιπέδων των δύο παραγόντων. 

			Συγκεντρωτικός πίνακας των αποτελεσμάτων της  RDA τύπου ΜANOVA  στους κύριους παράγοντες

			Στοιχεία πινάκων

			Κύριος πίνακας  : 18 φιάλες γάλακτος (σειρές), 2 μεταβλητές (στήλες)

			Δεύτερος πίνακας: 18 φιάλες γάλακτος (σειρές), 5 μεταβλητές  2 παραγόντων (στήλες)

			Επιλογές

			Οι κανονιστικοί άξονες βαθμονομήθηκαν με την κλίμακα τύπου 2 (διγράφημα συσχέτισης)

			Τα στοιχεία τυποποιήθηκαν με βάση τις τιμές των εξαρτημένων μεταβλητών (όχι των δειγμάτων).
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			Συγκεντρωτικός πίνακας των αποτελεσμάτων της  RDA τύπου ΜANOVA στις αλληλεπιδράσεις των παραγόντων

			Στοιχεία πινάκων

			Κύριος πίνακας  : 18 φιάλες γάλακτος (σειρές), 2 μεταβλητές (στήλες)

			Δεύτερος πίνακας: 18 φιάλες γάλακτος (σειρές), 6 μεταβλητές (3x2 αλληλεπιδράσεις) 2 παραγόντων (στήλες)

			Επιλογές

			Οι κανονιστικοί άξονες βαθμονομήθηκαν με την κλίμακα τύπου 2 (διγράφημα συσχέτισης)

			Τα στοιχεία τυποποιήθηκαν με βάση τις τιμές των εξαρτημένων μεταβλητών (όχι των δειγμάτων).
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			Κεφάλαιο 11: Ανάλυση ερωτήσεων

			Σύνοψη

			Η διερευνητική στατιστική ανάλυση των ερωτήσεων σε ερωτηματολόγια διαφορετικών επιστημονικών πεδίων καθώς και του μέτρου αξιολόγησής τους αναφορικά με τη δημιουργία αξιόπιστης κλίμακας μέτρησης ή βελτίωση της ήδη εφαρμοζόμενης ή και σύγκριση της αξιοπιστίας δύο ή περισσότερων κλιμάκων που χρησιμοποιούνται, είναι γνωστή με το όνομα ‘Αξιοπιστία και Ανάλυση Ερωτήσεων’. 

			Η μεθοδολογία που περιγράφεται αποσκοπεί στο σχεδιασμό ενός ερωτηματολογίου και στην αξιόπιστη εκτίμηση του αθροίσματος ενός συνόλου από κλίμακες οι οποίες παράγονται από αλλεπάλληλες ατομικές μετρήσεις π.χ. διαφορετικές ερωτήσεις, επαναληπτικές μετρήσεις, διαφορετικά συστήματα μέτρησης. Με την εφαρμογή ειδικών αλλά απλών στατιστικών αναλύσεων, οι διάφορες κλίμακες που θα χρησιμοποιηθούν δοκιμαστικά ελέγχονται αν όντως και κατά πόσο θα συμβάλλουν στη δημιουργία ενός συγκεκριμένου μοντέλου αξιολόγησης.

			Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται εκτενής αναφορά στη συμβατική στατιστική ανάλυση που στηρίζεται παραδοσιακά στην Κλασική Θεωρία των Εξετάσεων και ακολούθως στα νέα πρότυπα στατιστικής ανάλυσης μοντέλων που απορρέουν από τη Θεωρία Απόκρισης των Ερωτήσεων και από τις ιδιαιτερότητες του μοντέλου του Rasch. Ανάλογα με τη χρήση της κλίμακας μέτρησης των διαφορετικής φύσης ερωτήσεων και του διαφορετικού επίσης μετρικού συστήματος αξιολόγησης, έχουν αναπτυχθεί και επεξηγούνται πέντε ειδικά πολυμερή μοντέλα προσαρμοσμένα να λαμβάνουν υπόψη τις παραπάνω απαιτήσεις σχεδιασμού τους. 

			Γνώσεις περιγραφικής στατιστικής και πολλαπλής λογιστικής παλινδρόμησης και συσχέτισης θεωρούνται επαρκείς για την πλήρη κατανόηση του θεωρητικού υπόβαθρου της στατιστικής των ερωτήσεων.

			11.1 Γενικά

			Σε πολλά πεδία έρευνας η ακριβής μέτρηση υποψήφιων μεταβλητών που πρόκειται να θεμελιώσουν τη μοντελοποίηση μιας συγκεκριμένης ακολουθίας εννοιών (construct) αποτελεί κυριολεκτικά μία πρόκληση. Στην ψυχολογία για παράδειγμα, η ακριβής μέτρηση των μεταβλητών ή ιδιοτήτων που συνθέτουν την  έννοια της προσωπικότητας αποτελεί πρώτο και αναγκαίο βήμα προτού οποιεσδήποτε αντίστοιχες θεωρητικές προσεγγίσεις τεθούν σοβαρά υπόψη. Στις κοινωνικές επιστήμες τυχόν αναξιόπιστες μετρήσεις των απόψεων ή διαθέσεων του κόσμου, οι οποίες μεταφράζονται ως μεταβλητές στη μελέτη, προφανώς δυσκολεύουν όποια προσπάθεια καταβάλλεται για να προβλεφθεί η συμπεριφορά του. Στην εφαρμοσμένη έρευνα επίσης, η επινόηση αξιόπιστων μεταβλητών αποτελεί αντικείμενο υψηλής δυσκολίας τόσο να υιοθετηθούν όσο και να μετρηθούν επαρκώς. Για παράδειγμα, η αξιόπιστη μέτρηση της λειτουργικότητας του υπαλληλικού δυναμικού μιαςς επιχείρισης θεωρείται εξαρχής δύσκολη όταν μάλιστα στο επόμενο στάδιο αναμένεται να εκτιμηθεί και η διαδικασία της οικονομικής ανταπόδοσης των υπηρεσιών του. 

			Σε όλες τις διατυπωθείσες περιπτώσεις επιβάλλεται η διερεύνηση και ανάλυση των ερωτήσεων (μεταβλητών) καθώς και του μέτρου αξιολόγησής τους αναφορικά με τη δημιουργία αξιόπιστης κλίμακας μέτρησης ή βελτίωση της ήδη εφαρμοζόμενης ή και σύγκριση της αξιοπιστίας δύο ή περισσότερων κλιμάκων που χρησιμοποιούνται. Η διαδικασία αυτή είναι γνωστή με στατιστικούς όρους ως ‘Ανάλυση Ερωτήσεων’ (Item Analysis) ή ‘Θεματική Ανάλυση’.

			Στο κεφάλαιο αυτό πρωτίστως γίνεται εκτενής αναφορά στη συμβατική στατιστική ανάλυση που στηρίζεται παραδοσιακά, στην Κλασική Θεωρία Ελέγχων-Εξετάσεων CTT (Classical Test Theory) και ακολούθως στα νέα πρότυπα στατιστικής ανάλυσης μοντέλων που απορρέουν από τη Θεωρία Απόκρισης Ερωτήσεων IRT (Item Response Theory) και από τις ιδιαιτερότητες του μοντέλου του Rasch. Εξαιρετική ανασκόπηση των μοντέλων IRT και του Rasch δίνεται από τους συγγραφείς Furr and Bacharch (2007) και τα συγκριτικά χαρακτηριστικά μεταξύ των μοντέλων CTT και ΙRΤ περιγράφονται από τους Edelen and Reeve (2007) με ιδιαίτερη έμφαση στα μοντέλα IRT. Ο τελευταίος συγγραφέας έχει εφαρμόσει επισταμένα τα μοντέλα IRT σε θέματα Δημόσιας Υγείας (Reeve and Fayers, 2005), ενώ αναλυτική και λεπτομερή περιγραφή των μοντέλων αυτών μπορεί να αναζητήσει κανείς στους Hampleton and Jones (1993). 

			Η μεθοδολογία που περιγράφεται, προσδοκά να συμβάλει στο σχεδιασμό και στην αξιόπιστη εκτίμηση του αθροίσματος ενός συνόλου από κλίμακες οι οποίες παράγονται από αλλεπάλληλες ατομικές μετρήσεις π.χ. διαφορετικές ερωτήσεις, επαναληπτικές μετρήσεις, διαφορετικά συστήματα μέτρησης κτλ. Με την εφαρμογή ειδικών αλλά απλών στατιστικών αναλύσεων, οι διάφορες κλίμακες που θα χρησιμοποιηθούν δοκιμαστικά ελέγχονται αν όντως και κατά πόσο θα συμβάλουν στη δημιουργία ενός συγκεκριμένου μοντέλου αξιολόγησης.

			11.2 Αξιολόγηση των ερωτήσεων

			Εστιάζεται στην διερεύνηση της φύσης των μεταβλητών αξιολόγησης μίας ανασκόπησης οποιασδήποτε μορφής στην οποία υποβάλλεται σε τυχαίο δείγμα ατόμων, μία σειρά ερωτήσεων, σχολίων, δηλώσεων κλπ. και αναμένεται η απόκριση σε αυτές. Η ανασκόπηση δρομολογείται για να αξιολογηθεί ένα σύνολο χαρακτηριστικών ή δεξιοτήτων που ενδιαφέρει άμεσα μία επιχείρηση ή ένα εκπαιδευτικό ίδρυμα. Τέτοιες μελέτες βρίσκουν πρόσφορο έδαφος στις κοινωνικές επιστήμες, εκπαίδευση, προώθηση και διαφήμιση αγαθών ή στην ποιότητα παροχής υπηρεσιών.

			Για παράδειγμα, ο υπεύθυνος μιας καφετέριας επιθυμεί να αξιολογήσει το βαθμό ικανοποίησης των πελατών του ζητώντας τους να απαντήσουν σε ένα ερωτηματολόγιο 15 ερωτήσεων της μορφής:

			
					1η ερώτηση: πόσο ικανοποιημένος αισθάνεσαι από τις υπηρεσίες της καφετέριας

					2η ερώτηση: πόσο πιθανόν είναι να επισκεφτείς εκ νέου την καφετέρια

					3η ερώτηση: πόσο πιθανόν είναι να συστήσεις την καφετέρια σε άλλους

			

			Για την υλοποίηση της παραπάνω αξιολόγησης λαμβάνεται τυχαίο δείγμα 70 πελατών και καταγράφονται οι απόψεις τους. Η απόκριση στις ερωτήσεις σημειώνεται σε μία κλίμακα συνήθως 5 χαρακτηρισμών τα οποία αποτυπώνονται με βάση την ονοματολογία μιας παραδοσιακής ή μη κλίμακας μέτρησης. Η κλίμακα, γνωστή ως Likert (διατυπωμένη από τον Αμερικανό ψυχολόγο Rensis Likert), με διεθνή απήχηση, συγκροτείται από συγκεκριμένη έκφραση του λόγου στους επιμέρους χαρακτηρισμούς οι οποίοι συντίθενται από δύο αντίρροπες κατευθύνσεις μεταβολής (αρνητική – θετική εξέλιξη):

			1= πολύ δυσαρεστημένος, 2= μάλλον δυσαρεστημένος, 3= αδιάφορο (ούτε-ούτε),

			4= μάλλον ικανοποιημένος, 5= πολύ ικανοποιημένος

			ή με διαφορετικό επιστημονικό προσανατολισμό:

			1= πολύ απίθανο, 2= μάλλον απίθανο, 3= ουδέτερο, 4= μάλλον πιθανόν, 5= πολύ πιθανόν ή

			1= έντονα διαφωνώ, 2= διαφωνώ, 3= αδιάφορο, 4= συμφωνώ, 5= συμφωνώ απόλυτα

			Οι κλίμακες με μονόπλευρη κατεύθυνση μεταβολής εκκινούν με το χαρακτηρισμό «καθόλου» και ακολούθως προσαρμόζονται ανάλογα με τις απαιτήσεις και τα πεδία της έρευνας:

			1 = δεν με χαρακτηρίζει (καθόλου), 2= με χαρακτηρίζει λίγο, 3= με χαρακτηρίζει μέτρια, 

			4= με χαρακτηρίζει αρκετά, 5= με χαρακτηρίζει πολύ

			ή με ελαφρά διαφοροποίηση των χαρακτηρισμών:

			1 = δεν συμφωνώ καθόλου, 2= συμφωνώ λίγο, 3= συμφωνώ αρκετά, 4= συμφωνώ πολύ, 5= συμφωνώ απόλυτα

			Προτού όμως επιχειρηθεί οποιαδήποτε σε βάθος στατιστική ανάλυση των ερωτήσεων, προηγείται η ανάλυση της υπόθεσης αν οι τρεις ερωτήσεις εκφράζουν πραγματικά τη λεκτική σύνθεση η οποία απηχεί ως «ικανοποίηση των πελατών». 

			Η ανάλυση των ερωτήσεων εκτιμά πόσο αξιόπιστα ένα πλήθος επιλεγμένων εννοιών (ερωτήσεων) σε μία συγκροτημένη μελέτη που εστιάζεται σε συγκεκριμένο προφίλ χαρακτηριστικών, μετρά την ίδια φραστική σύνθεση (κατασκεύασμα) (construct). Η αξιοπιστία αυτή των ερωτήσεων προσδιορίζεται με τη βοήθεια ειδικών στατιστικών παραμέτρων οι οποίες εκτιμούν την ολική και την επιμέρους (ανά ερώτηση) αξιοπιστία: 

			
					Ο δείκτης α του Cronbach μετρά το βαθμό της εσωτερικής συνάφειας όλων των ερωτήσεων (ενδοσυνέπεια – internal consistency). 

					Ο πίνακας των ενδοσυσχετίσεων παραθέτει την ισχύ της σχέσης που αναπτύσσεται σε κάθε ζεύγος ερωτήσεων. Ουσιαστικά μετρά την ένταση της συσχέτισης που εκδηλώνεται μεταξύ των ερωτήσεων και επίσης πόσο ικανοποιητικά αυτές προβλέπουν η μία την άλλη. 

			

			Οι μετρήσεις της αξιοπιστίας της ενδοσυνέπειας προϋποθέτουν οπωσδήποτε οι ερωτήσεις να εκτιμώνται με ένα απλό εργαλείο μέτρησης (βλ. κλίμακα Likert) και να δοκιμάζονται αποκλειστικά από μία ομάδα ατόμων και σε μία συγκεκριμένη χρονική περίοδο για να μην περιπλέκονται οι αποκρίσεις των ερωτωμένων. 

			Όταν οι αποκρίσεις επί των ερωτήσεων εμφανίζουν στατιστικά ενδοσυνέπεια, τότε υπάρχει ένδειξη ότι οι ερωτήσεις μετρούν επαρκώς την ίδια λεκτική σύνθεση, π.χ. την ικανοποίηση των πελατών. Αντιθέτως, αν οι ερωτήσεις δεν είναι καλά δομημένες (η σύνταξη τους δηλαδή είναι ασαφής), οι πελάτες ενδέχεται να ερμηνεύσουν αυτές με διαφορετική κριτική διάθεση και η ποιότητα των αποκρίσεών τους θα διαφοροποιείται από τη μία ερώτηση στην άλλη. 

			Διευκρινίζεται ότι η παρουσία υψηλών συντελεστών συσχέτισης των ερωτήσεων (μεταβλητών) του πίνακα των συσχετίσεων, κατά κανόνα >0,700, σηματοδοτούν την εφαρμογή της παραγοντικής ανάλυσης ή της ανάλυσης των κύριων συνιστωσών (βλ. κεφάλαιο 4) με εκ προοιμίου σημαντικά στατιστικά αποτελέσματα, διότι αυτές οι ερωτήσεις δημιουργούν τους κύριους παράγοντες και είναι υπεύθυνοι για την άντληση της μέγιστης πληροφόρησης. Οι λοιπές ερωτήσεις έχουν χαμηλό βάρος στην ανάλυση και δεν λαμβάνονται υπόψη αλλά δεν απαλείφονται. Ο δείκτης του Cronbach εφαρμόζεται επιτυχώς, προκαλώντας ισχυρή παρέμβαση, σε ερωτηματολόγια με νέα σύνθεση ερωτήσεων όπου η σύνταξη μπορεί να δημιουργεί ασάφεια ως προς την απόδοση των αποκρίσεων με αποτέλεσμα να επιβάλλεται περιστολή στο σύνολο των ερωτήσεων ή διόρθωση των ασαφών και επανάληψη της μελέτης με το ανάλογο οικονομικό κόστος. Ο δείκτης χρησιμοποιείται επίσης και σε διεθνούς αποδοχής ερωτηματολόγια στα οποία πιστοποιεί το μέγεθος της πιστότητας της αξιοπιστίας των ερωτήσεων.

			Αξιοπιστία

			Αξιοπιστία είναι η μέτρηση της συνάφειας της εφαρμογής ενός συστήματος μέτρησης σε ένα ειδικό πληθυσμό και σε συγκεκριμένη χρονική στιγμή. Ουσιαστικά δηλαδή αναφέρεται στην αλληλεπίδραση μεταξύ του ειδικού καθήκοντος (εκτέλεση κάποιας εργασίας, απάντηση σε ερωτηματολόγιο) και του ειδικού πληθυσμού των εξεταζόμενων. 

			Η εκτίμηση της αξιοπιστίας στην εφαρμογή μιας κλίμακας βασίζεται κυρίως στον υπολογισμό των συσχετίσεων μεταξύ των ατομικών ερωτήσεων, λαμβάνοντας παράλληλα υπόψη και τη σχέση των ερωτήσεων με τη διακύμανσή τους. Έστω, για παράδειγμα, ότι επιθυμούμε να καταρτίσουμε ένα ερωτηματολόγιο σχετικό με την προκατάληψη των πολιτών σε προϊόντα ασιατικής προέλευσης, συνθέτοντας έτσι ένα πλήθος ερωτήσεων του τύπου, τα ξένα υποδήματα στερούνται κομψότητας, μοιάζουν όλα μεταξύ τους κτλ. Το ερωτηματολόγιο, στη συνέχεια, διανέμεται σε ένα πλήθος ατόμων που ουδέποτε έχουν φορέσει ασιατικά υποδήματα, υιοθετώντας μία 9βάθμια διπολική κλίμακα μέτρησης της μορφής 1=διαφωνώ πολύ και 9=συμφωνώ πολύ. Στη συνέχεια, διερευνούμε πόσο αξιόπιστα κάθε ερώτηση προσαρμόζεται στην έκφραση «προκατάληψη στα ασιατικά προϊόντα» που αποτελεί το αντικείμενο της μελέτης ή, με στατιστικούς όρους, πόσο αξιόπιστα προσεγγίζει την πραγματική ενώ υπόκειται, παράλληλα, σε κάποιο στατιστικό σφάλμα. Με άλλα λόγια, η καταλληλότητα του περιεχομένου κάθε ερώτησης για να ανταποκρίνεται στη μελετώμενη νοητική σύνθεση οφείλει να ελέγχεται ως προς δύο πτυχές: α) αν η απόκριση (απάντηση στην ερώτηση) εκφράζει ικανοποιητικά την προκατάληψη έναντι των ασιατικών προϊόντων και β) αν η ίδια η ερώτηση έχει κάποια εσωτερική ιδιομορφία. Για παράδειγμα, στην ερώτηση «όλα τα ασιατικά υποδήματα είναι άκομψα», η απόκριση συμφωνίας ή διαφωνίας ως προς το περιεχόμενό της θα εξαρτάται μερικώς από τη γενικώς περιρρέουσα προκατάληψη και μερικώς από την εξωτερική πληροφόρηση που μπορεί να έχει ο ερωτώμενος από κάποιο φίλο του που έχει ήδη διατυπώσει διαφορετική άποψη στο συγκεκριμένο θέμα (θεωρεί τα ασιατικά υποδήματα κομψά). Ως δεύτερο παράδειγμα, το θέμα της ερώτησης «τα πράσινα ασιατικά υποδήματα κυριολεκτικά δεν φοριούνται» θα μπορούσε να οδηγήσει στην πλημμελή εκτίμηση της έννοιας της προκατάληψης ως προς τα ασιατικά υποδήματα καθόσον αναπτύσσονται υποκειμενικές διαφοροποιήσεις μεταξύ των ατόμων ως προς τη συμπάθεια ή μη των διαφόρων χρωμάτων. Έτσι, η ερώτηση αυτή θα αντανακλά, ως αποτέλεσμα της απόκρισης, όχι μόνο την προκατάληψη  του ατόμου αλλά και την προτίμηση στο χρώμα, επομένως η ανταπόκριση της ερώτησης στην προκατάληψη θα περιέχει μικρότερο ποσοστό αξιοπιστίας. 

			Συμπερασματικά, κάθε μέτρηση η οποία συνιστά την απόκριση μιας ερώτησης ανταποκρίνεται αφενός σε κάποιο βαθμό στην πραγματική μέτρηση της αξιολόγησης της μελετώμενης σύνθεσης και αφετέρου σε κάποιο βαθμό σε ένα εσωτερικό τυχαίο σφάλμα σύμφωνα με την εξίσωση Υ= t + σφάλμα, όπου Υ αναφέρεται στο βαθμό απόκρισης μιας ερώτησης, t στον πραγματικό βαθμό και το σφάλμα αναφέρεται στην τυχαία μεταβλητότητα που ενσωματώνεται στη μέτρηση της ερώτησης. Η εξίσωση αυτή αποτελεί το πρότυπο της Κλασικής Θεωρίας Ελέγχων. 

			Ο δείκτης αξιοπιστίας IR μιας ερώτησης εκφράζει το ποσοστό της διακύμανσης (μεταβλητότητας) της μέτρησης που αξιολογείται από τους ερωτώμενους (σ2Β) προς το ποσοστό της ολικής παρατηρούμενης διακύμανσης (σ2Τ):

			 [image: 1_14.png]

			πιο εξειδικευμένα όμως αποδίδεται από το δείκτη α του Cronbach (βλ. παρακάτω).

			Άθροισμα της κλίμακας των ερωτήσεων

			Γενικώς, όσο περισσότερες ερωτήσεις περιέχει ένα ερωτηματολόγιο και με την προϋπόθεση ότι είναι αξιόπιστο σε κάποιο βαθμό, με στόχο πάντα την εκτίμηση μιας νοητικής σύνθεσης, τόσο πιο αξιόπιστο αναμένεται να διαμορφώνεται το άθροισμα των κατά σειρά αποκρίσεων των ερωτήσεων. Η σειρά αναφέρεται σε κάθε ερωτηθέντα και αν το σφάλμα στην απόκριση κάθε ερώτησης θεωρείται τυχαίο, τότε το άθροισμα των ατομικών σφαλμάτων των ερωτήσεων θα τείνει να εκμηδενίσει το μέσο σφάλμα μεταξύ των ερωτήσεων. Όσον αυξάνει ο αριθμός των ερωτήσεων στο ερωτηματολόγιο τόσο πιο αξιόπιστο αναμένεται και το άθροισμα των κατά σειρά ερωτήσεων (στήλη SV) με άμεσο θετικό αντίκτυπο στην αξιοπιστία της νοητικής σύνθεσης. 

			Η αξιοπιστία του αθροίσματος των κατά σειρά αποκρίσεων ή αλλιώς η αθροιστική μεταβλητή κλίμακας προσδιορίζεται α) με το δείκτη α του Cronbach και β) με το βαθμό αξιοπιστίας των δύο ημίσεων του αθροίσματος της κλίμακας μέτρησης. 

			Η αξιοπιστία των δύο ημίσεων υπολογίζεται διαμοιράζοντας τη μεταβλητή του αθροίσματος των αποκρίσεων σε δύο ίσου μεγέθους νέες στήλες επιλεγείσες με τυχαίο τρόπο και εκτίμηση (διόρθωση)  μεταξύ αυτών μέσω του συντελεστή των Spearman-Brown:

			 [image: 2_12.png]

			όπου rXY είναι η τιμή συσχέτισης  μεταξύ των δύο νέων στηλών Χ και Υ. Όταν το άθροισμα της στήλης είναι απόλυτα αξιόπιστο τότε τα δύο μισά μέρη αυτής αναμένεται να συσχετίζονται άριστα (rSB=1,0), οπότε όσο μικρότερη η αξιοπιστία του αθροίσματος SV τόσο χαμηλότερος και ο συντελεστής  rSB. 

			Αν για παράδειγμα η στήλη του αθροίσματος των ερωτήσεων του πίνακα 11.4 διαμοιραστεί τυχαία σε δύο σειρές στηλών των 20 παρατηρήσεων (μέθοδος ημικλάστου – split half), τότε προκύπτει η παρακάτω αντιστοιχία:

			[image: 1_15.png]

			Η συσχέτιση των δύο στηλών ισούται με rXY=0,297 και στη συνέχεια από την παραπάνω εξίσωση προκύπτει τιμή συντελεστή rSB=0,458 η οποία και εκφράζει μέτρια τιμή αξιοπιστίας της στήλης του αθροίσματος των ερωτήσεων. 

			Ο συντελεστής ημικλάστου Guttman είναι ένας άλλος εκτιμητής της αξιοπιστίας του ολικού ελέγχου. Η διαφορά του με τον προηγούμενο είναι ότι οι δύο ομάδες των ερωτήσεων θεωρούνται ότι δεν έχουν την ίδια αξιοπιστία  ή ότι δεν έχουν την ίδια διακύμανση των βαθμολογιών τους.  

			Σχεδιασμός μίας αξιόπιστης κλίμακας μέτρησης

			Αναφέρθηκε ότι μια αθροιστική κλίμακα ερωτήσεων καθίσταται περισσότερη αξιόπιστη και έγκυρη όταν προστίθενται περισσότερες ερωτήσεις στο ερωτηματολόγιο, λαμβάνοντας όμως πάντα υπόψη πιθανές εκτροπές λόγω νοητικής κόπωσης των ερωτώμενων, παράτασης του χρόνου εκτέλεσης της αξιολόγησης κ.ά. 

			Τα βήματα που ακολουθούνται για την κατάρτιση μίας κλίμακας καταμέτρησης μιας νοητικής σύνθεσης είναι τα εξής:

			1ο βήμα. Δημιουργία των ερωτήσεων. Η σύνταξη των ερωτήσεων υποβοηθείται και από την ένταξη όσο το δυνατόν περισσότερων ερωτήσεων που να σχετίζονται με τη φραστική σύνθεση. Οι ερωτήσεις αυτές είναι προτιμότερο να δοθούν σε μία ομάδα ατόμων που σχετίζονται επαγγελματικά ή επιστημονικά με προσανατολισμούς παράλληλους με την επικείμενη έρευνα, με σκοπό τον εμπλουτισμό τους, τη διόρθωση του περιεχομένου ή και την υπαγόρευση νέων ερωτήσεων. 

			2ο βήμα. Επιλογή ερωτήσεων με άριστο βαθμό δυσκολίας. Το σχεδιασμένο ερωτηματολόγιο, όπως πρόχειρα έχει δομηθεί σύμφωνα με τη διαδικασία του προηγουμένου βήματος, διανέμεται αρχικά σε δείγμα ερωτώμενων για πρώτη καταμέτρηση των αποτελεσμάτων με σκοπό την ανίχνευση ακραίων, τυχόν, αποκρίσεων. Για παράδειγμα, αν κάποιοι ερωτώμενοι συμφωνούν πολύ και άλλοι διαφωνούν πολύ με το θέμα μιας ερώτησης τότε αυτή δεν βοηθά στο διαχωρισμό των ατόμων και επομένως δεν εξυπηρετεί το σχεδιασμό της κλίμακας (θα πρέπει όλοι σχεδόν να συμφωνούν ή να διαφωνούν σε κάποιο βαθμό). Το ποσοστό των ερωτώμενων που συμφωνούν ή διαφωνούν σε μία ερώτηση ή αλλιώς απαντούν με σωστή απόκριση, αναφέρεται ως βαθμός δυσκολίας (item difficulty) της ερώτησης. Στην πράξη, εξετάζονται οι μέσες ποσοστιαίες τιμές και οι τυπικές αποκλίσεις των ερωτήσεων και αποκλείονται εκείνες που εμφανίζουν ακραίες μέσες τιμές και διακύμανση η οποία προσεγγίζει το μηδέν. 

			3ο βήμα. Επιλογή ερωτήσεων με αξιόλογη ενδοσυνέπεια. Μια αξιόπιστη κλίμακα αναμένεται να περιέχει ερωτήσεις που συμβάλλουν πραγματικά στη μέτρηση της φραστικής σύνθεσης και ενσωματώνουν παράλληλα μικρό τυχαίο σφάλμα. Αυτό εξασφαλίζεται εκτιμώντας τρεις μετρήσεις: το συντελεστή συσχέτισης μεταξύ κάθε ερώτησης και της αθροιστικής βαθμολογίας (από την οποία αφαιρείται ο βαθμός της προηγούμενης ερώτησης), τον πολλαπλό προσδιοριστικό συντελεστή R2 μεταξύ της κάθε ερώτησης και του συνόλου των υπολοίπων και τον ατομικό δείκτη α του Cronbach. Μια ερώτηση θεωρείται αξιόπιστη όταν οι δύο συντελεστές συσχέτισης έχουν χαμηλές τιμές και η τιμή του Cronbach δεν διαφέρει ιδιαίτερα από τις υπόλοιπες των άλλων ερωτήσεων (βλ. παρακάτω). 

			4ο βήμα. Διενεργείται έλεγχος στον αριθμό των ερωτήσεων που παρέμειναν μετά την αξιολόγηση της ενδοσυνέπειάς τους (βήμα 3ο). Αν οι ερωτήσεις θεωρηθούν ολιγάριθμες, τότε εκκινείται νέος γύρος σύνταξης ερωτήσεων και απαλοιφής μερικών μέχρις ότου καταλήξουμε σε ένα ικανοποιητικό αριθμό αξιόπιστων ερωτήσεων που θα απαρτίσουν το τελικό ερωτηματολόγιο.

			Σε περιπτώσεις ερωτήσεων δυαδικού τύπου (σωστό/λάθος) όπως συνηθίζεται συχνά σε ερωτηματολόγια εκπαίδευσης ή ψυχολογίας, ο δείκτης του Cronbach αντικαθίσταται από το δείκτη KR-20 των Kuder-Richardson.   

			Στατιστικές παράμετροι των ερωτήσεων

			Η ανάλυση των ερωτήσεων ποσοτικοποιείται επαρκώς από πλήθος στατιστικών παραμέτρων οι οποίες διακρίνονται για την απλότητα του υπολογισμού τους και για τη σημαντική άντληση εσωτερικής πληροφόρησης των συλλεγόμενων στοιχείων:

			
					Στατιστικές παράμετροι. Οι συνήθεις υπολογισμοί αφορούν τα εξής:n = ο αριθμός των παρατηρήσεων (ερωτωμένων)
k = ο αριθμός των ερωτήσεων (μεταβλητών)
[image: 3b.png] = η  μέση τιμή της ερώτησης i
si = η τυπική απόκλιση, η οποία μετρά τη μέση απόσταση κάθε τιμής (παρατήρησης) από το μέσο όρο της ερώτησης i
SV = η αθροιστική μεταβλητή που προκύπτει από το άθροισμα κατά σειρά όλων των ερωτήσεων 


					Μήτρα ενδοσυσχετίσεων. Μέσω αυτής εκτιμάται η ένταση και η κατεύθυνση, θετική ή αρνητική, της σχέσης μεταξύ δύο ερωτήσεων. Ερωτήσεις που μετρούν ικανοποιητικά την ίδια σύνθεση έχουν υψηλές και θετικές (συνήθως) τιμές συσχέτισης του Pearson. Όταν οι ερωτήσεις δεν συσχετίζονται ικανοποιητικά (εμφανίζουν χαμηλούς συντελεστές), τότε οι ερωτήσεις θεωρούνται ασαφείς ή διφορούμενες, μετρούν δηλαδή διαφορετική σύνθεση. Γενικώς, ερωτήσεις με τιμές συντελεστών >0,700 θεωρούνται ότι συσχετίζονται σημαντικά μεταξύ τους. Αρνητικές τιμές συσχέτισης είναι πιθανόν να εμφανιστούν στον πίνακα συσχετίσεων αλλά γενικώς δεν λαμβάνονται υπόψη στην ανάλυση των ερωτήσεων. Αυτές αποτελούν σοβαρές ενδείξεις για λανθασμένη (αντίστροφης φοράς) βαθμολόγησή τους που οδηγεί στην ανάγκη επανεξέτασης και, ενδεχομένως αποκλεισμού και αντικατάστασης κάποιων από τις ερωτήσεις. Ο πίνακας των ενδοσυσχετίσεων παράγεται από την παράθεση όλων των συντελεστών συσχέτισης που προκύπτουν ως εκτιμήσεις από κάθε ζεύγος ερωτήσεων σύμφωνα με την εξίσωση του Pearson:[image: 3_12.png]
όπου sX και sY οι τυπικές αποκλίσεις των δύο ερωτήσεων Χ και Υ με μέσες τιμές [image: 4_12.png] και n ο αριθμός των παρατηρήσεων (βλ. πίνακα 11.5).


					Δείκτης α του Cronbach, ο οποίος μετρά πόσο αξιόπιστα προσχεδιασμένες ερωτήσεις εκτιμούν την ίδια σύνθεση (χαρακτηριστικά, δεξιότητες κτλ.). Με άλλα λόγια συνιστούν ισοδυναμία, γι ‘αυτό και ο συντελεστής αξιοπιστίας είναι κατά βάση συντελεστής ισοδυναμίας (των θεμάτων).Σε κάθε ερωτηματολόγιο εκτιμούμε τη διακύμανση κάθε ερώτησης και τη διακύμανση του αθροίσματος της κλίμακας μέτρησης. Αν οι ερωτήσεις μετρούν την ίδια μεταβλητότητα μεταξύ των ερωτώμενων τότε η διακύμανση του αθροίσματος αναμένεται να είναι μικρότερη της διακύμανσης όλων των ερωτήσεων. Ειδικότερα, ο δείκτης α  αποτελεί μέτρηση της ενδοσυνέπειας ενός συνόλου ερωτήσεων και μετρά πόσο ικανοποιητικά συγκεκριμένες ερωτήσεις αξιολόγησης που έχουν συνταχθεί να περιγράφουν και να μετρούν μία σύνθετη φρασεολογία, φέρονται ικανές να το πραγματοποιήσουν. 	
Ο δείκτης παίρνει τιμές από 0 μέχρι 1 και αν όλες οι ερωτήσεις μετρούν με πλήρη αξιοπιστία την ίδια νοητική σύνθεση τότε το αποτέλεσμα ισούται με 1. Αν οι μετρήσεις δεν είναι πραγματικές, δηλαδή προκύπτει μεγάλο σφάλμα μεταξύ των ερωτήσεων με συνέπεια οι ερωτήσεις να μην συσχετίζονται αξιόλογα μεταξύ τους, τότε η διακύμανση του αθροίσματος των ερωτήσεων (της κλίμακας μέτρησης) θα ισούται με το άθροισμα των διακυμάνσεων των ερωτήσεων και ο συντελεστής θα ισούται με 0. Υψηλές τιμές του δείκτη υπονοούν υψηλή ενδοσυνέπεια και σύμφωνα με τη διεθνή παραδοχή, τιμές α μεγαλύτερες από 0,700 θεωρούνται ως απαρχή της υπόθεσης ότι κάποιες τουλάχιστον ερωτήσεις μετρούν την ίδια φρασεολογία. Αν η τιμή α είναι γενικώς χαμηλή τότε οι ερωτήσεις περιέχουν μικρή συνοχή μεταξύ τους και δεν θεωρούνται ικανοποιητικές μετρήσεις της μοναδικότητας της φραστικής σύνθεσης (πρότασης). 
Ο δείκτης α παρέχει επίσης πρόσθετη πληροφόρηση ειδικά μετά την απομάκρυνση μίας ερώτησης κάθε φορά από την ανάλυση. Εκφράζει το ποσοστό της διακύμανσης της μέτρησης που αναλογεί σε κάθε ερώτηση τη φορά και υπολογίζεται διαιρώντας το άθροισμα των ατομικών διακυμάνσεων όλων των λοιπών ερωτήσεων με τη διακύμανση του αθροίσματος της κλίμακας μέτρησης.
Σταθερές σχετικά τιμές του δείκτη α για όλες τις αφαιρούμενες ερωτήσεις δείχνουν ότι όλες οι ερωτήσεις μετρούν την ίδια σύνθεση. Μία σημαντική αύξηση του δείκτη σε αφαιρούμενη ερώτηση παρέχει ένδειξη ότι αυτή δεν μετρά την ίδια σύνθεση και, συνεπώς, θα πρέπει να απομακρυνθεί από το ερωτηματολόγιο οριστικά.
Ο δείκτης α-Cronbach με παρούσες όλες τις ερωτήσεις υπολογίζεται ως,
 [image: 5_13.png]
και μετά την αφαίρεση της ερώτησης j ως ατομικός δείκτης α της ερώτησης j,
 [image: 6_11.png]
k = ο αριθμός των ερωτήσεων της ανάλυσης
s2i = η διακύμανση της ερώτησης i
SV = η μεταβλητή που προκύπτει από την ανά σειρά άθροιση όλων των ερωτήσεων της ανάλυσης
S2sv= η διακύμανση της αθροιστικής μεταβλητής SV
S2sv = η διακύμανση της μεταβλητής SV μετά την αφαίρεση της ερώτησης j
Σε περιπτώσεις αξιοποίησης κλιμάκων με δυαδικό χαρακτήρα (σωστό/λάθος, ΝΑΙ/ΟΧΙ κτλ.) εφαρμόζεται εναλλακτικά η εξίσωση των Kuder-Richardson-20 (KR-20) η οποία μετρά την αξιοπιστία της ενδοσυνέπειας των δυαδικών ερωτήσεων:
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και
 [image: 8_13.png]
όπου k είναι το πλήθος των ερωτήσεων και σ2χ η διακύμανση της στήλης Χ του αθροίσματος των κατά σειρά συγκρίσεων των ερωτήσεων, Ν το πλήθος του δείγματος (ερωτώμενοι), pi και qi τα ποσοστά (αναλογίες) των ορθών και λανθασμένων αποκρίσεων αντίστοιχα, Xi η τιμή της παρατήρησης i στη στήλη του αθροίσματος και [image: 9_9.png] η μέση τιμή της στήλης. 
Συντελεστής KR-20>0,80 θεωρείται πολύ καλός και >0,90 άριστος. Η αξιοπιστία εμπλέκει δύο παράγοντες, τη διακύμανση της ερώτησης και της εξέτασης (αθροιστικής βαθμολογίας των ερωτήσεων). Ο δείκτης αυτός είναι αναλογικός της διακύμανσης της εξέτασης που σημαίνει ότι όταν η διακύμανση της εξέτασης αυξάνεται ενώ παραμένει σταθερή η διακύμανση της ερώτησης τότε αυξάνει και η αξιοπιστία. Το τυπικό σφάλμα του δείκτη προκύπτει ως
 [image: 10_10.png]
όπου s είναι η τυπική απόκλιση της διακύμανσης σ2Χ της εξέτασης 
και δείχνει το μέγεθος της διακύμανσης του σφάλματος γύρω από την πραγματική τιμή της απόκρισης του εξεταζόμενου. 


					Παράμετροι διαδοχικής απαλοιφής των ερωτήσεων. Αυτές εκτιμούν αν η απομάκρυνση μιας ερώτησης κάθε φορά από το ερωτηματολόγιο βελτιώνει την ενδοσυνέπεια των λοιπών ερωτήσεων:

			

			α) Ο διορθωμένος ολικός μέσος όρος της αθροιστικής μεταβλητής SVj ο οποίος προκύπτει ως νέα μέση τιμή με k-1 ερωτήσεις παρούσες

			β) Η διορθωμένη τυπική απόκλιση sδ η οποία υπολογίζεται μετά την αφαίρεση της ερώτησης j

			γ) Η διορθωμένη ολική συσχέτιση rδ η οποία προκύπτει από τη συσχέτιση της αφαιρούμενης ερώτησης j με την αθροιστική μεταβλητή SV. Οι τιμές συσχέτισης κυμαίνονται μεταξύ 0 και 1 και υψηλές τιμές (>0,700) ειδοποιούν ότι η αφαιρούμενη μεταβλητή μετρά την ίδια σύνθεση όπως και οι λοιπές.

			δ) Η τετραγωνική πολλαπλή συσχέτιση ή αλλιώς o πολλαπλός προσδιοριστικός συντελεστής R2 o οποίος υπολογίζεται παλινδρομώντας την αφαιρούμενη ερώτηση με όλες τις υπόλοιπες. Ο συντελεστής λαμβάνει τιμές από 0 μέχρι 1 και χαμηλές τιμές δηλώνουν ότι η αφαιρούμενη ερώτηση μετρά διαφορετική σύνθεση απ’ ότι οι άλλες, υπολογίζεται δε, από τη σχέση:
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			[image: 12_12.png] = η προβλεπόμενη τιμή i για την αφαιρούμενη ερώτηση (μεταβλητή) αφού παλινδρομηθεί αυτή με τις λοιπές ερωτήσεις, 

			[image: 13_11.png] = μέση τιμή της αφαιρούμενης μεταβλητής

			[image: 14_9.png] = η παρατηρούμενη τιμή i της αφαιρούμενης ερώτησης

			Λαμβάνοντας υπόψη τη δράση όλων των παραπάνω στατιστικών παραμέτρων προκύπτει ο κανόνας ότι, όταν μία αφαιρούμενη ερώτηση παράγει χαμηλές τιμές των συντελεστών rδ και R2 και παράλληλα παρατηρείται σημαντική αύξηση του δείκτη α του Cronbach τότε αυτή αποβάλλεται παντελώς από το ερωτηματολόγιο.

			Επισημαίνεται ότι ο δείκτης α υπολογίζεται για το σύνολο των ερωτήσεων της μελέτης αλλά και για κάθε αφαιρούμενη ερώτηση από το σύνολο. Επομένως, για να θεωρείται ένα ερωτηματολόγιο αξιόπιστο θα πρέπει ο συνολικός δείκτης του Cronbach να είναι μεγαλύτερος της τιμής αναφοράς 0,700 και παράλληλα να μην παρατηρούνται σημαντικές αποκλίσεις των επιμέρους δεικτών μεταξύ των αφαιρούμενων ερωτήσεων.

			Εγκυρότητα

			Υπάρχουν περιπτώσεις στις οποίες η εγκυρότητα ενός ερωτηματολογίου ως προς την πιστότητα της σύνθεσης που περιγράφει, ελέγχεται και από ένα σύνολο άλλων μεταβλητών διαφορετικών ερωτηματολογίων, που για το λόγο αυτό καλούνται επεξηγηματικές ή εξωτερικές, με την τεχνική των συσχετίσεων. Όμως, εκλαμβάνοντας ένα συγκεκριμένο ζεύγος μεταβλητών από τα δύο διαφορετικά ερωτηματολόγια, αναμένεται να προκύψει ένας συντελεστής συσχέτισης εσωκλείοντας μεγαλύτερο σφάλμα μέτρησης αφού οι δύο μεταβλητές προέρχονται από καθεστώς αντιπροσώπευσης διαφορετικής προέλευσης και άρα διαφορετικού βαθμού αξιοπιστίας της ενδοσυνέπειάς τους. Το φαινόμενο αυτό της αποδυνάμωσης (attenuation) της συσχέτισης δύο τέτοιων μεταβλητών αποζημιώνεται ποσοτικά με την εκτίμηση ενός διορθωμένου συντελεστή συσχέτισης:
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			όπου rXY,δ είναι ο διορθωμένος συντελεστής συσχέτισης των δύο διαφορετικής προέλευσης μεταβλητών Χ και Υ, rXX και rYY είναι οι ατομικοί δείκτες α του Cronbach που εξήχθησαν για τις δύο αυτές μεταβλητές στα δύο ερωτηματολόγια. 

			Έστω για παράδειγμα δύο μεταβλητές Χ και Υ οι οποίες προέρχονται από δύο διαφορετικά ερωτηματολόγια και συσχετίζονται μεταξύ τους με συντελεστή rXY=0,514. Αν η επεξηγηματική μεταβλητή Χ έχει ατομικό δείκτη του Cronbach rXX=0,773 και η μεταβλητή Υ ατομικό δείκτη rYY=0,814 τότε αντικαθιστώντας τις τιμές στην παραπάνω εξίσωση προκύπτει ο συντελεστής συσχέτισης rXY,δ=0,648 ο οποίος διορθώνει το πρόβλημα της αποδυνάμωσης της συσχέτισης των δύο μεταβλητών. 

			11.3 Ανάλυση των ερωτήσεων στον τομέα της εκπαίδευσης

			Οι εκπαιδευτικοί στα δευτεροβάθμια και τριτοβάθμια κυρίως ιδρύματα, συχνά οργανώνουν και αξιοποιούν εξετάσεις προόδου καθ’ όλη τη διάρκεια του έτους αποκτώντας έτσι μια διακριτική εικόνα των γνώσεων και δεξιοτήτων των φοιτητών. Οι εξετάσεις αυτές έχουν διαγνωστική αξία η οποία περιορίζεται στις απαιτήσεις της τάξης και θεωρούνται από πολλούς ως χαμηλού στατιστικού ενδιαφέροντος για την εγκυρότητα της αξιοπιστίας τους. Παρόλα αυτά, επειδή αποτελούν σπουδαία διαγνωστικά εργαλεία τα οποία προάγουν τη μαθησιακή διδασκαλία, το βιογραφικό σημείωμα των φοιτητών αλλά και την επαγγελματική αφύπνιση του εκπαιδευτικού, δεν παύουν να αποτελούν ζωτική πηγή πληροφόρησης για την οργάνωση των εκπαιδευτικών συστημάτων του ιδρύματος. Για τους λόγους αυτούς οι εξετάσεις προόδου θα πρέπει να οργανώνονται κατά τέτοιο τρόπο ώστε να παρέχουν αξιόπιστα αποτελέσματα και έγκυρη πληροφόρηση, δράσεις οι οποίες προάγονται με τον έλεγχο της ποιότητας κάθε ερώτησης της προόδου γνωστής και με τον όρο στατιστική ανάλυση ερωτήσεων.

			Στην εκπαίδευση, η ανάλυση των ερωτήσεων ακολουθεί διαδικασία εξέτασης των αποκρίσεων των εκπαιδευομένων σε σειρά ερωτήσεων με σκοπό την εκτίμηση της ποιότητας των ερωτήσεων και του διαγωνίσματος (εξέταση προόδου) συνολικά. Με τον τρόπο αυτό βελτιώνεται το περιεχόμενο ερωτήσεων που πρόκειται να επαναχρησιμοποιηθούν και ταυτόχρονα απομακρύνονται οι ασαφείς και διφορούμενες ερωτήσεις. Παράλληλα, ενισχύονται οι ικανότητες του οργανωτή στην αξιολόγηση της σύνθεσης και εντοπίζονται περιεχόμενα ερωτήσεων που απαιτούν μεγαλύτερη σαφήνεια ή έμφαση. 

			Η ποιότητα του διαγωνίσματος κρίνεται συνολικά με την εκτίμηση του μέτρου ενδοσυνέπειας των ερωτήσεων και της αξιοπιστίας τους συγκρίνοντας τις αποκρίσεις των μαθητών/φοιτητών με το άθροισμα της στήλης των αποκρίσεων, δηλαδή της αθροιστικής βαθμολογίας τους. 

			Σημαντική συμβολή στο τεχνικό, υπολογιστικό και θεωρητικό μέρος των ερωτήσεων μιας εξέτασης ανευρίσκεται στο βοήθημα του Varma (2013), πάνω στο οποίο βασίστηκε και η στατιστική επεξεργασία και ερμηνεία των αποτελεσμάτων.

			Ανάλυση των ερωτήσεων προόδου

			Αποτελεί μέθοδο επισκόπησης των ερωτήσεων σε μία πρόοδο (test) με σκοπό τη δημιουργία στατιστικών κριτηρίων που εξασφαλίζουν ένα ελάχιστο επίπεδο ελέγχου ποιότητας. Η κατανόηση της ερμηνείας και χρήσης της πληροφόρησης που αντλείται από τις εξετάσεις προόδου συμβάλλει σημαντικά στη διαδικασία δημιουργίας βελτιωμένων εκδόσεων προόδου και στη συστηματοποίηση της εκπαιδευτικής δεξιότητας.  

			Η στατιστική ανάλυση των ερωτήσεων έπεται της διανομής των ερωτήσεων και της συλλογής των στοιχείων και στοχεύει στην αναγνώριση προβληματικών ερωτήσεων, δηλαδή ερωτήσεων που είναι ανεπαρκείς ή παράταιρες. Τέτοιου είδους ερωτήσεις εντοπίζονται όταν συντρέχουν οι παρακάτω λόγοι:

			
					Οι ερωτήσεις είναι πρόχειρα γραμμένες, με αποτέλεσμα να δυσχεραίνουν την απόκριση των φοιτητών αναγκάζοντάς τους να ζητούν διευκρινίσεις.

					Τα διάφορα γραφήματα δεν παρίστανται με νοητική ευκρίνεια.

					Οι ερωτήσεις δεν υποδεικνύουν με σαφήνεια τη σωστή απάντηση.

					Ενδέχεται να υποδηλώνουν διαφορετικό περιεχόμενο από αυτό που εξετάζονται, να έχουν δηλαδή  πολυδιάστατο χαρακτήρα.

					Το περιεχόμενο να προκαλεί στρεβλώσεις λόγω φυλετικών, γενετικών ή άλλου είδους διαφοροποιήσεων στην τάξη των φοιτητών.

			

			Τα ποιοτικά εργαλεία που χρησιμοποιούνται για την εκτίμηση της εγκυρότητας και της αξιοπιστίας είναι η σημειακή δισειριακή συσχέτιση rpb (αναφέρεται εκτενώς στη συνέχεια) και η αναλογία p του βαθμού ευκολίας ή δυσκολίας των ερωτήσεων. Η αποδοχή της αναλογίας p ως έννοιας του βαθμού ευκολίας ή δυσκολίας εναπόκειται στην κρίση του εκπαιδευτικού.

			Η αξιοπιστία μας πληροφορεί α) κατά πόσο μία πρόοδος αντλεί τα ίδια αποτελέσματα όταν επαναλαμβάνεται στην ίδια ομάδα των ερωτωμένων, β) σε ποιο βαθμό (ποσοστό) οι ερωτήσεις βαθμολογούνται με την ίδιο τρόπο (ίδια σειρά διαβάθμισης) όταν εξετάζονται διαφορετικές ομάδες φοιτητών, αν δηλαδή αποτελούν αξιόπιστο δείκτη δυσκολίας. 

			Η εγκυρότητα εστιάζεται στο ποσοστό της ακρίβειας της πραγματικής μέτρησης που λαμβάνεται. Δηλαδή, μία ερώτηση μπορεί στην πραγματικότητα να μετρά δύο διαφορετικές δεξιότητες αντί της μίας ενδεικνυόμενης π.χ. ο φοιτητής εξετάζεται στην άλγεβρα, όμως υπεισέρχονται στοιχεία γνώσεων επί της γεωμετρίας τα οποία ενδεχομένως λόγω αδύνατου υπόβαθρου να μην γνωρίζει επαρκώς ο εξεταζόμενος και συνεπώς ο βαθμός που εξάγεται να αφορά ουσιαστικά δύο δεξιότητες. 

			Η θεώρηση των παραπάνω εννοιών στην εκπαιδευτική διαδικασία, καταλήγει στην εκτίμηση δύο ομάδων στατιστικών αναλύσεων, των ερωτήσεων και του διαγωνίσματος.

			Η στατιστική των ερωτήσεων εκτιμά την απόδοση των ατομικών ερωτήσεων με την προϋπόθεση ότι η ολική ποιότητα του διαγωνίσματος ωφελείται από την ποιότητα των ερωτήσεων. Διακρίνεται στις εξής παραμέτρους:

			
					Αριθμός των ερωτήσεων ανά φοιτητή.

					Μέση τιμή της απόκρισης του φοιτητή ανά ερώτηση. Υπολογίζεται αθροίζοντας τον αριθμό των βαθμών που κέρδισαν (απέκτησαν) οι φοιτητές στην ερώτηση και διαιρώντας το άθροισμα με τον αριθμό των συμμετεχόντων.

					Η τυπική απόκλιση μετρά τη διασπορά των βαθμών των φοιτητών ανά ερώτηση, δείχνει δηλαδή τη σκέδαση (spread) των αποκρίσεων. Αποκτά μεγαλύτερη αξία όταν οι ερωτήσεις περιέχουν περισσότερες από μία σωστές απαντήσεις (επιλογές) και όταν χρησιμοποιείται βαθμολογική κλίμακα. 

					Ο  βαθμός ευκολίας p (ή δυσκολίας εναλλακτικά) της ερώτησης αναφορικά με μία μόνο σωστή επιλογή προκύπτει ως ποσοστό (ή αναλογία) των φοιτητών που απαντούν σωστά σε μία ερώτηση (Παράδειγμα 11.1). Έτσι, αν σε μία ερώτηση διπλής επιλογής (σωστό-λάθος) απαντήσουν σωστά 23 από 40 φοιτητές τότε ο βαθμός ευκολίας θα ισούται με p=23/40=0,575 ή 57,5%. Ο βαθμός ευκολίας κυμαίνεται μεταξύ 0 και 100 και υψηλή τιμή δηλώνει σημαντική ευχέρεια στην απάντηση της ερώτησης. Αναλογίες p>0,90 δηλώνουν ύπαρξη πολύ εύκολων ερωτήσεων που δεν θα πρέπει να επαναχρησιμοποιηθούν, καθόσον φοιτητές που απαντούν στο σύνολό τους σωστά σε μια ερώτηση, το περιεχόμενο της κρίνεται χωρίς πρακτική αξία. Αναλογίες p<0,20 φανερώνουν δύσκολες ερωτήσεις οι οποίες θα πρέπει να ελεγχθούν ως προς τη διατύπωσή τους. Οι φοιτητές απαντούν λανθασμένα ενδεχομένως διότι δεν κατανοούν το περιεχόμενο της ερώτησης. Όταν η ερώτηση περιλαμβάνει περισσότερες από μία σωστές απαντήσεις, ο βαθμός ευκολίας προκύπτει ως η μέση τιμή της ερώτησης διαιρούμενη με τη μέγιστη τιμή που απαντήθηκε από τις διάφορες σωστές απαντήσεις. 

			

			Σε ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής έχουν προταθεί διάφορα επίπεδα ευκολίας ως προς την ικανότητα διαχωριστικής ισχύος των ερωτήσεων (Πίν. 11.1). Βαθμός ευκολίας >85% ταξινομεί τις ερωτήσεις ως εύκολες, 51-84% ως μέτριες και <50% ως δύσκολες.
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			Πίνακας 11.1. Βαθμός ευκολίας p των ερωτήσεων πολλαπλής επιλογής.

			Σύμφωνα με διαφορετική εκδοχή, η οποία δεν απέχει ιδιαίτερα από τα αποτελέσματα του πίνακα 11.1, ως αποδεκτές οριακές τιμές ευκολίας θεωρούνται εκείνες που εκλαμβάνονται μεταξύ λίγο πάνω από το μισό του αριθμού των επιλογών π.χ. σε μία ερώτηση πενταπλής επιλογής ο ενδεικνυόμενος βαθμός ευκολίας ανέρχεται σε 60% (0,6) διότι πάνω από το μισό του 5 είναι η τρίτη επιλογή (3/5). 

			
					Η ευκολία της ερώτησης σχετίζεται, επίσης, όχι μόνο με το βαθμό που οι φοιτητές κατανόησαν το θέμα στο οποίο διαγωνίσθηκαν αλλά και στην ικανότητα που διαθέτει η ερώτηση να διαχωρίσει τους φοιτητές σε εκείνους που γνωρίζουν το θέμα εξέτασης και σε εκείνους που δεν το γνωρίζουν. Μια ερώτηση θεωρείται ότι έχει μικρή διαχωριστική ικανότητα (αξία) όταν είτε κανένας σχεδόν φοιτητής δεν τη βαθμολογεί σωστά είτε όλοι σχεδόν τη βαθμολογούν σωστά. Έτσι, ο βαθμός ή δείκτης διαχωριστικής ισχύος ® των ερωτήσεων αναφέρεται στην ικανότητα που έχει κάποια  ερώτηση να διαφοροποιεί τους φοιτητές ανάλογα με το κατά πόσο καλά γνωρίζουν το θέμα εξέτασής τους (Παράδειγμα 11.1). Υπολογίζεται με το συντελεστή συσχέτισης του Pearson που προκύπτει μεταξύ των αποκρίσεων των φοιτητών σε μία ερώτηση και του αθροίσματος των βαθμών επί των λοιπών ερωτήσεων του διαγωνίσματος και ισοδυναμεί με τη διορθωμένη ολική συσχέτιση rδ. Υποδηλώνει ουσιαστικά το βαθμό με τον οποίο μια ατομική ερώτηση μετρά μια σύνθεση με την ίδια ένταση όπως και οι υπόλοιπες. Ερωτήσεις με χαμηλό βαθμό διαχωριστικής ισχύος (χαμηλή τιμή r) δείχνει ασαφές περιεχόμενο και θα πρέπει να επανελεγχθούν. Ερωτήσεις με αρνητικές τιμές r υποδεικνύουν λανθασμένη λόγω αστοχίας επιλογή, δηλαδή οι φοιτητές ενώ γνώριζαν την ερώτηση επέλεξαν λανθασμένα στον υπολογιστή ή εξαιτίας στιγμιαίας έλλειψης προσοχής ή παρερμηνείας σημείωσαν λάθος επιλογή στο ερωτηματολόγιο. Ερωτήσεις ενδεικτικές υψηλής ενδοσυνέπειας παρέχουν θετικές συσχετίσεις με το συνολικό άθροισμα των βαθμών. Βαθμοί διαχωριστικής ισχύος των ερωτήσεων r>30% (ή 0,300) θεωρούνται ικανοποιητικοί, μεταξύ 10-30% μέτριοι και r<10% ανεπαρκείς. 

			

			Υπό διαφορετικό πρίσμα, ο βαθμός διαχωριστικής ισχύος των ερωτήσεων υπολογίζεται και από τη σημειακή δισειριακή (point-biserial) συσχέτιση rpb η οποία εκφράζει πόσο καλά οι φοιτητές ανταποκρίνονται ταυτόχρονα τόσο ως προς μία ερώτηση όσο και ως προς τη συνολική βαθμολογία των ερωτήσεων της εξέτασης (Παράδειγμα 11.1). Ειδικότερα, ο συντελεστής rpb μετρά τη συσχέτιση μεταξύ του βαθμού σε μία ερώτηση του τύπου σωστό/λάθος που παίρνει κάποιος φοιτητής και της ολικής βαθμολογίας που προκύπτει ως το άθροισμα των βαθμών που συλλέγονται από τις λοιπές ερωτήσεις. Αποτελεί ειδική μορφή συσχέτισης μεταξύ μιας διχοτομικής μεταβλητής (ερώτηση πολλαπλής επιλογής με δύο απαντήσεις 1 και 0, ΝΑΙ/ΟΧΙ, σωστό/λάθος) και μιας ποσοτικής (συνεχούς) μεταβλητής, εκφραζόμενη ως συνολικός βαθμός προόδου. Λαμβάνει τιμές από -1,0 μέχρι +1,0 και υπολογίζεται από την εξίσωση,
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			όπου 

			[image: 17_8.png] και [image: 18_7.png] είναι οι μέσες τιμές της αθροιστικής βαθμολογίας χωρισμένης σε  p αναλογία επιτυχημένων επιλογών και q=1-p  αναλογία αποτυχημένων επιλογών της διχοτομικής μεταβλητής ενώ [image: 19_7.png] είναι η τυπική απόκλιση της συνολικής βαθμολογίας. Ο συντελεστής  rpb παράγει το ίδιο ακριβώς αποτέλεσμα με την διορθωμένη ολική συσχέτιση rδ.

			Ο συντελεστής rpb ελέγχεται για το μέγεθος της σημαντικότητας του με το στατιστικό κριτήριο t, 
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			όπου n είναι ο αριθμός των διαγωνιζόμενων φοιτητών. Ο συντελεστής είναι στατιστικά σημαντικός όταν ισχύει t≥t0,05,n-2 (η θεωρητική τιμή λαμβάνεται από τον πίνακα Π2).

			Ερώτηση με υψηλή διαχωριστική αξία δηλώνει ότι είτε φοιτητές με υψηλή συνολική βαθμολογία αξιολογούν σωστά την ερώτηση είτε φοιτητές με μικρή συνολική βαθμολογία βαθμολογούν λανθασμένα την ερώτηση. Με άλλα λόγια, υψηλή θετική τιμή rpb δηλώνει ότι οι φοιτητές που λαμβάνουν υψηλούς βαθμούς στη συνολική πρόοδο αντιλαμβάνονται σωστά την ερώτηση και επίσης φοιτητές με χαμηλούς συνολικούς βαθμούς αντιλαμβάνονται λανθασμένα τη συγκεκριμένη ερώτηση. 

			Ερώτηση με τιμή διαχωριστικής ισχύος πλησίον του μηδενός σημαίνει ότι φοιτητές που  έλαβαν χαμηλή συνολική βαθμολογία βαθμολογούν καλύτερα την ερώτηση απ’ ό,τι φοιτητές που έλαβαν  υψηλή συνολική βαθμολογία. Αλλιώς, χαμηλή τιμή της συσχέτισης rpb σημαίνει ότι φοιτητές που κατανοούν σωστά την ερώτηση λαμβάνουν χαμηλή συνολική βαθμολογία (φαινόμενο παρεκτροπής) και αντιστρόφως, φοιτητές που δεν κατανοούν την ερώτηση καταλαμβάνουν υψηλή συνολική βαθμολογία.

			Η συμπεριφορά αυτή προκαλεί σύγχυση ως προς την ερμηνεία των αποτελεσμάτων και οι υπεύθυνες ερωτήσεις θα πρέπει να απομακρύνονται. Ιδεατές τιμές του συντελεστή rpb θεωρούνται εκείνες που προσεγγίζουν τη μονάδα, στην πράξη όμως ακόμα και τιμές >0,20 θεωρούνται αποδεκτές. Σύμφωνα με μία άλλη θεώρηση, ως μέτρο αξιόπιστης διαχωριστικά ερώτησης θεωρείται τιμή rpb>0,25 και οπωσδήποτε rpb>0,15.  

			Μετά το πέρας της στατιστικής ανάλυσης των ερωτήσεων, αυτές κατατάσσονται ανάλογα με το βαθμό ευκολίας (εύκολες, μέτριες, δύσκολες) και διαχωριστικής ισχύος (καλές, μέτριες, ανεπαρκείς). Η εικόνα αυτή βοηθάει στην επισήμανση ερωτήσεων που δεν επιδέχονται ικανοποιητικά περαιτέρω βελτίωση ή οδεύουν προς απόρριψη. 

			Η στατιστική του διαγωνίσματος λαμβάνει υπόψη δύο παραμέτρους για την εκτίμηση της απόδοσης του διαγωνίσματος συνολικά, το συντελεστή αξιοπιστίας και το τυπικό σφάλμα.

			Α) Συντελεστής αξιοπιστίας. Αυτός προσδιορίζει κατά πόσο η εξέταση προόδου είναι σε θέση να παράγει συνεπή βαθμολόγηση. Αφορά τρία χαρακτηριστικά:

			
					Τις ενδοσυσχετίσεις μεταξύ των ερωτήσεων. Όσο μεγαλύτερος αριθμός θετικών συσχετίσεων παράγεται και μάλιστα όσο ισχυρότερες είναι αυτές τόσο μεγαλύτερη αξιοπιστία επιτυγχάνεται. Ο δείκτης διαχωριστικής ισχύος και ο συντελεστής αξιοπιστίας της προόδου επίσης συνδέονται με τον ίδιο τρόπο.

					Το μέγεθος ή έκταση του διαγωνίσματος. Όσο περισσότερες ερωτήσεις περιλαμβάνει η πρόοδος τόσο μεγαλύτερη αξιοπιστία αναμένεται.

					Η ύλη του διαγωνίσματος. Γενικώς, όσο αυξάνεται η ποικιλία της εξεταζόμενης ύλης καθώς και οι τεχνικές εξέτασης της προόδου τόσο χαμηλότερη αξιοπιστία αναμένεται. 

			

			Ως δείκτες αξιοπιστίας χρησιμοποιούνται ο δείκτης α του Cronbach και o KR-20. 

			Ο συντελεστής αξιοπιστίας κυμαίνεται μεταξύ 0 (καθόλου) και 1 (τέλεια αξιοπιστία), στην πράξη όμως προσεγγίζει ένα εύρος 0,50-0,90 στο σύνολο των εξετάσεων προόδου.

			Παράδειγμα 11.1. Διερεύνηση του βαθμού ευκολίας και διαχωριστικής ισχύος  των ερωτήσεων.

			Τα αποτελέσματα μιας προόδου στο μάθημα της Στατιστικής στο οποίο υποβλήθηκαν 18 φοιτητές να επιλέξουν με τη μέθοδο της επιλογής από δύο απαντήσεις σωστό/λάθος (1/0) σε 15 ερωτήσεις παρουσιάζονται στο παρακάτω λογιστικό φύλο.
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			Η αναλογία p αναφέρεται στο ποσοστό των φοιτητών που αντιλαμβάνονται σωστά κάθε ερώτηση και κυμαίνεται μεταξύ 0 και 1. Ο βαθμός δυσκολίας ουσιαστικά μετρείται αντίστροφα με το βαθμό ευκολίας, αφού υψηλές τιμές του δείκτη δείχνουν πρακτικά υψηλό βαθμό ευκολίας.

			Ο συντελεστής rpb αναφέρεται στο βαθμό διαχωριστικής ισχύος των ερωτήσεων. 

			Σύμφωνα με το λογιστικό φύλλο οι ερωτήσεις 2-15 παρουσιάζουν ικανοποιητικές μέχρι πολύ ισχυρές σημειακές δισειριακές συσχετίσεις (0,47-0,83) ενώ η ερώτηση 1 πολύ χαμηλή (0,05) και μη επιτρεπτή αφού είναι χαμηλότερη του κατώτερου αποδεκτού ορίου του 0,15. Τέτοια χαμηλή τιμή υπονοεί ότι οι φοιτητές παρόλο που δεν συνέλαβαν το νόημα της ερώτησης έλαβαν υψηλό συνολικό βαθμό και οι φοιτητές που την απάντησαν σωστά πήραν χαμηλή συνολική βαθμολογία. Το γεγονός αυτό αποδίδεται σε προβλήματα διατύπωσης, περιεχομένου ή τρόπου παρουσίασης της ερώτησης.

			Ο βαθμός ευκολίας p παρουσιάζει ένα εύρος τιμών από 0,05-0,75, όμως οι ερωτήσεις 11-15 εμφανίζουν υψηλούς βαθμούς δυσκολίας και κάτω του επιτρεπτού ορίου 0,25. Ειδικότερα, η ερώτηση 15 φέρει το μέγιστο βαθμό δυσκολίας (p=0,05) ενώ η ερώτηση 1 το μέγιστο βαθμό ευκολίας (p=0,75). Οι ερωτήσεις 1-5 έχουν βαθμό ευκολίας μεταξύ 0,50-0,75 και θεωρούνται μετρίως δύσκολες ως προς την κατανόηση οι δε υπόλοιπες παρουσιάζουν αυξανόμενο βαθμό δυσκολίας.

			Γενικώς, ως προβληματικές θεωρούνται οι ερωτήσεις που παρέχουν χαμηλό σημειακό δισειριακό συντελεστή συσχέτισης, ο οποίος αποτελεί και δείκτη ποιότητας των ερωτήσεων, ανεξάρτητα αν συνδυάζονται με υψηλή ή χαμηλή αναλογία p. Στο παραπάνω φύλλο δύο ερωτήσεις παρουσιάζουν αντιφατικά αποτελέσματα (βλ. σκιασμένες τιμές). Η ερώτηση 1 έχει πολύ χαμηλό συντελεστή (0,05) αλλά και υψηλό βαθμό ευκολίας (0,75) ενώ αντίστροφα, η ερώτηση 15 έχει ικανοποιητικό συντελεστή διαχωριστικής ισχύος (0,47) και υψηλό δείκτη δυσκολίας (0,05). Υπεύθυνοι για τη συμπεριφορά της ερώτησης 1 θεωρούνται οι φοιτητές 5 και 6 οι οποίοι απροσδόκητα βαθμολογούν την ερώτηση λανθασμένα. Στην περίπτωση αυτή η ερώτηση θα πρέπει να διερευνηθεί ως προς τη διατύπωση και το περιεχόμενό της διότι υποκρύπτει μία πολυδιάστατη ερώτηση η οποία θα μπορούσε ακόμα και να αφαιρεθεί από το ερωτηματολόγιο. 

			Η ερώτηση 15 απαντάται σωστά μόνο από ένα φοιτητή ο οποίος προφανώς είναι και ο επιμελέστερος της τάξης, συμβάν αρκετά ορθολογικό γι’ αυτό και ερωτήσεις γενικώς που συνδυάζονται με υψηλό βαθμό δυσκολίας και επίσης με ικανοποιητικό συντελεστή διαχωριστικής ισχύος λογίζονται ως μη προβληματικές. 

			Υψηλή αξιοπιστία σημαίνει ότι οι ερωτήσεις τείνουν να έχουν συνάφεια. Φοιτητές που απαντούν σωστά σε μία ερώτηση είναι πολύ πιθανόν να απαντήσουν σωστά και σε άλλες. Έτσι, αν ένα διαγώνισμα διεξαγόταν παράλληλα με παρόμοιες ερωτήσεις τότε οι απαντήσεις των φοιτητών θα είχαν μικρές μεταβολές.

			Χαμηλή αξιοπιστία σημαίνει ότι οι ερωτήσεις δεν αναμένονται να συσχετίζονται μεταξύ τους αναφορικά με την απόδοση σωστών απαντήσεων. Οι βαθμοί των αποτελεσμάτων δηλώνουν ύπαρξη ιδιόμορφων ερωτήσεων ή το επίπεδο της προόδου τάσσεται υπεράνω της ανταπόκρισης των γνώσεων των φοιτητών στα εξεταζόμενα θέματα. 

			Η υψηλή αξιοπιστία επιζητείται οπωσδήποτε σε περιπτώσεις εξετάσεων, όπως ισχύει για τη χορήγηση άδειας άσκησης επαγγέλματος, διπλώματος οδήγησης κ.ά., οι οποίες βασίζονται αποκλειστικά στη διενέργεια ενός μόνο διαγωνίσματος και κατ’ επέκταση στο συνολικό βαθμό που εξάγεται. Αντιθέτως, οι εξετάσεις προόδου που διενεργούνται στις αίθουσες διδασκαλίας είναι επαναληπτικές και ο συνολικός βαθμός εξάγεται από το άθροισμα των επιμέρους βαθμών, επομένως τα κριτήρια αξιοπιστίας δεν θα πρέπει να οριοθετούνται ιδιαίτερα αυστηρά. Οι συνήθεις κατευθυντήριες γραμμές που υιοθετούνται για την ερμηνεία του συντελεστή αξιοπιστίας σε συνάρτηση με την ποιότητα των εξετάσεων περιγράφονται στον πίνακα 11.2.

			Στατιστικά, ο συντελεστής αξιοπιστίας μετρά το ποσοστό του σφάλματος που σχετίζεται με τη βαθμολογία μιας προόδου. Ουσιαστικά μετρά την αξιοπιστία της ενδοσυνέπειας των ερωτήσεων, δηλαδή πόσο ικανοποιητικά αυτές συσχετίζονται μεταξύ τους. Υψηλή γενικώς αξιοπιστία αντανακλά ερωτήσεις που μετρούν το ίδιο υποκείμενο ή επεξηγηματικά δεδομένη νοητική σύνθεση π.χ. γνώση πώς να υπολογίζεις ολοκληρώματα στα μαθηματικά. Η αξιοπιστία της ενδοσυνέπειας σε ερωτήσεις διπλής επιλογής (διχοτομικές) υπολογίζεται με το δείκτη KR-20.

			Η αξιοπιστία της προόδου βελτιώνεται με δύο τρόπους:

			α) αυξάνοντας τον αριθμό των ερωτήσεων στην πρόοδο

			β) επιλογή ερωτήσεων με υψηλό βαθμό διαχωριστικής ισχύος

			Αποδεκτές τιμές αξιοπιστίας θεωρούνται εκείνες με τιμή KR-20 ή Cronbach a >0,60.
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			Πίνακας 11.2. Σχέσεις μεταξύ των διαβαθμίσεων αξιοπιστίας και της ποιότητας των εξετάσεων προόδου.

			Β) Το τυπικό σφάλμα, SE (Standard Error). Αποτελεί μέτρηση της τυχαίας μεταβλητότητας που εκδηλώνεται ως προς την επίδοση του φοιτητή και το διαγώνισμα. Ένας χρυσός κανόνας που ακολουθείται γενικώς για την πρόβλεψη της αναμενόμενης ποσότητας μεταβολής κατά τη βαθμολόγηση μιας ερώτησης είναι η εκτίμηση του γινομένου 1,5.SE. Ο κανόνας πρεσβεύει ότι ο βαθμός του φοιτητή σπανίως αναμένεται να αυξάνεται ή να μειώνεται περισσότερο από την ποσότητα 1,5.SE μεταξύ δύο διαδοχικών όμοιων εξετάσεων προόδου. Όσο μικρότερο το τυπικό σφάλμα της μέτρησης τόσο ακριβέστερη βαθμολογία παρέχει η εξέταση. 

			Παραπλανητικές επιλογές

			Χρήσιμη τεχνική επισκόπησης των ερωτήσεων είναι η αξιολόγηση των παραπλανητικών επιλογών στις ερωτήσεις (distractor evaluation). Αυτές υπεισέρχονται σε κάθε ερώτηση πολλαπλής επιλογής και τείνουν να επιλέγονται από άτομα με χαμηλή βαθμολογία που δεν κατέχουν ικανοποιητικά το θέμα, ενώ άτομα με υψηλή βαθμολογία σπανίως επιλέγουν τις παραπλανητικές επιλογές. Οι επιλογές αυτές διαχειρίζονται στατιστικά μέσω πίνακα συχνοτήτων στον οποίο εμφανίζεται ο αριθμός ή το ποσοστό των φοιτητών που σημειώνουν παραπλανητική επιλογή. Παραπλανητικές επιλογές που σπανίως ή ελάχιστα επιλέγονται από τους φοιτητές θα πρέπει να αντικαθίστανται από νέες παρόμοιες καθόσον φαίνονται τόσο απίστευτες ή αβάσιμες τις οποίες κανένας φοιτητής δεν παρακινείται να τις επιλέξει. 

			Χρήσιμες υπενθυμίσεις

			Όλες οι παραπάνω αναφερθείσες στατιστικές παράμετροι περιγράφουν τη συνάφεια των ερωτήσεων του διαγωνίσματος καθώς και των φοιτητών, θα πρέπει όμως να επισημανθούν ορισμένα ενδιαφέροντα σημεία:

			
					Η σημειακή δισειριακή συσχέτιση rpb αναφέρεται στην εκτίμηση της ποιότητας των ερωτήσεων ενώ η αναλογία p στο βαθμό ευκολίας. 

					Οι πρόοδοι είναι πιο αξιόπιστες όταν οι βαθμοί ευκολίας σε όλες τις ερωτήσεις, αν καταταχθούν ανά αυξανόμενο μέγεθος, θα πρέπει να συγκεντρώνουν κεντρικές τιμές γύρω στο 0,50. 

					Δεν απαιτούνται συνδυαστικά συμπεράσματα μεταξύ των δύο παραμέτρων. Οι προβληματικές ερωτήσεις με χαμηλή τιμή rpb μπορεί να συνδυάζονται με είτε χαμηλή τιμή p είτε με υψηλή.

					Ερωτήσεις με υψηλή τιμή p και χαμηλή rpb θα πρέπει να ελέγχονται ως προς τη διατύπωση και το περιεχόμενό τους.

			

			Επιπροσθέτως, με την επισήμανση ότι οι στατιστικές αναλύσεις των ερωτήσεων δεν εξάγουν αξιόπιστα πάντα αποτελέσματα λόγω δυσκολιών στη διαμόρφωση του θεματικού περιεχομένου τους, θα πρέπει να λαμβάνονται υπόψη τις ακόλουθες επισημάνσεις:

			
					Η αξιοπιστία των ερωτήσεων δεν είναι συνώνυμη της εγκυρότητάς τους. Απαιτείται η παρουσία ενός εξωτερικού κριτηρίου (μεταβλητή) ικανό να κρίνει την εγκυρότητα της εξέτασης. Το εσωτερικό κριτήριο του αθροίσματος των βαθμών της εξέτασης αντανακλά την ενδοσυνέπεια των ερωτήσεων και όχι την εγκυρότητα.

					Ο δείκτης διαχωριστικής ισχύος δεν αποτελεί πάντα μέτρηση της ποιότητας της ερώτησης διότι α) πολύ δύσκολες ή πολύ εύκολες ερωτήσεις παρέχουν μικρή ικανότητα διαχωριστικής ισχύος των φοιτητών, πλην όμως τέτοιου είδους ερωτήσεις επιδιώκεται να συμπεριλαμβάνονται στα θέματα των εξετάσεων και β) μια ερώτηση αναγκαστικά θα δείξει μικρή διαχωριστική αξία όταν το διαγώνισμα περιλαμβάνει πολλά και ποικίλα θεματικά πεδία αλλά και διανοητικές δεξιότητες. 

					Η ανάλυση των ερωτήσεων έχει συνήθως διερευνητικό χαρακτήρα αφού επηρεάζεται δεόντως από παράγοντες όπως το εξάμηνο, η φύση και ο αριθμός των φοιτητών που διαγωνίζονται, οι εκπαιδευτικές διαδικασίες που υπαγορεύονται, τα σφάλματα τυχαιότητας κτλ. Αν οι ίδιες ερωτήσεις χρησιμοποιούνται επαναληπτικά τότε οι στατιστικές παράμετροι θα πρέπει να καταγράφονται ανά ερώτηση σε κάθε διεξαγωγή εξέτασης ώστε να ισχυροποιείται το αποτέλεσμα της αξιοπιστίας.

			

			11.4 Συντελεστές συσχέτισης

			Με δεδομένο την ποικιλομορφία δημιουργίας μεταβλητών αναφορικά με την κλίμακα μέτρησης, η βιβλιογραφία βρίθει από πληθώρα συντελεστών συσχέτισης ο καθένας των οποίων εντέλλεται το δικό του ρόλο στις διάφορες εφαρμογές ανάλογα με τη φύση των επιλεγμένων μεταβλητών (Πίν. 11.3). Μία ενδελεχής ανασκόπηση των μεθόδων περιγράφεται από τον Brown (2001). 

			Ο συντελεστής συσχέτισης του Pearson r είναι η κατ’ εξοχήν επιλογή σε συνεχείς μεταβλητές παρούσες με την προϋπόθεση ότι οι στήλες Υ και Χ είναι ομαλοποιημένες (έχουν κανονική κατανομή) και μετρά την ένταση της γραμμικής εξάρτησης μεταξύ αυτών:
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			όπου sX και sY οι τυπικές αποκλίσεις των δύο ερωτήσεων Χ και Υ, [image: 22_7.png] οι μέσες τιμές αυτών, και n ο αριθμός των παρατηρήσεων.

			Ο συντελεστής κυμαίνεται μεταξύ -1 και +1 με την τιμή +1 να περιγράφει μία τέλεια θετική γραμμική σχέση μεταξύ των μεταβλητών Υ και Χ οι οποίες αμφότερες αυξάνουν. Τιμή συσχέτισης -1 σημαίνει μία τέλεια αρνητική συσχέτιση στην οποία η μεταβλητή Υ αυξάνει ενώ ταυτόχρονα η Χ ελαττώνεται. Τιμή κοντά στο 0 δηλώνει έλλειψη συσχέτισης.

			Ο συντελεστής συσχέτισης του Spearman rs αντικαθιστά το γραμμικό συντελεστή συσχέτισης του Pearson όταν η κατανομή των συνεχών μεταβλητών Χ και Υ δεν είναι κανονική. Ο συντελεστής χρησιμοποιείται σε διαβαθμισμένες συνεχείς μεταβλητές ή και σε εξαρχής διαβαθμισμένες (τακτικές),
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			όπου di η διαφορά των κατά ζεύγη διαβαθμίσεων των στηλών Υ και Χ και n ο αριθμός των παρατηρήσεων.

			Ο συντελεστής του Spearman παίρνει τιμές από -1 μέχρι +1 και τιμές ίσες με ±1 δηλώνουν πλήρη θετική ή αρνητική συσχέτιση των διαβαθμίσεων. Τιμές κοντά στο μηδέν δηλώνουν έλλειψη συσχέτισης.

			Ο συντελεστής του Spearman υπολογίζεται και εναλλακτικά, εφαρμόζοντας απευθείας την εξίσωση του συντελεστή συσχέτισης του Pearson στα διαβαθμισμένα στοιχεία των στηλών Χ και Υ. 

			Ο συντελεστής συσχέτισης του Kendall τ χρησιμοποιείται όταν οι μεταβλητές Υ και Χ είναι διαβαθμισμένες και επιλέγεται συνήθως αντί του συντελεστή του Spearman όταν διαπιστώνονται πολλές ισοψηφίες στα στοιχεία,
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			όπου Ci ο αριθμός των ισοψηφιών, n το πλήθος των κατά ζεύγη παρατηρήσεων και Ν ο αριθμός των διαβαθμίσεων.

			Ο συντελεστής τ παίρνει τιμές από -1 μέχρι +1. Τιμές ίσες με +1 δηλώνουν απόλυτη θετική εξάρτηση  μεταξύ των δύο μεταβλητών, θέμα που μεταφράζεται σε τέλεια αντιστοιχία της αύξουσας κατάταξης των διαβαθμίσεων στις δύο μεταβλητές. Με την ίδια  λογική, τιμές ίσες με -1 δηλώνουν πλήρη αρνητική εξάρτηση και παράλληλα απολύτως αντίστροφη αντιστοιχία της κατάταξης των διαβαθμίσεων στις δύο μεταβλητές. Όσο η συσχέτιση απομακρύνεται της μονάδας τόσο μειώνεται και η εναρμόνιση των διαβαθμίσεων της Χ με αυτές της Υ και τιμές κοντά στο 0 δηλώνουν ισχυρή απεξάρτηση των δύο μεταβλητών. 
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			Πίνακας 11.3. Αντιστοιχίες επιλογής συντελεστών συσχέτισης ανάλογα με την κλίμακα των μεταβλητών.

			Οι συντελεστές του Spearman και του Kendall μοιάζουν μεταξύ τους ως προς την απόδοση των αποτελεσμάτων τους (εμφανίζουν παρεμφερείς τιμές)  με την επισήμανση  ότι ο πρώτος λειτουργεί σχετικά καλύτερα όταν το δειγματοληπτικό μέγεθος είναι μεγάλο και είναι επίσης ευκολότερος υπολογιστικά από το δεύτερο. Παρόλα αυτά, η ερμηνεία των αποτελεσμάτων τους είναι διαφορετική. Ο συντελεστής του Spearman μπορεί να θεωρηθεί ως ισοδύναμος ερμηνευτικά με το συντελεστή r του Pearson, αναφορικά βέβαια ως προς το ποσοστό της μεταβλητότητας που εξηγείται από τις διαβαθμισμένες τιμές (και όχι από τις πραγματικές).  Αντίθετα, ο συντελεστής του Kendall αντιπροσωπεύει μία πιθανότητα που είναι η διαφορά μεταξύ της πιθανότητας εκείνης που προσδιορίζει ότι τα διαβαθμισμένα στοιχεία και στις δύο μεταβλητές έχουν την ίδια σειρά κατάταξης και εκείνης που προσδιορίζει ότι αυτά είναι σε διαφορετικές σειρές κατάταξης. 

			Ο σημειακός δισειριακός συντελεστής συσχέτισης rpb εκτιμά το βαθμό της σχέσης που αναπτύσσεται μεταξύ μίας φυσικώς υπάρχουσας ονομαστικής μεταβλητής με μία ποσοτική συνεχή ή εκφραζόμενη σε κλίμακα διαστημάτων. Για παράδειγμα, ο ερευνητής ενδιαφέρεται να εκτιμήσει το βαθμό συσχέτισης του φύλου (άνδρας ή γυναίκα) το οποίο συνιστά μία φυσικώς διχοτόμο κλίμακα, και την επίδοση των φοιτητών στα μαθηματικά, μετρούμενη με βαθμολογική κλίμακα 5 διαστημάτων (1-5).

			Η σημειακή δισειριακή συσχέτιση χρησιμοποιείται συχνά σε αναλύσεις ερωτήσεων προόδου και συνολικής βαθμολογίας προόδου. Οι ερωτήσεις κωδικοποιούνται σε ονομαστική κλίμακα με δύο δυνατές επιλογές του τύπου 1-σωστό και 0-λάθος. Η κλίμακα αυτή θεωρείται φυσικώς διχοτόμος και η συνολική βαθμολογία σε μία στήλη η οποία αποτελεί το ανά φοιτητή άθροισμα πολλών ερωτήσεων (π.χ. 30). Στην περίπτωση αυτή ο συντελεστής ουσιαστικά αποτελεί το δείκτη διαχωριστικής ισχύος των ερωτήσεων μεταξύ των ερωτώμενων, δείχνει δηλαδή το βαθμό με τον οποίο κάθε ερώτηση ξεχωρίζει τους καλούς από τους αδύναμους φοιτητές. Ο δείκτης διαχωριστικής ισχύος συνεκτιμάται  και από το επίπεδο της στατιστικής σημαντικότητας p του σημειακού δισειριακού συντελεστή συγκρινόμενο με το επίπεδο αναφοράς 0,05 συμβάλλοντας έτσι σε μία καλύτερη θεώρηση της αξιολόγησης της προόδου. Γενικώς επιδιώκεται η επιλογή ενός συνόλου ερωτήσεων που να προσδιορίζονται ως ούτε πολύ εύκολες αλλά ούτε και πολύ δύσκολες, να κυμαίνονται δηλαδή σε μία μέση κατάσταση δυσκολίας στην οποία ο δείκτης δυσκολίας θα πρέπει να είναι p>0,25. Ο σημειακός δισειριακός συντελεστής προκύπτει από δύο ισοδύναμες εξισώσεις:
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			και  [image: 28_5.png], [image: 29_4.png] είναι οι μέσες τιμές της στήλης με τη συνολική βαθμολογία χωρισμένη σε  p αναλογία επιτυχιών (1-σωστό) και q  αναλογία αποτυχιών (0-λάθος) της διχοτόμου μεταβλητής [image: 30_4.png] και [image: 31_4.png] είναι η μέση τιμή και τυπική απόκλιση αντίστοιχα της συνολικής βαθμολογίας.

			Ο δισειριακός (biserial) συντελεστής συσχέτισης rb επιλέγεται όταν το ενδιαφέρον της έρευνας στρέφεται στην εκτίμηση της συσχέτισης μεταξύ δύο διαβαθμισμένων ή ποσοτικών μεταβλητών αλλά για κάποιο λόγο μία από τις δύο μετατρέπεται τεχνηέντως σε δυαδική ή ονομαστική κλίμακα. Για παράδειγμα, ο βαθμός μιας εξέτασης προόδου που μπορεί να κυμαίνεται από 0 μέχρι 10 μονάδες, εύκολα διαβαθμίζεται σε τάξεις μεγέθους 0-4,9 (αποτυχία), 5-6,5 (καλώς), 6,6-8,5 (λίαν καλώς) και 8,6-10 (άριστα). Η βαθμολογική κλίμακα μπορεί περαιτέρω να χωρισθεί τεχνητά σε δύο νέες διαβαθμίσεις αποτυχία-επιτυχία (0-4,9 και 5-10) και να αποτελέσει έτσι μία τεχνητή δυαδική μεταβλητή. 

			Ο δισειριακός συντελεστής συσχέτισης rb προτιμάται από ορισμένους ερευνητές όταν οι ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής περιέχουν περισσότερες από δύο επιλογές στις οποίες τελικώς εκλαμβάνεται τεχνητά μία μεταβλητή με δύο εκβάσεις: σωστή επιλογή-1 και όλες οι λοιπές επιλογές, λάθος-0. Προκύπτει από την εξίσωση:
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			η τιμή της αναλογίας p ή q, οποιαδήποτε είναι μεγαλύτερη, μετασχηματίζεται στην τιμή zp,q η οποία προκύπτει από τον πίνακα Π5 της κανονικής κατανομής και εισάγεται ακολούθως στην εξίσωση. Η τιμή του συντελεστή rb είναι πάντα μεγαλύτερη συγκριτικά με την αντίστοιχη εξαγόμενη τιμή του συντελεστή rpb.  

			Όταν ο δισειριακός συντελεστής υπολογίζεται από μία δυαδική και μία διαβαθμισμένη μεταβλητή τότε υπολογίζεται από την παρακάτω εξίσωση,
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			 με την προϋπόθεση ότι δεν υπάρχουν ισοψηφίες στα στοιχεία της διαβαθμισμένης μεταβλητής. 

			Η φύση της έντασης της αλληλεξάρτησης μεταξύ των κατηγορικών μεταβλητών στους πίνακες κατάταξης είναι δυνατόν να μετρηθεί με τη βοήθεια των συντελεστών συνάφειας. Οι συντελεστές αυτοί δεν δίνουν πάντα συγκρινόμενοι το ίδιο αποτέλεσμα, γι’ αυτό χρειάζεται προσοχή πολλές φορές στην απόδοση ερμηνείας των τιμών τους. Γενικά, οι δείκτες αυτοί αποτελούν βελτιωμένες τροποποιήσεις του δείκτη χ2, προσπαθούν να μειώσουν την επίδραση του δειγματοληπτικού μεγέθους και των βαθμών ελευθερίας και πλεονεκτούν έναντι αυτού γιατί έχουν περιορισμένη κλίμακα μεταβολής των τιμών τους που είναι έτσι συγκριτικά μετρήσιμη. Οι συντελεστές διακρίνονται σε δύο ομάδες:

			
					Συντελεστές που κυμαίνονται μεταξύ 0 και 1.

			

			Ο συντελεστής φ του  Cramer:
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			όπου Ν το πλήθος του δείγματος και χ2 είναι το κριτήριο της καλής προσαρμογής των στοιχείων, η εξίσωση του οποίου μπορεί εύκολα να αναζητηθεί σε οποιαδήποτε εγχειρίδιο της Στατιστικής.

			Ο συντελεστής φ είναι κατάλληλος για πίνακες κατάταξης 2x2 που προκύπτουν από διχοτόμες μεταβλητές. Όταν μία τουλάχιστον από τις δύο κατηγορικές μεταβλητές έχει περισσότερες από δύο κατηγορίες,  τότε το εύρος των τιμών του συντελεστή φ υπερβαίνει το 1 και γι’ αυτό αντικαθίσταται από τον συντελεστή συνάφειας C  (contingency coefficient):
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			O συντελεστής C έχει το μειονέκτημα ότι, σπανίως προσεγγίζει το 1, π.χ. σε πίνακες κατάταξης 4x4 η μέγιστη τιμή του φτάνει το 0,87. Το πρόβλημα αυτό διορθώνεται από το συντελεστή V του Cramer:
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			όπου k είναι ο μικρότερος αριθμός των σειρών είτε των στηλών του εξεταζόμενου πίνακα, π.χ. για τον πίνακα 4x3  θα ισχύει k=3. 

			Τιμές όλων των παραπάνω συντελεστών που κυμαίνονται κοντά στο 1 δείχνουν υψηλή ένταση αλληλεξάρτησης και τιμές κοντά στο 0, μαρτυρούν έλλειψη συνάφειας μεταξύ των μεταβλητών. 

			
					Συντελεστές που κυμαίνονται μεταξύ -1 και +1 και αφορούν μόνο πίνακες κατάταξης 2x2 (διχοτομικές μεταβλητές). Αυτοί εκφράζουν όχι μόνο την ένταση της συνάφειας μεταξύ των μεταβλητών αλλά και την κατεύθυνση αυτής της συνάφειας, λειτουργούν δηλαδή όπως ο συντελεστής συσχέτισης σε ποσοτικές μεταβλητές.

			

			Η τετραχωρική (tetrachoric) συσχέτιση απαντάται σε περιπτώσεις όπου επιθυμούμε να μετατρέψουμε τεχνητά συνεχείς ή τακτικές μεταβλητές αμφότερες σε διχοτομικές, όπου η μία τουλάχιστον έχει τη μορφή σωστό-1 και λάθος-0 και προκύπτει από τον τύπο του συνημιτόνου:
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			όπου ad και bc είναι τα γινόμενα των διαγώνιων συχνοτήτων στον πίνακα κατάταξης 2x2. Ο συντελεστής στερείται μέρος της ισχύος του όταν εκτιμάται από τη διχοτόμηση συνεχών μεταβλητών. 

			11.5 Μελέτη περίπτωσης της στατιστικής των ερωτήσεων

			Μεθοδολογία. Τα αισθήματα φόβου και αγωνίας που ενδεχομένως αναπτύσσονται στους φοιτητές κατά τη διάρκεια  παρακολούθησης του μαθήματος της ξένης γλώσσας μελετήθηκαν σε μία αίθουσα ενός Τμήματος Ανώτατης Εκπαίδευσης (έλεγχος προσωπικότητας). Σε ένα σύνολο 40 φοιτητών διανεμήθηκε ένα ερωτηματολόγιο διεθνούς αποδοχής γνωστό με το όνομα FLCAS (Foreign Language Classroom Anxiety Scale) (σε ελεύθερη μετάφραση: Κλίμακα μέτρησης της αγωνίας στο μάθημα της ξένης γλώσσας). Το ερωτηματολόγιο αυτό περιλαμβάνει 33 ερωτήσεις από τις οποίες μόνο οι 10 πρώτες επιλέχθηκαν στη μελέτη με την παρακάτω σύνταξη:

			
					Ποτέ δεν αισθάνομαι αρκετά σίγουρος για τον εαυτό μου όταν μιλώ σε ξένη γλώσσα

					Δεν ανησυχώ όταν κάνω λάθη στην ξένη γλώσσα

					Τρέμω όταν ξέρω ότι πρόκειται να με καλέσει ο δάσκαλος για εξέταση

					Με τρομάζει όταν δεν καταλαβαίνω τι  λέει ο δάσκαλος στην ξένη γλώσσα

					Δεν θα με ενοχλούσε καθόλου να αναλάβω περισσότερα μαθήματα ξένης γλώσσας

					Κατά τη διάρκεια του μαθήματος σκέφτομαι πράγματα που δεν έχουν καμία σχέση με το μάθημα

					Αισθάνομαι ότι οι άλλοι μαθητές είναι καλύτεροι στις ξένες γλώσσες από ότι είμαι εγώ

					Συνήθως αισθάνομαι άνετα κατά τη διάρκεια των εξετάσεων στην ξένη γλώσσα 

					Αρχίζω να πανικοβάλλομαι όταν έχω να μιλήσω στο μάθημα της ξένης γλώσσας χωρίς προετοιμασία

					Ανησυχώ για τις επιπτώσεις σε περίπτωση αποτυχίας στο μάθημα της ξένης γλώσσας

			

			Οι εκπαιδευόμενοι κλήθηκαν να απαντήσουν στις ερωτήσεις με τη βοήθεια της κλίμακας Likert στην οποία οι πέντε διαβαθμίσεις απαριθμήθηκαν από το 1 μέχρι το 5 όπως παρακάτω:
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			Ανάλυση. Τα ερωτηματολόγια με τις απαντήσεις των φοιτητών συλλέχθηκαν και τα αποτελέσματα της βαθμολογίας τους καταγράφηκαν στον πίνακα 11.4. Οι ερωτήσεις 2, 5 και 6 έχουν αντίστροφη κατεύθυνση βαθμολόγησης κλίμακας απ’ ό,τι οι λοιπές, ως εκ τούτου οι τιμές τους αντεστράφηκαν για να προσαρμοστούν στα δεδομένα των λοιπών ερωτήσεων.

			Από την επεξεργασία των αποτελεσμάτων για την εκτίμηση του μεγέθους αξιοπιστίας του ερωτηματολογίου, προέκυψε  ο συνολικός δείκτης α του Cronbach ίσος με 0,774, τιμή υψηλότερη από την γενικώς αποδεκτή 0,700. Αυτό υποδηλώνει, κατ’ αρχήν, ότι τουλάχιστον κάποιες ερωτήσεις είναι ικανές να μετρούν την ίδια σύνθεση του αισθήματος αγωνίας στη μάθηση της ξένης γλώσσας.

			Η μήτρα των ενδοσυσχετίσεων (Πίν. 11.5) καταδεικνύει απουσία υψηλών συντελεστών συσχέτισης των κατά ζεύγη ερωτήσεων. Μάλιστα, οι ερωτήσεις 4, 5 και 6 (σκιασμένες στον πίνακα 11.5) εμφανίζουν συντελεστές να προσεγγίζουν το 0 με θετικό ή αρνητικό πρόσημο είτε συσχετιζόμενες μεταξύ τους είτε και με τις λοιπές ερωτήσεις. Οι τελευταίες πάλι συσχετίζονται μεταξύ τους χωρίς να υπερβαίνουν το επίπεδο του 0,700, δηλαδή δεν είναι πολύ ισχυρές. Τα αποτελέσματα του πίνακα ενδοσυσχετίσεων αποτελούν ένδειξη ότι κάποιες ερωτήσεις μετρούν μάλλον διαφορετική σύνθεση από την επίκαιρη. 

			Ο πίνακας 11.6 παρουσιάζει τους μέσους όρους 8 ερωτήσεων να κυμαίνονται μεταξύ 3 και 4 (ουδέτερο – συμφωνώ) και δύο μέσους χαμηλότερα του 3 (ερωτήσεις 4 και 5). Οι παράμετροι της διαδοχικής απαλοιφής των ερωτήσεων (Πίν. 11.6) προβάλλουν τρεις ερωτήσεις τα αποτελέσματα των οποίων δεν συνάδουν με αυτά των υπολοίπων. Συγκεκριμένα, οι ερωτήσεις 4-6 εμφανίζουν πολύ χαμηλές τιμές της ολικής συσχέτισης rδ  και μικρότερες, σε σύγκριση με τις λοιπές, του πολλαπλού προσδιοριστικού συντελεστή R2 (βλ. σκιασμένες τιμές στον πίνακα 11.6).  Οι ατομικές τιμές του δείκτη α του Cronbach παρουσιάζονται αυξημένες, συγκριτικά με τις υπόλοιπες, για τις ερωτήσεις 4 και 6 (0,798 και 0,794) και ακόμα περισσότερο για την ερώτηση 5 (0,858), ενδείξεις χαμηλότερης αξιοπιστίας.

			Συμπερασματικά, οι ερωτήσεις 4-6 παρουσιάζουν χαμηλές τιμές rδ και R2, αυξημένες τιμές α του Cronbach και επομένως θα πρέπει να απαλειφθούν ολοκληρωτικά από το ερωτηματολόγιο παρά την σχετικά υψηλή τιμή του συνολικού δείκτη α του Cronbach (0,774) η οποία αφορά το σύνολο των ερωτήσεων της μελέτης.

			Αν επαναληφθεί η ανάλυση των ερωτήσεων χωρίς την παρουσία των συγκεκριμένων τριών ερωτήσεων (Πίν. 11.7) τότε ο συνολικός δείκτης α του Cronbach αυξάνει θεαματικά (0,918), οι ατομικοί δείκτες α ελάχιστα αποκλίνουν μεταξύ τους, οι τιμές της διορθωμένης ολικής συσχέτισης κυμαίνονται ικανοποιητικά στο εύρος 0,650-0,850 και ο πολλαπλός προσδιοριστικός συντελεστής ολισθαίνει επίσης ικανοποιητικά μεταξύ 0,590 και 0,803. Εύκολα συνάγεται ότι το τροποποιημένο ερωτηματολόγιο παρουσιάζει ικανοποιητική αξιοπιστία στη μέτρηση της νοητικής σύνθεσης και με την παρούσα μορφή μπορεί να χρησιμοποιηθεί για περαιτέρω στατιστική επεξεργασία. 

			[image: 7copy_4.png]

			Πίνακας 11.4. Αποκρίσεις (βαθμοί) αξιολόγησης των ερωτήσεων FLCAS από τους φοιτητές του μαθήματος Αγγλικής γλώσσας. 
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			Πίνακας 11.5. Συντελεστές συσχέτισης των 10 ερωτήσεων (μήτρα ενδοσυσχετίσεων).
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			Πίνακας 11.6. Περιγραφική στατιστική (μέσος όρος και τυπική απόκλιση) και παράμετροι διαδοχικής απαλοιφής των ερωτήσεων.
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			Πίνακας 11.7. Περιγραφική στατιστική (μέσος και τυπική απόκλιση) και παράμετροι διαδοχικής απαλοιφής των ερωτήσεων μετά τη διαγραφή των ερωτήσεων 4-6 από το ερωτηματολόγιο.

			11.6 Μοντέλο του  Rasch

			Το μοντέλο του Rasch εφαρμόζεται για την εκτίμηση κάποιου χαρακτηριστικού ενός δείγματος ατόμων, όπως είναι η ατομική ικανότητα και η συμπεριφορά, το οποίο έχει τη μορφή λανθάνουσας μεταβλητής.  Χρησιμοποιείται στην κατάρτιση ειδικών ερωτηματολογίων για την εκτίμηση των παραπάνω μεταβλητών επεξεργάζοντας τις αποκρίσεις των ερωτωμένων, όπως για παράδειγμα είναι τα ερωτηματολόγια εκτίμησης της δεξιότητας στην ανάγνωση, της αγανάκτησης των πολιτών ως προς την ψήφιση αντιλαϊκών μέτρων, της ανησυχίας θεραπευμένων ως προς την ιδέα επανεμφάνισης της νόσου κτλ. Το μοντέλο βρίσκει ευρεία αποδοχή στις επιστήμες της Ψυχολογίας, Υγείας, και Έρευνας αγοράς και χρησιμοποιείται σε στοιχεία που περιλαμβάνουν κοινότυπες συνήθως ερωτήσεις του τύπου σωστό/λάθος ή και σε ερωτήσεις τακτικής κλίμακας. Το μοντέλο του Rasch περιγράφεται λεπτομερώς ως προς τον εφαρμοστικό του χαρακτήρα σε θέματα υγείας από τους Bond and Fox (2007) και σημαντικά διαγνωστικά κριτήρια της μεθόδου αναλύονται από τους Andrich et al (1977). Οι συγγραφείς MacCann and Stanley (2006) προτείνουν τη χρήση του μοντέλου του Rasch για τη θέσπιση υψηλών προδιαγραφών όταν επιδιώκεται αξιόπιστη αξιολόγηση της βαθμολογίας μιας εξέτασης σοβαρού θεσμού, όπως είναι η λήψη του πτυχίου Proficiency. 

			Το μοντέλο εκτιμά την πιθανότητα απόκρισης μιας διχοτομικής ερώτησης, δυαδικής δηλαδή μορφής (ΝΑΙ/ΟΧΙ) από τη συνάρτηση δύο παραμέτρων: το «άτομο» και την «ερώτηση». Ειδικότερα, μετρά την πιθανότητα εμφάνισης της ορθής απόκρισης που προκύπτει από τη λογιστική διαφορά μεταξύ της παραμέτρου θ του ερωτωμένου και της ερώτησης β: θ-β. Αναφορικά με τις εξετάσεις προόδου στην εκπαίδευση, η παράμετρος των ερωτήσεων σχετίζεται με το βαθμό δυσκολίας κάθε ερώτησης και η παράμετρος του ατόμου με την ικανότητα του ατόμου να ανταποκρίνεται ορθώς (να απαντά σωστά). Έτσι, όσο μεγαλύτερη ικανότητα απόκρισης διαθέτει ένα άτομο σε μία σχετικά δύσκολη ερώτηση τόσο μεγαλύτερη πιθανότητα αναμένεται να έχει απαντήσει σωστά στην ερώτηση. Αν το μέγεθος δυσκολίας μιας ερώτησης είναι ισοδύναμο με το μέγεθος της αποκριτικής ικανότητας του ατόμου τότε η πιθανότητα απόδοσης της ορθής απάντησης ορίζεται σε 0,5 (50%).

			Έννοια της κλίμακας μέτρησης

			Οι αποκρίσεις των ερωτωμένων σε ένα ερωτηματολόγιο αθροίζονται κατά μήκος των ερωτήσεων σε ένα φύλο εργασίας (στο οποίο οι στήλες αναφέρονται σε ερωτήσεις και οι σειρές σε άτομα) αποδίδοντας έτσι μία τελική βαθμολογία για κάθε άτομο (σειρά). Η ολική βαθμολογία είναι αντιπροσωπευτική για όλες τις ερωτήσεις και έτσι συνάγεται ότι ένα άτομο με υψηλότερη συνολική βαθμολογία, συγκριτικά ως προς ένα δεύτερο, έχει μεγαλύτερη αξιολογική θέση στην κλίμακα της μετρούμενης μεταβλητής η οποία ονομάζεται μονοδιάστατη λόγω της απλότητας υπολογισμού της.  

			Η εφαρμογή του μοντέλου του Rasch συνιστά τη δημιουργία της κλίμακας μέτρησης των ερωτήσεων και της κλίμακας ικανότητας απόκρισης των ατόμων με τη χρήση ειδικών μεθόδων. Η κλίμακα των ερωτήσεων προσεγγίζεται με μία υπολογιστική διαδικασία γνωστή ως βαθμονόμηση των ερωτήσεων (item calibration). Στην κλίμακα αυτή, όσο μικρότερο είναι το ποσοστό των ορθών αποκρίσεων τόσο υψηλότερα τίθεται η δυσκολία των ερωτήσεων και κατ’ επέκταση τόσο μεγαλύτερη διεύρυνση έχει το βαθμονομημένο μέγεθος της κλίμακας. 

			Η κλίμακα των ερωτήσεων βαθμονομείται με βάση την κλίμακα των πιθανοτήτων (σε μονάδες logit) και με τον ίδιο τρόπο βαθμονομείται και η κλίμακα μέτρησης της αποκριτικής ικανότητας των ατόμων. Οι δύο αυτές κλίμακες δημιουργούν δύο κατανομές συχνοτήτων οι οποίες περιγράφονται λεπτομερώς στο σχήμα 11.1. Σε δυαδικές ερωτήσεις, η θέση δυσκολίας μιας ερώτησης στην κλίμακα αντιστοιχεί σε μια αποκριτική θέση ενός ατόμου και η οποία ορίζεται από την πιθανότητα 0,5 της ορθής απόκρισης στην ερώτηση. Εξειδικεύοντας την υπόθεση, όταν ένα άτομο απαντήσει σωστά σε κάποια ερώτηση, τότε η δυσκολία η οποία κατέχει συγκεκριμένη θέση στην κλίμακα ικανότητας, εφόσον τυγχάνει να είναι χαμηλότερη από την αντίστοιχη θέση που κατέχει το άτομο αυτό, εμφανίζει πιθανότητα απόκρισης του ατόμου μεγαλύτερη από 0,5, ενώ όταν η δυσκολία της ερώτησης κατέχει θέση υψηλότερη της αντίστοιχης θέσης του ατόμου, τότε η πιθανότητα απόκρισης του ατόμου είναι μικρότερη από 0,5. Στο σχήμα 11.1 το αριστερό σκέλος κατακλύζεται από πληθώρα φοιτητών και ερωτήσεων και αντιστοιχεί στην αρνητική κατεύθυνση της κλίμακας ικανότητας ενώ το δεξιό σκέλος από λίγους φοιτητές και ερωτήσεις με θετική συνεισφορά της ικανότητας. Έτσι, πολλοί φοιτητές απαντούν σωστά στις εύκολες ερωτήσεις ενώ λίγοι είναι εκείνοι που τα καταφέρνουν στις δύσκολες (ακραία δεξιά πλευρά).

			Προς πληρέστερη κατανόηση, το μοντέλο του Rasch χρησιμοποιεί την κλίμακα μέτρησης υπό μορφή ενός κανόνα (χάρακα) (Σχ. 11.2) στον οποίο οι κάθετες στίξεις της κλίμακας αποτελούν τις ερωτήσεις που κατέχουν ειδική θέση ανάλογα με το βαθμό δυσκολίας τους. Λιγότερο δύσκολες ερωτήσεις απαντώνται στα αριστερά της κλίμακας και δυσκολότερες στα δεξιά. Τα άτομα (ερωτώμενοι) λαμβάνουν επίσης ειδική θέση ανάλογα με το επίπεδο αποκριτικής ικανότητας τους: άτομα με χαμηλή ικανότητα εντοπίζονται στα αριστερά της κλίμακας και άτομα με υψηλό επίπεδο ικανότητας στα δεξιά αυτής. Έτσι, οι λιγότερο δύσκολες ερωτήσεις μπορούν εύκολα να απαντηθούν σωστά από ικανότερα άτομα. Για παράδειγμα, το άτομο Β παρουσιάζει πολύ χαμηλή ικανότητα αφού κατορθώνει να απαντήσει σωστά μόνο σε τέσσερις ερωτήσεις, το άτομο Δ διαθέτει μέσο επίπεδο ικανότητας διότι απαντά σωστά περίπου στο 50% των ερωτήσεων και το άτομο Γ διαθέτει υψηλή αποκριτική ικανότητα γιατί απαντά επιτυχώς σε όλες σχεδόν τις ερωτήσεις. Η θέση των ερωτήσεων και των ατόμων κατά μήκος της κλίμακας μέτρησης υπολογίζεται μέσω του μοντέλου από το ποσοστό της απόκρισης κάθε ατόμου σε κάθε ερώτηση. 
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			Σχήμα 11.1. Υπερθετικό ιστόγραμμα κατανομής της κλίμακας της ατομικής ικανότητας 100 φοιτητών σε 60 ερωτήσεις.

			Μαθηματικό μοντέλο του Rasch

			Η έκβαση της επιτυχημένης απόκρισης σε μία δυαδικής φύσης ερώτηση ορίζεται από την εκτίμηση της πιθανότητας,
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			όπου [image: 39_3.png] η σωστή απάντηση του στοιχείου [image: 40_3.png]

			της διχοτομικής μεταβλητής, θj η ικανότητα του ατόμου j και βi η δυσκολία της ερώτησης i. Μεταφέροντας στην πράξη την εξίσωση, η πιθανότητα που προβλέπεται ένα άτομο να εκφράσει (να πει ναι ή να φέρει εις πέρας) δεδομένη  συμπεριφορά, κατά τρόπο όμοιο με αυτόν όπως όταν προχωρεί σε μία οριοθετημένη γραμμή στο έδαφος χωρίς να παρεκκλίνει, εξαρτάται από την κατάσταση στην οποία βρίσκεται (επίπεδο γνώσεων, χωρίς μέθη) και την ευκολία (ή τη δυσκολία) να εκτελέσει το καθήκον.

			Αν εφαρμοστεί ο λογάριθμος του λόγου των πιθανοτήτων έκβασης (logit) της ορθής απόκρισης ενός ατόμου σε μία ερώτηση, τότε ο λόγος ισούται με θj – βi. Αν επιπροσθέτως, ο λόγος αυτός ως προς μία ερώτηση εφαρμοσθεί εξαρτημένα στην ορθή απόκριση μιας δεύτερης ερώτησης, τότε ισούται με τη διαφορά των θέσεων των δύο ερωτήσεων:
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			όπου rj είναι η ολική βαθμολογία του ατόμου n αναφορικά με την ορθή απάντηση των δύο ερωτήσεων. 

			Εύκολα διαφαίνεται ότι η παρουσίαση των αποκρίσεων με τη χρήση του λογαριθμικού λόγου στη σωστή απάντηση παρέχει την εκτίμηση β2 - β1 η οποία δεν περιέχει τον όρο θj. Έτσι, η τεχνική της εξαρτημένης μέγιστης πιθανοφάνειας εξυπηρετεί στον υπολογισμό απευθείας της δυσκολίας των ερωτήσεων. 

			Το μοντέλο του Rasch εκλαμβάνεται ως το μοντέλο της θεωρίας απόκρισης των ερωτήσεων όπου η ολική βαθμολογία κατά μήκος των ερωτήσεων χαρακτηρίζει αποκλειστικά το άτομο και γι’ αυτό υπολογίζεται από μία μόνο παράμετρο σχετική με το άτομο (ικανότητα) και επιπλέον μία ακόμα (δυσκολία) η οποία αντιστοιχεί σε κάθε κατηγορία της ερώτησης και η οποία καλείται κατώφλιο (threshold). Έτσι, προκύπτει ένα  κατώφλιο για τις δυαδικές ερωτήσεις, δύο κατώφλια για τις τριμερείς ερωτήσεις κοκ. Το μοντέλο εφαρμόζεται και σε τακτικές κλίμακες, δηλαδή αυτές που περιέχουν ακέραιους αριθμούς με αυξανόμενο επίπεδο έντασης, ενός λανθάνοντος χαρακτηριστικού (πολυμερές μοντέλο με κωδικούς 1/2/3/4...) όπως είναι η ταχύτητα εξυπηρέτησης, η λειτουργία ενός κινητήρα, η επικύρωση μιας κυβερνητικής δήλωσης κτλ. Οι κλίμακες Likert, οι βαθμοί αξιολόγησης των φοιτητών και γενικώς οι βαθμοί απόδοσης μιας ενέργειας από κριτές αποτελούν συχνή επιλογή για την εφαρμογή του πολυμερούς μοντέλου του Rasch. 
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			Σχήμα 11.2. Αντιπροσώπευση της συνέχειας της ατομικής ικανότητας (λανθάνουσα μεταβλητή). Οι κάθετες γραμμές που εκτείνονται κατά μήκος του κανόνα (κεντρική ευθεία) δείχνουν τη θέση των ερωτήσεων με αυξανόμενο επίπεδο δυσκολίας από αριστερά προς τα δεξιά.  Τα βέλη δείχνουν τη θέση των ατόμων A, B, Γ και Δ στη συνέχεια της ικανότητας.

			Το μοντέλο του Rasch υπάγεται στα μοντέλα εκείνα που στηρίζονται στη θεωρία της απόκρισης των ερωτήσεων (Item Response Theory) τα οποία καταγράφουν την πιθανότητα της απόκρισης ενός ατόμου σε μία ερώτηση. Η σχέση μεταξύ της επιτυχημένης έκβασης (σωστή επιλογή) και του μετρούμενου λανθάνοντος χαρακτηριστικού (ατομική ικανότητα) περιγράφεται στο σχήμα 11.3 με τη σιγμοειδή μορφή της χαρακτηριστικής καμπύλης της ερώτησης IRF (Item Response Function).
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			Σχήμα 11.3. Χαρακτηριστική καμπύλη ερώτησης η οποία περιγράφει τη σχέση μεταξύ των θέσεων του λανθάνοντος χαρακτηριστικού και της πιθανότητας της ορθής απόκρισης.

			Αν λάβουμε υπόψη όλες τις ερωτήσεις του ερωτηματολόγιου και επίσης όλα τα συμμετέχοντα άτομα στην εξέταση τότε μπορούμε να εκτιμήσουμε τη συνάρτηση της απόκρισης των ερωτήσεων και ακολούθως να δημιουργήσουμε τη χαρακτηριστική καμπύλη των ερωτήσεων IRF η οποία δείχνει την πιθανότητα μιας ορθής απόκρισης ως αποτέλεσμα της ικανότητας των ατόμων (Σχ. 11.4). Στο σχήμα 11.4 το άτομο έχει μεγαλύτερη πιθανότητα να αποκρίνεται σωστά στις εύκολες ερωτήσεις (υψηλότερες καμπύλες σε θέσεις προς τα αριστερά) και μικρότερη πιθανότητα να αποκρίνεται σωστά στις δύσκολες ερωτήσεις (χαμηλότερες καμπύλες σε θέσεις προς τα δεξιά).

			Κάθε εκτιμημένη τιμή ικανότητας σχετίζεται με ένα τυπικό σφάλμα μέτρησης το οποίο ποσοτικοποιεί το βαθμό αβεβαιότητας της εκτίμησης. Το ίδιο ισχύει και για τις εκτιμώμενες τιμές των ερωτήσεων με την ειδοποιό διαφορά ότι τα τυπικά σφάλματα των τιμών δυσκολίας των ερωτήσεων είναι πολύ μικρότερα από τα αντίστοιχα των τιμών εκτίμησης της ατομικής ικανότητας καθόσον οι αποκρίσεις, συνήθως, στις ερωτήσεις υπερτερούν των αποκρίσεων των ατόμων. Με άλλα λόγια, ο αριθμός των ατόμων που απαντά σε μία ερώτηση είναι μεγαλύτερος από τον αριθμό των ερωτήσεων που απευθύνονται σε κάθε άτομο. Το τυπικό σφάλμα των ατομικών εκτιμήσεων είναι στενότερο στην περιοχή όπου η κλίση της IRF είναι περισσότερο απότομη δηλαδή στο μεσοδιάστημα των βαθμών της προόδου. Στην παραγματικότητα, το μοντέλο του Rasch βασίζεται στην εφαρμογή της Poisson κατανομής ως μέτρου εκτίμησης των αποκρίσεων και στηρίζεται στην υπόθεση ότι ο αριθμός των σφαλμάτων απόκρισης που πραγματοποιούνται από ένα άτομο προκύπτει ως το πηλίκο της δυσκολίας του κειμένου της ερώτησης προς την ικανότητα ανάγνωσής του από το άτομο. 
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			Σχήμα 11.4. Χαρακτηριστικές καμπύλες απόκρισης 9 ερωτήσεων με τη συμμετοχή ενός ατόμου του οποίου η θέση της αποκριτικής ικανότητας ορίζεται στο σημείο τομής της καθέτου με τη λανθάνουσα κλίμακα της ατομικής ικανότητας.

			Με βάση τις παραπάνω διατυπώσεις, το μοντέλο του Rasch επιτρέπει τον αλγεβρικό διαχωρισμό μεταξύ των παραμέτρων της ερώτησης και του ατόμου και συνεπώς την εκτίμηση χωριστά των στατιστικών παραμέτρων. Η διαδικασία πραγματοποιείται με τη χρήση της εξαρτημένης μέγιστης πιθανοφάνειας στην οποία η διάσταση της απόκρισης διαχωρίζεται σε τμήματα ανάλογα με την ολική βαθμολογία του ατόμου. Η τελευταία παρέχει σημαντική πληροφόρηση περί του ατόμου σε σχέση με το κείμενο της ερώτησης και η ολική βαθμολογία των ερωτήσεων παρέχει λεπτομερή πληροφόρηση στη μελετούμενη ερώτηση σε σχέση με τα λανθάνοντα χαρακτηριστικά του ατόμου.

			Χαρακτηριστικά του μοντέλου του Rasch

			Τα διάφορα μοντέλα γενικώς αποπειρώνται να περιγράψουν όσο το δυνατόν καλύτερα τα συλλεγόμενα στοιχεία διαμορφώνοντας έτσι τις τελικές παραμέτρους αυτών. Το μοντέλο του Rasch στοχεύει στην προσκόμιση στοιχείων ικανών να ταιριάζουν στο μοντέλο, δηλαδή στηρίζεται στη λογική της εκπλήρωσης κάποιων προαπαιτούμενων κανόνων συμμόρφωσης από τα συλλεγόμενα στοιχεία. Με άλλα λόγια, το μοντέλο του Rasch δεν τροποποιείται για να ταιριάζει στα στοιχεία, αντίθετα η μέθοδος της εκτίμησης των στοιχείων θα πρέπει αυτή καθ’ εαυτή να τροποποιηθεί ώστε να πληροί τις προϋποθέσεις που ορίζονται από το μοντέλο. Άρα το μοντέλο του Rasch εκλαμβάνεται ως κριτήριο που ερευνά και προσδιορίζει την ειδική δομή που θα πρέπει να έχουν τα στοιχεία έτσι ώστε να είναι εφικτό να πραγματοποιούνται μετρήσεις σε αυτά, ουσιαστικά δηλαδή αποτελεί κριτήριο επιτυχημένων μετρήσεων παρά μιας απλής στατιστικής περιγραφής των αποκρίσεων.

			Το μοντέλο του Rasch υπαγορεύει ότι η πιθανότητα επικύρωσης μιας κατηγορικής απόκρισης μιας ερώτησης εξαρτάται αποκλειστικά από την αποκριτική ικανότητα του ατόμου και τη δυσκολία της ερώτησης. Η εξάρτηση αυτή καλείται μονοδιάστατη (unidimensionality) και είναι ουσιαστική για να εκτιμηθεί η λανθάνουσα ικανότητα της μελέτης και, επιπλέον, δεν επιδέχεται αποκλίσεις εξαιτίας της δράσης άλλων μεταβλητών των ατόμων (π.χ. φύλο, ηλικία) ή των ερωτήσεων. Η ιδιότητα αυτή υπονοεί ότι οι συγκρίσεις μεταξύ ατόμων είναι ανεξάρτητες από οποιεσδήποτε ερωτήσεις της ίδιας ομάδας οι οποίες θα χρησιμοποιηθούν. Επιπλέον, είναι εφικτή η σύγκριση μεταξύ των ερωτήσεων που ανήκουν στην ίδια ομάδα (ερωτηματολόγιο) και αφορούν την ίδια μεταβλητή, ανεξάρτητα από οποιαδήποτε άτομα του ίδιου δείγματος έχουν απαντήσει σε αυτές. Για παράδειγμα, η σύγκριση της επίδοσης των γραπτών εξέτασης δύο φοιτητών τα οποία βαθμολογήθηκαν από δύο διαφορετικούς καθηγητές, οφείλει να είναι ανεξάρτητη από την νοοτροπία βαθμολόγησης των καθηγητών. Υπό την έννοια αυτή, ο ερευνητής καταρτίζει με περίσκεψη ερωτήσεις αναφορικά με τη δομή τους, έτσι ώστε να παραμένουν έγκυρες προς το σκοπό αυτό, να υπακούουν  δηλαδή στην προϋπόθεση της αμεταβλησίας των συγκρίσεων. 

			Από στατιστικής πλευράς, όταν αναλύουμε τα στοιχεία με βάση το μοντέλο του Rasch, πρωτίστως ενδιαφερόμαστε να ελέγξουμε αν το άθροισμα των βαθμών των ερωτήσεων δικαιολογεί την ένταξή του στο μοντέλο σύμφωνα με την παραπάνω προϋπόθεση. Η ενέργεια αυτή καλείται έλεγχος της προσαρμογής μεταξύ των στοιχείων και του μοντέλου και, εφόσον τα στοιχεία προσαρμόζονται επαρκώς, τότε η ανάλυση του Rasch μετασχηματίζει την ολική βαθμολογία σε μία νέα μέτρηση η οποία μπορεί να εκτείνεται από το μηδέν μέχρι μία μέγιστη τιμή. Η τροποποιημένη τιμή αντιστοιχεί σε συγκεκριμένη θέση του ερωτωμένου στην μονοδιάστατη μεταβλητή της αποκριτικής ικανότητας, ονομάζεται παράμετρος θ της ικανότητας του ατόμου και πλεονεκτεί έναντι  της πραγματικής τιμής της ολικής βαθμολογίας σε θέματα στατιστικής ανάλυσης, όπως της διακύμανσης και παλινδρόμησης, αφού περιορίζει τις τυχαίες αυξομειώσεις των τιμών. Ο ερευνητής που αξιοποιεί τις ερωτήσεις μιας προόδου αθροίζοντάς τους βαθμούς των ερωτήσεων, επιδιώκει πάντα, με τη χρήση του μοντέλου του Rasch, να ελέγχει μέχρι ποιου σημείου  οι βαθμοί όπως και η τελική βαθμολογία θεωρούνται βάσιμοι και επικυρωμένοι. Για παράδειγμα, αν δύο ομάδες ατόμων πρόκειται να συγκριθούν ως προς την υπό μελέτη μεταβλητή (άντρες και γυναίκες), προέχει να εξεταστεί αν ο τρόπος αξιοποίησης των ερωτήσεων είναι ίδιος στις δύο ομάδες. Αν αποδειχθεί ότι είναι ίδιος τότε επιτρέπεται η ερμηνεία της ολικής βαθμολογίας ως έχουσα την ίδια σημασία και στις δύο ομάδες. Κατά τον έλεγχο προσαρμογής των στοιχείων στο μοντέλο προτάσσεται να διαγνωστεί άμεσα ποια τιμή και σε ποιο σημείο εμφανίζεται η χειρότερη αστοχία (μέγιστη έλλειψη προσαρμογής) και ακολούθως να γίνει κατανοητή η ύπαρξη της με βάση τη δομική σχέση των ερωτήσεων και τη σύνθεση της μεταβλητής. Έτσι, με την προοπτική αυτή,  είναι εφικτή η ανάλυση τέτοιων περιστατικών η οποία μπορεί να διαγνώσει ποιες αποκρίσεις είναι άκυρες. 

			Η ανάλυση του Rasch πιστοποιεί την ύπαρξη ανωμαλιών στις ακόλουθες περιπτώσεις, όταν:

			
					κάποια ερώτηση διαφοροποιείται περισσότερο ή λιγότερο από τη συνολική διαφοροποίηση των ερωτήσεων

					κάποια ερώτηση  έχει διαφορετική απόκριση σε δύο ή περισσότερες ομάδες

					οι ανωμαλίες οφείλονται στην έλλειψη στατιστικής ανεξαρτησίας των ερωτήσεων. Όταν οι ανωμαλίες δεν απειλούν την εγκυρότητα του μοντέλου του Rasch ή αλλιώς τη μέτρηση της λανθάνουσας μεταβλητής, τότε:

					τα άτομα επιτρέπεται να τοποθετούνται στην ίδια κλίμακα όπως και οι ερωτήσεις

					οι θέσεις των ορίων των ερωτήσεων στη συνέχεια της λανθάνουσας μεταβλητής επιτρέπουν την καλύτερη κατανόηση της μεταβλητής στα διάφορα τμήματα της κλίμακας.

			

			Συνοψίζοντας, μπορούμε να πούμε ότι η ανάλυση του Rasch ουσιαστικά στηρίζεται στην κατάρτιση ενός κανόνα με αποκλειστική χρήση των στοιχείων της προόδου (ερωτηματολόγιο). Ως ιδανικότερη προσέγγιση της ανάλυσης αυτής προτείνεται η χρήση στατιστικών και γραφικών ευρημάτων ταυτόχρονα και συνδυαστικά για τη λήψη δραστικών αποφάσεων απόρριψης ή μη κάποιας ερώτησης και όχι απλά ως μια μηχανιστική προσέγγιση.

			11.7 Μοντέλα IRT

			Η ανάλυση των ερωτήσεων, όπως έχει ειπωθεί, παρέχει ένα τρόπο μέτρησης της ποιότητας των ερωτήσεων, δηλαδή πόσο κατάλληλες είναι για τον εξεταζόμενο και πόσο ικανοποιητικά μετρούν την ικανότητά τους. Επίσης, χρησιμοποιεί τις ερωτήσεις επαναληπτικά, σε διαφορετικές εξετάσεις κερδίζοντας έτσι στη γνώση και στον τρόπο που συμπεριφέρονται εξεταστικά, με απώτερο σκοπό τη δημιουργία ενός πλήθους ερωτήσεων με γνωσιακά χαρακτηριστικά (τράπεζα εξετάσεων).

			Η θεωρία της απόκρισης των ερωτήσεων (IRT) επιχειρεί να περιγράψει τη σχέση που αναπτύσσεται μεταξύ μιας λανθάνουσας μεταβλητής, την οποία αντιλαμβανόμαστε ως ικανότητα των εξεταζομένων, και της πιθανότητας που έχουν τα άτομα να αποκρίνονται σωστά σε κάθε ερώτηση μιας εξέτασης. Τρία λογιστικά μοντέλα έχουν επιλεγεί για την περιγραφή της παραπάνω σχέσης ανάλογα με τον αριθμό των παραμέτρων που υπεισέρχονται σε κάθε μοντέλο: τριών παραμέτρων ή 3PL (Parameter Logistic), δύο παραμέτρων ή 2PL και μίας παραμέτρου ή 1PL, το τελευταίο αναφέρεται και ως μοντέλο του Rasch, παρόλο που διαφέρει στην αντίληψη εφαρμογής του, όπως θα αναλυθεί διεξοδικά. 

			Κάθε μοντέλο χρησιμοποιεί μία λογιστική συνάρτηση IRF μεταξύ της ικανότητας του ατόμου και των παραμέτρων των ερωτήσεων με την πιθανότητα ορθής απόκρισης στην ερώτηση. Έτσι δημιουργείται το γράφημα της χαρακτηριστικής καμπύλης απόκρισης της ερώτησης με την πιθανότητα ορθής απόκρισης στον άξονα Υ και την ικανότητα θ του ατόμου στον άξονα Χ (Σχ. 11.5).

			Σε όλα τα μοντέλα ισχύει η παραδοχή ότι η ικανότητα των ατόμων είναι μία απλή συνεχής μεταβλητή κλίμακας θ και διαφέρει μεταξύ των ως προς τα χαρακτηριστικά των ερωτήσεων που λαμβάνουν υπόψη.

			Το μοντέλο των τριών παραμέτρων (3PL) εκφράζεται από τη σχέση,
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			Σχήμα 11.5. Χαρακτηριστικές καμπύλες IRF σε λογιστικό μοντέλο 3PL μεταβάλλοντας μόνο την παράμετρο α, την παράμετρο β και την παράμετρο c (γραφήματα α, β και γ αντίστοιχα). 

			όπου ο συντελεστής D παίρνει τιμή 1,7 όταν η κλίμακα θ εκφράζεται σε μονάδες κανονικής κατανομής και 1,0 σε λογιστικές μονάδες. Τα αποτελέσματα που εξάγουν οι τρεις παράμετροι α, β, c, λόγω μεταβολής τους περιγράφονται στο σχήμα 11.5. Όσο πιο απότομη είναι η ανοδική κλίση της καμπύλης τόσο μεγαλύτερη τιμή διαχωρισμού α διαθέτει μία ερώτηση μεταξύ των εξεταζόμενων (Σχ. 11.5α). Όμως, σε υψηλές τιμές της παραμέτρου α το αντίστοιχο εύρος μεταβολής της ικανότητας θ είναι μικρό, οπότε ο εξεταστής θα πρέπει να αποφασίσει αν του ταιριάζουν ερωτήσεις που διαφοροποιούν ισχυρά (υψηλότερη κλίση) τα άτομα αλλά σε μικρό εύρος απόκρισης ή ερωτήσεις με μικρότερη ισχύ διαχωρισμού αλλά δρώσες σε μεγαλύτερο εύρος ικανότητας θ. Στο σχήμα 11.5β η παράμετρος δυσκολίας β των ερωτήσεων οριοθετεί τρεις διαφορετικές θέσεις στην ικανότητα θ (-1,0, 0,0 και +1.0) και στο σχήμα 11.5γ  η παράμετρος c της τυχαίας πρόβλεψης κυμαίνεται μεταξύ 0,0 και 0,25 στον άξονα των πιθανοτήτων. Για παράδειγμα, για την υποθετική ερώτηση Ι8 αν εισάγουμε τις τιμές των παραμέτρων α=1,2, β=0,75, c=0,12 και D=1,7 στο γενικό λογιστικό μοντέλο τότε ένα άτομο με ικανότητα θ=1,2 διαθέτει την παρακάτω πιθανότητα σωστής απόκρισης, 
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			δηλαδή ένα άτομο έχει πιθανότητα 74,9% να απαντήσει σωστά όταν η ικανότητα απόκρισής του ισούται με 1,2 μονάδες τυπικής απόκλισης. Υπό διαφορετικό πρίσμα, κατά μέσο όρο σε μία ομάδα 100 εξεταζόμενων σε μία ερώτηση με ικανότητα θ=1,2, 75 άτομα θα απαντήσουν σωστά, ή αλλιώς, ένας εξεταζόμενος με ικανότητα θ=1,2 όταν παρουσιάζονται μπροστά του 100 ομοιότυπες ερωτήσεις με την ερώτηση Ι8 τότε κατά μέσο όρο θα απαντήσει σωστά στις 75 ερωτήσεις. 

			Το μοντέλο των δύο παραμέτρων (2PL) εκφράζεται από τη σχέση,
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				 ή   και   αλλιώς
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			στο οποίο η παράμετρος c ισούται με 0 και απομακρύνεται από την εξίσωση, μηδενίζοντας έτσι την πιθανότητα τυχαίας πρόβλεψης στους χαμηλής ικανότητας εξεταζόμενους να απαντήσουν σωστά στην ερώτηση. 

			Η εξίσωση IRF όταν λογαριθμηθεί,  εκφράζει απευθείας τις σχέσεις των παραμέτρων της ερώτησης και της ικανότητας θ
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			Το μοντέλο της μίας παραμέτρου (1PL) παρέχεται επίσης από την προηγούμενη εξίσωση με την ειδοποιό διαφορά ότι η παράμετρος α έχει σταθερή τιμή η οποία συνήθως ισούται με 1,0, επισημαίνοντας παράλληλα ότι όλες οι ερωτήσεις πλέον διαφοροποιούν εξίσου όλους τους εξεταζόμενους στο διαγώνισμα. Παρόλα αυτά, δίνεται η δυνατότητα στις εύκολες ερωτήσεις να διαφοροποιούν μεταξύ τους μόνο άτομα με χαμηλή ικανότητα και στις δύσκολες ερωτήσεις να διαχωρίζουν μόνο άτομα με υψηλή ικανότητα απόκρισης. Το μοντέλο 1PL πλεονεκτεί έναντι των άλλων στα εξής: η ολική βαθμολογία αποτελεί επαρκή στατιστική εκτίμηση της ικανότητας θ, ο αριθμός των ατόμων που αποκρίνονται σωστά σε μία ερώτηση αποτελεί ικανοποιητική στατιστική εκτίμηση της δυσκολίας β και άτομα με την ίδια τελική βαθμολογία διαθέτουν την ίδια ικανότητα απόκρισης θ, δεδομένο που δεν παρατηρείται στα άλλα δύο μοντέλα. Μειονεκτεί στο γεγονός της παραμετρικής απλούστευσης του μοντέλου συγκριτικά με τα πιο σύνθετα μοντέλα 2PL και 3PL. 

			Στο παράδειγμα 11.2 αναφέρεται ο τρόπος βαθμονόμησης των ερωτήσεων και εκτίμησης της ικανότητας.

			Η υπολογιστική διαδικασία της μορφοποίησης των μοντέλων στηρίζεται στην εκτίμηση των παραμέτρων των ερωτήσεων και της ικανότητας του εξεταζόμενου με βάση την έκβαση των αποκρίσεων των ερωτήσεων. Η διαδικασία αυτή παράγει ένα τεράστιο αριθμό παραμετρικών εκτιμήσεων αφού μία έως τρεις παράμετροι θα πρέπει να υπολογισθούν ανά ερώτηση και μία παράμετρος για κάθε άτομο. Για το σκοπό αυτό έχουν δημιουργηθεί πολλά στατιστικά προγράμματα τα οποία χρησιμοποιούν ως μέθοδο παραμετροποίησης την τεχνική της μέγιστης ή λίαν προσφάτως, της οριακής πιθανοφάνειας. 

			Τονίζεται ιδιαίτερα, ότι πρωταρχικός σκοπός επιλογής ενός από τα τρία μοντέλα είναι να εκτιμηθεί ποιο από αυτά προσαρμόζεται καλύτερα στα στοιχεία της μελέτης. Πολλές φορές όμως, η επιλογή αυτή αποτελεί θέμα νοητικής διαβούλευσης. Για παράδειγμα, σε ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής, το μοντέλο 1PL επιλέγεται συνήθως αντί του μοντέλου 3PL διότι οι παράμετροι α και c δεν μπορούν πρακτικά να εκτιμηθούν όταν το δείγμα των εξεταζόμενων είναι σχετικά μικρό.

			 

			Παράδειγμα 11.2. Διαδικασία υπολογισμού των παραμέτρων δυσκολίας και ικανότητας σε ένα φύλλο εργασίας.

			Το πηλίκο της πιθανότητας να συμβεί ένα γεγονός p προς την πιθανότητα να μην συμβεί q=1-p ονομάζεται  πιθανότητα επιτυχημένης έκβασης (odds) και η λογαριθμική έκδοση αυτού καλείται ικανότητα απόκρισης του ατόμου και ορίζεται ως
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			η οποία και αποτελεί το αριστερό σκέλος της εξίσωσης των μοντέλων IRT. Αν λογαριθμηθεί και το δεξιό σκέλος της εξίσωσης τότε προκύπτει P(θ)= θ-β, η οποία εκφράζει ότι η πιθανότητα επικύρωσης μιας ερώτησης ισούται με τη διαφορά μεταξύ της ικανότητας ενός ατόμου και της δυσκολίας της ερώτησης. Όσο αυξάνει η διαφορά και πλησιάζει στη μονάδα τόσο αυξάνει  και η πιθανότητα της ορθής απόκρισης. Αντίστροφα, όσο η διαφορά μειώνεται και προσεγγίζει το μηδέν τόσο αυξάνει και η πιθανότητα της λανθασμένης απόκρισης. Όταν η κλίμακα της ικανότητας μετρείται σε μονάδες κανονικής κατανομής τότε η απόκριση έχει 0,50 πιθανότητα να είναι η σωστή όταν η τιμή της ικανότητας ισούται με θ=1,0. Γενικώς προκύπτει ότι αν ένα άτομο εκδηλώνει υψηλή ικανότητα απόκρισης  τότε αυτό έχει μεγάλη πιθανότητα να απαντά σωστά σε μία εύκολη ερώτηση.

			Ο πίνακας 11.8 καταγράφει τις απαντήσεις 6 ατόμων σε 6 ερωτήσεις.  Εύκολα διαπιστώνεται ότι η ικανότητα απόκρισης των ατόμων μειώνεται καθέτως του πίνακα με τα άτομα Ρ1 και Ρ2 να είναι τα ικανότερα (0,83 και 0,67). Επίσης ο βαθμός ευκολίας των ερωτήσεων αυξάνει οριζοντίως με ευκολότερες τις ερωτήσεις Ι4 και Ι5 (0,67 και 0,83). O πίνακας περιέχει και τις αντίστοιχες τιμές ικανότητας και δυσκολίας οι οποίες προήλθαν από την εφαρμογή της εξίσωσης της έκβασης των πιθανοτήτων. Για παράδειγμα, το άτομο Ρ5 παρουσιάζει μέγεθος ικανότητας θ,
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			και η ερώτηση Ι1 παρουσιάζει τιμή δυσκολίας β (υπολογίζεται αντιστρέφοντας το κλάσμα της εξίσωσης),
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			Μία προσεκτικότερη ματιά στον πίνακα 11.8 δείχνει και κάποιες συμπεριφορές δυσαρμονίας. Οι ερωτήσεις Ι1 και Ι6 παρουσιάζουν τον ίδιο βαθμό δυσκολίας (0,69) που είναι ο μεγαλύτερος στην εξέταση. Η πρώτη όμως ερώτηση απαντάται σωστά από το άτομο Ρ1 το οποίο έχει τη μέγιστη ικανότητα θ (1,61) και από το άτομο Ρ6 που έχει μέτρια ικανότητα (0,50). Αντίθετα, η ερώτηση Ι6 απαντάται από τα άτομα Ρ5 και Ρ6 με χαμηλή μέχρι μέτρια ικανότητα (-0,69-0,00). Μέτρια ικανότητα (0,50 ή 0,00) παρουσιάζουν και τα άτομα Ρ3 και Ρ6 παρά το γεγονός ότι αποκρίνονται σωστά σε τελείως διαφορετικές ερωτήσεις.
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			Πίνακας 11.8. Πίνακας 6x6 ορθών (1) και λανθασμένων (0) αποκρίσεων 6 ατόμων που υποβλήθηκαν στη εξέταση 6 ερωτήσεων, όπου pi η αναλογία των ορθών απαντήσεων, p ο βαθμός ευκολίας των ερωτήσεων, θ η ικανότητα του ατόμου και β η δυσκολία της ερώτησης. Η δυσκολία β υπολογίζεται από την εξίσωση της πιθανότητας έκβασης αντικαθιστώντας την τιμή p με q=1-p.

			Τα στοιχεία του πίνακα αυτού θα πρέπει να προσαρμοστούν κατά τέτοιο τρόπο στο μοντέλο IRT ώστε να ληφθούν υπόψη όλες οι ατέλειες (ασυμφωνίες) που παρουσιάζονται και αυτό πραγματοποιείται με τη χρήση ειδικών στατιστικών προγραμμάτων. Αυτά εισάγουν πολλές επαναληπτικές τιμές μεταξύ της δυσκολίας και της ικανότητας στον πίνακα μέχρις ότου προκύψει ικανοποιητική σύγκλιση των διαδοχικών τιμών και ακολούθως με τη χρήση ειδικών διαγνωστικών κριτηρίων των αποκλίσεων αποφασίζουμε αν το μοντέλο περιγράφει σωστά τα στοιχεία της έρευνας.

			11.7.1 Παράμετροι των μοντέλων IRT

			Σημαντική πληροφόρηση τόσο από άποψης περιγραφής και κατανόησης των παραμέτρων των μοντέλων IRT όσο και των επιμέρους διαφορών μεταξύ τους αναφέρεται στο σύγγραμμα της Harris (1989) και οι τεχνικές διερεύνησης των μοντέλων μαζί με τα διαγνωστικά κριτήρια της προσαρμογής του μοντέλου του Rasch επεξηγούνται από τον Hu (2012).

			Συντελεστής  διόρθωσης D

			Ισούται με 1,0 ή 1,7 και επηρεάζει την παράμετρο α (βλ. ακολούθως). Η τιμή 1,7 επιλέγεται όταν με τη χρήση του λογιστικού μοντέλου επιθυμούμε την προσέγιση της καμπύλης της κανονικής κατανομής. Το μοντέλο 1PL αποδέχεται αποκλειστικά την τιμή D=1,0 ενώ το μοντέλο 2PL την εκάστοτε τιμή του γινομένου Dα=A. 

			Παράμετρος α 

			Η παράμετρος διαχωριστικής ισχύος α των ερωτήσεων περιλαμβάνεται στα μοντέλα 2PL και 3PL και δίνει τη δυνατότητα στις ερωτήσεις να διαχωρίζουν και να διαφοροποιούν έτσι τους εξεταζόμενους μεταξύ τους (Σχ. 11.5α). Η παράμετρος αυτή εκφράζει την κλίση της χαρακτηριστικής καμπύλης της ερώτησης (IRF) στο μέγιστο της τιμής της (ακριβώς στο σημείο εναλλαγής της μορφής της καμπύλης από κοίλη σε κυρτή).  Όσο μεγαλύτερη τιμή έχει τόσο ισχυρότερα η ερώτηση διαφοροποιεί τα άτομα στο σημείο εναλλαγής της καμπύλης και η οποία σε διχοτόμους ερωτήσεις ορίζει, αν φέρουμε την κάθετο, τη θέση εκείνη της ικανότητας θ όπου η πιθανότητα της σωστής απόκρισης ισούται με c/2+0,5. Μικρή μεταβολή στην ικανότητα θ προξενεί τεράστιες μεταβολές στην πιθανότητα Ρ(θ) και το αντίστροφο. Υψηλές τιμές α διαφοροποιούν εντονότερα τους εξεταζόμενους γύρω από το αντίστοιχο σημείο θέσης της ικανότητας, που είναι και το ζητούμενο από τους εξεταστές, ενώ ερωτήσεις με πολύ χαμηλή τιμή α παρέχουν μηδαμινή πληροφόρηση και οδηγούνται προς αναθεώρηση ή απόσυρση. Γενικώς, τιμές μικρότερες του 0,50 θεωρούνται χαμηλής διαχωριστικής ισχύος ενώ οι υψηλές τιμές αναγνωρίζονται στα γραφήματα IRF ή και CRF (με πολλές κατηγορίες παρούσες) με την ανάπτυξη πολύ απότομων κλίσεων. Η παράμετρος α σχετίζεται με την κλασική συσχέτιση ‘ερώτηση-ολική βαθμολογία’, γνωστή και ως σημειακή δισειριακή συσχέτιση rpb, ως εξής: ερωτήσεις με χαμηλή συσχέτιση rpb (<0,10) τείνουν να παρέχουν χαμηλότερη τιμή θ από ερωτήσεις με υψηλότερο παρόμοιο συντελεστή και ιδιαίτερα όταν rpb>0,40. Η παράμετρος α κυμαίνεται συνήθως στο εύρος 0,3-1,5 όταν D=1,7 και στο εύρος 0,5-2,55 όταν D=1,0 και λαμβάνει συνήθως τιμές ≤2,0 σε ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής. 

			Παράμετρος β

			Η παράμετρος β της δυσκολίας μιας ερώτησης ενσωματώνεται σε όλα τα μοντέλα και ορίζεται ως το σημείο τομής της ικανότητας θ με την κάθετο που διέρχεται από το σημείο καμπής (εναλλαγής) της καμπύλης από κοίλη σε κυρτή (Σχ. 11.5β). Στα μοντέλα 1PL και 2PL το σημείο της θ αντιστοιχεί στο 50% της ικανότητας που έχει ένα άτομο να απαντήσει σωστά στην ερώτηση και στο μοντέλο 3PL στην πιθανότητα (1+c)/2. Οι τιμές της δυσκολίας της ερώτησης κυμαίνονται συνήθως μεταξύ -3,0 (ελάχιστη δυσκολία) και +3,0 (μέγιστη δυσκολία) όταν η ικανότητα μετρείται σε κλίμακα κανονικής κανονικής, έχει δηλαδή μέση τιμή 0 και τυπική απόκλιση 1. Ερωτήσεις με υψηλή τιμή β θεωρούνται δύσκολες, δηλαδή άτομα με χαμηλή ικανότητα θ έχουν μικρή πιθανότητα να απαντήσουν σωστά σε αυτές. Ερωτήσεις με χαμηλή τιμή β θεωρούνται εύκολες και αναμένεται οι περισσότεροι εξεταζόμενοι, ακόμα και αυτοί με χαμηλή ικανότητα αξιολόγησης, να έχουν τουλάχιστον μέτρια πιθανότητα να απαντήσουν σωστά. 

			Σε διχοτόμους ερωτήσεις η δυσκολία β ανταποκρίνεται στο κέντρο της καμπύλης IRF στο οποίο η κλίση α (διαχωριστική ισχύς) της ερώτησης αποκτά τη μέγιστη τιμή της. Στην κλίμακα της ικανότητας, η παράμετρος β ερμηνεύει την τιμή θ της θέσης του ατόμου στην οποία η ερώτηση είναι στο μέγιστο διασαφηνιστική. Υψηλές τιμές της παραμέτρου (β>+1,0) μαρτυρούν δυσκολότερες ερωτήσεις, ενώ χαμηλές τιμές (β<-1,0) πολύ εύκολες ερωτήσεις. Η παράμετρος β σχετίζεται με την κλασική παράμετρο ευκολίας p ως εξής: ερωτήσεις με χαμηλή τιμή ευκολίας p τείνουν να εξάγουν υψηλότερες (περισσότερο θετικές) τιμές δυσκολίας β και αντίστροφα, ερωτήσεις με υψηλές τιμές p παράγουν χαμηλότερες (πιο αρνητικές) παραμέτρους β. 

			Σε πολυμερείς ερωτήσεις εκφράζει την παράμετρο της θέσης της ερώτησης επί της ικανότητας θ σε κάθε πεδίο (κατηγορία) επιλογής σε αυτές. Η παράμετρος β μετρά την απόσταση επί της ικανότητας θ στην οποία εκτείνεται μία ερώτηση από το κέντρο των παραμέτρων ορίων θέσης το οποίο ισούται με το μέσο όρο της ερώτησης. Ερωτήσεις με μικρότερους μέσους όρους σχετίζονται με αρνητικές τιμές β καθότι είναι μάλλον απίθανο επιλογές με υψηλότερες αποκρίσεις να επικυρώνονται σε αυτές απ’ ότι σε ερωτήσεις με υψηλότερους μέσους όρους. 

			Παράμετρος c

			Η παράμετρος c εμφανίζεται μόνο στα μοντέλα 3PL και εκφράζει το ποσοστό της τυχαίας απόκρισης του ατόμου στην ερώτηση, δηλαδή ο εξεταζόμενος μη γνωρίζοντας τη σωστή απάντηση προσπαθεί απλά να τη μαντέψει. Αποτελεί τη χαμηλή ασύμπτωτη της καμπύλης IRF (Σχ. 11.5γ) και έχει ως αποτέλεσμα οι μη μηδενικές τιμές της c να επηρεάζουν σημαντικά και τη θέση των παραμέτρων α και β στην κλίμακα θ της ικανότητας. Η παράμετρος αυτή ουσιαστικά επιτρέπει σε άτομα με χαμηλή ικανότητα να διαθέτουν σημαντική πιθανότητα σωστής απόκρισης σε μέτριες ή πολύ δύσκολες ερωτήσεις και λαμβάνει τιμές από 0,0-0,3. 

			Χρησιμοποιείται κυρίως σε ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής και η τιμή c δεν πρέπει να εκφεύγει ιδιαίτερα από το αντίστροφο του αριθμού των επιλογών (c=1/k). Έτσι, με 4 εναλλακτικές επιλογές παρούσες, ακόμα και ένας εξεταζόμενος με χαμηλή ικανότητα απόκρισης μπορεί να έχει ¼=0,25 τυχαία πιθανολογική ευκαιρία να μαντέψει σωστά. Αν στην ίδια τετραπλής επιλογής ερώτηση βρεθεί τιμή c=0,33 τότε αυτή αποτελεί ένδειξη ότι μία επιλογή από τις τέσσερις εύκολα αγνοείται από τα άτομα τα οποία πλέον αναμένεται να επιλέξουν τυχαία μία από τις υπόλοιπες τρεις. 

			Παράμετροι ορίων θέσης σε πολυμερείς ερωτήσεις 

			Οι παράμετροι οριοθέτησης βi προσδιορίζουν τη θέση στην ικανότητα θ στην οποία η πιθανότητα επικύρωσης της κατηγορίας k υπερβαίνει την πιθανότητα επικύρωσης της κατηγορίας k-1. Στα μοντέλα μερικής πίστωσης βαθμών (π.χ. 0-3 κατηγορίες, βλ. μοντέλα RPCM και GPCM) η οριοθέτηση εντοπίζεται στη θέση της ικανότητας θ στην οποία δύο κατηγορικές καμπύλες CRF τέμνονται (Σχ. 11.6). Στα μοντέλα βαθμολογικής κλίμακας (π.χ. 1-5 κατηγορίες, μοντέλα SGRM και GRSM), η οριοθέτηση αντιπροσωπεύει τη θέση ικανότητας θ όπου η συνάρτηση της οριακής απόκρισης ισούται με 0,5.P*, όπου Ρ* η πιθανότητα απόκρισης στο όριο μεταξύ δύο διαδοχικών βαθμών αξιολόγησης. Δηλαδή, σε τέτοια μοντέλα και σε ερωτήσεις μικρής διαχωριστικής ισχύος η οριοθέτηση δεν ανταποκρίνεται απαραίτητα στο σημείο τομής δύο κατηγορικών αποκρίσεων.

			Τυπικό σφάλμα (SE) των ερωτήσεων

			Προσδιορίζει το βαθμό ανακρίβειας των εκτιμώμενων παραμέτρων και επηρεάζεται έντονα από το δειγματοληπτικό μέγεθος και το εύρος μεταβολής των παραμέτρων των ερωτήσεων. Αναμένονται δηλαδή μεγαλύτερες τιμές SE σε μικρότερα δείγματα εξεταζόμενων και σε ακραία σημεία των παραμέτρων όπως συμβαίνει στην περίπτωση βαθμού δυσκολίας β>+3,0. Το τυπικό σφάλμα θα πρέπει να συνοδεύεται με τα 95% όρια εμπιστοσύνης των παραμέτρων σε περίπτωση ανάγκης στατιστικών συγκρίσεων.

			Τυποποιημένο υπόλειμμα z 

			To κριτήριο προσαρμογής των στοιχείων z πληροφορεί πόσο ικανοποιητικά μία διχοτόμος ερώτηση ταιριάζει με τα εμπειρικά δεδομένα και λαμβάνει πάντα θετικές τιμές. Με στατιστικούς όρους, εκτιμά τη σημαντικότητα ασυμφωνίας (αστοχίας) μιας διχοτόμου ερώτησης και όταν αυτή είναι μεγάλη, η ερώτηση θα πρέπει να ελεγχθεί για την εγκυρότητά της ή και να απορριφθεί. Το τυποποιημένο υπόλειμμα Rg σε διχοτόμες ερωτήσεις προκύπτει από τις ακόλουθες σχέσεις:
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			όπου Og, Eg είναι η παρατηρούμενη και αναμενόμενη συχνότητα αντίστοιχα της ερώτησης ή ομάδας g, uij  πιθανότητα η οποία ισούται με 1 όταν η απάντηση είναι ορθή και 0 όταν δεν είναι και φi(θ) η αναλογία που σχετίζεται με τον i εξεταζόμενο.
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			Σχήμα 11.6. Καμπύλες απόκρισης CRF 5 κατηγοριών μιας ερώτησης. Τα σημεία τομής δύο διαδοχικών παρακείμενων καμπυλών αποτελούν τις παραμέτρους ορίων θέσης επί της ικανότητας θ: -1,84, -0,45, 1,40 και 2,41. 

			Κριτήριο προσαρμογής χ2

			Το κριτήριο χ2, όπως και το προηγούμενο, εκτιμά το βαθμό προσαρμογής μιας ερώτησης στα εμπειρικά στοιχεία. Η τιμή του επηρεάζεται περισσότερο συγκριτικά με το κριτήριο z από το δειγματοληπτικό μέγεθος και μάλιστα μπορεί να εμφανίζεται στατιστικά σημαντικό σε μεγάλο όγκο δεδομένων (>10000) ακόμα και αν διαπιστώνεται πολύ καλή προσαρμογή των στοιχείων. Το κριτήριο υπολογίζεται από την εξίσωση, 
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			k= αριθμός των κατηγοριών απόκρισης στις πολυμερείς ερωτήσεις και ίσος με 2 στις διχοτόμες

			q= αριθμός των ομάδων που χρησιμοποιούνται για την εκτίμηση της προσαρμογής των ερωτήσεων 

			O= παρατηρούμενη συχνότητα	της κατηγορίας k για την ομάδα q

			E=αναμενόμενη συχνότητα υπολογιζόμενη ως N.Pi

			N= αριθμός των ατόμων στην ομάδα q 

			Στις διχοτόμους ερωτήσεις, το κριτήριο μπορεί να εμφανίζεται στατιστικά σημαντικό σε κάποιες περιπτώσεις που το κριτήριο z δεν παρουσιάζει ανάλογη ένδειξη και το αντίστροφο. Στις περιπτώσεις αυτές ενδείκνυται η επιλογή του κριτηρίου z γιατί θεωρείται λιγότερο ευαίσθητο στις δειγματοληπτικές μεταβολές.

			Κριτήρια προσαρμογής του Rasch (Infit, Outfit)

			Τα κριτήρια αυτά επεξεργάζονται στατιστικά με το κριτήριο χ2 και αποτελούν δείκτες της ατομικής προσαρμογής των ερωτήσεων όταν εφαρμόζονται τα μοντέλα του Rasch, διχοτομικά και πολυμερή (RPCM και RRSM). 

			Το κριτήριο της ενδο-προσαρμογής  (Infit) ανιχνεύει την ύπαρξη τυχόν εσωτερικής μη φυσιολογικής τάσης των τιμών του μοντέλου. Το κριτήριο της εκτο-προσαρμογής (Outfit) είναι ευαίσθητο στην ανίχνευση έκτοπων τιμών (κείμενων μακρύτερα των άλλων στο ίδιο μοντέλο). Αμφότερα προσδιορίζονται έμμεσα με τον υπολογισμό των μέσων τετραγώνων (In-MSQ και Out-MSQ), διαιρώντας το χ2 με τους βαθμούς ελευθερίας, και των τυποποιημένων υπολειμμάτων (In-Zstd και Out-Zstd). Ουσιαστικά, τα κριτήρια προσαρμογής των μοντέλων IRT του Rasch αποτελούν δείκτες του πόσο ικανοποιητικά τα στοιχεία απόκρισης των ερωτήσεων προσαρμόζονται στα μοντέλα. Η αξιολόγηση της προσαρμογής του μοντέλου προκύπτει μετά την εκτίμηση των παρακάτω εξισώσεων:
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			όπου Eij= η πιθανότητα της ορθής απόκρισης όπως αυτή ορίζεται είτε από την εξίσωση 1PL, είτε από τις εξισώσεις των μοντέλων RPCM και RRSM (ενότητα 11.11). 
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			όπου Var και Vij σημαίνει διακύμανση,  Ε(uig) η ορθή απάντηση της στην ερώτηση i για την κατηγορία g m βημάτων της ερώτησης i και Pig η πιθανότητα της απόκρισης του ατόμου j για την κατηγορία g της ερώτησης i.

			Το τυποποιημένο υπόλειμμα εκτιμάται ως,
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			Η ποσότητα In-MSQ υπολογίζεται ως
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			και το τυποποιημένο υπόλειμμα In-Zstd ως,

			 [image: 59_1.png]

			όπου 
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			Η ποσότητα Out-MSQ ορίζεται ως
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			και το τυποποιημένο υπόλειμμα Out-Zstd ως,
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			όπου
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			Τιμές των μέσων τετραγώνων In-MSQ και Out-MSQ μεγαλύτερες από 1,0 δείχνουν υπο-προσαρμογή των στοιχείων (κάποιες ερωτήσεις εμφανίζουν έντονη μεταβλητότητα) και μικρότερες από 1,0 υπερ-προσαρμογή (κάποιες ερωτήσεις γίνονται υπερβολικά προβλέψιμες και άρα  περιττές). Το κριτήριο ενδο-προσαρμογής In-fit μπορεί να εκτιμηθεί επίσης ως το πηλίκο της παρατηρούμενης διακύμανσης προς την προβλεπόμενη. Έτσι, τιμή πηλίκου ίση με 1,3 ειδοποιεί ότι μία ερώτηση έχει 30% περισσότερη μη αναμενόμενη διακύμανση απ’ ότι  προβλέπει το μοντέλο. Τα κριτήρια των μέσων τετραγώνων αφορούν αποκλειστικά τις ερωτήσεις, και όχι το μοντέλο, και εξετάζουν το βαθμό που κάποιες από αυτές μπορούν να ληφθούν υπόψη. Οι τιμές των κριτηρίων  In-Zstd και Out-Zstd εξετάζουν το βαθμό προσαρμογής μιας ερώτησης στο μοντέλο και συγκρίνονται απευθείας με την τυποποιημένη καμπύλη της κανονικής κατανομής. Δηλαδή, τιμές μεγαλύτερες από |2| δηλώνουν έλλειψη προσαρμογής των στοιχείων. 

			Κριτήριο διαφορικής απόκρισης των ερωτήσεων (Differential Item Functioning)

			Διαφοροποιημένη απόκριση παρατηρείται όταν η συμπεριφορά μιας ερώτησης διαφέρει μεταξύ δύο ομάδων ατόμων οι οποίες συνήθως χωρίζονται τυπικά στην ομάδα αναφοράς, η οποία συγκεντρώνει την πλειοψηφία των ατόμων, και την παράταιρη ομάδα των ολίγων ατόμων.  Η χρήση του κριτηρίου DIF αποσκοπεί στην ανίχνευση των ερωτήσεων εκείνων που αποκλίνουν από τις ιδιότητες μιας ομάδας. Η διαφορική συμπεριφορά των ερωτήσεων εκτιμάται με το στατιστικό κριτήριο των Mantel-Haenszel (M-H) σύμφωνα με το οποίο κάθε ομάδα ατόμων διασπάται σε αρκετά επίπεδα ικανότητας και η πιθανότητα της σωστής απόκρισης μιας ερώτησης συγκρίνεται μεταξύ της ομάδας αναφοράς και της παράταιρης για κάθε επίπεδο. Ο συντελεστής (Μ-Η) εκλαμβάνεται σε κάθε ερώτηση και ως λόγος των πιθανοτήτων έκβασης (odds ratio) αυτής και αναφορικά με όλες τις ερωτήσεις κάθε επιπέδου ικανότητας θ, υπολογίζεται ως μέση τιμή αυτών. Τιμή του κριτηρίου μικρότερη του 1,0 φανερώνει ερώτηση που επικυρώνεται σωστά περισσότερο από την ομάδα αναφοράς παρά από την παράταιρη και αντίστροφα, τιμή μεγαλύτερη της μονάδας δείχνει ότι η παράταιρη ομάδα έχει μεγαλύτερη πιθανότητα να ενσωματώσει την ερώτηση σε αυτή.  Το κριτήριο z  χρησιμοποιείται για τη στατιστική σημαντικότητα της υπόθεσης η οποία πρεσβεύει ότι ο συντελεστής (Μ-Η) διαφέρει από την μονάδα: z=-ln(M-H)/SE. Όταν η ακριβής πιθανότητα σφάλματος p του ελέγχου είναι μικρότερη της τιμής αναφοράς 0,05 τότε συμπεραίνουμε ότι υπάρχει στατιστική σημαντικότητα του κριτηρίου DIF της ερώτησης. 

			Κατά κανόνα, η ομάδα που δημιουργείται από ερωτήσεις, όταν σε αυτές ισχύει η εναλλακτική υπόθεση (p<0,05), ονομάζεται συμβολικά ‘ομάδα παρέκκλισης ή δυσμένειας’ και συγκεντρώνει ερωτήσεις με  μικρότερες πιθανότητες σωστής απόκρισης απ’ ότι οποιαδήποτε άλλη ομάδα, αναφορικά πάντα, προς το επίπεδο θ της ικανότητας. Το περιεχόμενο τέτοιων ερωτήσεων θα πρέπει να εξεταστεί ως προς την εγκυρότητά του. 

			Το πηλίκο των πιθανοτήτων έκβασης του κριτηρίου (Μ-Η) για την ομάδα βαθμολόγησης k ορίζεται ως
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			όπου C και  I αφορούν στον αριθμό των ορθών και λανθασμένων αποκρίσεων αντίστοιχα, R η ομάδα αναφοράς και F η παράταιρη ομάδα. 

			Ο συντελεστής (Μ-Η) του κριτηρίου DIF υπολογίζεται ως η μέση σταθμισμένη τιμή όλων των ομάδων βαθμολόγησης και ορίζεται ως
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			όπου Ν ο αριθμός των εξεταζόμενων στην ομάδα  βαθμολόγησης 

			11.7.2 Παράμετροι της κλασικής θεωρίας CTT

			Δυσκολία ερωτήσεων CTT

			α) Τιμή (ευκολίας) p

			Εκτιμά το ποσοστό ή την αναλογία των ατόμων που απάντησαν σωστά σε μία ερώτηση και κυμαίνεται μεταξύ 0 και 1. Υψηλή τιμή p σημαίνει εύκολη ερώτηση και χαμηλή τιμή δύσκολη ερώτηση. Η τιμή p έχει ένα κατώτερο όριο κάτω του οποίου κηρύσσει τις ερωτήσεις πολύ δύσκολες ενσωματώνοντας σε αυτές και την πιθανότητα της τυχαίας πρόβλεψης. Σε ερωτήσεις τετραπλής επιλογής, η πιθανότητα της κατά τύχη επιλογής της ορθής απάντησης ανέρχεται σε 0,25 και επομένως το κατώτερο γενικώς αποδεκτό όριο δεν μπορεί να είναι <0,20 στην περίπτωση αυτή. Ερωτήσεις κάτω του ορίου αυτού θα πρέπει να απομακρύνονται από τη βαθμονόμηση των παραμέτρων. Η τιμή p έχει και ένα ανώτερο όριο άνω του οποίου οι ερωτήσεις θεωρούνται πολύ εύκολες. Τέτοιες ερωτήσεις προσφέρουν ελάχιστη πληροφόρηση διότι όλοι σχεδόν οι εξεταζόμενοι απαντούν σωστά. Γενικώς, ερωτήσεις με τιμή p≥0,95 έχουν πολύ χαμηλή σημειακή δισειριακή συσχέτιση και αποσύρονται της περαιτέρω ανάλυσης. 

			β) Μέσος όρος ερωτήσεων

			Μετρά τη μέση τιμή όλων των αποκρίσεων μιας πολυμερούς ερώτησης λαμβάνοντας υπόψη και την αντίστροφη βαθμολογία εφόσον υπάρχει. Χαμηλές μέσες τιμές ειδοποιούν για άτομα που δεν επικυρώνουν συχνά ακραίες υψηλές επιλογές (κατηγορίες) υπονοώντας ότι μία τέτοια ερώτηση απαιτεί υψηλότερη ικανότητα των εξεταζόμενων για να την εμπιστευθούν στα υψηλά επίπεδα εκτίμησής της. Αντίστροφα, υψηλές μέσες τιμές μιας ερώτησης δηλώνουν ότι οι ακραίες κατηγορίες συχνά επικυρώνονται από τους εξεταζόμενους. Γενικώς, στις μέσες τιμές ορίζονται κατώτερα και ανώτερα όρια τα οποία ποικίλλουν ανάλογα με την κατεύθυνση και το βάθος των ερωτήσεων.

			Διαχωριστική ισχύς (συσχετίσεις των ερωτήσεων) 

			α) Σημειακή δισειριακή συσχέτιση της ερώτησης με την ολική βαθμολογία (S-rpb)

			Ο συντελεστής αυτός συσχέτισης μετρά τη διαχωριστική ισχύ της ερώτησης και κυμαίνεται από -1,0 μέχρι +1,0. Μία ερώτηση θεωρείται καλή όταν αυτή μπορεί να διαχωρίσει άτομα που αξιολογούνται χαμηλά από εκείνα που αξιολογούνται υψηλά και παράλληλα έχει υψηλή τιμή S-rpb και οπωσδήποτε πάνω από +0,50 αναφορικά με διχοτόμους ερωτήσεις. Αρνητική τιμή του συντελεστή  S-rpb δείχνει μία εξαιρετικά ακατάλληλη ερώτηση διότι έτσι ερμηνεύει ότι οι υψηλής ικανότητας φοιτητές απαντούν λανθασμένα ενώ οι χαμηλής ικανότητας απαντούν σωστά. Τιμή  S-rpb κοντά στο 0,0 δηλώνει ότι η ερώτηση δεν έχει διαφοροποιητική ικανότητα μεταξύ των ατόμων που την αξιολογούν υψηλά και αυτών που τη βαθμολογούν χαμηλά αυξάνοντας παράλληλα και την τυχαία διακύμανση (μεταβλητότητα). Τιμές μεταξύ 0,05 και 0,10 θεωρούνται γενικώς ως τα κατώτερα αποδεκτά όρια της  S-rpb και ερωτήσεις με χαμηλότερη τιμή θα πρέπει να απομακρύνονται. Το ανώτερο αποδεκτό όριο είναι πάντα το 1,0 διότι κατά γενική ομολογία ο συντελεστής οφείλει να είναι όσο το δυνατόν υψηλότερος.

			β) Σημειακή δισειριακή συσχέτιση της ερώτησης με τη λανθάνουσα ικανότητα θ (T-rpb)

			Ο συντελεστής αυτός εκτιμά τη συσχέτιση μιας ερώτησης με την ικανότητα θ η οποία υπολογίζεται με την τεχνική των επαναληπτικών δοκιμών από όλους τους βαθμούς των ερωτήσεων και κυμαίνεται μεταξύ -1,0 και +1,0. Ερωτήσεις στις οποίες δεν ισxύουν αποδεκτά όρια των παραμέτρων p και S-rpb δεν περιλαμβάνονται στον υπολογισμό του συντελεστή  T-rpb. Σε αντιδιαστολή με τον προηγούμενο δείκτη S-rpb, ο οποίος μετρά τη διαχωριστική ισχύ μέσω της συσχέτισης της ερώτησης με την ολική βαθμολογία, ο δείκτης  T-rpb πληροφορεί για τη διαχωριστική ισχύ μιας ερώτησης με την ικανότητα θ.

			γ) Συντελεστής συσχέτισης R του Pearson με τη λανθάνουσα  ικανότητα θ

			Μετρά τη συσχέτιση μιας πολυμερούς ερώτησης με τη λανθάνουσα ικανότητα θ και κυμαίνεται επίσης μεταξύ -1,0 και +1,0. Δηλώνει τη διαχωριστική ισχύ της ερώτησης με την ικανότητα θ. 

			δ) Συντελεστής η με τη λανθάνουσα ικανότητα θ

			Προκύπτει από την εφαρμογή της ανάλυσης της παλινδρόμησης θέτοντας τις πολυμερείς επιλογές ως ανεξάρτητη μεταβλητή και την ικανότητα θ όλων των βαθμών ως εξαρτημένη και περιγράφεται από τη σχέση
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			όπου R2 ο προσδιοριστικός συντελεστής προσαρμογής της παλινδρόμησης και λαμβάνει τιμές μεταξύ 0 και 1. Ο συντελεστής η πληροφορεί για τη διαχωριστική ισχύ μεταξύ μιας ερώτησης αναφορικά με την ικανότητα θ, λαμβάνοντας υπόψη τη γραμμική ή μη σχέση της παλινδρόμησης. Αν ο συντελεστής η έχει τιμή μεγαλύτερη της συσχέτισης R του Pearson τότε αποτελεί ισχυρή ένδειξη μη γραμμικής σχέσης μεταξύ της απόκρισης της ερώτησης και της ικανότητας θ. 

			11.7.3 Στατιστική των επιλογών

			Διχοτομικές ερωτήσεις 

			Στις διχοτομικές ερωτήσεις ορίζεται μία απλή παράμετρος δυσκολίας που εκτιμά το όριο επί της ικανότητας στο οποίο η πιθανότητα της μίας επιλογής  μεταβαίνει στην πιθανότητα της άλλης επιλογής (1/0) και είναι ίση με 0,50. 

			Στις ερωτήσεις αυτές και σε κάθε επιλογή υπολογίζονται οι παράμετροι p, S-rpb και T-rpb οι οποίες πληροφορούν για τη σωστή ή μη απόκριση συνολικά, κυρίως όμως το ενδιαφέρον επικεντρώνεται στο περιεχόμενο των παραπλανητικών επιλογών. Υψηλή τιμή p σε μία παραπλανητική επιλογή σημαίνει ότι μεγάλος αριθμός ατόμων την επιλέγει και αν συνοδεύεται με θετική τιμή του συντελεστή  S-rpb, δηλώνει ότι πολλά άτομα με μεγάλη ικανότητα επίσης την επιλέγουν. Στην περίπτωση αυτή, η παραπλανητική επιλογή θεωρείται εξαιρετικά ελκυστική και θα πρέπει να αλλαχθεί το περιεχόμενό της λόγω του κινδύνου να εκλαμβάνεται ως η σωστή επιλογή. Εννοείται ότι διχοτομικές ερωτήσεις του τύπου ΝΑΙ/ΟΧΙ δεν έχουν παραπλανητικό ενδιαφέρον. 

			Πολυμερείς ερωτήσεις

			Στις πολυμερείς ερωτήσεις οργανώνεται ξεχωριστή δυσκολία υπό μορφή ορίων μεταξύ των κατηγοριών μίας ερώτησης.

			Σε κάθε κατηγορία των ερωτήσεων αυτών υπολογίζεται το ποσοστό επικύρωσής της καθώς και επίσης και ο μέσος όρος και η τυπική απόκλιση όλων των εκτιμήσεων της ικανότητας θ για κάθε επικυρωμένη κατηγορία. Επιπρόσθετα, εκτιμώνται και οι παράμετροι οριοθέτησης επί της ικανότητας θ και τα τυπικά τους σφάλματα.

			11.8 Διαφοροποιήσεις μεταξύ των μοντέλων IRT και της κλασικής θεωρίας CTT

			Λεπτομέρειες στην επεξήγηση των διαφορών μεταξύ των μοντέλων IRT και CTT και ιδιαίτερα μεταξύ του μοντέλου Rasch και των μοντέλων 2PL και 3PL μπορούν να αναζητηθούν στο σύγγραμμα του Sick (2010). 

			Βασικές διαφορές μεταξύ των θεωριών IRT και CTT

			Τα μοντέλα IRT βασίζονται στα χαρακτηριστικά των ερωτήσεων και δεν επηρεάζονται από το δείγμα των ερωτώμενων.

			Η θεωρία της απόκρισης των ερωτήσεων (IRT) παραδέχεται το αξίωμα της αμεταβλησίας των παραμέτρων των ερωτήσεων και της ικανότητας απόκρισης των ερωτώμενων. Σύμφωνα με αυτό:

			α) οι παράμετροι που χαρακτηρίζουν την ικανότητα στα άτομα είναι ανεξάρτητες από την εξέταση 	των ερωτήσεων μέσω των οποίων μετρήθηκαν,

			β) οι παράμετροι που χαρακτηρίζουν μία ερώτηση είναι ανεξάρτητες από την κατανομή 	(συνεισφορά) των ικανοτήτων της ομάδας των εξεταζόμενων. 

			Η κλασική ανάλυση βασίζεται στα χαρακτηριστικά της εξέτασης συνολικά και όχι των ερωτήσεων, δηλαδή εφαρμόζεται αποκλειστικά μόνο σε συγκεκριμένους φοιτητές που εξετάζονται σε συγκεκριμένες προόδους και με το πρίσμα αυτό, η ολική βαθμολογία εκλαμβάνεται ως μία ικανοποιητική σχετική στατιστική εκτίμηση. 

			Στην κλασική θεωρία των εξετάσεων (ελέγχων) οι δύο βασικές στατιστικές παράμετροι (ευκολία p και διαχωριστική ισχύς rpb) επηρεάζονται από το δειγματοληπτικό μέγεθος των ατόμων. Το πρόβλημα συνήθως προβάλλεται ως εξής: υψηλές τιμές διαχωριστικής ισχύος τείνουν να εκτιμώνται από ετερογενές δείγμα εξεταζόμενων ενώ χαμηλές τιμές αυτής, από ομοιογενές δείγμα ατόμων. Επίσης, υψηλές τιμές δυσκολίας αναμένεται να λαμβάνονται από δείγμα εξεταζόμενων με ικανότητα άνω του μέσου όρου και χαμηλές τιμές, από δείγμα με ικανότητα κάτω του μέσου όρου. 

			Βασικές διαφορές μεταξύ των μοντέλων Rasch και IRT 

			Τα μοντέλα του Rasch αν και μαθηματικά, μοιάζουν εξαιρετικά με το μοντέλο 1PL της οικογένειας IRT, παρόλα αυτά, διαφέρουν σε σημαντικά σημεία:

			
					Εξετάζουν αν τα στοιχεία προσαρμόζονται ικανοποιητικά στο μοντέλο, ειδάλλως το μοντέλο απορρίπτεται αλλά όχι τα στοιχεία.

					Αποτρέπουν την εκτίμηση της ικανότητας από ακραίες τιμές των παραμέτρων των ερωτήσεων και των ατόμων. 

					Στα μοντέλα IRT δίνεται έμφαση στην ανεύρεση παραμέτρων που χαρακτηρίζουν άριστα τα δεδομένα. Στα μοντέλα του Rasch, η έμφαση δίνεται στην ταυτοποίηση και μελέτη των ανωμαλιών (αστοχιών) που προκύπτουν από την εφαρμογή του. Αν το μοντέλο του Rasch βρεθεί ακατάλληλο, τότε αναγκαστικά επιλέγεται ένα πολυπλοκότερο μοντέλο για την καλύτερη περιγραφή των στοιχείων. Στην περίπτωση των δυαδικών ερωτήσεων, το νέο μοντέλο θα εκτιμά δύο παραμέτρους.

					Τα μοντέλα IRT είναι περιγραφικά διότι αποπειρώνται να προσαρμόσουν τα μοντέλα στα στοιχεία. Τα μοντέλα του Rasch είναι εντεταλμένα (έχουν μοναδικό καθήκον) να δίνουν έμφαση στην προσαρμογή των στοιχείων στο μοντέλο.

			

			Τονίζεται ότι τα μοντέλα IRT είναι στατιστικά εργαλεία που δεν μπορούν να κρίνουν την εγκυρότητα του περιεχομένου μιας κλίμακας (το καθήκον αυτό το κάνει αποκλειστικά το μοντέλο του Rasch). Επίσης, δεν θα πρέπει να υποκαθιστούν την περιγραφή των στατιστικών μεθόδων που χρησιμοποιούνται στην κλασική θεωρία, αντίθετα θα πρέπει να δρουν συνδυαστικά και ωφελιμιστικά. 

			Εξισώσεις προσέγγισης των παραμέτρων IRT και CTT

			Η προσέγγιση των παραμέτρων της δυσκολίας βi και διαχωριστικής ισχύος στο κλασικό μοντέλο και στα μοντέλα IRT έχει ως εξής:

			Η σημειακή δισειριακή συσχέτιση rpb της ερώτησης i με την ολική βαθμολογία στο κλασικό μοντέλο,  συνδέεται με τη διαχωριστική ισχύ αi των μοντέλων IRT σύμφωνα με τη σχέση,
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			Η σχέση μεταξύ της δυσκολίας βi (μοντέλα IRT) και της ευκολίας pi (κλασικό μοντέλο) της ερώτησης i και με την προϋπόθεση ότι όλες οι ερωτήσεις διαχωρίζουν ισότιμα τους εξεταζόμενους, αυξάνει μονοτονικά,
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			όπου γi κανονιστική τιμή η οποία αντιστοιχεί στο επίπεδο ικανότητας πέραν του οποίου μειώνεται το ποσοστό ευκολίας pi των εξεταζόμενων. 

			11.9 Τεχνικές  διερεύνησης των ιδιοτήτων ενός ερωτηματολογίου

			Ένα ερωτηματολόγιο εξέτασης περιέχει ερωτήσεις οι οποίες παρά το γεγονός ότι θεωρούνται σημαντικό εργαλείο σύνθεσης, κρύβουν ισχυρή πληροφόρηση η οποία δεν αποκαλύπτεται πάντα όταν εφαρμόζονται παραδοσιακές στατιστικές αναλύσεις. Η εφαρμογή των μοντέλων IRT συμβάλλει σε μία πληρέστερη πληροφόρηση παρέχοντας νέες τεχνικές διευκόλυνσης στην έρευνα οι σπουδαιότερες των οποίων επισημαίνονται παρακάτω αφού προηγουμένως προσδιοριστεί η σημασία των όρων που σχετίζονται με τα γραφήματα της θεωρίας των ερωτήσεων στον πίνακα 11.9. 
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			Πίνακας 11.9. Συντομογραφία των όρων της θεωρίας των ερωτήσεων.

			Χαρακτηριστική καμπύλη ανάπτυξης ερωτήσεων IRF και CRF

			Γνωστή και ως καμπύλη των πιθανοτήτων ή και καμπύλη απόκρισης των κατηγοριών (CRF) σε πολυμερείς ερωτήσεις, η καμπύλη αυτή μετρά τη σχέση της απόκρισης ενός εξεταζόμενου σε μία ερώτηση και του επιπέδου ικανότητάς του. Η σχέση αυτή είναι εξαρτημένη διότι παραδεχόμαστε ότι, υψηλά επίπεδα στην κλίμακα ικανότητας του ατόμου θα έχουν υψηλότερες πιθανότητες επικύρωσης κατηγοριών που είναι συνυφασμένες με υψηλότερα επίπεδα ικανότητας εξ ορισμού των ερωτήσεων. Για παράδειγμα, στο σχήμα 11.22 του παραδείγματος 11.3, η κατηγορία 1 της ερώτησης Ε05 η οποία ανταποκρίνεται σε έντονα φοβικό συναίσθημα της απαξίωσης των άλλων, σχετίζεται με πολύ χαμηλή ικανότητα προσαρμογής του ατόμου (αρνητικές τιμές της θ), δηλαδή αναπτύσσεται μία εξαρτημένη σχέση. 

			Η διαχωριστική ισχύς α είναι ανάλογη της συσχέτισης rpb «ερώτηση-ολική βαθμολογία» της κλασικής θεωρίας και απότομες κλίσεις προβάλλουν μικρότερες μεταβολές κατά μήκος της συνέχειας ικανότητας (άξονας Χ) οι οποίες όμως αντιστοιχούν σε μεγαλύτερες μεταβολές (στον άξονα Υ) στην πιθανότητα επικύρωσης της κατηγορίας της ερώτησης (Σχ. 11.5α). Στις πολυμερείς ερωτήσεις, τα σημεία τομής των καμπυλών απόκρισης μεταξύ τους, ορίζουν, προβαλλόμενα επί της συνέχειας ικανότητας, συγκεκριμένες θέσεις οι οποίες αντανακλούν έτσι διαφορετικούς βαθμούς δυσκολίας (Σχ. 11.6). 

			Καμπύλες πληροφορίας  των ερωτήσεων IIF

			Προσδιορίζουν το εύρος επί της ικανότητας θ στο οποίο μία ερώτηση παρέχει τη μέγιστη διαχωριστική ισχύ της μεταξύ των ατόμων. Υψηλές τιμές πληροφόρησης, εκφραζόμενες ως διαχωριστική ισχύς, δηλώνουν μεγαλύτερη ακρίβεια ή αξιοπιστία του επιπέδου ικανότητας των ατόμων. Στην ουσία, η αξιοπιστία της ερώτησης αντικαθίσταται από την πληροφορία της ερώτησης διότι κάθε καμπύλη IRF μπορεί να μετασχηματισθεί σε καμπύλη IIF.  Έτσι, η ακρίβεια μίας ερώτησης εκτείνεται σε όλο το φάσμα (μήκος) της ικανότητας. 

			Η καμπύλη IIF θεωρείται γενικώς δείκτης ποιότητας της ερώτησης και το τυπικό σφάλμα της IIF εκφράζει το αντίστροφο της πληροφορίας και άρα περισσότερη πληροφορία σημαίνει μικρότερο λάθος. Η δυσκολία β εντοπίζει τη θέση της ικανότητας όπου αντιστοιχεί η μέγιστη τιμή της πληροφορίας.

			Η διαχωριστική ισχύς, όπως αναφέρθηκε, σχετίζεται με το ύψος της πληροφορίας. Υψηλή τιμή α αντικατοπτρίζει υψηλή και στενή καμπύλη IIF και κατ’ επέκταση υψηλή ακρίβεια και στενό εύρος επί της ικανότητας. Χαμηλή τιμή α φανερώνει χαμηλή και πλατιά καμπύλη IIF, δηλαδή χαμηλή ακρίβεια και μεγάλο εύρος επί της ικανότητας. Στο σχήμα 11.7 η καμπύλη IIF δείχνει τη συνεισφορά κάθε ερώτησης στη διαχωριστική ισχύ της και στην έκταση της δυσκολίας επί της ικανότητας θ.  Η ερώτηση 1 εμφανίζει τη μέγιστη διαχωριστική ισχύ και άρα τη μέγιστη πληροφορία σε εύρος ικανότητας -4 έως 2. Ελάχιστη πληροφορία παρέχει η ερώτηση 2 που συγκλίνει προς το δεξιό άκρο της ικανότητας. Η ερώτηση 4 παρόλο που κατέχει την ίδια θέση με την ερώτηση 1 επί της ικανότητας θ είναι λιγότερο αξιόπιστη διότι έχει μικρότερο ύψος α και απλώνεται ελαφρώς εκτενέστερα. 
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			Σχήμα 11.7. Καμπύλες πληροφορίας IIF τεσσάρων ερωτήσεων με βαθμιαία μετακίνηση του εύρους της δυσκολίας προς τα δεξιά της ικανότητας.

			Καμπύλη απόκρισης της εξέτασης TRF

			Οι καμπύλες IRF έχουν προσθετική ιδιότητα και έτσι μπορούμε να κρίνουμε τη συνολική εξέταση σε ποιο εύρος της ικανότητας ανταποκρίνεται καλύτερα. H καμπύλη απόκρισης TRF προβλέπει το ποσοστό ή τον αριθμό των ερωτήσεων που μπορεί ένας εξεταζόμενος να απαντήσει σωστά, ως αποτέλεσμα της ικανότητάς του (Σχ. 11.8).

			Kαμπύλη πληροφορίας της εξέτασης (προόδου) ΤIF

			Προέρχεται από το άθροισμα όλων των χαρακτηριστικών καμπυλών πληροφορίας των ερωτήσεων IIF και προβλέπει τη βαθμολογία των εξεταζόμενων σε διάφορα επίπεδα ικανότητας. Στο σχήμα 11.9 η εξέταση αξιολογείται ως σχετικά εύκολη γιατί η διαχωριστική ισχύς της περιορίζεται μεταξύ -1,5 και 0 μονάδων της ικανότητας θ με μέγιστη τιμή θ=-0,75. Όταν η εξέταση συντίθεται από ερωτήσεις αρκετά δύσκολες τότε η καμπύλη πληροφορίας της εξέτασης TΙF μετατοπίζεται προς τα δεξιά του γραφήματος και οι εξεταζόμενοι αναμένεται να έχουν χαμηλότερους βαθμούς στην εξέταση απ’ ότι αν τα θέματα (ερωτήσεις) ήταν ευκολότερα. 
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			Σχήμα 11.8. Καμπύλη απόκρισης TRF της συνολικής εξέτασης με συμμετοχή 8 ερωτήσεων. Στον αριστερό άξονα Υ παρίσταται η αναλογία των ορθών αποκρίσεων και στον δεξιό άξονα Υ ο αριθμός των ορθώς απαντημένων ερωτήσεων.
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			Σχήμα 11.9. Καμπύλη πληροφορίας TIF της εξέτασης 8 ερωτήσεων. Η εξέταση εμφανίζει μέγιστη διαχωριστική ισχύ στο επίπεδο ικανότητας -1,5-0. 
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			Σχήμα 11.10. Μεταβολή του τυπικού σφάλματος της πληροφορίας εξέτασης του σχήματος 11.9. 

			Εξισώσεις της πληροφορίας για την ερώτηση και την εξέταση (item and test information)

			Για τα μοντέλα IRT διχοτόμων ερωτήσεων η πληροφορία της ερώτησης προκύπτει ως 
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			όπου
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			και η πληροφορία της εξέτασης με n παρούσες ερωτήσεις ως
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			Για τα πολυμερή μοντέλα IRT η πληροφορία της ερώτησης με m παρούσες κατηγορίες εξάγεται ως
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			όπου h είναι η κατηγορία της i ερώτησης και [image: 72_1.png] η παράγωγος της κατηγορίας h ενώ η πληροφορία της εξέτασης αθροίζοντας όλες τις πληροφορίες των n ερωτήσεων αναφορικά προς την ικανότητα θ είναι
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			και συνοδεύεται από το εξαρτημένο ως προς θ τυπικό σφάλμα:
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			Τυπικό σφάλμα (SE) της εξέτασης

			Όσο μεγαλύτερη πληροφόρηση παρέχει μία ερώτηση σε συγκεκριμένο επίπεδο ικανότητας τόσο μικρότερο αναμένεται να είναι το σφάλμα μέτρησης της ικανότητας. Σύμφωνα με το σχήμα 11.10, η εξέταση παρέχει τις πλέον ακριβείς μετρήσεις της ικανότητας στο επίπεδο θ=-0,75 αυτής και με τυπικό σφάλμα SE=0,241. Η συμπεριφορά των ερωτήσεων στο γράφημα ατομικής πληροφόρησης σε συνδυασμό με το γράφημα της ολικής εξέτασης, επηρεάζουν σημαντικά τις μεθόδους σύνταξης των ερωτήσεων που εμπλουτίζουν μία τράπεζα ερωτήσεων.

			Χαρτογράφηση της αμοιβαίας σχέσης ερώτηση-άτομο

			Στηρίζεται στη δημιουργία κοινής μετρικής κλίμακας στην οποία κατά μήκος μιας συνέχειας ικανότητας θ (σε οριζόντια ή κάθετη προβολή), ευθυγραμμίζονται οι εκτιμήσεις απόκρισης (επίπεδα ή βαθμοί) των ατόμων μαζί με τη μέση τιμή δυσκολίας των ερωτήσεων. 

			Οι ερωτήσεις προϋποθέτουν ισότιμο επίπεδο διαχωριστικής ισχύος και διαφορετικά επίπεδα δυσκολίας στη συνέχεια ικανότητας, χαρακτηριστικά του μοντέλου 1PL. Στο σχήμα 11.11, το αριστερό σκέλος περιλαμβάνει μεγαλύτερο αριθμό ατόμων και ερωτήσεων και αποτελεί το τμήμα των εύκολων ερωτήσεων με αυξημένη πιθανότητα ορθής απόκρισης των ερωτώμενων καθότι αντιστοιχούν σε χαμηλά επίπεδα ικανότητας και κατ’ επέκταση χαμηλή δυσκολία. Στο δεξιό σκέλος, παρίστανται οι μέσες τιμές δυσκολίας των ερωτήσεων των ατόμων με ισχυρότερη ένταση προς τα άκρα. Ο βαθμός δυσκολίας είναι εμφανής γιατί περιλαμβάνει ολιγάριθμα άτομα υψηλής ικανότητας (θ=2,0-2,8) και μικρό αριθμό σχετικά δύσκολων ερωτήσεων αφού αυτές δεν εκτείνονται πέρα από το επίπεδο δυσκολίας 1,6. 

			Ο χάρτης αυτός πληροφορεί για την έκταση της κλίμακας στην οποία στοιχειοθετούνται αντικρυστά, το εύρος δυσκολίας των ερωτήσεων και το εύρος βαθμολογικής ικανότητας των εξεταζόμενων. Ως ζητούμενα τίθενται:

			
					το ποσοστό ή βάθος κάλυψης των δύο ευρών, 

					η ανίχνευση κενών διαστημάτων (χασμάτων) μεταξύ των ερωτήσεων κατά μήκος της κλίμακας ικανότητας,

					η επιλογή ερωτήσεων που μετρούν διαφορετικές περιοχές κάλυψης επί της συνέχειας ικανότητας και

					ο εντοπισμός καθώς και η περαιτέρω απομάκρυνση ερωτήσεων στις οποίες υπάρχει πλεονάζουσα κάλυψη (συσσώρευση) στο χάρτη. 
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			Σχήμα 11.11. Χάρτης συνεκτίμησης των παραμέτρων της ερώτησης και του ατόμου.

			Διαφοροποιημένη απόκριση των ερωτήσεων (DIF)

			Ιδιάζουσα συμπεριφορά των ερωτήσεων εμφανίζεται όταν μία ομάδα ατόμων αποκρίνεται συστηματικά διαφορετικά σε μία ερώτηση απ’ ότι μία άλλη ομάδα. Για παράδειγμα, άτομα με παρόμοια επίπεδα ικανότητας θ εκφράζουν διαφορετική πιθανότητα απόκρισης σε μία ερώτηση ανάλογα με τα χαρακτηριστικά της ομάδας πληθυσμού που ανήκουν (αγόρια-κορίτσια). Κλίμακες που περιέχουν τέτοιες ερωτήσεις διαθέτουν περιορισμένη εγκυρότητα για συγκρίσεις μεταξύ των ομάδων διότι οι βαθμολογίες επηρεάζονται από χαρακτηριστικά διαφορετικά από αυτά που λαμβάνονται υπόψη. 

			Αμεταβλησία

			Κάθε θέση επί της ικανότητας θ εκτιμάται από οποιαδήποτε ερώτηση με γνωστές παραμέτρους IRF και τα χαρακτηριστικά αυτής είναι ανεξάρτητα του πληθυσμού των εξεταζόμενων.  Με άλλα λόγια, η εκτίμηση της ικανότητας δεν εξαρτάται από ποιες ερωτήσεις συμμετείχαν σε αυτήν και αντίστροφα, οι παράμετροι των ερωτήσεων δεν εξαρτώνται από ποιο δείγμα εξεταζόμενων προήλθαν. Η ιδιότητα της αμεταβλησίας επιτρέπει στον ερευνητή α) να συνδέει διαφορετικές κλίμακες οι οποίες μετρούν την ίδια συνθετική έννοια, β) να συγκρίνει εξεταζόμενους ακόμα και αν αποκρίνονται σε διαφορετικές ερωτήσεις και γ) να εφαρμόζει τεχνικές προσαρμογής και βελτίωσης των ερωτήσεων (Computer Adaptive Testing). 

			Προϋποθέσεις των μοντέλων IRT  

			
					Τα μοντέλα IRT αυξάνονται μονοτονικά, δηλαδή η αύξηση της ικανότητας προκαλεί αύξηση της πιθανότητας επικύρωσης της ερώτησης.

					Μονοδιάσταση του λανθάνοντος χαρακτηριστικού θ. Τα μοντέλα IRT αποδέχονται ότι ακόμα και ένας απλός παράγοντας όπως είναι η ικανότητα απόκρισης, είναι αρκετός για να επεξηγήσει τη διακύμανση των ερωτήσεων. Ένας τέτοιος παράγοντας μπορεί επίσης να εκτιμηθεί εύκολα και από την παραγοντική ανάλυση των ερωτήσεων (FA - Factor Analysis).

					Ανεξαρτησία θέσης. Οι αποκρίσεις των ερωτήσεων δεν συσχετίζονται μεταξύ τους από τη στιγμή που προσδιοριστεί η ικανότητα απόκρισης. Ειδάλλως, οι τιμές των παραμέτρων διαστρεβλώνονται, οι κλίμακες παραείναι ιδεατές στη σύνθεσή τους και υψηλές συσχετίσεις μεταξύ δύο ή περισσότερων ερωτήσεων μπορεί να επικρατήσουν στην ικανότητα, καταστρέφοντας έτσι, την προσπάθεια σύνθεσης μιας έννοιας. 

					Ομοιογένεια των ατόμων του δείγματος έτσι ώστε τα μοντέλα να εφαρμόζονται εξίσου καλά σε όλα τα στοιχεία του πληθυσμού. Ειδάλλως, παρατηρείται διαφορετική συμπεριφορά των ερωτήσεων DIF σε μία ή περισσότερες ομάδες, γεγονός που σημαίνει ότι άτομα με παρόμοια ικανότητα έχουν διαφορετική πιθανότητα επικύρωσης της ερώτησης. Υπεύθυνοι παράγοντες για τη δημιουργία τέτοιων ομάδων είναι η διαφορετική ηλικία, το φύλο, η κουλτούρα κτλ.

			

			Εφαρμογές των μοντέλων IRT

			
					Δημιουργία μίας άριστης κλίμακας ικανότητας ατόμων για περαιτέρω ανάλυση με μορφή επιπέδων ικανότητας διότι αυτά λειτουργούν επαρκέστερα από τα πραγματικά στοιχεία μειώνοντας τη δράση ακραίων τιμών.

					Δημιουργία μίας κλίμακας ικανότητας σταθερής δομής με γνωστή ταυτότητα IRT των ερωτήσεων

					Βελτίωση της ποιότητας των ερωτήσεων και της αποτελεσματικότητας των εξετάσεων. Μία ερώτηση δίνεται προς βαθμολόγηση από ένα εξεταζόμενο και μία νέα τιμή ικανότητας εκτιμάται η οποία χρησιμοποιείται ως στόχος για μία νέα ερώτηση κοκ.

					Ισοτιμία των εξετάσεων. Εξεταζόμενοι που έλαβαν μέρος σε διαφορετικές εξετάσεις σχετικές με την ίδια σύνθεση εννοιών αλλά με γνωστή ταυτότητα των παραμέτρων IRT μπορούν βαθμολογηθούν ή να συγκριθούν σε κοινή κλίμακα ικανότητας. 

					Ισοτιμία βαθμών μαθηματικών εξετάσεων διαφορετικής προέλευσης ή οργάνωσης στην ίδια κλίμακα μαθηματικής ικανότητας.

					Ισοτιμία της ηλικίας για την εκτέλεση εξετάσεων πρόσληψης προσωπικού. 

			

			11.10 Ατομικά χαρακτηριστικά των μοντέλων IRT

			Ο πρωταρχικός σκοπός της κλασικής θεωρίας και της θεωρίας απόκρισης των ερωτήσεων (IRT) είναι, μετά τη  διεξαγωγή μιας έρευνας (εξέτασης στην εκπαίδευση) στην οποία συμμετέχουν διάφορα άτομα, η τοποθέτηση αυτών μαζί με τις απαντήσεις τους με ειδική βαθμονόμηση σε διάφορες θέσεις κατά μήκος μιας διαμορφούμενης λανθάνουσας διάστασης. Η διάσταση συνήθως καλείται ικανότητα αλλά μπορεί ανάλογα με τα πεδία της έρευνας να καλείται αγωνία, νεύρωση, απολυταρχική προσωπικότητα κτλ. και εξορισμού δεν είναι αναγνωρίσιμη. 

			Ένα μοντέλο IRT εκτιμά την πιθανότητα κάθε μίας απόκρισης ως αποτέλεσμα της δράσης της ικανότητας του εξεταζόμενου και κάποιων χαρακτηριστικών των ερωτήσεων. Η σχέση αυτή παράγει το γράφημα του σχήματος 11.12 όπου στον άξονα Χ εκτείνεται η ικανότητα του ατόμου και στον άξονα Υ, η πιθανότητα της σωστής απάντησης. Η ερώτηση υπό μελέτη περιέχει τρεις επιλογές, επομένως τρεις καμπύλες CRF αναπτύσσονται με διαφορετικές ιδιότητες η καθεμία. 
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			Σχήμα 11.12. Μοντέλο μερικής πίστωσης βαθμών με τρεις επιλογές. 

			Η πρώτη καμπύλη έχει μέγιστη τιμή στην αρχή της ικανότητας και μειώνεται βαθμιαία καθώς τα άτομα αποκτούν περισσότερες γνώσεις, αλλά τιμές ικανότητας μέχρι θ=-2,5 αποτελούν τμήμα της καμπύλης 1. Προς τα δεξιά αυτής, αρχίζει να αναδιπλώνεται η καμπύλη 2, φθάνοντας ένα μέγιστο σημείο -1,0  και κυριαρχώντας σε μία ζώνη ικανότητας από -2,4 μέχρι 2,0. Από το σημείο αυτό αρχίζει και κορυφώνει η καμπύλη 3 μέχρι βάθους ικανότητας 4,0. Τα σημεία τομής των τριών καμπυλών καλούνται όρια και δείχνουν τη μετάβαση της πιθανότητας επικύρωσης από την μία επιλογή (καμπύλη) στην άλλη. Ένα τέτοιο γράφημα ανήκει στα μοντέλα μερικής πίστωσης βαθμών.

			Εξίσωση της πιθανοφάνειας

			Οι πιθανότητες εμφάνισης μιας απόκρισης εξαρτώνται από την ατομική ικανότητα και τη δυσκολία της ερώτησης. Με παρούσες i ερωτήσεις, η συνολική συνδυαστική εκτίμηση των πιθανοτήτων όλων των επιμέρους ερωτήσεων για κάθε άτομο, προκύπτει από την εκτίμηση του γινομένου λαμβάνοντας υπόψη πάντα τη δυσκολία και ικανότητά τους και προκύπτει έτσι η εξίσωση της πιθανοφάνειας:

			 [image: 75.png]

			όπου ui είναι ο βαθμός της ερώτησης i. Από την εξίσωση αυτή προκύπτει η ικανότητα θ του ατόμου λαμβάνοντας υπόψη τις μέγιστες τιμές της πιθανοφάνειας και μόνο τον αριθμό των ερωτήσεων που απαντήθηκαν σωστά. 

			11.10.1 Λογιστικό μοντέλο μιας παραμέτρου (1PL)

			Κάθε μοντέλο προβλέπει την πιθανότητα που έχει ένα άτομο να απαντήσει σωστά σε μία ερώτηση αλλά μερικά άτομα διαθέτουν διαφορετικά επίπεδα ικανότητας και κάποιες ερωτήσεις διαφέρουν μεταξύ τους ως προς το βαθμό δυσκολίας, δηλαδή εύκολες και δύσκολες. Στις διχοτόμους ερωτήσεις το μοντέλο περιλαμβάνει τη δυσκολία βi και την ατομική ικανότητα θj η δε χαρακτηριστική καμπύλη θα έχει τη σιγμοειδή μορφή του σχήματος 11.13.

			Η συνάρτηση αυτή παίρνει τιμές πιθανότητας από 0-1 και εξάγεται από τη σχέση,

			 [image: 76.png]

			Ο εκθέτης θj-βi προβλέπει την πιθανότητα της σωστής απόκρισης που προκύπτει ως το αποτέλεσμα της αφαιρετικής αλληλεπίδρασης της ικανότητας θj του ατόμου j και της δυσκολίας βi της ερώτησης i. H δυσκολία καλείται και παράμετρος θέσης διότι υπάρχει πλήρης αντιστοίχιση μεταξύ της δυσκολίας επί της ικανότητας και της πιθανότητας απόκρισης: 1,0 και 0,5 αντίστοιχα στο σχήμα 11.13.
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			Σχήμα 11.13. Σχέση μεταξύ της καμπύλης απόκρισης IRF και της καμπύλης πληροφορίας IIF μιας ερώτησης για το μοντέλου 1PL. Αντιστοίχιση μεταξύ της δυσκολίας β μίας ερώτησης επί της ικανότητας θ και της πιθανότητας απόκρισης Ρ(θ).

			Η συνάρτηση της πληροφορίας της ερώτησης IIF σχετίζεται με την ακρίβεια εκτίμησης της ικανότητας ή καλύτερα πόσο στενά η δυσκολία ταιριάζει με την ικανότητα του ατόμου και υπολογίζεται ως
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			και παίρνει μέγιστη τιμή 0,25 η οποία εκδηλώνεται στο σημείο όπου η πιθανότητα μίας ορθής (P) και μίας λανθασμένης απόκρισης (Q) ισούται με 0,5. Όταν η ικανότητα γίνεται μικρότερη ή μεγαλύτερη από τη δυσκολία τότε η πληροφορία της ερώτησης μειώνεται (Σχ. 11.13). Πρακτικά, χρειαζόμαστε ερωτήσεις διαφορετικής δυσκολίας ώστε να καλύπτεται μεγάλο φάσμα μετρήσεων διαφορετικής ικανότητας.

			Η συνάρτηση της απόκρισης της εξέτασης TRF προκύπτει ως το άθροισμα όλων των ατομικών αποκρίσεων των ερωτήσεων, όπως ακριβώς περιγράφεται στο σχήμα 11.14 στο οποίο συμμετέχουν 5 ερωτήσεις και προβλέπει την αναμενόμενη βαθμολογία της εξέτασης.
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			Σχήμα 11.14. Σχέση μεταξύ των συναρτήσεων απόκρισης πέντε ερωτήσεων και της εξέτασης για το μοντέλο 1PL. Η απόκριση της εξέτασης καταλαμβάνει το κεντρικό μέρος του γραφήματος  και εμφανίζει παράμετρο δυσκολίας ίση με -0,15. 

			Η συνάρτηση της πληροφορίας της εξέτασης TIF προκύπτει ως το άθροισμα όλων των πληροφοριών των ερωτήσεων, 
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			Στο σχήμα 11.15, με παρούσες 5 ερωτήσεις, η πληροφορία της εξέτασης λαμβάνει μορφή καμπύλης καλύπτοντας όλο το φάσμα της ικανότητας, πληροφορώντας συνολικά για τη δυσκολία της εξέτασης και όχι μόνο ατομικά για κάθε ερώτηση. 
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			Σχήμα 11.15. Σχέση μεταξύ των πέντε πληροφοριών των ερωτήσεων και της πληροφορίας εξέτασης για το μοντέλο 1PL. 

			Η πληροφορία της εξέτασης προβλέπει το μέγεθος της ακρίβειας της μέτρησης της ικανότητας δηλαδή τη διακύμανση αυτής η οποία μετρείται με το τυπικό σφάλμα (αλλά και με τα 95% όρια εμπιστοσύνης) ως εξής,
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			το οποίο παίρνει τη μορφή κοίλης καμπύλης στο σχήμα 11.16, με το χαμηλότερο τμήμα αυτής να κυμαίνεται μεταξύ -2,0 και +0,5. 
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			Σχήμα 11.16. Καμπύλη της πληροφορίας εξέτασης TIF όλων των ερωτήσεων και του τυπικού σφάλματος. Η καμπύλη TIF δείχνει το μέγεθος της πληροφορίας στα διάφορα επίπεδα της ικανότητας θ, με μέγιστη τιμή 63,13 στη θέση θ=-0,55 και με ελάχιστο τυπικό σφάλμα SE=0,126. 

			11.10.2 Λογιστικό μοντέλο δύο παραμέτρων (2PL)

			Στα μοντέλα 1PL, οι καμπύλες IRF των ερωτήσεων ποτέ δεν τέμνονται μεταξύ τους, είναι δηλαδή παράλληλες, και διαφέρουν μόνο στη μετατόπισή τους κατά μήκος του άξονα της ικανότητας (Σχ. 11.14). Στα μοντέλα 2PL, οι καμπύλες πολλές φορές τέμνονται γιατί εισάγεται και η παράμετρος της διαχωριστικής ισχύος των ερωτήσεων. Στο σχήμα 11.17  παρίστανται τρεις καμπύλες απόκρισης από τις οποίες οι 1 και 2 έχουν τον ίδιο βαθμό δυσκολίας (-1,5) και η καμπύλη 3 μεγαλύτερο (1,8). Επίσης, η καμπύλη 3 έχει πιο απότομη κλίση από τη 2 και αυτό οφείλεται στη διαφορετική τιμή της διαχωριστικής ισχύος (α=2,3) η οποία ονομάζεται και κλίση της ευθείας, η δε καμπύλη 1 έχει μεγαλύτερη κλίση (1,5) από την 2 (1,0).   Η κλίση των μοντέλων 2PL για την αντίστοιχη θέση β ισούται με α/4. 
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			Σχήμα 11.17. Καμπύλες απόκρισης τριών ερωτήσεων σε λογιστικό μοντέλο 2PL.

			Η συνάρτηση της πληροφορίας ερώτησης IIF ενσωματώνει στην εξίσωση και το αποτέλεσμα της παραμέτρου α και έτσι τροποποιείται ως εξής:
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			Στο μοντέλο 1PL, οι πληροφορίες των ερωτήσεων διαγράφουν καμπύλες κατά μήκος του άξονα της ικανότητας και έχουν όλες το ίδιο μέγιστο ύψος (α=0,25, βλ. σχήμα 11.15) στην προβολή του οποίου επί της ικανότητας, αντιστοιχεί η μέγιστη δυσκολία. Στο μοντέλο 2PL, επίσης ισχύει η ιδιότητα αυτής της προβολής, όμως διαφοροποιείται σημαντικά το μέγιστο ύψος της κάθε καμπύλης (Σχ. 11.18). Συγκεκριμένα, όταν η διαχωριστική ισχύς είναι υψηλή (απότομη κλίση της καμπύλης απόκρισης, όπως η α1) τότε αναπτύσσεται υψηλό μέγιστο καμπύλης πληροφορίας (όπως η Ι1), το εύρος της δυσκολίας επί της ικανότητας θ γίνεται μικρότερο και άρα η ποιότητα της πληροφόρησης είναι σημαντική και συγκεντρώνεται γύρω από τη δυσκολία της ερώτησης. Ερωτήσεις με χαμηλή διαχωριστική ισχύ παρέχουν μικρή πληροφόρηση η οποία διασκορπίζεται σε όλο το εύρος της δυσκολίας (μικρό μέγιστο καμπύλης και μεγάλο εύρος δυσκολίας). Στο σχήμα 11.18 η ερώτηση Ι1 παρέχει τη μεγαλύτερη πληροφορία και το μικρότερο βαθμό δυσκολίας και η ερώτηση Ι4 ακριβώς το αντίθετο.
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			Σχήμα 11.18. Καμπύλες απόκρισης IRF και πληροφορίας IIF τριών ερωτήσεων σε μοντέλο 2PL.

			Η συνάρτηση της πληροφορίας εξέτασης TIF συντίθεται από το άθροισμα της πληροφορίας όλων των επιμέρους ερωτήσεων, 
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			και η μορφή της καμπύλης πληροφόρησης εξαρτάται σημαντικά από τις τιμές της διαχωριστικής ισχύος των ερωτήσεων, με αποτέλεσμα να εμφανίζεται πολλές φορές, εξαιρετικά καμπυλωτή και ίσως απρόβλεπτη. Υπεύθυνες γι’ αυτό είναι οι ερωτήσεις χαμηλής διαχωριστικής ικανότητας οι οποίες θα πρέπει να απορρίπτονται από το γράφημα. 

			Το τυπικό σφάλμα της πληροφορίας εξέτασης προκύπτει ως
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			Το σχήμα της καμπύλης εξέτασης αλλά και το τυπικό σφάλμα επηρεάζονται σημαντικά από την καμπύλη εκείνη με την υψηλότερη διαχωριστική ισχύ (π.χ. καμπύλη 1 στο σχήμα 11.18) αποδίδοντας εκεί περίπου μέγιστη και ελάχιστη τιμή αντίστοιχα. 

			11.10.3 Λογιστικό μοντέλο τριών παραμέτρων (3PL)

			Θεωρείται τροποποιημένη μορφή του μοντέλου 2PL στο οποίο η χαμηλή ασύμπτωτη στο αριστερό σκέλος της καμπύλης απόκρισης IRF υψώνεται, καθίσταται μεγαλύτερη του μηδενός και ονομάζεται παράμετρος c ή τυχαίας πρόβλεψης. Σε ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής προσεγγίζει την τιμή 1/k, όπου ο k ο αριθμός των επιλογών της ερώτησης και γενικώς ισχύει ότι άτομα χαμηλής ικανότητας προσπαθούν να επιλέξουν τυχαία τη σωστή απάντηση η οποία θα έχει πιθανότητα απόκρισης 1/k. 
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			Σχήμα 11.19. Χαρακτηριστική καμπύλη απόκρισης σε μοντέλο 3PL.

			Η καμπύλη απόκρισης στο μοντέλο 3PL παίρνει τη μορφή του σχήματος 11.19. Στο μοντέλο αυτό η πιθανότητα της σωστής απόκρισης δεν είναι 0,5 στο σημείο θ=β όπως στο μοντέλο 2PL αλλά c+0,5 και η κλίση σε αντίστοιχη δυσκολία β ισούται με (1-c)α/4 και όχι με α/4. 

			Η συνάρτηση της πληροφορίας ερώτησης IIF διαφοροποιείται από τις προηγούμενες ως προς την προσθήκη της παραμέτρου c στην εξίσωση
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			Γενικώς, υψηλότερη τιμή τυχαίας πρόβλεψης προκαλεί μείωση της πληροφορίας της ερώτησης και δεν ισχύει η κορύφωση της σχέσης θ=β. 

			Η συνάρτηση της πληροφορίας εξέτασης TIF προκύπτει ως το άθροισμα της πληροφορίας των ερωτήσεων που συντελούν στην εξέταση,
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			και επειδή επηρεάζεται επιπρόσθετα και από την παράμετρο c, η μορφή της καμπύλης πληροφορίας εξέτασης μπορεί να είναι εξαιρετικά πολύπλοκη.

			Το τυπικό σφάλμα της πληροφορίας εξέτασης εξάγεται ως
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			11.11 Ειδικά προσαρμοσμένα πολυμερή μοντέλα IRT

			Ανάλογα με τη χρήση της κλίμακας μέτρησης των διαφορετικής φύσης ερωτήσεων και του διαφορετικού επίσης μετρικού τρόπου αξιολόγησης, σήμερα έχουν αναπτυχθεί κάποια μοντέλα που είναι προσαρμοσμένα να λαμβάνουν υπόψη τις παραπάνω απαιτήσεις σχεδιασμού τους. Τα δημοφιλέστερα από αυτά αναφέρονται παρακάτω επεξηγώντας και κάποια χαρακτηριστικά τους:

			Μοντέλο βαθμολογικής απόκρισης του Samejima (Samejima’s Graded Response Model - SGRM)

			Το μοντέλο αυτό περιέχει κατηγορίες τακτικής κλίμακας (π.χ. κλίμακα Likert) και θεωρείται ιδανικό σε ερωτήσεις με θεμελιωμένο γνωστικό περιεχόμενο. Το μοντέλο αυτό έχει επιτυχημένα εφαρμοστεί σε ερωτηματολόγια σχετικά με θέματα Δημόσιας Υγείας (Reeve, 2009). Παρέχει μία εκτίμηση της παραμέτρου διαχωριστικής ισχύος αi η οποία είναι διαφορετική για κάθε ερώτηση και επίσης ένα σύνολο διαφορετικών παραμέτρων ορίων θέσης (boundaries) της δυσκολίας βi επί της ικανότητας θ, χωριστά για κάθε ερώτηση (Παράδειγμα 11.3, Σχ. 11.21 και 11.22). 

			Οι επιλογές (κατηγορίες)  απόκρισης μπορεί να διαφέρουν σε αριθμό μεταξύ των ερωτήσεων, εκφράζονται με k-1 δυσκολίες (π.χ. οι 4 κατηγορίες 0, 1, 2, 3 αντιστοιχούν σε 3 δυσκολίες) και αντιμετωπίζονται με μορφή διχοτόμου μεταβλητής η καθεμία χωριστά.  Το μοντέλο υπολογίζεται έμμεσα, αφαιρετικά δηλαδή μεταξύ των επιμέρους πιθανοτήτων απόκρισης που εξάγονται από τις εξής συγκρίσεις κατηγοριών: 0 vs 1,2,3, 0,1 vs 2,3 και 0,1,2 vs 3, αλλά κάθε όριο δυσκολίας εκτιμάται από όλα τα στοιχεία.

			Σε περίπτωση παραδοχής της ομοιογένειας μεταξύ των βαθμών της κλίμακας, γεγονός που σημαίνει ότι σε κάθε ερώτηση η διαχωριστική ικανότητα μεταξύ των ορίων των επιλογών είναι ίση (και άρα μία κλίση ανά ερώτηση) όχι όμως κατ’ ανάγκη και η διαχωριστική ισχύς μεταξύ των ερωτήσεων, τότε ισχύουν οι ακόλουθες εξισώσεις:

			Η εξίσωση της απόκρισης των ορίων (Boundary Response Function)
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			όπου Ai είναι το γινόμενο της παραμέτρου α με το συντελεστή D (Dα), βig η παράμετρος οριοθέτησης της δυσκολίας βi για το όριο g.

			Επίσης ισχύει,
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			όπου g=m-1 και m είναι ο αριθμός των κατηγορικών αποκρίσεων.

			Τότε καθεμία κατηγορική απόκριση της ερώτησης (Category Response Function) προκύπτει ως

			 [image: 88.png]

			Γενικευμένο μοντέλο βαθμολογικής κλίμακας (Generalized Rating Scale Model - GRSM)

			Οι κλίμακες τύπου Likert που είναι μία μορφή απόδοσης βαθμών όπως και η προηγούμενη μέθοδος, επεξεργάζονται και με το συγκεκριμένο μοντέλο. Είναι πιο φειδωλό στον αριθμό εκτίμησης των παραμέτρων και οι ερωτήσεις έχουν επιλογές σταθερού αριθμού και μορφής. Το μοντέλο εκτιμά μία παράμετρο αι και μία παράμετρο βι για κάθε ερώτηση και επιπρόσθετα ένα σύνολο διαφορετικών ορίων θέσης cg της παραμέτρου c επί της ικανότητας θ. Στο μοντέλο αυτό  ο όρος cg είναι η θέση του βήματος (ή ορίου) g σε κάθε ερώτηση σε σχέση με την παράμετρο βi της ερώτησης η οποία έχει συγκεκριμένες διαβαθμίσεις. Οι θέσεις αυτές είναι συγκεκριμένες και ίδιες πάντα σε όλες τις ερωτήσεις (Πίν. 11.10). Η παράμετρος c δεν πρέπει να συγχέεται με την παράμετρο τυχαίας πρόβλεψης τoυ διχοτόμου μοντέλου IRT 3PL. Οι  πιθανότητες απόκρισης των κατηγοριών υπολογίζονται συγκρίνοντας τις κατηγορίες με τον ίδιο τρόπο όπως και στο προηγούμενο μοντέλο (Παράδειγμα 11.3, Σχ. 11.23). 

			Το μοντέλο GRSM υπολογίζει αποστάσεις ορίων cg, κοινές για όλες τις ερωτήσεις, με διαφορετική  κλίση α και θέση β για κάθε ερώτηση και εκτιμά την εξίσωση απόκρισης των ορίων (BRF) ως ακολούθως,
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			Η εξίσωση απόκρισης των επιλογών (κατηγοριών) υπολογίζεται όπως και στο μοντέλο SGRM.

			Μοντέλο μερικής πίστωσης βαθμών του Rasch (Rasch Partial Credit Model - RPCM)

			Θεωρείται ιδανικό για ερωτήσεις στις οποίες ελέγχεται αν η διάταξη των κατηγοριών διαβάθμισης υπογραμμίζει κάποια μετρική συνέχεια και εκτιμά ένα σύνολο διαφορετικών παραμέτρων δυσκολίας βi, διαφορετικές για κάθε ερώτηση με κλίση διαχωριστικής ισχύος α=1,0. Οι επιλογές σε κάθε ερώτηση δεν απαιτείται να έχουν ίσες αποστάσεις  (Πίν. 11.10) όταν προβάλλονται στην ικανότητα θ και υπολογίζονται k-1 δυσκολίες σε k κατηγορίες παρούσες. Σημαντική προώθηση στην αξιοποίηση του μοντέλου αυτού δόθηκε από το ερευνητικό έργο του Masters (1982).  

			Το μοντέλο εκτιμά την πιθανότητα απόκρισης μεταξύ δύο παρακείμενων κατηγοριών, επιτρέποντας πρώτα να διασπαστεί η ερώτηση σε τόσες διχοτόμους μεταβλητές όσες και οι κατηγορίες της, χωρίς αναγκαστική διαβάθμιση αυτών αφού οι συγκρίσεις γίνονται ανά δύο ως εξής (για 4 κατηγορίες): 0 vs 1, 1 vs 2 και 2 vs 3.

			Η δυσκολία ονομάζεται και βηματική παράμετρος και εκφράζει την ικανότητα στην οποία η επόμενη κατηγορία αναμένεται να επικυρωθεί με πιθανότητα όχι κατ’ ανάγκη 0,50.

			Το μοντέλο υπολογίζεται άμεσα καθότι κάθε πιθανότητα απόκρισης προκύπτει απευθείας ως το πηλίκο των επικυρωμένων τιμών κάθε διχοτόμου μεταβλητής προς την ολική βαθμολογία.   
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			Πίνακας 11.10. Τρόπος κατανομής των αποστάσεων των παραμέτρων θέσης β και c  επί της ικανότητας θ σε τρεις ερωτήσεις: α) ίσες αποστάσεις (μοντέλο GRSM), β) άνισες αποστάσεις (μοντέλο SGRM).

			Γενικευμένο μοντέλο μερικής πίστωσης βαθμών (Generalized Partial Credit Model - GPCM)

			Το μοντέλο αυτό εκτιμά μία διαφορετική κλίση α για κάθε ερώτηση και διαφορετικές παραμέτρους ορίων θέσης δυσκολίας βi για κάθε ερώτηση και οι λεπτομέρειες για την των συναρτήσεων και την αξιοπιστία του αναλύονται από τον Muraki (1993). 

			Τα δύο αυτά μοντέλα μερικής πίστωσης θεωρούνται τα καταλληλότερα προς εφαρμογή σε ερωτήσεις στις οποίες δίνεται κάποιος βαθμός επιβράβευσης ανά κατηγορία. Συγκεκριμένα, ο εξεταζόμενος οφείλει να διεκπεραιώσει με επιτυχία διαδοχικά στάδια (βήματα) μέχρι να συμπληρώσει πλήρως την ερώτηση. Τα μοντέλα μερικής πίστωσης βαθμών δεν απαιτούν οι θέσεις των ορίων να κατατάσσονται από μικρότερες σε μεγαλύτερες. Η αντιστροφή της θέσης κατηγορίας (ορίων) είναι εφικτή όταν η κατηγορία k είναι ευκολότερης της προηγούμενης k-1.

			Στα μοντέλα RPCM και GPCM η πιθανότητα απόκρισης επιλογής μίας συγκεκριμένης κατηγορίας g ορίζεται από τη σχέση,
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			όπου βig είναι παράμετρος του ορίου θέσης (βήματος) και Ai=1,0 στο μοντέλο RPCM για όλες τις ερωτήσεις.

			Μοντέλο βαθμολογικής κλίμακας του Rasch (Rasch Rating Scale Model -RRSM)

			Είναι φειδωλό στον αριθμό παραμετροποίησης και εφαρμόζεται σε ερωτήσεις με σταθερό αριθμό και μορφή επιλογών ανά ερώτηση και οι αποστάσεις c μεταξύ των κατηγοριών από την παράμετρο β επί της ικανότητας θ είναι συγκεκριμένες και ίδιες πάντα σε όλες τις ερωτήσεις. Οι πιθανότητες προκύπτουν από τις συγκρίσεις των κατηγοριών όπως και στο μοντέλο RPCM, έτσι με 4 κατηγορίες παρούσες θα ισχύει: 0 vs 1, 1 vs 2 και 2 vs 3.

			Το μοντέλο αυτό ανήκει σε εκείνα της μερικής πίστωσης βαθμών και παρέχει αποστάσεις ορίων c κοινές για όλες τις ερωτήσεις με κλίση α=1,0 και διαφορετική παράμετρο δυσκολίας β για κάθε ερώτηση. Η εξίσωση της απόκρισης κάθε ορίου προκύπτει ως
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			Συνοψίζοντας, υπάρχουν πολυμερή μοντέλα στα οποία ισχύει η διαβάθμιση των κατηγοριών (SGRM, GRSM, RRSM), μοντέλα τα οποία εξετάζουν την ορθότητα διαβάθμισης των κατηγορικών αποκρίσεων (RPCM, GPCM) και μοντέλα τα οποία προσαρμόζονται γενικώς σε ονομαστικές ερωτήσεις όπως είναι οι πολλαπλής επιλογής. Οι διαφορές και ομοιότητες μεταξύ των μοντέλων ως προς τη διαμόρφωση των παραμέτρων τους   παρίστανται στον πίνακα 11.11. 
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			Πίνακας 11.11. Χαρακτηριστικά των παραμέτρων α, β και c στα προσαρμοσμένα πολυμερή μοντέλα.

			Χαρακτηριστικά της κλίμακας μερικής πίστωσης βαθμών (Partial credit model)

			Απαιτεί εξαρχής, τον ορισμό συγκεκριμένων επιπέδων κατάταξης αξιολόγησης σε κάθε ερώτηση και την απόδοση βαθμού επιβράβευσης σε κάθε επιτυχημένη επιλογή. Στον πίνακα 11.12 περιγράφονται τρεις διαφορετικοί τρόποι σύνταξης ερωτήσεων με αυξητική κατεύθυνση επιβράβευσης από 0-3 βαθμούς, πιστοποιώντας έτσι, κλιμακωτά σχετιζόμενα επίπεδα δυσκολίας. Στο μαθηματικό τύπο της ερώτησης, η εξίσωση διασπάται σε τμήματα διαδοχικής διαδικασίας αποπεράτωσης. Στην ερώτηση επινοητικής ικανότητας, σχεδιάζονται διάφορα σχήματα σχετικής πολυπλοκότητας τα οποία πιστώνονται με περισσότερες μονάδες όσο πλησιάζουν στην πλήρη σύνθεση του κύκλου. Στην ερώτηση γεωγραφικού ενδιαφέροντος, οι 4 επιλογές πιστώνονται με διαφορετικές μονάδες, ανάλογα με τη λογική προσέγγιση στην πραγματική απάντηση. Οι κατηγορίες που ορίζονται σε κάθε ερώτηση μπορεί να είναι τελείως διαφορετικές στη σύνταξή τους από αντίστοιχες άλλων ερωτήσεων, παραμένει όμως συνήθως σταθερός ο βαθμολογικός τρόπος απόδοσης της κάθε επιβράβευσης (π.χ. τρεις κατηγορίες σε όλες). 

			Εφόσον οι επιδόσεις των εξεταζόμενων διατάσσονται σε m+1 επίπεδα κατάταξης, από 0 μέχρι m, τα επίπεδα αυτά μπορούν να προβάλλονται και ως m βήματα (steps) διαστημάτων όπως ακριβώς περιγράφονται στον πίνακα 11.13. Τα βήματα αυτά έχουν προσανατολισμό επιβράβευσης αφού το βήμα 2 πραγματοποιείται μόνο αν εκπληρωθεί σωστά το βήμα 1, το βήμα 3 μόνο μετά την επιτυχή προσπέλαση του βήματος 2 κοκ. Η φιλοσοφία αυτή του σχεδιασμού μπορεί να επεκταθεί και σε κλίμακα διαβάθμισης των επιπέδων στα οποία η επιβράβευση κάποιου βήματος που συνδέει δύο διαδοχικά επίπεδα, βαθμολογείται με μία διχοτόμο απόκριση του τύπου επιτυχία/αποτυχία (Πίν. 11.14). Στον πίνακα 11.14, κάθε βαθμός ερμηνεύεται ως ο αριθμός των βημάτων που κατάφερε κάθε άτομο να διεκπεραιώσει, επισημαίνοντας ότι τα επίπεδα επίδοσης έχουν αυξητική τάση από 0 μέχρι 3 και ότι ο μέγιστος αριθμός βημάτων που μπορούν να εκπληρωθούν είναι τρία. Με την τεχνική αυτή, κάθε βήμα μπορεί να θεωρηθεί ως διχοτόμος μεταβλητή η οποία παίρνει την τιμή 1 μόνο αν το άτομο j φθάσει το m επίπεδο επίδοσης στην ερώτηση i, και την τιμή 0 σε περίπτωση αποτυχίας. Σύμφωνα με τα δεδομένα του πίνακα 11.14, 9 άτομα εκπλήρωσαν το βήμα 1, 6 άτομα το βήμα 2 και 3 άτομα το βήμα 3. Αν κάθε βήμα εκπλήρωσης αντικατασταθεί με μία στήλη απόκρισης του τύπου 1/0 όπως αναφέρθηκε, τότε είναι δυνατή η εφαρμογή του μοντέλου RPCM (πιθανότητα απόκρισης για διχοτόμες μεταβλητές) το οποίο στην περίπτωση του πίνακα 11.14, επαναλαμβάνεται τρεις φορές όσα και τα βήματα αυτού. 
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			Πίνακας 11.12. Σύνθεση τριών ερωτήσεων με 4 κατηγορίες (0-3) προσαρμοσμένων στην κλίμακα μερικής πίστωσης βαθμών. 
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			Πίνακας 11.13. Σχεδιασμός των τριών βημάτων της μαθηματικής ερώτησης 4 κατηγοριών (0-3) του πίνακα 11.12.

			Το μοντέλο προσδιορίζει την πιθανότητα που έχει ένα άτομο να βαθμολογήσει x στο βήμα mi της ερώτησης i ως αποτέλεσμα της θέσης βi του ατόμου στη λανθάνουσα μεταβλητή και της δυσκολίας των m βημάτων στην ερώτηση i. Ο βαθμός στην παρατήρηση 7 του πίνακα 11.14 ισούται με 3 και εκφράζει τον αριθμό των επιτυχώς συμπληρωμένων βημάτων ενώ μόνο οι δυσκολίες των x συμπληρωμένων βημάτων εμφανίζονται στον αριθμητή του μοντέλου RPCM. 

			Η πιθανότητα απόκρισης μίας κατηγορίας εξαρτάται από τη θέση που κατέχει το άτομο στη λανθάνουσα μεταβλητή και η σχέση αυτή απεικονίζεται στο σχήμα 11.20 με τη μορφή της καμπύλης των κατηγορικών πιθανοτήτων CRF. Στο σχήμα αυτό οι καμπύλες τέμνονται διαδοχικά μεταξύ τους σε συγκεκριμένα σημεία τα οποία αποτελούν τα όρια δύο παρακείμενων κατηγοριών και διαιρούν τη λανθάνουσα θέση του ατόμου εκάστοτε σε δύο μέρη. Δηλαδή, κάθε όριο περιχαρακώνει μία θέση στη λανθάνουσα μεταβλητή στην οποία το άτομο τοποθετείται σε δύο παρακείμενες κατηγορίες και έτσι δύναται να λαμβάνει έναν από δύο διαδοχικούς βαθμούς. Το πρώτο όριο χαράσσει το σημείο στο οποίο το άτομο είναι σε θέση να κατέχει την τιμή 0 ή 1, το δεύτερο όριο ειδοποιεί το σημείο όπου το άτομο λαμβάνει ισοδύναμα την τιμή 1 ή 2 κοκ. Στο σχήμα 11.20 οι θέσεις των ορίων αντιστοιχούν στις τιμές της λανθάνουσας κλίμακας -2,1, -0,67 και 1,89. Με βάση τα παραπάνω, συνοψίζεται ότι στο πολυμερές μοντέλο RPCM, ο βαθμός x μίας ερώτησης υπονοεί ότι ένα άτομο έχει ταυτόχρονα υπερβεί x όρια αριστερά από μία συγκεκριμένη περιοχή της λανθάνουσας μεταβλητής και αδυνατεί να υπερβεί τα υπόλοιπα m-x όρια δεξιά από εκείνη την περιοχή. 
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			Πίνακας 11.14. Βαθμολογία της ερώτησης i από 12 εξεταζόμενους με 3 βήματα και 4 επιλογές απόκρισης (0-3): έντονα διαφωνώ, διαφωνώ, συμφωνώ, έντονα συμφωνώ. Τα διαφορετικά χρώματα σημαίνουν διαδοχική προσπέλαση των βημάτων στις κατηγορίες μέχρι την τελική επιλογή του κάθε εξεταζόμενου στην ερώτηση. 

			Τεχνικά χαρακτηριστικά των πολυμερών ερωτήσεων

			Τα όρια των κατηγοριών αποτελούν διαφορετική προσέγγιση της κατάταξης των εναλλακτικών επιλογών απόκρισης μίας πολυμερούς ερώτησης, σύμφωνα με την οποία, οι επιλογές (κατηγορίες) οριοθετούνται ως περιοχές (θέσεις) επί της κλίμακας ικανότητας των ατόμων και έχουν την έννοια μιας συνέχειας με συγκεκριμένο προσανατολισμό. 

			Το μοντέλο μερικής πίστωσης βαθμών επιτρέπει την θέσπιση διαφορετικών ορίων σε τακτικές ερωτήσεις. Δηλαδή, όταν η κλίμακα είναι κατηγορική με 5 π.χ. ακέραιους αυξημένης έντασης απόκρισης της ερώτησης τότε θα πρέπει να υφίσταται διακριτική διαφοροποίηση μεταξύ των ακέραιων, έτσι ώστε, οι κατηγορίες απόκρισης να αντιπροσωπεύουν αυξανόμενα επίπεδα απόκρισης των ερωτήσεων και επομένως να αποτελούν διαβαθμίσεις. Επιπρόσθετα θα πρέπει να υπάρχει κάποιο στατιστικό κριτήριο που να ελέγχει την εγκυρότητα της παρακείμενης μετάβασης (διαδοχής) των αριθμών. Άρα, το κεντρικό χαρακτηριστικό της διαδικασίας μέτρησης στα μοντέλα αυτά έγκειται στο πώς θα ταξινομηθούν τα άτομα σε μία ομάδα δύο διαδοχικών διαβαθμίσεων. 

			Η διαδικασία της απόκρισης αποτελεί μία ταξιθέτηση αυτής στις διαβαθμισμένες κατηγορίες η οποία τοποθετεί όρια με τη μορφή των στίξεων σε ένα κανόνα με την επισήμανση ότι τα όρια δεν έχουν οπωσδήποτε ίση απόσταση στην έκταση του κανόνα αφού εκτιμώνται στατιστικά. Το όριο είναι το σημείο όπου η πιθανότητα μίας απόκρισης να τεθεί σε μία από δύο παρακείμενες κατηγορίες είναι 50%.

			Tα πολυμερή μοντέλα IRT απαιτούν οι αποκρίσεις των ερωτήσεων να εκφράζονται με διαδοχικούς ακέραιους αριθμούς εκκινώντας από το 0 για τα μοντέλα μερικής πίστωσης βαθμών και από το 1 για τα μοντέλα βαθμολογικής κλίμακας.
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			Σχήμα 11.20. Καμπύλες απόκρισης CRF τριών ορίων πιθανοτήτων μιας ερώτησης με 4 διαβαθμίσεις, με βάση ανάλυσης το μοντέλο RPCM.

			Στοιχεία διαφοροποίησης μεταξύ κλιμάκων και πολυμερών μοντέλων 

			Το μοντέλο μερικής πίστωσης βαθμών διαμορφώνεται με την παραμετροποίηση των δυσκολιών ενός συνόλου βημάτων που περιέχονται σε μία ερώτηση. Ο αριθμός όλων των βημάτων που εκπληρώνει ένα άτομο, αποτελεί την ικανότητα του ατόμου και ο αριθμός των ατόμων που διεκπεραιώνουν σε κάθε βήμα χωριστά, αποτελεί τις δυσκολίες κάθε ερώτησης. 

			Όταν οι κατηγορίες των αποκρίσεων είναι ίδιες κατά μήκος των ερωτήσεων, το μοντέλο του Rasch καλείται «μοντέλο βαθμολογικής κλίμακας του Rasch» (Rasch rating scale model-RRSM) ενώ όταν αυτές διαφέρουν είτε στον αριθμό είτε στο περιεχόμενο των κατηγοριών τότε καλείται «μοντέλο κλίμακας μερικής πίστωσης βαθμών» (Rasch partial credit model-RPCM). Στο πρώτο μοντέλο οι παράμετροι που υπολογίζονται καλούνται  κατώφλια (thresholds) ή όρια (boundaries) και στο δεύτερο βήματα (steps). 

			Στην κλίμακα βαθμολόγησης του Rasch, τα επίπεδα απόκρισης των βαθμών δεν καθορίζονται από μία σειρά καθηκόντων αλλά ως ένα ορισμένο σύνολο βαθμών απόδοσης. Εφόσον η ίδια ομάδα βαθμών περιέχεται σε κάθε ερώτηση, οι σχετικές δυσκολίες των βημάτων κάθε ερώτησης δεν μπορούν να διαφέρουν μεταξύ των  ερωτήσεων. Το μοντέλο SGRM παραδέχεται ότι οι κατηγορίες των αποκρίσεων μπορούν να διαβαθμιστούν κατά μήκος μιας συνέχειας ικανότητας. Στο μοντέλο αυτό οι αποστάσεις μεταξύ των κατηγοριών αποτελούν οριοθετημένες περιοχές στη συνέχεια ικανότητας και είναι διαβαθμισμένες διότι οι αντίστοιχες πιθανότητες των κατηγοριών έχουν αθροιστικό χαρακτήρα.

			Δειγματοληπτικό μέγεθος

			Στις διχοτόμες αποκρίσεις ερωτήσεων μερικοί συγγραφείς προτείνουν ως επαρκές δειγματοληπτικό μέγεθος για το μοντέλο 1PL ή μοντέλο του Rasch, τους 100 ερωτώμενους και για το πολυπλοκότερο μοντέλο 2PL, τους 200 ερωτώμενους, ενώ κάποιοι άλλοι ανεβάζουν το δείγμα σε πάνω από 500 άτομα. Σε ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής συνιστώνται πολύ μεγαλύτερα δειγματοληπτικά μεγέθη (Bond and Fox, 2007).

			Σε πολυμερείς ερωτήσεις που πλαισιώνουν μοντέλα κλίμακας βαθμών (SGRM, GRSM) απαιτούνται τουλάχιστον 250 συμμετοχές, και ειδικά σε πενταβάθμιες κλίμακες τύπου Likert απαιτούνται περίπου 500 για μία ασφαλή εκτίμηση των παραμέτρων των μοντέλων αυτών (Reeve and Fayers, 2005, p. 71).

			Παράδειγμα 11.3. Εφαρμογή των μοντέλων SGRM και GRSM σε επιλεγμένες ερωτήσεις του ερωτηματολογίου «Φόβος κοινωνικής απαξίωσης», Ε05 και Ε08 (βλ. μελέτη περίπτωσης 11.12.Γ) με τη χρήση του στατιστικού προγράμματος Xcalibre 4.2. Τα μοντέλα αυτά,  έδειξαν καλή προσαρμογή στα στοιχεία ενός δείγματος 40 ατόμων. 

			Στο ερωτηματολόγιο αυτό εφαρμόσθηκε η κλίμακα Likert με 1-5 διαβαθμίσεις με τους παρακάτω χαρακτηρισμούς:  

			1- δεν με χαρακτηρίζει (ο φόβος), 2- με χαρακτηρίζει λίγο,  3- με χαρακτηρίζει αρκετά, 4- με χαρακτηρίζει πολύ, 5- με χαρακτηρίζει απόλυτα

			Σε αναλύσεις που δεν σχετίζονται με θέματα εκπαίδευσης, όπως και η παρούσα που είναι κοινωνικής φύσης, είναι αναγκαία η προσαρμογή της ονοματολογίας των παραμέτρων των μοντέλων στο περιεχόμενο και θεματολόγιο της επιστήμης στην οποία αναφέρονται. Έτσι, η παράμετρος α της διαχωριστικής ισχύος, εκφραζόμενη ως κλίση της καμπύλης IRF, μπορεί να ερμηνευθεί ως ταχύτητα εκδήλωσης του φόβου στον ερωτώμενο και η παράμετρος δυσκολίας β ως ένταση εκδήλωσης του φοβικού συναισθήματος. Η λανθάνουσα μεταβλητή, γνωστή και ως συνέχεια της κλίμακας ικανότητας θ, δανείζεται τον τίτλο της φραστικής σύνθεσης υπό μελέτη «Φόβος αρνητικής αξιολόγησης».

			Ο τίτλος της ερώτησης Ε08 έχει ως εξής: «Όταν συνομιλώ με κάποιους ανησυχώ για το τι σκέφτονται αυτοί για μένα».

			Στην ερώτηση αυτή εφαρμόστηκε το μοντέλο SGRM το οποίο υπολογίζει μία παράμετρο α και 4 παραμέτρους β (θέσεις ορίων επί της κλίμακας θ) ανά ερώτηση. Η ταχύτητα εμφάνισης του φόβου ισούται με α=1,513 η οποία θεωρείται αρκετά ισχυρή και τα στατιστικά αποτελέσματα των κατηγοριών (διαβαθμίσεων) αναφέρονται στο πινακίδιο Α.
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			Η μέση τιμή της ερώτησης (3,35) φανερώνει αρκετή αγωνία στον ερωτώμενο, σχετικά με το τι θα πουν οι άλλοι γι’ αυτόν. 

			Τα όρια θέσης βι, κυμαίνονται μεταξύ -2,028 και 1,467 (εύρος=3,49), έχουν ομαλή διαδοχή κατά μήκος της κλίμακας θ όπως επίσης και οι μέσες τιμές θ των 5 κατηγοριών και στο γράφημα των κατηγορικών αποκρίσεων εμφανίζονται αρκετά διακριτικά (Σχ. 11.21).
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			Σχήμα 11.21. Καμπύλες απόκρισης CRF των κατηγορικών πιθανοτήτων του μοντέλου SGRM της ερώτησης E08 με 5 διαβαθμίσεις.

			Οι καμπύλες CRF του σχήματος 11.21 δηλώνουν ότι άτομα με υψηλό αίσθημα φόβου έχουν μεγαλύτερη πιθανότητα να επικυρώσουν κατηγορίες με υψηλότερη τιμή και το αντίστροφο. 

			Αντίθετα, για το ίδιο μοντέλο SGRM, στην ερώτηση E05 («Φοβούμαι μήπως οι άλλοι δεν με εγκρίνουν»), η μέση τιμή δεν διαφέρει από την προηγούμενη και οι μέσες θέσεις των κατηγοριών 1 και 2 συγκλίνουν εξαιρετικά μεταξύ τους (-1,261 και -1,205 αντίστοιχα, βλ. επισυναπτόμενο πινακίδιο Β). Επίσης, τα όρια θέσης των δυσκολιών είναι στενότερα 

			(-1,542-1,134, εύρος=2,68) συγκριτικά με την ερώτηση E08 όπως συμβαίνει και με το εύρος των θέσεων (-1,261-1,027), ένεκα των οποίων παρατηρείται πλήρης επικάλυψη της κατηγορίας 3 από τις παρακείμενες 2 και 4 (Σχ. 11.22). Σε μία τέτοια περίπτωση, συνιστάται η ισομερής ενσωμάτωση της κατηγορίας 3 στις δύο προηγούμενες και η εκ νέου εφαρμογή του μοντέλου αφού βέβαια ληφθούν υπόψη και παρόμοιες αλλαγές στις υπόλοιπες ερωτήσεις. Τονίζεται επίσης ότι οι ερωτώμενοι απάντησαν με διαφορετικό τρόπο στις διάφορες κατηγορίες συγκριτικά με την ερώτηση Ε08, όπως μαρτυρεί  η διαφορετική κατανομή των ερωτώμενων στις 5 διαβαθμίσεις.
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			Σχήμα 11.22. Καμπύλες απόκρισης CRF των κατηγορικών πιθανοτήτων του μοντέλου SGRM της ερώτησης E05 με 5 διαβαθμίσεις.

			Στην ερώτηση Ε08 εφαρμόστηκε επίσης και το μοντέλο GRSM το οποίο υπολογίζει μία παράμετρο α και β ανά ερώτηση και 4 παραμέτρους ορίων θέσης c οι οποίες είναι κοινές σε όλες τις ερωτήσεις (βλ. πινακίδιο Γ και σχήμα 11.23). Η παράμετρος c μετρά την απόσταση κάθε ορίου από την παράμετρο β της ερώτησης. Η ταχύτητα εκδήλωσης του φόβου (αγωνίας) ισούται με α=1,259, μικρότερη της αντίστοιχης ερώτησης στο μοντέλο SGRM και η ένταση εκδήλωσης του φόβου ισούται με β=-0,358. Η τιμή αυτή δηλώνει χαμηλή ένταση αγωνίας διότι αντιστοιχεί σε σημείο της κλίμακας θ μικρότερο του 0  και δεν είναι συγκρίσιμη με τις θέσεις ορίων β του προηγούμενου μοντέλου. 
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			Στο μοντέλο SGRM, οι καμπύλες πληροφορίας των ερωτήσεων ως προς την ταχύτητα εκδήλωσης της αγωνίας δίνουν μέγιστα μεταξύ 1,80 και 1,90 τα οποία διατηρούνται περίπου σε ένα εύρος της  κλίμακας θ (έκτασης του φοβικού συναισθήματος) μεταξύ -1,89 και 1,43 για την Ε08 και μεταξύ -2,37 και 1,77 για την Ε05 (Σχ. 11.24). Έτσι, διαφαίνεται μία μικρή μετατόπιση της πληροφορίας και στα δύο σκέλη στην ερώτηση Ε05, δηλαδή αυξάνεται η αξιοπιστία της πληροφορίας στα μικρότερες αλλά και μεγαλύτερες εντάσεις εκδήλωσης του φόβου. 
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			Σχήμα 11.23. Καμπύλες απόκρισης CRF των κατηγορικών πιθανοτήτων του μοντέλου GRSM της ερώτησης E08 με 5 διαβαθμίσεις.

			Στο μοντέλο GRSM, η ερώτηση Ε05 παρέχει τη μέγιστη πληροφορία ως προς το ρυθμό εκδήλωσης της αγωνίας στο ύψος 1,38 που είναι σαφώς χαμηλότερο των αντίστοιχων του άλλου μοντέλου. Το εύρος μεταβολής της φοβικής εκδήλωσης ορίζεται στην κλίμακα θ στα σημεία μεταξύ -1,91 και 1,86, επεκτείνεται όμως περισσότερο στο δεξιό σκέλος της κλίμακας συγκρινόμενο με το μοντέλο SGRM, αυξάνοντας έτσι την αξιοπιστία της ερώτησης στις μέγιστες εντάσεις του φοβικού συναισθήματος. 
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			Σχήμα 11.24. Καμπύλες πληροφορίας IIF των ερωτήσεων Ε05 και Ε08 στα πολυμερή μοντέλα.

			11.12 Μελέτες περιπτώσεων των μοντέλων αξιολόγησης των ερωτήσεων

			Για την εκτέλεση των στατιστικών αναλύσεων χρησιμοποιήθηκε το πρόγραμμα Xcalibre 4.2.

			Α. Εφαρμογή του μοντέλου IRT 1PL

			Σε μία τάξη 52 φοιτητών διενεργήθηκε αξιολόγηση των γνώσεων Αγγλικής γλώσσας με τη χρήση του δημοφιλούς ερωτηματολογίου quick placement test το οποίο περιέχει 60 ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής με 3 και 4 επιλογές προς απόκριση. Η αξιολόγηση των ερωτήσεων έχει αθροιστικό χαρακτήρα ορθών απαντήσεων με μέγιστη τιμή το 60. Έτσι, ερωτήσεις με 0-17 ορθές απαντήσεις  παραπέμπουν σε επίπεδο γνώσεων Αγγλικής Α1, ερωτήσεις με 18-29 ορθές απαντήσεις σε επίπεδο Α2 (ΚΕΤ), ερωτήσεις με 30-39 ορθές αποκρίσεις σε Β1 (ΡΕΤ),  ερωτήσεις με 40-47 επιτυχημένες απαντήσεις σε επίπεδο Β2 (FCE, εφάμιλλο του πτυχίου Lower), μεταξύ 48-54 σε επίπεδο C1 (CAE) και μεταξύ 55-60 σε C2 (CPE, εφάμιλλο του πτυχίου Proficiency). 

			Οι αποκρίσεις των ερωτώμενων καταγράφονται στον πίνακα 11.15 με τις ορθές απαντήσεις στην τελευταία σειρά και με την επισήμανση ότι η σειρά 22 απορρίφθηκε ως μη έγκυρη (Ν=51).

			Λόγω του μικρού δειγματοληπτικού μεγέθους επιλέχθηκε η εφαρμογή του μοντέλου IRT 1PL. Επισημαίνεται ότι δείγμα τουλάχιστον 100 ατόμων απαιτείται για τα μοντέλα 1PL και δείγμα τουλάχιστον 300 ατόμων για τα μοντέλα 2PL και 3PL.
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			Πίνακας 11.15. Αποκρίσεις των εξεταζόμενων στο διαγώνισμα της Αγγλικής γλώσσας.

			Η εφαρμογή του μοντέλου 1PL κατέδειξε ότι 13 ερωτήσεις δεν παρείχαν τη μέγιστη συσχέτιση με την ολική βαθμολογία αναφορικά με την ορθή επιλογή, όπως κατέδειξαν οι σημειακές δισειριακές τιμές S-rpb και T-rpb, αλλά διαφορετικές επιλογές και για το λόγο αυτό απομακρύνθηκαν από την ανάλυση.

			Η εκ νέου εφαρμογή του μοντέλου εμφάνισε μία μόνο αστοχία, την ερώτηση Ε54, η ορθή απόκριση Β της οποίας έδωσε τιμές S-rpb και T-rpb 0,067 και 0,127, πολύ χαμηλότερες από αυτές της επιλογής C (0,195 και 0,210).

			Συνολικά, χρησιμοποιήθηκαν 47 ερωτήσεις στις οποίες το μοντέλο 1PL εμφάνισε πολύ καλή προσαρμογή (χ2=595,7  df=658, p=0,961, Πίν. 11.16α). Υπενθυμίζεται ότι στο μοντέλο αυτό η διαχωριστική ισχύς των ερωτήσεων (παράμετρος α) θεωρείται ότι ασκείται ισότιμα σε όλες τις ερωτήσεις και γι’ αυτό λαμβάνει την τιμή 1. 

			Η μέση τιμή της παραμέτρου δυσκολίας β αναφορικά με την ολική εξέταση στο μοντέλο 1PL ισούται εξορισμού με 0,0 με τυπική απόκλιση ίση με 1,0 λόγω της ειδικής προσαρμογής της στη βαθμονομημένη κλίμακα της ικανότητας θ (Πίν. 11.16β). Το εύρος της δυσκολίας εκτείνεται μεταξύ -2,21 και 2,13, καταλαμβάνοντας 4,3 τυπικές αποκλίσεις στην κλίμακα θ.  

			Τα στατιστικά ευρήματα της ολικής βαθμολογίας εξήγαγαν μία μέση επίδοση 27,8 ορθών απαντήσεων σε σύνολο 47 με ελάχιστο αριθμό απαντημένων 2 και μέγιστο 40 ερωτήσεων (Πίν. 11.16γ). Ο δείκτης αξιοπιστίας της εξέτασης KR-20 βρέθηκε ίσος με 0,836, τιμή σαφώς μεγαλύτερη από το γενικώς αποδεκτό όριο του 0,700 πληροφορώντας έτσι για ένα ικανοποιητικό επίπεδο αξιοπιστίας των εξετάσεων. Η κατανομή των ορθών απαντήσεων είχει αρνητική ασυμμετρία (g1=-0,941), δηλαδή συγκλίνει προς τα αριστερά της κατανομής. Τα ευρήματα αυτά συνηγορούν στο συμπέρασμα ότι το μέσο επίπεδο ικανότητας των εξεταζόμενων στο διαγώνισμα της Αγγλικής αντιστοιχεί στο επίπεδο αξιολόγησης Α2 (18-29 ορθές απαντήσεις). 
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			Πίνακας 11.16. Συνοπτικά στατιστικά αποτελέσματα του μοντέλου μίας παραμέτρου 1PL.
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			Σχήμα 11.25. Ιστόγραμμα κατανομής των παραμέτρων δυσκολίας β και της ικανότητας θ. Καμπύλες απόκρισης της εξέτασης TRF, της πληροφορίας εξέτασης TIF και του τυπικού σφάλματος αυτής SCEM. 

			Η μέση ικανότητα απόκρισης των εξεταζόμενων ήταν 0,457 τυπικές αποκλίσεις, τιμή η οποία δείχνει μία σχετικά καλή αποκριτική αντίληψη αφού είναι μεγαλύτερη του 0,0 (Πίν. 11.16δ). Το εύρος διασποράς της ικανότητας κυμάνθηκε μεταξύ -1,30 και 1,78, καταλαμβάνοντας έτσι μία απόσταση 3,08 τυπικών αποκλίσεων ενώ τα στοιχεία της θ παρουσίασαν και μία μικρή αρνητική ασυμμετρία (g1=-0,196). 

			Στο σχήμα 11.25 παρίσταται ο χάρτης ατόμων-ερωτήσεων αναφορικά με τις παραμέτρους β και θ. Δεξιά της τιμής θ=0,0, η παράμετρος β εμφανίζει υψηλότερο βαθμό δυσκολίας και αριστερά αυτού, μικρότερο. Ένα αρκετά μεγάλο ποσοστό των ερωτήσεων εμφανίζει μικρό βαθμό δυσκολίας (αρνητικές τιμές β), το οποίο συνοδεύεται όμως από μικρό αριθμό εξεταζόμενων, δείγμα της καλής ικανότητας απόκρισης στις εύκολες ερωτήσεις. Ο κύριος όγκος των ερωτήσεων και ατόμων εστιάζεται στο εύρος 0,0-1,6 στην κλίμακα ικανότητας, με ένα μικρό μόνο ποσοστό ερωτήσεων να εξέχει του εύρους της ικανότητας δεξιά, δείγμα ότι δύσκολα οι ερωτήσεις απαντώνται σωστά.
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			Πίνακας 11.17. Στατιστική των ερωτήσεων πολλαπλής επιλογής του μοντέλου 1PL.

			Η καμπύλη απόκρισης της ολικής εξέτασης TRF, όλων δηλαδή των βαθμονομημένων ερωτήσεων, προβλέπει το ποσοστό ή και αριθμό των ερωτήσεων που μπορεί να απαντήσει σωστά ένας εξεταζόμενος σε συνάρτηση με την ικανότητα θ. Στο σχήμα 11.25, το 50% των ορθών απαντήσεων αντιστοιχεί σε επίπεδο δυσκολίας θ=0,0.

			Η καμπύλη πληροφορίας της ολικής εξέτασης TIF παρέχει στοιχεία για το ποσοστό της πληροφορίας που κατανέμεται σε κάθε επίπεδο της ικανότητας θ και συνοδεύεται πάντα από το τυπικό σφάλμα που αποτελεί ένδειξη της αξιοπιστίας της (Σχ. 11.25). Με βάση τη γραφική απεικόνιση, προκύπτει ότι η μέγιστη πληροφορία που εξάγεται ισούται με 9,7 και πραγματοποιείται στο επίπεδο θ=0,05, στο οποίο αντιστοιχεί και το ελάχιστο τυπικό σφάλμα SE=0,322. 

			Από τον πίνακα 11.17 της στατιστικής των ερωτήσεων πολλαπλής επιλογής, προκύπτουν οι κάτωθι επισημάνσεις:

			Ο ελάχιστος βαθμός δυσκολίας παρατηρείται στις ερωτήσεις Ε02 και Ε03 (Ρ=0,962, β=-2,208 και β=-1,995) και ο μέγιστος στην ερώτηση Ε56 (Ρ=0,077 και β=2,217). 

			Όλες οι ερωτήσεις εμφανίζουν ικανοποιητικό βαθμό προσαρμογής στα εμπειρικά στοιχεία όπως καταδεικνύεται από την έλλειψη στατιστικής σημαντικότητας των κριτηρίων χ2 και z (p>0,05). 

			Μία ερώτηση (E30) εμφανίζει στοιχεία υπο-προσαρμογής (In-MSQ=1,120). 

			Επτά ερωτήσεις (Ε02, Ε03, E04, Ε07, Ε08, Ε19, Ε56) παρουσιάζουν τάσεις υπερ-προσαρμογής, όπως δείχνουν οι τιμές των μέσων τετραγώνων Out-MSQ (<0,600). 

			Όλες οι ερωτήσεις παρουσιάζουν ικανό βαθμό ατομικής προσαρμογής στο μοντέλο, παρέχοντας τιμές προσαρμογής In-Zstd και Out-Zstd μικρότερες του |2|.

			B. Εφαρμογή του μοντέλου IRT 3PL

			Στα στοιχεία του διαγωνίσματος στην Αγγλική γλώσσα εφαρμόστηκε και το μοντέλο IRT 3PL, το οποίο ερευνά την επίδραση τριών παραμέτρων στο ποσοστό επιτυχίας: τη δυσκολία των ερωτήσεων (παράμετρος β), τη διαχωριστική ισχύ (α) και την πιθανότητα της τυχαίας πρόβλεψης στην ορθή απάντηση (c). Το μοντέλο αυτό είναι το καταλληλότερο σε τέτοιες περιπτώσεις εφαρμογής, στερείται όμως επί της παρούσης μελέτης τον ελάχιστο απαιτούμενο αριθμό ερωτώμενων (>300). 

			Από τα στατιστικά ευρήματα του πίνακα 11.18 προκύπτουν τα εξής:

			Συνολικά 47 ερωτήσεις εισήχθηκαν στο μοντέλο 3PL το οποίο ανέδειξε σχετικά καλή προσαρμογή των στοιχείων στο μοντέλο (χ2=604,7, df=544, p=0,116, Πίν. 11.18α). Η μέση διαχωριστική ισχύς α όλων των ερωτήσεων ανήλθε σε 0,677 η οποία φανερώνει μέτρια ικανότητα διαφοροποίησης των ερωτήσεων μεταξύ των εξεταζόμενων και κυμάνθηκε μεταξύ 0,276 και 0,848 (Πίν. 11.18β). Η δυσκολία β της ολικής εξέτασης κατέγραψε επί της κλίμακας θ ένα εύρος μεταβολής -4,000-2,732, με μέσο βαθμό δυσκολίας  0,032, τιμή η οποία προσεγγίζει το 0,0 της βαθμονομημένης κλίμακας θ, γεγονός που οδηγεί σε μέτριου βαθμού συνολική δυσκολία (Πίν. 11.18β). Η τυχαία απόκριση c στην ορθή πρόβλεψη κυμάνθηκε σε εύρος 0,222-0,381 με μέση τιμή (αναλογία) 0,251 (Πίν. 11.18β) η οποία ουσιαστικά συγκλίνει στην αντίστοιχη αποδεκτή 0,261, με παρούσες 8 ερωτήσεις με τρεις επιλογές και 39 με τέσσερις επιλογές (1/[(8x3+39x4)/47]). 
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			Πίνακας 11.18. Συνοπτικά στατιστικά αποτελέσματα του μοντέλου τριών παραμέτρων 3PL. 

			Η αξιοπιστία του διαγωνίσματος (Πίν. 11.18γ) διαπιστώθηκε εξαιρετικά υψηλή (συντελεστής KR-20=0,836>0,800) όμως οι εξεταζόμενοι μπόρεσαν να απαντήσουν σωστά κατά μέσο όρο σε 28 ερωτήσεις από τις έγκυρες 47 με αποτέλεσμα να ενταχθούν αξιολογικά, στο επίπεδο Αγγλικής Α2 (η στατιστική της ολικής βαθμολογίας παραμένει ίδια και στα δύο μοντέλα). 

			Η μέση ικανότητα απόκρισης θ των ατόμων στις ερωτήσεις της εξέτασης (Πίν. 11.18δ) δεν ξέφυγε από το μέσο επίπεδο ικανότητας 0,0 της κλίμακας (θ=0,027), κυμάνθηκε μεταξύ -2,961 και 1,786 μονάδων τυπικής απόκλισης και έδειξε να είναι σχετικά αρνητικά ασύμμετρη (g1=-0,618). 

			Στο σχήμα 11.26 προβάλλεται το εύρος μεταβολής των παραμέτρων δυσκολίας β των ερωτήσεων επί της αποκριτικής ικανότητας θ των ατόμων, το οποίο είναι σαφώς μεγαλύτερο στις ερωτήσεις και στα δύο άκρα του ιστογράμματος. Συγκεκριμένα, αρκετές ερωτήσεις καταλαμβάνουν το αριστερό σκέλος του ιστογράμματος, ειδικότερα μεταξύ -1,0 και -4,0, οι οποίες θεωρούνται εξαιρετικά εύκολες να απαντηθούν αφού στο ίδιο διάστημα συμμετέχει μικρός μόνο αριθμός χαμηλής ικανότητας εξεταζόμενων. Από το σημείο θ=-1,15 και μέχρι θ=1,59 απλώνεται ο κύριος όγκος των εξεταζόμενων και ερωτήσεων, μερικές των οποίων εμφανίζουν στο ακραίο τμήμα του δεξιού σκέλους πολύ υψηλό βαθμό δυσκολίας αφού λίγοι αριθμητικά ερωτώμενοι μπορούν να αποκρίνονται σωστά. 
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			Σχήμα 11.26. Ιστόγραμμα κατανομής των παραμέτρων δυσκολίας β των ερωτήσεων και της ικανότητας απόκρισης θ των εξεταζόμενων.  

			Η διαχωριστική ισχύς α κάθε ερώτησης χωριστά, κυμάνθηκε μεταξύ 0,55 και 0,90 στα επίπεδα δυσκολίας -2,1-2,9 (Σχ. 11.27) με εξαίρεση τις τιμές των τριών πρώτων ερωτήσεων που ήταν πολύ χαμηλότερες. Συμπεραίνουμε ότι η διαχωριστική ισχύς των ερωτήσεων ασκεί την επίδραση της στο παραπάνω φάσμα της δυσκολίας, επισημαίνοντας ότι τέσσερις ερωτήσεις καταλαμβάνουν τιμές της παραμέτρου α στο υψηλότερο επίπεδο 0,80-0,90 το οποίο αντιστοιχεί σε επίπεδο δυσκολίας 1,5-2,8 (Ε41, Ε51, Ε56 και Ε59). 
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			Σχήμα 11.27. Διασπορά των τιμών της παραμέτρου α στα διάφορα επίπεδα της δυσκολίας β. Καμπύλες απόκρισης της ολικής εξέτασης (TRF), της πληροφορίας της εξέτασης (TIF) και του τυπικού σφάλματος αυτής. 

			Η καμπύλη απόκρισης της ολικής εξέτασης TRF (Σχ. 11.27) διαγράφει ελαφρά σιγμοειδή τροχιά η οποία περιγράφεται από συντελεστή τυχαίας πρόβλεψης c=0,251 και διαχωριστική ισχύ α=0,677 (σημείο εναλλαγής της καμπύλης από κοίλη σε κυρτή), η οποία ορίζεται από το σημείο ικανότητας θ=0,032 και από την πιθανότητα ορθής απόκρισης p(θ)= c/2+0,5=0,251/2+0,5=0,625. 

			Η καμπύλη της πληροφορίας της ολικής εξέτασης TIF (Σχ. 11.27) προσεγγίζει ένα μέγιστο πληροφόρησης στην τιμή 6,0 το οποίο αντιστοιχεί, προεκτεινόμενο καθέτως, σε επίπεδο ικανότητας θ=0,90 με βαθμό διασποράς SE=0,408. Με βάση τα παραπάνω, το διαγώνισμα αξιολογείται ως σχετικά δύσκολο γιατί η μέγιστη διαχωριστική ισχύς, η οποία αντιστοιχεί στο μέγιστο σημείο της καμπύλης πληροφορίας, περιορίζεται ουσιαστικά, στα όρια μεταξύ 0 και 2 μονάδων της ικανότητας θ στο δεξιό δηλαδή σκέλος της κλίμακας αποκριτικής ικανότητας.

			Η εφαρμογή του μοντέλου στηρίχθηκε στη βαθμονόμηση της κλίμακας θ σε μονάδες της κανονικής κατανομής (D=1,7) και εμφάνισε διαφορετικού τύπου αστοχίες (ασυμφωνίες) σε τέσσερις ερωτήσεις. Συγκεκριμένα:

			Η παραπλανητική επιλογή D της ερώτησης Ε41 απέδωσε τις μέγιστες σημειακές δισειριακές συσχετίσεις με την ολική βαθμολογία της εξέτασης (S-rpb=0,142, T-rpb=0,116) αντί της ορθής επιλογής C (0,09 και 0,087 αντίστοιχα, Πίν. 11.19) όπως αναμενόταν.  

			Οι ερωτήσεις Ε01-Ε03 εξήγαγαν παραμέτρους δυσκολίας β  (-4,0, -4,0 και -3,554) μικρότερους από το γενικώς αποδεκτό εύρος -3,0 και +3,0, η δε ερώτηση Ε01 απέδωσε και χαμηλότερη διαχωριστική ισχύ α (0,276) από το αποδεκτό εύρος 0,3-1,5 (Πίν. 11.19). Επίσης, η ερώτηση Ε03 παρείχε υψηλότερη τιμή τυχαίας πρόβλεψης c (0,384) από την αντίστοιχη αποδεκτή τιμή 1/k=1/3=0,333 με παρούσες τρεις επιλογές.
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			Πίνακας 11.19. Στατιστική των ερωτήσεων πολλαπλής επιλογής του μοντέλου 3PL.

			Από τη στατιστική αξιολόγηση του πίνακα 11.19 προκύπτουν και τα ακόλουθα:

			Οι υψηλότεροι βαθμοί ευκολίας P παρατηρούνται στις ερωτήσεις Ε02 και Ε03 (0,962) και ο ελάχιστος βαθμός στην Ε56 (0,077). Υψηλά επίπεδα δυσκολίας (>2,500) διακρίνονται στις ερωτήσεις Ε41, Ε51, Ε56 και Ε59, όπως ήδη αναφέρθηκε, και υψηλοί σημειακοί δισειριακοί συντελεστές της κλασικής θεωρίας, που σχετίζονται με τη διαχωριστική ισχύ, στις ερωτήσεις Ε07, Ε33, Ε56, Ε60 και παραδόξως στην Ε02. 

			Ερωτήσεις με έντονη διαχωριστική ισχύ α (>0,800) της θεωρίας απόκρισης των ερωτήσεων (IRT) βρέθηκαν οι εξής:  Ε07, Ε27, Ε33, Ε38, Ε56 και Ε60.

			Τρεις ερωτήσεις (Ε18, Ε34 και Ε38) εμφάνισαν έλλειψη καλής προσαρμογής στο μοντέλο με βάση τις εκτιμήσεις του κριτηρίου χ2 (p<0,05) οι οποίες πάραυτα δεν επικυρώθηκαν από τις εκτιμήσεις του κριτηρίου προσαρμογής z (p>0,05), επισημαίνοντας ότι το κριτήριο z έχει μεγαλύτερη βαρύτητα διότι επηρεάζεται λιγότερο από την παρουσία μικρού δειγματοληπτικού μεγέθους. 

			Γ. Εφαρμογή των πολυμερών μοντέλων SGRM και GRSM

			Τα μοντέλα αυτά προτιμώνται όταν η κλίμακα μέτρησης των ερωτήσεων είναι δοκιμασμένη διεθνώς, όπως είναι η κλίμακα Likert, σε αντίθεση με τα μοντέλα μερικής πίστωσης βαθμών (RPCM, GPCM) που ελέγχουν συνήθως την αυξητική συνέχεια των διαβαθμίσεων.
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			Πίνακας 11.20. (α) Ερωτηματολόγιο της έννοιας ‘Φόβος αρνητικής αξιολόγησης’ (FNE- (Fear of Negative Evaluation) με χρήση διαβαθμισμένης κλίμακας αυξανόμενης έντασης του φοβικού συναισθήματος 1-5.

			Τα δύο μοντέλα εφαρμόστηκαν σε ένα δείγμα 40 ατόμων στα οποία δόθηκε προς αυτοαξιολόγηση, ένα ερωτηματολόγιο σχετικό με την αγωνία της απαξιωτικής συμπεριφοράς εκ μέρους του κοινωνικού περιβάλλοντος (Πίν. 11.20α). Στις ερωτήσεις προσαρμόστηκε μία τακτική κλίμακα μίας κατεύθυνσης (καθόλου μέχρι απόλυτα) και τα αποτελέσματα της εξέτασης απεικονίζονται στον πίνακα 11.20β.

			Η προσαρμοστικότητα των στοιχείων στα δύο μοντέλα ήταν πολύ ικανοποιητική όπως δείχνουν οι τιμές του στατιστικού κριτηρίου χ2 (Πίν. 11.21α). Υπενθυμίζεται πάντως, ότι ένα αξιόπιστα δομημένο πολυμερές μοντέλο θα πρέπει να περιλαμβάνει πάνω από 250 ερωτώμενους ή και ακόμα καλύτερα πάνω από 500, ώστε να δύναται να εκτιμήσει ικανοποιητικά τις παραμέτρους των πολυμερών μοντέλων και επίσης κάθε ερώτηση οφείλει να περιέχει υποχρεωτικά όλες τις διαβαθμίσεις που διατίθενται στην κλίμακα αξιολόγησης. 

			Οι ερωτήσεις ελέχθησαν ατομικά ως προς το βαθμό προσαρμογής τους στο μοντέλο, με τη χρήση του στατιστικού κριτηρίου χ2 και βρέθηκαν όλες να ταιριάζουν ικανοποιητικά στο μοντέλο (p>0,05 σε όλες τις περιπτώσεις).

			Στις ερωτήσεις Ε01, Ε09, Ε10 και Ε11 η διαβάθμιση 1 ουδέποτε επικυρώθηκε οπότε τα αποτελέσματα αυτών δίνονται με 4 διαβαθμίσεις και 3 κατηγορίες θέσης παρούσες (2-5) και δεν σχολιάζονται περαιτέρω.

			Το μοντέλο SGRM εκτιμά συνολικά μία παράμετρο α στην εξέταση και και το μοντέλο SGRM μία παράμετρο α και μία παράμετρο β (Πίν. 11.21β). Η διαχωριστική ισχύς α ή αλλιώς η ταχύτητα εκδήλωσης του φοβικού συναισθήματος στο σύνολο των 12 ερωτήσεων, στο πρώτο μοντέλο έχει μεγαλύτερη τιμή (1,528) συγκριτικά με αυτήν του δεύτερου μοντέλου (1,411) στο οποίο η δριμύτητα εκδήλωσης του φόβου β είναι αρκετά χαμηλής έντασης (β=-0,395). 
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			Πίνακας 11.21. Συνοπτικά στατιστικά αποτελέσματα των πολυμερών μοντέλων SGRM, GRSM.

			Η ολική βαθμολογία της εξέτασης έδειξε ιδιαίτερα υψηλή αξιοπιστία (δείκτης του Cronbach α=0,957),  μέση τιμή 41,45, κατανομή με αρνητική ασυμμετρία και εύρος τιμών μεταξύ 22 και 56 (Πίν. 11.21γ). Τα δύο μοντέλα δεν επηρεάζουν την ολική εξέταση  διότι αυτή αποτελεί μέρος της κλασικής θεωρίας των ερωτήσεων.

			Οι ερωτώμενοι χαρακτηρίζονται από μία ουδέτερη συμπεριφορά εκδήλωσης φοβικού συναισθήματος αναφορικά με το μοντέλο SGRM (θ=0,003) και από μία σχετικά αυξημένη φοβική τάση στο μοντέλο GRSM (θ=0,249)(Πίν. 11.21δ). Το εύρος του φοβικού συναισθήματος, το οποίο εκφράζεται από τη διασπορά της κλίμακας θ κυμάνθηκε μεταξύ -1,807 και 0,731 στο πρώτο μοντέλο και μεταξύ -1,677 και 1,847 στο δεύτερο.  

			Οι καμπύλες απόκρισης των κατηγοριών IRF μετρούν την πιθανολογική σχέση που αναπτύσσεται μεταξύ της απόκρισης ενός ατόμου σε μία ερώτηση και το επίπεδο φόβου θ στο οποίο εκδηλώνεται αυτή. Έτσι άτομα με υψηλά φοβικά επίπεδα αναμένεται να έχουν υψηλότερη πιθανότητα επικύρωσης των διαβαθμίσεων εκείνων που σχετίζονται με αυξανόμενη ένταση εμφάνισης του χαρακτηριστικού (φόβος).
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			Σχήμα 11.28. Καμπύλες πληροφορίας των κατηγοριών IIF των ερωτήσεων σε αμφότερα τα μοντέλα.

			Οι καμπύλες πληροφόρησης των ερωτήσεων IIF επιβεβαιώνουν τα σημεία της θ όπου μία ερώτηση διαχωρίζει ευκρινέστερά τους ερωτώμενους μεταξύ τους (Σχ. 11.28). Η ερώτηση Ε02 διαθέτει τη μέγιστη δυνατή πληροφόρηση ως προς τη διαχωριστική ισχύ μεταξύ των ερωτώμενων η οποία εκδηλώνεται σε επίπεδα φόβου -2,0 και -0,5 και επίσης με μικρότερη διάρκεια πληροφορίας σε επίπεδα μεταξύ 0,5 και 1,5 (Σχ. 11.28). Η ελάχιστη πληροφορία αποκομίζεται από τις ερωτήσεις Ε04 και Ε07 οι οποίες όμως εξάγουν την πιο αξιόλογη αλλά και μοναδική πληροφορία σε επίπεδα υψηλής εκδήλωσης φόβου (2,2-4,0) αφού είναι οι μόνες παρούσες στο διάστημα αυτό της κλίμακας θ. 

			Σε περίπτωση που μία κατηγορία συστηματικά κατακλύζεται από την έκταση των καμπυλών των παρακείμενων κατηγοριών (όπως συμβαίνει στις ερωτήσεις Ε05, Ε06 και Ε12 αναφορικά με την κατηγορία 3, στο σχήμα 11.29) τότε επιτρέπεται η απομάκρυνση αυτής από το ερωτηματολόγιο στο μέλλον.

			Αντίθετα, όταν συστηματικά διαμορφώνεται η ανάπτυξη μίας υπερισχύουσας καμπύλης με υψηλά ποσοστά απόκρισης, καταλαμβάνοντας ένα μεγάλο μέρος της κλίμακας θ (όπως συμβαίνει με την κατηγορία 4 στην ερώτηση Ε04, στο σχήμα 11.29), τότε απαιτείται η παρεμβολή μίας νέας τουλάχιστον κατηγορίας στην κλίμακα μέτρησης. 

			Η καμπύλη της πληροφορίας εξέτασης TIF όλων των ερωτήσεων ως προς τη διαχωριστική ισχύ, έδωσε μία μέγιστη τιμή 23,486 σε επίπεδο κλίμακας θ=-0,600 για το μοντέλο SGRM και ελάχιστο τυπικό σφάλμα ίσο με 0,205 (Σχ. 11.30). Για το μοντέλο GRSM η μέγιστη τιμή πληροφορίας προσέγγισε την τιμή 21,663 σε επίπεδο κλίμακας θ=-0,200 και με ελάχιστο τυπικό σφάλμα 0,215 (Σχ. 11.30). Ουσιαστικά, τα δύο μοντέλα εμφανίζουν παρόμοιες τάσης πληροφορίας και ελάχιστου τυπικού σφάλματος στα δύο γραφήματα. 

			Η παράμετρος α εκφράζει πόσο ικανοποιητικά οι αποκρίσεις των κατηγοριών διαχωρίζουν τα άτομα ανάλογα με το επίπεδο του φόβου. Απότομες κλίσεις δηλώνουν ότι μικρές μεταβολές κατά μήκος της κλίμακας θ προκαλούν μεγάλες μεταβολές στην πιθανότητα επικύρωσης. Τα σημεία τομής δύο καμπυλών (παράμετρος β) προσδιορίζουν τη δριμύτητα απόκρισης στα αντίστοιχα σημεία της συνέχειας του φόβου απαξίωσης (κλίμακα θ). Χαμηλές τιμές της παραμέτρου β δείχνουν ότι οι αντίστοιχες κατηγορίες απόκρισης επικυρώνονται από άτομα με μικρή αίσθηση απαξίωσης και το αντίστροφο. 

			Στο μοντέλο SGRM (Πίν. 11.22α, Σχ. 11.29) οι εκτιμήσεις των κλίσεων α με παρούσες 5 διαβαθμίσεις, κυμαίνονται μεταξύ 1,226 και 2,285 μαρτυρώντας έτσι μία μάλλον μικρή διασπορά στη διαχωριστική ισχύ των ερωτηθέντων (εύρος=1,06) οι οποίες αντιστοιχούν σε εύρος  φοβικής απαξίωσης -2,54-2,52.

			Η θέση των παραμέτρων β στις 8 ερωτήσεις αντιστοιχεί σε ένα εύρος απόκρισης του φόβου απαξίωσης (-2,44 μέχρι -0,15), το οποίο ορίζεται από τις κατηγορίες 1-3 και αξιολογείται από καθόλου έως αρκετά φοβικό, και ένα αντίστοιχο εύρος (0,07-2,52) που αντιστοιχεί στην κατηγορία 4 και  το οποίο χαρακτηρίζεται από υψηλά επίπεδα φοβικού συναισθήματος (θ>0). 

			Οι ερωτήσεις Ε04 και Ε12 εμφανίζουν τη μέγιστη και ελάχιστη εκδήλωση του φόβου β αντίστοιχα στο τέταρτο όριο μετάβασης (2,52 έναντι 0,71), αλλά η διαχωριστική ισχύς (ρυθμός εκδήλωσης του φοβικού συναισθήματος) είναι υψηλότερη στην ερώτηση Ε12 (α=1,595 και R=0,902) απ’ ότι στην ερώτηση Ε04 (α=1,226 και R=0,674). Στην ερώτηση Ε12 επίσης, η διαβάθμιση 3 κρύβεται κυριολεκτικά από τις  παρακείμενες 2 και 4, ενώ τα όρια της είναι σαφέστερα στην ερώτηση Ε04 (Σχ. 11.29).  Στην τελευταία, η διαβάθμιση 4 καλύπτει ένα εξαιρετικά ευρύ φάσμα ανάπτυξης του φοβικού συναισθήματος επί της κλίμακας θ, όπως καταδεικνύει και η μεγάλη απόσταση μεταξύ των παραμέτρων β3 και β4 (-0,24 και 2,52).

			Η ερώτηση Ε06 εμφανίζει στη διαβάθμιση 1 την μικρότερη δριμύτητα εκδήλωσης φόβου από όλες τις ερωτήσεις (β=-2,44), ενώ η ερώτηση Ε05 τη μεγαλύτερη συγκριτικά ένταση (β=-1,54). Παρόλα αυτά, συνολικά, η εκδήλωση της δριμύτητας του φόβου εμφανίζεται ταχύτερα στην Ε05 απ’ ότι στην Ε06 (1,47>1,37).

			Στο μοντέλο GRSM (Πίν. 11.22β) υπολογίζονται για κάθε ερώτηση μία παράμετρος α, μία παράμετρος β και μία παράμετρος c, με 4 όμως διαφορετικές θέσεις ορίων κοινές σε όλες τις ερωτήσεις. Οι παράμετροι c εκφράζουν συγκεκριμένες αποστάσεις επί της κλίμακας θ από την παράμετρο β σε κάθε ερώτηση.

			Μέγιστο ρυθμό φοβικής έξαρσης (διαχωριστική ισχύς) εκφράζει η ερώτηση Ε02 (2,271) και ελάχιστο η Ε05 (1,089). Η δριμύτητα εκδήλωσης του φόβου (παράμετρος β) παρουσιάζεται γενικώς χαμηλή, καταλαμβάνοντας το αρνητικό τμήμα της κλίμακας θ σε όλες τις ερωτήσεις  (θ<0) όπως εξάλλου δηλώνουν οι αρνητικές τιμές β σε αυτές, με ελάχιστο φοβικό συναίσθημα παρόν στις ερωτήσεις Ε02 και Ε12 (-0,735 και -0,753) και μέγιστο αλλά χαμηλό, στις Ε05 και Ε06 (-0,421 και -0,463).

			Στο σχήμα 11.31 η ερώτηση Ε02 περιγράφει υψηλότερες κλίσεις α (ταχύτερη μεταβολή της φοβικής απόκρισης) απ’ ότι η Ε03 (2,271>1,599) αλλά μικρότερη συγκριτικά φοβική ένταση (-0,735>-0,213). Η ίδια ερώτηση Ε02 παρέχει και τη μεγαλύτερη πληροφόρηση ως προς τη διαχωριστική ισχύ (Σχ. 11.28) με τρία υψηλά στα αντίστοιχα επίπεδα φόβου -2,5-1,5, -1,0-0,0 και 0,5-1,5 και η ερώτηση Ε03 τη δεύτερη σε ισχύ πληροφορία, δίνοντας λίγο χαμηλότερα, επίσης τρία μέγιστα σε εύρη της κλίμακας θ που δεν αναπληρώνονται από αυτά της Ε02.
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			Πίνακας 11.22. Στατιστική των παραμέτρων των πολυμερών μοντέλων.
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			Σχήμα 11.29. Καμπύλες απόκρισης CRF  των κατηγορικών πιθανοτήτων στο μοντέλο SGRM σε επιλεγμένες ερωτήσεις .

			[image: 41_4.png]

			[image: 42_4.png]

			Σχήμα 11.30. Καμπύλες πληροφορίας TIF της φοβικής αξιολόγησης και των τυπικών σφαλμάτων σε αμφότερα τα μοντέλα.
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			Σχήμα 11.31. Καμπύλες απόκρισης CRF  των κατηγορικών πιθανοτήτων στο μοντέλο GRSM σε επιλεγμένες ερωτήσεις.
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			Κεφάλαιο 12: Ολοκληρωμένες Εφαρμογές Περιπτώσεων

			Στις μέχρι τώρα αναλύσεις των προηγουμένων κεφαλαίων δόθηκε έμφαση στην επιλογή συγκεκριμένων πολυμεταβλητών τεχνικών, με κριτήρια τον τρόπο λειτουργίας ως προς το χειρισμό τους, την κατανόηση στην υπολογιστική διαδικασία, το μέγεθος της αξιοπιστίας στα αποτελέσματα, τη χρηστικότητα της μεθοδολογίας και τη δημοφιλία τους στον επιστημονικό χώρο. Στην πράξη όμως, κατά την επεξεργασία των στοιχείων μιας έρευνας, αναζητείται αλλά και απαιτείται η εφαρμογή αρκετών διαφορετικών μεθόδων με συνδυαστική δράση, έτσι ώστε, ο συγκερασμός των αποτελεσμάτων να αποδώσει τα μέγιστα στην πληροφόρηση της έρευνας. Προς αυτήν την κατεύθυνση προσανατολίζεται και το περιεχόμενο του παρόντος κεφαλαίου, το οποίο πραγματεύεται τον τρόπο ανάπτυξης τριών επιστημονικών εργασιών στις οποίες εμπλέκεται ένα μεγάλο πλήθος μεταβλητών και δειγμάτων.  

			Η σταστιστική ανάλυση των δεδομένων επιτελέστηκε με τη χρήση των προγραμμάτων STATISTICA 12.0 και ΜΙΝΙΤΑΒ 17.0.

			12.1 Εμπεριστατωμένο Παράδειγμα 1

			‘Ταξινόμηση στελεχών των μικροοργανισμών Streptococcus thermophilus και Lactobacillus delbrueckii της παραδοσιακής γιαούρτης με βάση τις τεχνολογικές ιδιότητες τους’

			Τα στοιχεία της μελέτης αυτής βασίζονται στα ευρήματα της ερευνητικής εργασίας Xanthopoulοs et al (2000) με αρκετές τροποποιήσεις προκειμένου να ανταποκριθούν στις ανάγκες κατανόησης των στατιστικών μεθόδων. 

			Η γιαούρτη είναι ένα ζυμούμενο γαλακτοκομικό προϊόν  που παράγεται με γαλακτική ζύμωση του γάλακτος  με τη δράση των μικροοργανισμών Streptococcus thermophilus και Lactobacillus delbrueckii bulgaricus (υποείδος). Τα βασικά προϊόντα μεταβολισμού των μικροοργανισμών αυτών είναι το γαλακτικό οξύ και διάφορες αρωματικές ενώσεις. Η σπουδαιότητα όμως των οργανισμών αυτών έγκειται στη συμβιωτική σχέση που αναπτύσσουν μεταξύ τους κατά τη διάρκεια της οξίνισης του γάλακτος  η οποία σε μικτές καλλιέργειες προκαλεί μεγαλύτερη βακτηριακή συγκέντρωση και βελτιωμένη υφή του προϊόντος απ’ ότι σε μεμονωμένες καλλιέργειες. 

			Οι τεχνολογικές ιδιότητες της γιαούρτης, όπως η οξίνιση, το άρωμα και το ιξώδες, εξαρτώνται σε μεγάλο βαθμό από τα χαρακτηριστικά των στελεχών που χρησιμοποιούνται. Η ακεταλδεΰδη, το διακετύλιο, η αιθανόλη, η ακετοΐνη και η ακενόνη είναι οι σπουδαιότερες αρωματικές ουσίες  που απαντώνται στη γιαούρτη. 

			Οι μεταβλητές που χρησιμοποιούνται για την ποσοτική εκτίμηση της δραστηριότητας των καλλιεργειών εκκίνησης προέρχονται από τον προσδιορισμό διαφόρων παραμέτρων που έχουν ως βάση το pH κατά την παραγωγή γαλακτικού οξέος σε μικρά χρονικά διαστήματα:  

			Vmαx= μέγιστος ρυθμός οξίνισης

			Vmar= μέση τιμή του ρυθμού οξίνισης 

			TVmax= χρόνος μέγιστης οξίνισης παρούσης

			pHVmax= εκτίμηση pH της μέγιστης οξύτητας

			pH5h= εκτίμηση pH μετά 5 ώρες έναρξης της επώασης

			pH24h= εκτίμηση pH μετά παρέλευση 24ωρου της επώασης

			Οι παραπάνω μεταβλητές προσδιορίστηκαν στην παρούσα έρευνα μαζί με τις αρωματικές ενώσεις, ακεταλδεΰδη και ακετοΐνη και τις παραμέτρους ιξώδες (Viscosity) και γαλακτικό οξύ (Lactate). 

			Σκοπός της παρούσας μελέτης είναι ο προσδιορισμός της πορείας της γαλακτικής ζύμωσης των αρωματικών ενώσεων, και της εκτίμησης του ιξώδους δειγμάτων γιαούρτης τα οποία παρασκευάστηκαν με τη δράση ενός μεγάλου πλήθους απομονωμένων στελεχών παραδοσιακής γιαούρτης και ταξιδόμηση αυτών σε ομάδες με κοινά χαρακτηριστικά και περαιτέρω επιλογή των ικανότερων προς εμπλουτισμό της δεξαμενής των στελεχών με φυσικούς εκκινητές.

			Η στατιστική επεξεργασία των στοιχείων περιλαμβάνει τα ακόλουθα στάδια:

			
					Ταξιδόμηση (συσταδοποίηση) των στοιχείων (στελεχών) σε ομάδες με τη μέθοδο διασύνδεσης του Ward και την Ευκλείδια απόσταση ομοιότητας των στοιχείων.

					Εφαρμογή της ανάλυσης διακύμανσης μεταξύ των ομάδων της ταξιδόμησης των στελεχών και προσδιορισμός των σημαντικότερων μεταβλητών ανά ομάδα με τη μέθοδο σύγκρισης των  μέσων τιμών των ομάδων βασισμένη στα 95% όρια εμπιστοσύνης αυτών που εξάγονται από το μέσο σφάλμα της ANOVA. 

					Εφαρμογή της πολλαπλής διακριτικής ανάλυσης για την εκτίμηση της αξιοπιστίας της ανάλυσης ταξιδόμησης και προσδιορισμό των σπουδαιότερων μεταβλητών υπευθύνων για το διαμοιρασμό στις ομάδες με τη μέθοδο της προοδευτικής ένταξης στο μοντέλο.

					Εφαρμογή της ανάλυσης της δενδρικής ταξινόμησης για τον προσδιορισμό των παραμέτρων εκείνων που διαχωρίζουν τις ομάδες συσταδοποίησης των προηγούμενων αναλύσεων σε συγκεκριμένες τιμές τμήσης αυτών. 

			

			Στη μελέτη αυτή επιλέχθηκαν 74 στελέχη του λακτόκοκκου S. thermophilus και 74 στελέχη του Lb. bulgaricus  και τα αποτελέσματα της δράσης αυτών παρατίθενται στους πίνακες 12.1 και 12.2. 

			12.1.1 Ανάλυση συστάδων

			Η τεχνική της ταξιδόμησης κατά Word κατέδειξε τη δημιουργία τεσσάρων ομάδων στελεχών για το λακτοβάκιλλο Lb. bulgaricus και πέντε για το λακτόκοκκο S. thermophillus  (Σχ. 12.1 και 12.2). Για το λακτοβάκιλλο ο διαχωρισμός σε 4 ομάδες είναι ευκρινής και απόλυτα κατανοητός, ο οποίος διακρίνει τα στελέχη σε δυο αρχικές ομάδες (διακλαδώσεις) και τελικά σε δυο υποομάδες, εκάστη με τα στελέχη ταξιδομημένα ως ομάδας Α και C και ομάδας Β και D αντίστοιχα. Σχετικά με το λακτόκοκκο, η πρώτη διάκριση απομονώνει τα στελέχη της ομάδας Ε από τις λοιπές, στις οποίες η επόμενη διάκριση διαφοροποιεί την ομάδα Β, ακολούθως την ομάδα D και περατώνεται στις δυο υποομάδες Α και C. H επιλογή των παραπάνω ταξιδομήσεων σε 4 και 5 ομάδες ανά μικροοργανισμό, πραγματοποιήθηκε κυρίως με τον οπτικό έλεγχο των διακλαδώσεων των στελεχών, αποτελεί δηλαδή προσωπική εκτίμηση του ερευνητή. Η επιλογή του καταλληλότερου αριθμού των ομάδων υποβοηθείται και με τη θεώρηση των κριτηρίων που επισημάνθηκαν στο σχήμα 5.4 και πίνακα 5.17 του κεφαλαίου της ανάλυσης συστάδων. Τα στελέχη που ανήκουν σε κάθε ομάδα περιγράφονται στους πίνακες 12.1 και 12.2. 

			Σύμφωνα με τους παραπάνω διαχωρισμούς εξάγονται και οι μέσες τιμές των μεταβλητών της μελέτης στις   συγκεκριμένες ομάδες  μαζί με τα 95% όρια εμπιστοσύνης αυτών ανά ομάδα (Πίν. 12.3 και 12.4). Εύκολα προκύπτει από την επισκόπηση των αποτελεσμάτων ότι η κάθε ομάδα ξεχωρίζει από τις υπόλοιπες στη διαφοροποίηση των μέσων τιμών που εμφανίζουν οι διάφορες μεταβλητής της ανάλυσης. Αντίστροφα, κάθε μεταβλητή ξεχωρίζει από τις υπόλοιπες γιατί εμφανίζει διαφοροποιημένες μέσες τιμές σε ορισμένες ομάδες. Συνδυάζοντας τις σχέσεις που αναπτύσσονται μεταξύ μεταβλητών και ομάδων, προκύπτει ο συνοπτικός πίνακας 12.5 των μέγιστων και ελάχιστων μέσων τιμών των μεταβλητών σε κάθε ομάδα, ο οποίος πληροφορεί για τα παρακάτω:

			Για το λακτοβάκιλλο Lb. bulgaricus, η ομάδα Α χαρακτηρίζεται αποκλειστικά από την παρουσία μέγιστων τιμών του χρόνου εμφάνισης της μέγιστης οξίνησης (TVmax), τα στελέχη της ομάδας C παράγουν τις χαμηλότερες συγκεντρώσεις γαλακτικού οξέος (LACTATE) και τα στελέχη της ομάδας D τις μέγιστες τιμές ακεταλδεΰδης (ACETAL). Η ομάδα Β δεν χαρακτηρίζεται μοναδιαία από υψηλά ή χαμηλά επίπεδα τιμών γι΄αυτό και η σύνθεση των στελεχών της δεν διαφοροποιείται ουσιαστικά από τις άλλες ομάδες. 

			Για το λακτόκοκκο S. thermophilus, οι αρωματικές ενώσεις ακεταλδεΰδη και ακετοΐνη (ACETO) εμφανίζουν ελάχιστες συγκεντρώσεις στην ομάδα Ε και ο χρόνος απόκτησης της μέγιστης οξίνισης (TVmax) προσεγγίζει μέγιστα επίπεδα τιμών στα στελέχη της ομάδας D. H ομάδα Β χαρακτηρίζεται από μέγιστες τιμές εμφάνισης του γαλακτικού οξέος και επίσης από υψηλά επίπεδα του μέγιστου ρυθμού οξίνισης (Vmax).  Τα στελέχη της ομάδας Α δεν εμφανίζουν καμία μεταβλητή με μοναδιαία διάκριση παρά τον σχετικά μεγάλο αριθμό συμμετοχής στελεχών στην ομάδα (Ν=17). 

			12.1.2 Πολλαπλή διακριτική ανάλυση

			Η τεχνική αυτή επιλέχθηκε για τον προσδιορισμό της αξιοπιστίας διαχωρισμού της ανάλυσης ταξιδόμησης και παράλληλα τον εντοπισμό των μεταβλητών εκείνων που είναι οι πλέον υπεύθυνες για το διαχωρισμό και ουσιαστικά χαρακτηρίζουν τις ομάδες αποκλειστικά. Η εφαρμογή της προοδευτικής ένταξης των μεταβλητών στο μοντέλο της ανάλυσης κατέδειξε ως σημαντικότερες αυτές του πίνακα 12.6, χωριστά για τα στελέχη κάθε μικροοργανισμού. Το pH των 5 ωρών επώασης και ο χρόνος απόκτησης του μέγιστου ρυθμού οξίνισης αποτελούν τις πρώτες σημαντικότερες μεταβλητές ανά μικροοργανισμό. Η σημαντικότητα του αριθμού επιλογής των διακριτικών εξισώσεων η οποία βασίζεται στον έλεγχο των χαρακτηριστικών ριζών (Πίν. 12.7) κατέδειξε τρεις εξισώσεις  για τον Lb. bulgaricus και 4 εξισώσεις για τον  S.t hermophilus. Ο πίνακας 12.8 περιγράφει τις τιμές των κανονιστικών συντελεστών των μεταβλητών ανά επιλεγμένη διακριτική εξίσωση, από τον οποίο εύκολα προκύπτει ότι οι δύο πρώτες εξισώσεις επεξηγούν το 95,1% της ολικής μεταβλητότητας της διακριτικής ανάλυσης για τον Lb. bulgaricus και το 69,1% για τον S. thermophilus. Κρίνοντας από τις απόλυτες τιμές των κανονιστικών συντελεστών, η ακεταλδεϋδη και το ιξώδες περιγράφουν καλύτερα τις δυο πρώτες εξισώσεις για τον λακτοβάκιλλο και το pH24 και το ιξώδες, αντίστοιχα, για το λακτόκοκκο. Με παρεμφερή συλλογισμό οι ομάδες Α και D είναι υπεύθυνες για τη δημιουργία της πρώτης διακριτικής εξίσωσης και η B και C για το σχηματισμό της δεύτερης για τον Lb. bulgaricus) (Πίν. 12.9). Ομοίως για τον S. thermophilus, οι ομάδες Α και D εκφράζουν το διαχωρισμό της πρώτης εξίσωσης και επίσης η D και η Ε τη διακριτικότητα της δεύτερης. 

			Η ευκρίνεια διαχωρισμού των ομάδων ταξιδόμησης με τη χρήση των δυο πρώτων διακριτικών εξισώσεων παρίσταται με σαφήνεια στα σχήματα 12.3 και 12.4. Ο διαχωρισμός των ομάδων είναι σαφής για τα στελέχη του λακτοβάκιλλου Lb. Bulgaricus, αλλά λιγότερο διακριτικός  για τα στελέχη του S. thermophilus, ειδικά της ομάδας Α, τα οποία διαχέονται στις παράπλευρες ομάδες Β και C (Σχ. 12.4). 

			Ο πίνακας 12.10 παρέχει λεπτομερώς τη σημαντικότητα κάθε τυποποιημένου συντελεστή όπως αυτός κατανέμεται στις διάφορες ομάδες ταξιδόμησης σε αμφότερους τους μικροοργανισμούς. Από τον πίνακα αυτόν προκύπτουν συγκεκριμένες μεταβλητές που πρόκειται να χαρακτηρίζουν κάθε ομάδα διακριτικά από τις υπόλοιπες, με τη βοήθεια των τιμών των τυποποιημένων συντελεστών. Αντιπαραβάλλοντας τα ευρήματα του πίνακα 12.5 της ανάλυσης ταξιδόμησης με αυτά του πίνακα 12.10 προκύπτουν τα ακόλουθα:

			Για τον Lb. bulgaricus, η μεταβλητή TVmax δεν βρέθηκε στατιστικά σημαντική και συνεπώς δεν μπορεί να συγκριθεί μεταξύ των πινάκων. Αντ΄αυτής προκύπτει  το pH5 ως η σημαντικότερη μεταβλητή για την ομάδα Α, για δε την ομάδα Β το pHVmax,, για την ομάδα C το ιξώδες και την ομάδα D η ακεταλδεΰδη. 

			Για τον S. thermophilus, υπάρχει μεγάλο ποσοστό σύμπτωσης των επιλογών των μεταβλητών. Έτσι, για την ομάδα Α οι τιμές των συντελεστών δεν ξεχωρίζουν ιδιαίτερα μεταξύ τους, η ομάδα Β χαρακτηρίζεται από τις μεταβλητές Vmax και γαλακτικό οξύ, η ομάδα C από το ιξώδες, η ομάδα D από την TVmax και η ομάδα Ε από το pH24 και την ακεταλδεΰδη. 

			Η απόσταση Mahalanobis μεταξύ των ομάδων των στελεχών Lb. bulgaricus μαρτυρεί ως κοντινότερες ομάδες την Α και C (9,73) και  ως πλέον απομακρυσμένες τις ομάδες Α και D (37,41) (Πίν. 12.11). Παρομοίως, για τον S. thermophilus, οι ομάδες Α και Β έχουν την μεγαλύτερη συγγένεια (11,64) και οι ομάδες Β και D τη μικρότερη (49,87).  

			Ο βαθμός αξιοπιστίας της ανάλυσης ταξιδόμησης με βάση τα ευρήματα της διακριτικής ανάλυσης παρέχεται στον πίνακα 12.12. Για τον λακτοβάκιλλο το ποσοστό επαλήθευσης της ταυτοποίησης των στελεχών στις 4 ομάδες ανέρχεται στο 94,6% το οποίο κρίνεται εξαιρετικά σημαντικό. Η μικρή αστοχία (λανθασμένες καταχωρήσεις) οφείλεται στην εξαίρεση δύο στελεχών της ομάδας Α και δύο της ομάδας C. Εξαιρετικά υψηλό κρίνεται και το ποσοστό επαλήθευσης της ταυτοποίησης των στελεχών στις 5 ομάδες για τον S. thermophilus, επίσης 94,6%. Οι αστοχίες οφείλονται στη λανθασμένη ταξιδόμηση δύο στελεχών της ομάδας Α και δύο, επίσης, της ομάδας Β. 

			12.1.3 Ανάλυση δενδρικής ταξινόμησης 

			Η μέθοδος αυτή ποσοτικοποιεί το διαχωρισμό των ομάδων ταξιδόμησης με την εύρεση των πλέον σημαντικών μεταβλητών και σε συγκεκριμένες τιμές τμήσης των ομάδων από τις μεταβλητές αυτές. Επιλέχθηκε η τεχνική CART των διακριτικών τμήσεων με την εκτίμηση του ελάχιστου κόστους αστοχίας και της διασταυρωτικής επικύρωσης τριών υποδειγμάτων για τον Lb. bulgaricus και τεσσάρων για τον S. thermophilus. Ο ελάχιστος αριθμός στελεχών ανά τελικό κόμβο ορίσθηκε σε 5 και το τυπικό σφάλμα  ίσο με 1,0. Τα αποτελέσματα των τμήσεων της μεθόδου απεικονίζονται στα σχήματα 12.5 και 12.6. Για τον Lb. bulgaricus προέκυψαν 4 τελικοί κόμβοι και για τον S. themophilus 5 κόμβοι, όπως κατέδειξε και ο πίνακας 12.13, οι οποίοι και  συμφωνούν απόλυτα με τις ομάδες της ανάλυσης ταξιδόμησης. 

			Για το λακτοβάκιλλο συμπεραίνεται ότι η ομάδα Α διαχωρίζεται από τις υπόλοιπες όταν το pH των 5 ωρών αυξηθεί πάνω από 5,58. Σε μικρότερες τιμές του pH5 και σε συνδυασμό με pH του μέγιστου ρυθμού οξίνισης μεγαλύτερο από 5,43 προσδιορίζονται τα στελέχη της ομάδας C. H ομάδα B χαρακτηρίζεται από pH≤5,58, από pHVmax≤5,43 και από συγκέντρωση ακεταλδεΰδης μικρότερη του 5,65, η δε ομάδα D διαφοροποιείται από την προηγούμενη όταν η ακεταλδεΰδη βρίσκεται σε μεγαλύτερες συγκεντρώσεις από 5,65. Οι μεταβλητές τμήσης των ομάδων είναι όλες υψηλής σημαντικότητας με προεξάρχουσα το pH5 (Πίν. 12.14). 

			Για τον S. themophilus η ομάδα D απομονώνεται όταν ο χρόνος μέγιστης οξίνισης υπερβαίνει τις 6,08 ώρες. Σε τιμές μικρότερες του TVMAX και παράλληλα σε τιμές ιξώδους υψηλότερες από 16,61 προσδιορίζονται τα στελέχη της ομάδας C. H ομάδα Ε χαρακτηρίζεται από TVmax≤6,08, από ιξώδες μικρότερο από 16,61 και από συγκέντρωση ακεταλδεΰδης μικρότερη από 2,32. Αν η συγκέντρωση αυτής είναι μεγαλύτερη από 2,32 και τα επίπεδα τμήσης των προηγούμενων παραμέτρων δεν αλλάξουν, τότε η μεν ομάδα Α προσδιορίζεται από Vmax≤0,453, η δε ομάδα Β από Vmax>0,453. Από τις μεταβλητές τμήσης των ομάδων σημαντικότερες εμφανίζονται το ιξώδες και η ακεταλδεΰδη (Πίν. 12.14). 

			Συγκρίνοντας τον αριθμό των στελεχών ανά τελικό κόμβο στα σχήματα 12.5 και  12.6 με εκείνο των ομάδων κατάταξης (Πίν. 12.15) παρατηρούνται μικρές σχετικά αποκλίσεις ή αλλιώς υψηλό ποσοστό αντιστοιχίας. Περαιτέρω οι παρατηρήσεις ανά κόμβο (ομάδα) θα έπρεπε να περιέχονται επί της διαγωνίου των δύο πινάκων κατάταξης του πίνακα 12.16 για να ισχύει η πλήρης γνησιότητα αντιπροσώπευσης κάθε ομάδας. Παρατηρούνται όμως αποκλίσεις εκτός της διαγωνίου (αστοχίες) οι οποίες είναι εντονότερες στην ομάδα C του Lb. bulgaricus και στην ομάδα Α του S. themophilus (Πίν. 12.16 και σχήματα 12.5 και 12.6). Συγκεκριμένα, αναφορικά για το λακτοβάκιλλο, ο τελικός κόμβος 5 που αντιστοιχεί στην ομάδα C, περιλαμβάνει και 5 στελέχη που ανήκουν στην ομάδα Α (Πίν. 12.17) και για τον S. themophilus, ο κόμβος 8 (ομάδα A) περιέχει 4 στελέχη της ομάδας Β, ισάριθμα στελέχη της ομάδας Ε και 2 της ομάδας C (Πίν. 12.17). 

			Η αξιοπιστία επιλογής του δενδρικού μεγέθους (4 και 5 τελικοί κόμβοι για τους δυο μικροοργανισμούς) ελέγχεται με τη σύγκριση της τριπλής (Lb. bulgaricus) και τετραπλής (S. themophilus) διασταυρωτικής επικύρωσης με την αντίστοιχη ολική, συγκρίνοντας τις τιμές των πινάκων 12.13 και 12.18. Οι τιμές της τριπλής διασταυρωτικής και της ολικής τριπλής επικύρωσης για τα στελέχη Lb. bulgaricus σχεδόν συμπίπτουν με τιμές 0,38 και 0,37 αντίστοιχα και ίδιο τυπικό σφάλμα 0,06. Λιγότερο σύμφωνες αλλά πάντοτε στα όρια υψηλής αξιοπιστίας προκύπτουν οι τιμές της τετραπλής διασταυρωτικής (0,23) και ολικής τετραπλής επικύρωσης (0,19) για τον S. themophilus (Πίν. 12.18). Ο πίνακας 12.18, παρά τον υψηλό βαθμό συμφωνίας, εμφανίζει για τον λακτοβάκιλλο σχετικά υψηλό βαθμό αστοχίας και ειδικότερα μεταξύ των ομάδων Β και C, και Β και D, με 5 και 8 τιμές (συχνότητες) αστοχίας αντίστοιχα, ενώ το ποσοστό αστοχίας για το λακτόκοκκο κρίνεται αμελητέο. 

			12.1.4 Ανακεφαλαίωση της προτεινόμενης μεθοδολογίας

			Η επιλογή των τριών διαφορετικών μεθόδων πολυμεταβλητής ανάλυσης των στοιχείων κατέδειξε τη δυνατότητα διαχωρισμού των στελεχών σε ομάδες με υψηλό βαθμό πιστότητας και στατιστικής αξιοπιστίας. Οι τεχνικές της συσταδοποίησης, διακριτικής ανάλυσης και δενδρικής ταξινόμησης, επιτρέπουν μέσω της συνδυαστικής δράσης τους, την εξαγωγή βάσιμης ταξιδόμησης των βακτηριακών καλλιεργειών σε συγκεκριμένες ομάδες, έτσι ώστε καθεμία των οποίων να παρουσιάζει ομοειδή τεχνολογικά χαρακτηριστικά, γεγονός το οποίο συνεπικουρεί σημαντικά στην επιλογή  κατάλληλων εκκινητών για εξειδικευμένη χρήση.
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			Πίνακας 12.1. Αποτελέσματα της δραστηριότητας των καλλιεργειών εκκίνησης του λακτοβάκιλλου Lb. bulgaricus
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			Πίνακας 12.2. Αποτελέσματα της δραστηριότητας των καλλιεργειών εκκίνησης του λακτόκοκκου S. themophilus.
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			Σχήμα 12.1. Δενδρόγραμμα των 74 στελεχών Lb. bulgaricus με βάση τη δραστηριότητα οξίνισής τους. 
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			Σχήμα 12.2. Δενδρόγραμμα των 74 στελεχών S. themophilus με βάση τη δραστηριότητα οξίνισής τους. 
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			Πίνακας 12.3. α) Μέσες τιμές των μεταβλητών οξίνισης στις τέσσερις ομάδες ταξιδόμησης των στελεχών του Lb. Bulgaricus. β) Κατανομή των μέσων τιμών των μεταβλητών στις τέσσερις ομάδες ταξιδόμησης με βάση τα 95% όρια εμπιστοσύνης αυτών υπολογισμένα από το μέσο σφάλμα της ανάλυσης της διακύμανσης. Μέσες τιμές των οποίων τα όρια εμπιστοσύνης δεν επικαλύπτονται δηλώνουν στατιστική σημαντικότητα. 
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			Πίνακας 12.4. α) Μέσες τιμές των μεταβλητών οξίνισης στις τέσσερις ομάδες ταξιδόμησης των στελεχών του S. themophilus. β) Κατανομή των μέσων τιμών των μεταβλητών στις πέντε ομάδες ταξιδόμησης με βάση τα 95% όρια εμπιστοσύνης αυτών υπολογισμένα από το μέσο σφάλμα της ανάλυσης της διακύμανσης. Μέσες τιμές των οποίων τα όρια εμπιστοσύνης δεν επικαλύπτονται δηλώνουν στατιστική σημαντικότητα. 
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			Πίνακας 12.5. Συνοπτική καταγραφή της στατιστικής σημαντικότητας των μεταβλητών στις διάφορες ομάδες με βάση σύγκρισης τα 95% όρια εμπιστοσύνης των μέσων όρων ανά ομάδα. Τα πρόσημα δείχνουν την ανώτατη (+) ή κατώτατη (-) κατεύθυνση μεταβολής των μέσων όρων των πινάκων 12.4β και 12.5β. Τα διπλά πρόσημα δηλώνουν μοναδιαία διαφορά ενός μέσου όρου από τους υπόλοιπους και τα σκιασμένα κελιά τη μοναδικότητα εμφάνισης μιας μεταβλητής σε συγκεκριμένη ομάδα. 
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			Πίνακας 12.6. Επιλογή των στατιστικά σημαντικών μεταβλητών με τη μέθοδο της προοδευτικής ένταξης με σειρά μειούμενης σημαντικότητας. 
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			Πίνακας 12.7. Έλεγχος χ2 της διαδοχής σημαντικότητας των ριζών της διακριτικής ανάλυσης.

			[image: 8copy_6.png]

			Πίνακας 12.8. Τυποποιημένοι (κανονιστικοί) συντελεστές των διακριτικών εξισώσεων. Τα σκιασμένα κελιά δείχνουν τις πλέον σημαντικές μεταβλητές ανά εξίσωση.
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			Πίνακας 12.9. Μέσες τιμές των συντελεστών των κανονιστικών εξισώσεων στις διάφορες ομάδες. Τα σκιασμένα κελιά δείχνουν τις πλέον σημαντικές ομάδες διαχωρισμού των διακριτικών εξισώσεων.
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			Σχήμα 12.3. Γράφημα των διακριτικών τιμών Zi των δυο πρώτων διακριτικών εξισώσεων των στελεχών Lb. bulgaricus. 
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			Σχήμα 12.4. Γράφημα των διακριτικών τιμών Zi των δυο πρώτων διακριτικών εξισώσεων των στελεχών S. themophilus.

			[image: 10copy_7.png]

			Πίνακας 12.10. Συντελεστές (πραγματικοί και τυποποιημένοι-beta) των διακριτικών εξισώσεων με παρούσες μόνο τις στατιστικά σημαντικές μεταβλητές ανά ομάδα ταξιδόμησης. Οι στατιστικά σημαντικές τιμές της ακριβούς πιθανότητας σφάλματος και σε αντιστοιχία με τους συντελεστές beta περιγράφονται με σκίαση.
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			Πίνακας 12.11. Αποστάσεις του Mahalanobis στις ομάδες των στελεχών.
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			Πίνακας 12.12. Πίνακες ταυτοποίησης της ταξιδόμησης των στελεχών στις διάφορες ομάδες.
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			Σχήμα 12.5. Δενδρική ταξινόμηση των ομάδων των στελεχών Lb. bulgaricus με 3 τμήσεις και 4 τελικούς κόμβους. 
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			Σχήμα 12.6. Δενδρική ταξινόμηση των ομάδων των στελεχών S. themophilus με 4 τμήσεις και 5 τελικούς κόμβους. 
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			Πίνακας 12.13. Στατιστικές παράμετροι της επιλογής διαδοχικών δέντρων ταξινόμησης. Ο αστερίσκος δηλώνει τον επιλεγμένο αριθμό δέντρων διακλάδωσης μαζί με τις σχετικές παραμέτρους.
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			Πίνακας 12.14. Ποσοστιαία διαβάθμιση της σημαντικότητας των μεταβλητών πρόβλεψης των μοντέλων
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			Πίνακας 12.15. Προγενέστερες πιθανότητες των κλάσεων εκτιμημένες από το μελετούμενο δείγμα.
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			Πίνακας 12.16. Πίνακας κατάταξης των προβλεπόμενων (σειρές) και παρατηρούμενων (στήλες) παρατηρήσεων με 3 τμήσεις και 4 τελικούς κόμβους παρόντες για το λακτοβάκιλλο Lb. bulgaricus και 4 τμήσεις και 5 τελικούς κόμβους για το λακτόκοκκο S. themophilus. Τα σκιασμένα κελιά δείχνουν τις συχνότητες αστοχίας στις δυο δενδρικές ταξινομήσεις. 
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			Πίνακας 12.17. Πίνακας κατανομής των παρατηρούμενων παρατηρήσεων ανά ομάδα σε κάθε κόμβο.
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			Πίνακας 12.18. Πίνακας αστοχίας των παρατηρούμενων και προβλεπόμενων παρατηρήσεων (σειρές-στήλες) με βάση υπολογισμού το ολικό κόστος. Κόστος ολικής τριπλής διασταυρωτικής επικύρωσης: GCV=0,37 SE=0,06 (Lb. bulgaricus) και τετραπλής: GCV=0,19 SE=0,05 (S. themophilus). 

			12.2 Εμπεριστατωμένο Παράδειγμα 2

			‘Τα πρωτόζωα ως δείκτες επεξεργασίας εξασθενούς χρωμίου σε αντιδραστήρες ενεργού ιλύος διαλείπουσας λειτουργίας’

			Τα στοιχεία της μελέτης αυτής βασίζονται σε δεδομένα της διδακτορικής διατριβής με τίτλο «Διερεύνηση των μικροοργανισμών της ενεργού ιλύος»  τα οποία ευγενώς παραχωρήθηκαν από τη συγγραφέα  MSc, MSc, PhD, Χρύσα Παπαδημητρίου.

			Η στατιστική επεξεργασία των δεδομένων πραγματοποιήθηκε με τη χρήση των στατιστικών προγραμμάτων STATISTICA 12.0, MINITAB 17.0 και PCORD 6.0.

			Για την πληρέστερη κατανόηση του παραδείγματος απαιτούνται ορισμένες βασικές γνώσεις σχετικές με τις διεργασίες αποδόμησης των λυμάτων μιας βιομηχανικής μονάδας.

			12.2.1 Συστήματα επεξεργασίας υγρών αποβλήτων

			Τα αστικά απόβλητα πριν διατεθούν σε ένα οικοσύστημα πρέπει να υποστούν επεξεργασία κατά τη διάρκεια της οποίας θα ελαχιστοποιηθούν τα αιωρούμενα και κολλοειδή στερεά, οι οργανικές ενώσεις, οι ενώσεις αζώτου και φωσφόρου και οι παθογόνοι μικροοργανισμοί. 

			Το επικρατέστερο μέχρι σήμερα αερόβιο σύστημα για την επεξεργασία των αστικών λυμάτων αποτελεί το σύστημα ενεργού ιλύος. Η μέθοδος ενεργού ιλύος εφαρμόζεται με διάφορες παραλλαγές ανάλογα με τον τύπο αντιδραστήρων που χρησιμοποιείται. Το σύστημα αυτό αποτελείται από μια δεξαμενή αερισμού όπου λαμβάνει χώρα η αποδόμηση των οργανικών ουσιών και μια δεξαμενή καθίζησης, όπου οι μικροοργανισμοί της ενεργού ιλύος διαχωρίζονται από την επεξεργασμένη εκροή. Στους αντιδραστήρες όπου αναπτύσσεται το σύστημα της ενεργού ιλύος, το αποτέλεσμα εξαρτάται από το χρόνο παραμονής, δηλαδή η αποτελεσματικότητα των χημικών, βιοχημικών και φυσικών αντιδράσεων εξαρτάται από το χρόνο παραμονής των λυμάτων στις δεξαμενές αλλά και από το χρόνο επαφής των μικροοργανισμών με τα απόβλητα. Με την αύξηση του χρόνου παρακράτησης των λυμάτων, αυξάνεται και η ποσότητα των μικροοργανισμών της ενεργού ιλύος. Οι συνηθισμένες διεργασίες στο σύστημα ενεργού ιλύος είναι ο αερισμός, η καθίζηση και η ανακυκλοφορία των λυμάτων. Η μέθοδος ενεργού ιλύος παρουσιάζει μειονεκτήματα ως προς το βαθμό αποδόμησης των ρύπων στις ποσοτικές και ποιοτικές μεταβολές των λυμάτων, ενώ χαρακτηρίζεται από αυξημένη κατανάλωση ηλεκτρικής ενέργειας.

			Στα συστήματα επεξεργασίας τύπου SBR (Sequencing batch reactor- αντιδραστήρες διαλείπουσας λειτουργίας) οι κυριότερες διαδικασίες της βιολογικής επεξεργασίας των λυμάτων, οι οποίες σε συστήματα συνεχούς ροής διαχειρίζονται σε διαφορετικούς χώρους-δεξαμενές, πραγματοποιούνται στον ίδιο χώρο-δεξαμενή. Η διαφορά είναι ότι σ’ έναν αντιδραστήρα SBR οι διαδικασίες χωρίζονται χρονικά. Έτσι η μία διαδικασία διαδέχεται την άλλη μετά από κάποιο προκαθορισμένο χρονικό διάστημα. Ως αποτέλεσμα, δεν απαιτούνται ξεχωριστές δεξαμενές αερισμού και καθίζησης, αλλά οι δυο αυτές διεργασίες πραγματοποιούνται σε μια κοινή δεξαμενή.

			Για ένα σύστημα SBR ένας πλήρης κύκλος λειτουργίας θα περιλαμβάνει κατά σειρά τη φάση πλήρωσης, τη φάση της αντίδρασης που μπορεί με τη σειρά της να χωρίζεται σε περισσότερα στάδια, τη φάση καθίζησης και τη φάση απομάκρυνσης. Οι χρόνοι κάθε φάσης ενός κύκλου ρυθμίζονται ανάλογα με την ποσότητα και το ρυπαντικό φορτίο των λυμάτων, έτσι ώστε να επιτευχθεί το αναμενόμενο αποτέλεσμα με την πιο οικονομική λειτουργία. Το σύστημα αυτό είναι ευέλικτο ως προς τις διακυμάνσεις της ποιότητας της εισροής και μπορεί να λειτουργήσει με αυξημένες συγκεντρώσεις ρύπων στην εισροή για αρκετές ημέρες χωρίς σημαντική αύξηση των ρύπων στην εκροή. Αναλυτικότερα, η καθεμία από τις παραπάνω διαδικασίες περιγράφεται στον πίνακα 12.19. 

			Στη μελέτη αυτή χρησιμοποιήθηκε ένας αντιδραστήρας SBBR (Sequencing batch biofilm reactor), από υλικό plexiglass, χωρητικότητας 7 l. Το 50% του όγκου πλήρωσης (5 ) καταλαμβανόταν με πλαστικό πληρωτικό υλικό, με συνολική ενεργό επιφάνεια 800 m2/m3. Ο αντιδραστήρας λειτουργούσε  σε επαναλαμβανόμενους κύκλους διάρκειας 12 ωρών με τα ακόλουθα στάδια: 

			
					2 ώρες τροφοδοσία του αντιδραστήρα με ταυτόχρονη ανάδευση του περιεχομένου,

					6 ώρες περίοδος αντίδρασης που περιλάμβαναν 4 ώρες αερισμού και ακολουθούσαν 2 ώρες ανοξικής περιόδου με στόχο την απομάκρυνση των ενώσεων του αζώτου,

					2 ώρες καθίζηση,

					2 ώρες απόρριψης της επεξεργασμένης εκροής.

			

			Σκοπός της παρούσας μελέτης είναι η κατανόηση της δομής της βιοκοινωνίας των πρωτοζώων που αναπτύσσονται σε μονάδες επεξεργασίας λυμάτων και την επίδραση που ασκούν στην ποιότητα της εκροής σε σχέση με συγκεκριμένες λειτουργικές συνθήκες που προσδιορίζονται από την παρουσία πληρωτικού υλικού και τη διαλείπουσα λειτουργία. Στη μελέτη αυτή χρησιμοποιήθηκε συνθετικό λύμα συγκεκριμένων προδιαγραφών στο οποίο εισέρρεαν αυξημένες συγκεντρώσεις εξασθενούς χρωμίου.
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			Πίνακας 12.19. Διαδοχικά στάδια λειτουργίας ενός συστήματος SBBR για την επεξεργασία υγρών αποβλήτων. 

			Οι φυσικοχημικές παράμετροι που επιλέχθηκαν για την εκτίμηση της απόδοσης του αντιδραστήρα ως προς την επεξεργασία της  ρυπογόνου δράσης του μελετώμενου λύματος είναι οι ακόλουθες:

			
					Τα εξωκυτταρικά πολυμερή των πρωτεϊνών EPSp (mg/g) και των υδατανθράκων EPSc (Extracellular Polymeric Substances-proteins or carbohydrates), που εμπεριέχουν σημαντικό ρυπαντικό φορτίο.

					Το βιοχημικά απαιτούμενο οξυγόνο BOD (Biochemical Oxygen Demand, mg/l) μετρά το οργανικό φορτίο των λυμάτων και το χημικά απαιτούμενο οξυγόνο COD (Chemical Oxygen Demand, mg/l) μετρά τη χημική οξείδωση της οργανικής ύλης.

					Ο φωσφόρος P και τα νιτρικά ιόντα, (NΟ3). Αμφότερες οι παράμετροι εξετάστηκαν ως προς τη συγκέντρωσή τους (mg/l) στην εκροή και σχετίζονται με την πιθανή πρόκληση ευτροφισμού από την απόρριψή τους σε φυσικά υδάτινα οικοσυστήματα.

					Το εξασθενές χρώμιο Cr (Chrom) προστέθηκε στην είσοδο σε αυξανόμενες συγκεντρώσεις: 1, 5, 10, 20 και 40 mg/l και οι συγκεντρώσεις του μετρήθηκαν και στην έξοδο μετά την επεξεργασία. 

					Τα αιωρούμενα στερεά SS  (Suspended Solids, mg/l) τα οποία καθορίζουν την ποιότητα της καθίζησης και την ικανότητα των μικροοργανισμών για τη δημιουργία βιοκροκίδων στο σύστημα. 

			

			Η απόδοση του συστήματος SBBR για την απομάκρυνση μιας ουσίας εκφράζεται από τη σχέση:

			 [image: eq-12.2.png]

			δηλαδή ως η διαφορά της ποσότητας εισόδου Ι μείον την ποσότητα εξόδου Ε από το σύστημα διαιρούμενη με την αρχική. 

			Το μέρος της ποσότητας των παραμέτρων που καταναλώνεται στο σύστημα (Ι-Ε) εκφράζει το ενεργό δυναμικό της δράσης κάθε παραμέτρου. Επομένως, όσο μεγαλύτερο ποσοστό απομάκρυνσης προκύπτει τελικώς τόσο εντονότερη δραστηριότητα ενεργοποιείται και τόσο μεγαλύτερη ποσότητα κατακρατείται στο σύστημα κατά τη διάρκεια της διεργασίας για τη συγκεκριμένη παράμετρο.

			Η μέτρηση των αιωρούμενων στερεών στερεών πραγματοποιήθηκε μόνο κατά την έξοδο από το σύστημα ενώ των εξωκυτταρικών πολυμερών μόνο στην ενεργό ιλύ σε αιώρηση.

			Παράλληλα με τις φυσικοχημικές παραμέτρους, ερευνήθηκε και η πληθυσμιακή συμπεριφορά των πρωτοζώων στη διάρκεια των ημερών εξέλιξης των διεργασιών στο σύστημα καθώς και φαινόμενα διαδοχής στις φάσεις της διαφορετικής συγκέντρωσης του εξασθενούς χρωμίου. 

			Η συλλογή των πρωτοζώων έλαβε χώρα στο υδαρές περιβάλλον του συστήματος και η καταμέτρησή τους έγινε με τη βοήθεια μικροσκοπίου σε κλίμακα μεγέθους x10 και x40. O πληθυσμός κάθε είδους εκφράστηκε σε άτομα ανά ml.

			Η στατιστική επεξεργασία των στοιχείων περιλαμβάνει τα ακόλουθα στάδια:

			
					Συγκρότηση των πινάκων της πληθυσμιακής εξέλιξης των πρωτοζώων (Πίν. 12.20) και της διαχρονικής δράσης των μεταβλητών (Πίν. 12.21).

					Ομαδοποίηση των δειγμάτων (ημέρες-προσθήκη χρωμίου) με τη μέθοδο της ταξιδόμησης δυο κατευθύνσεων  με βάση τον πληθυσμό των ειδών και των ημερών εξέλιξης  και ερμηνεία των ευρημάτων του διπλού δενδρογράμματος (κάθε ομάδα ταξιδόμησης έχει δικά της είδη και συγκεκριμένες ημέρες). 

					Διαπίστευση των χαρακτηριστικών κάθε ομάδας με διαγράμματα με βάση τα 95% όρια εμπιστοσύνης των μέσων τιμών των πληθυσμών αλλά και των μεταβλητών, εκτιμούμενα από το μέσο σφάλμα των αθροισμάτων (EMS) που προκύπτει στις αναλύσεις των διακυμάνσεων (ανάλυση διακύμανσης ενός παράγοντα ο οποίος έχει k επίπεδα-ομάδες). Σε κάθε ανάλυση εκτιμούμε τις μέσες τιμές κάθε είδους και κάθε μεταβλητής ανά ομάδα. Μέσοι όροι των οποίων τα 95% όρια εμπιστοσύνης δεν επικαλύπτονται διαφέρουν στατιστικά σημαντικά μεταξύ τους. Αναφέρουμε ποια είδη και ποιες μεταβλητές υπερισχύουν σε κάθε ομάδα.

					Εφαρμόζεται παράλληλα η τεχνική της πολλαπλής διακριτικής ανάλυσης στον πίνακα των μεταβλητών με σκοπό να διερευνηθεί πόσο πετυχημένη ήταν η εφαρμοσθείσα μέθοδος της ταξιδόμησης, ποια φυσικοχημική μεταβλητή είναι η πλέον σημαντική συνολικά και ανά ομάδα και επίσης ποια ομάδα είναι η πλέον διακριτική από τις άλλες.

					Αφού είμαστε στατιστικά πεπεισμένοι για την «οντότητα» των ομάδων, εκτελούμε την ανάλυση της δενδρικής ταξινόμησης των δειγμάτων (ημερών-μεταβλητών) δημιουργώντας ένα δενδρόγραμμα με  συγκεκριμένες τιμές τμήσης των φυσικοχημικών μεταβλητών έτσι ώστε κάθε ομάδα (σύνολο εγγύς ημερών) να χαρακτηρίζεται από συγκεκριμένη δράση μιας ή περισσότερων μεταβλητών υπεύθυνων για την εξέλιξη αποδόμησης των λυμάτων. 

					Εφαρμογή της ανάλυσης των κανονιστικών αντιστοιχιών στους πίνακες των ειδών και των μεταβλητών των λυμάτων και τριγραφήματα απεικόνισης της σχέσης «κατανομή πρωτοζώων-φυσικοχημικών παραμέτρων-προσθήκη χρωμίου». 

			

			12.2.2 Ανάλυση ταξιδόμησης δυο κατευθύνσεων

			Η ανάλυση αυτή επιλέχθηκε κυρίως για να απαντήσει στο ερώτημα αν οι φυσιολογικώς οριζόμενες εξαρχής ομάδες οι οποίες αντιστοιχούν στα διαφορετικά επίπεδα προσθήκης χρωμίου στις ημέρες δειγματοληψίας, μπορούν συνδυαστικά με την εμφάνιση και εξέλιξη των οργανισμών να ταυτοποιηθούν αξιόπιστα και να καθορίσουν σαφή και διακριτικά στοιχεία με ιδιαίτερα χαρακτηριστικά. Δηλαδή, η ανάλυση αυτή ομαδοποιεί ταυτόχρονα δείγματα και είδη (σειρές και στήλες) του πίνακα 12.20 απεικονίζοντας έτσι ως τελικό αποτέλεσμα, δυο δενδρογράμματα (Σχ. 12.7). 

			Το δενδρόγραμμα των ημερών-επιπέδων χρωμίου αναπτύσσει δυο κύριες διακλαδώσεις με τέσσερις απολήξεις από τις οποίες η πρώτη διαιρείται σε δυο επιπλέον ομάδες. Η ταυτότητα των δειγμάτων σε κάθε ομάδα η οποία συνδέεται με τις ημέρες δειγματοληψίας και τα επίπεδα προσθήκης χρωμίου δίνει σαφή και απόλυτο διαχωρισμό των ομάδων με βάση τις συγκεντρώσεις χρωμίου. Είναι αξιοσημείωτο ότι η σειρά διάταξης των δειγμάτων σε κάθε ομάδα έχει αυξητική χρονική σειρά διαβάθμισης, γεγονός που υποδηλώνει ότι αυτά προκαθορίζονται από φαινόμενα πληθυσμιακής διαδοχής των πρωτοζώων στις διάφορες φάσεις διεργασίας. Πράγματι, το δενδρόγραμμα των πρωτοζώων πληροφορεί για τρεις ομάδες συνύπαρξης των ειδών. Η πρώτη συντίθεται από τα είδη Vorticella, Pyxicola και Trichodina, η δεύτερη από τα Opercula και Paramecium και η τρίτη από τα είδη Uronema, Podophrya και Tachysoma. H δεύτερη ομάδα χαρακτηρίζει την πρώτη φάση διεργασίας με τη χαμηλή συγκέντρωση χρωμίου (1 mg/l) γιατί εκεί έχει ισχυρή παρουσία και μάλιστα στα αρχικά στάδια βρίθει το Paramecium και στα λοιπά στάδια η Opercularia. Η Vorticella επίσης κυριαρχεί στην πρώτη φάση, εκφράζει όμως πληθυσμιακή κορύφωση στη δεύτερη φάση και αποτελεί έτσι το κυρίαρχο είδος αυτής. Στην ίδια ομάδα, τα πρωτόζωα Pyxicola και Trichodina συνυπάρχουν με την Vorticella, υπερέχουν όμως αριθμητικά, στην τρίτη φάση αποδόμησης του ρυπαντή. Τα πρωτόζωα της τρίτης βιολογικής ομάδας θεωρούνται δείκτες υψηλής ρύπανσης εξασθενούς χρωμίου γιατί κορυφώνουν σε επίπεδα 20 και 40 mg/l  και αποκλειστικά στην πέμπτη φάση αποδόμησης του λύματος στην οποία τα υπόλοιπα είδη παύουν σχεδόν να υπάρχουν. 

			Οι παραπάνω διαπιστώσεις ενισχύονται σημαντικά και από τις εκτιμήσεις των πληθυσμών ανά επίπεδο χρωμίου καθώς και από τη γραφική κατανομή αυτών στις πέντε φάσεις διεργασίας (Πίν. 12.22). Το Paramecium εμφανίζεται ουσιαστικά μόνο στην πρώτη φάση ενώ η Opercularia τείνει καθοδικά και εξαφανίζεται στις δυο τελευταίες φάσεις. H Vorticella κορυφώνει στη δεύτερη φάση διεργασίας και αποδεκατίζεται στο πέμπτο  επίπεδο χρωμίου. Pyxicola και Trichodina βρίθουν σε μέτρια επίπεδα επιβάρυνσης (10 mg/l) διαγράφοντας καμπύλη όμοια της κανονικής κατανομής. Podophrya και Uronema είναι οι απόλυτοι κυρίαρχοι της πέμπτης φάσης και το πρωτόζωο Tachysoma κυρίως της τέταρτης φάσης. 

			Αν υιοθετήσουμε τις ίδιες ομάδες ταξιδόμησης που προήλθαν από τον πίνακα δειγμάτων-ειδών πρωτοζώων απευθείας στον πίνακα των δειγμάτων-φυσικοχημικών παραμέτρων, τότε προκύπτουν αντίστοιχα οι μέσες τιμές αυτών ανά φάση διεργασίας (Πίν. 12.23). Έτσι, η συγκέντρωση του εξασθενούς χρωμίου δεν μειώνεται δραστικά στην πρώτη φάση διεργασίας αφού ένα μικρό ποσοστό μόνο (6,6%) απομακρύνεται, δηλαδή δεν απορροφάται ουσιαστικά από το σύστημα σε επίπεδα προσθήκης 1 mg/l. Αντίθετα, το απορροφούμενο χρώμιο ανέρχεται σε 30% περίπου στις δυο τελικές φάσεις διεργασίας στις οποίες τα επίπεδα τοξικότητας είναι εξαιρετικά υψηλά (20 και 40 mg/l). Μέγιστες συγκεντρώσεις εξωκυτταρικών πολυμερών πρωτεϊνών (93,4 mg/g)  παρατηρούνται αποκλειστικά μόνο παρουσία υψηλής ρύπανσης (40mg/l) και μάλιστα σε τριπλάσια ποσότητα απ’ότι στα προηγούμενα στάδια. Τα πολυμερή υδατανθράκων αναπτύσσουν ηπιότερη αυξητική μεταβολή προσεγγίζοντας υψηλά επίπεδα (89,2 mg/l). Οι βιοχημικές (BOD) και χημικές (COD) διεργασίες επιταχύνονται στην τέταρτη και πέμπτη φάση υπερδιπλασιάζοντας τη δραστηριότητά τους (αυξάνεται το ποσοστό απομάκρυνσης). Τα διαλυμένα στερεά SS της εξόδου τριπλασιάζουν σταδιακά την ποσότητά τους συγκριτικά, από την πρώτη μέχρι την πέμπτη φάση διεργασίας. Τα νιτρικά διαγράφουν κοίλη καμπύλη δίνοντας χαμηλές τιμές στα τρία μεσαία επίπεδα. Τέλος, τα φωσφορικά σημειώνουν μέγιστη αύξηση της δράσης τους κατά 50% στα επίπεδα των 5 mg/l και ακολούθως η δράση τους περιορίζεται σε χαμηλότερα ποσοστά απομάκρυνσης. 

			12.2.3 Πολλαπλή διακριτική ανάλυση

			Η μέθοδος αυτή επιλέγεται για δυο λόγους. Πρώτον, γιατί αξιολογεί το βαθμό αξιοπιστίας της ανάλυσης ταξιδόμησης στις επιμέρους ομάδες, δηλαδή μετρά πόση ομοιογένεια υπάρχει στα κατανεμηθέντα δείγματα ανά ομάδα. Δεύτερον, εντοπίζει ποιες παράμετροι διακρίνονται ως οι πλέον σημαντικές σε κάθε ομάδα καθώς και ποια ομάδα είναι σημαντικότερη μεταξύ των άλλων. 

			Αρχικά, εφαρμόστηκε η μέθοδος της προοδευτικής ένταξης των παραμέτρων η οποία κατέδειξε όλες τις εξεταζόμενες παραμέτρους ως στατιστικά σημαντικές και περισσότερο τις BOD, EPSc, EPSp και Ρ (Πίν. 12.24.1).  Η επιλογή του αριθμού των διακριτικών εξισώσεων βασίζεται στον έλεγχο της σημαντικότητας των χαρακτηριστικών ριζών (Πίν. 12.24.2) ο οποίος κατέδειξε τέσσερις διακριτικές εξισώσεις όλες σημαντικές και από αυτές η διακριτική τιμή λ της πρώτης (87,53) φαίνεται να απέχει εξαιρετικά πολύ από τη δεύτερη (4,24). Η διαφορά αυτή επισημαίνεται και στους κανονιστικούς διακριτικούς συντελεστές οι οποίοι είναι συγκριτικά πολύ υψηλότεροι σε όλα τα επίπεδα χρωμίου της πρώτης διακριτικής εξίσωσης (Πίν. 12.24.3). Επιπρόσθετα, η τιμή λ της πρώτης εξίσωσης επεξηγεί το 92,3% της ολικής μεταβλητότητας της ανάλυσης (Πίν. 12.24.4) και έτσι συμπεραίνουμε ότι η πρώτη εξίσωση θεωρείται υπεραρκετή για να ερμηνεύσει όλα τα ευρήματα της ανάλυσης. Στην εξίσωση αυτή, οι κανονιστικοί συντελεστές  εμφανίζουν τις υψηλότερες τιμές στις παραμέτρους  EPSp,  BOD, COD και SS (σε απόλυτη μορφή) και άρα οι παράμετροι αυτές είναι υπεύθυνοι για τον σχηματισμό της αλλά και ερμηνεία της (Πίν. 12.24.4). Ο πίνακας 12.24.5 παρέχει τη στατιστική σημαντικότητα των τυποποιημένων συντελεστών ανά επίπεδο χρωμίου. Εύκολα συνάγεται ότι όλες οι παράμετροι προκύπτουν σημαντικές τουλάχιστον για ένα επίπεδο χρωμίου και άρα παίζουν διακριτικό ρόλο στην περιγραφή των ομάδων. Κρίνοντας από το μέγεθος των απόλυτων τιμών των στατιστικά σημαντικών κανονιστικών συντελεστών, τα αποτελέσματα εξατομικεύονται ως εξής:

			1) Η πρώτη φάση διεργασίας περιγράφεται καλύτερα από τα εξωκυτταρικά πολυμερή των υδατανθράκων με αρνητική τιμή (-0.584) η οποία μεταφράζεται σε χαμηλή συγκέντρωση και άρα χαμηλό ρυπαντικό φορτίο. Η δεύτερη φάση χαρακτηρίζεται μοναδικά από θετικό συντελεστή του φωσφόρου που σημαίνει υψηλή διακρατούμενη συγκέντρωση και άρα έντονη δραστηριότητα στη φάση αυτή. Στο επίπεδο των 10 mg/l συμμετέχουν όλοι σχεδόν οι παράμετροι χωρίς με αυτό τον τρόπο να επιτυγχάνεται κάτι ιδιαζόντως διακριτικό.  Στη φάση όμως των 20 mg/l παρατηρούνται υψηλές τιμές των παραμέτρων ESPp (-0.993) και BOD (0.974), το πρόσημο των οποίων σηματοδοτεί χαμηλή δραστηριότητα των πολυμερών των πρωτεϊνών και υψηλής κλίμακας βιοχημική δραστηριότητα. Τέλος, στο στάδιο υψηλής τοξικότητας, τα πολυμερή των πρωτεϊνών δείχνουν υψηλή θετική τιμή του κανονιστικού συντελεστή (0,551) υπεύθυνη για την εμφάνιση αυξημένου ρυπαντικού φορτίου στο σύστημα SBBR. 

			2) Ο βαθμός ομοιότητας όσον αφορά την ειδική δράση που αναπτύσσεται στις ομάδες μετρείται με την απόσταση Mahalanobis (Πίν. 12.24.6). Εύκολα συνάγεται ότι η ομοιότητα μεταξύ των ομάδων απομακρύνεται ιεραρχικά όσο αυξάνουν τα επίπεδα χρωμίου στο σύστημα. Μεγαλύτερη συγγένεια παρατηρείται μεταξύ των επιπέδων 1, 5 και 10 mg/l ενώ έντονη διακριτική διαφορά υφίσταται μεταξύ των 1 και 20 (200,3) και 1 και 40 (600,9).

			3) Ο πίνακας 12.24.7 παρέχει το βαθμό αξιοπιστίας του διαχωρισμού των ομάδων σύμφωνα με τα ευρήματα της ανάλυσης ταξιδόμησης. Το ποσοστό επαλήθευσης της τοποθέτησης των δειγμάτων σε κάθε ομάδα-επίπεδο χρωμίου ανέρχεται στο 100% το οποίο κρίνεται άριστο όπως και η αποτελεσματικότητα της ανάλυσης ταξιδόμησης.

			12.2.4 Ανάλυση δενδρικής ταξινόμησης

			Η μέθοδος αυτή, με τη χρήση του αλγόριθμου CART, αποτελεί προέκταση της προηγούμενης καθότι αποσκοπεί στο διαχωρισμό των ενδιάμεσων σταδίων των ομάδων-επιπέδων από τη δράση ορισμένων φυσικοχημικών παραμέτρων με συγκεκριμένες τιμές τμήσεις αυτών, ποσοτικοποιεί δηλαδή τον ενδιάμεσο αλλά και τελικό διαχωρισμό των ομάδων. 

			Ως τεχνική των διακριτικών τμήσεων επιλέχθηκε αυτή της εκτίμησης του ελάχιστου κόστους αστοχίας και της διασταυρωτικής επικύρωσης τριών υποδειγμάτων (βλέπε κεφάλαιο 7) με την παραδοχή του τυπικού σφάλματος να ισούται με 1 και με ελάχιστο αριθμό παρατηρήσεων τον αριθμό 5.  Τα αποτελέσματα των τμήσεων της μεθόδου παρίστανται στο σχήμα 12.8, σύμφωνα με το οποίο το απομακρυνόμενο ποσοστό του BOD καθορίζει την πρώτη τμήση του συνόλου των ομάδων. Έτσι, όταν το ποσοστό  BOD υπερβεί το 11,45% και τα αιωρούμενα στερεά υπερβούν τη συγκέντρωση των 73,5 mg/l τότε οδηγούμαστε απευθείας στο επίπεδο χρωμίου των 40 mg/l. Αν η συγκέντρωση των αιωρούμενων στερεών είναι μικρότερη ή ίση με 73,5 mg/l τότε μεταπηδούμε γειτονικά στο επίπεδο χρωμίου των 20 mg/l. Τα υπόλοιπα επίπεδα χρωμίου καθορίζονται πρωταρχικά από βιοχημική δραστηριότητα μικρότερη ή ίση με 11,45%. Στη συνέχεια και συνδυαστικά, αν η δράση των πολυμερών των υδατανθράκων αυξηθεί πάνω από 65,65 mg/l τότε προσεγγίζουμε το επίπεδο χρωμίου των 10 mg/l. Μικρότερες συγκεντρώσεις των πολυμερών υδατανθράκων  οδηγούν στα επίπεδα χρωμίου 1 και 5 mg/l. Για να συμβεί αυτό απαιτείται  δραστηριότητα κατακράτησης φωσφόρου η οποία όταν είναι μεγαλύτερη του 29,8%, οδηγεί στο επίπεδο 5 ενώ μικρότερη ποσότητα μας κατευθύνει στο επίπεδο του 1 mg/l. Συνολικά προέκυψαν 4 τμήσεις και 5 τελικοί κόμβοι όπως κατέδειξαν το ελάχιστο κόστος της διασταυρωτικής ταξινόμησης και το ελάχιστο τυπικό σφάλμα (Πίν. 12.25.1). Οι επιλεγείσες παράμετροι τμήσης των ομάδων εμφανίζουν υψηλή ποσοστιαία διαβάθμιση σημαντικότητας  (Πίν. 12.25.2).

			Η αποτελεσματικότητα της μεθόδου να διευθετεί τις παρατηρήσεις (δείγματα) στις σωστές ομάδες (κόμβους), επεξηγείται από τον αριθμό των άστοχων συχνοτήτων του πίνακα 12.25.3. Τα κείμενα στοιχεία επί της διαγωνίου δείχνουν το βαθμό γνησιότητας της αντιπροσώπευσης κάθε ομάδας και ο οποίος θεωρείται πλήρης όταν κανένα στοιχείο δεν εκτρέπεται της διαγωνίου. Στον πίνακα 12.25.3 οι αποκλίσεις είναι ελάχιστες και αριθμούν δυο, η πρώτη με δυο παρατηρήσεις εκτός από το επίπεδο 5 και η δεύτερη με μια παρατήρηση εκτός από το επίπεδο 20. 

			Η αξιοπιστία επιλογής του δενδρικού μεγέθους των 4 τμήσεων και 5 τελικών κόμβων ελέγχεται με τη σύγκριση της τριπλής διασταυρωτικής επικύρωσης (CV=0,04  SE=0,02, Πίν. 12.25.1) με την αντίστοιχη ολική (GCV=0,056  SE=0,024, Πίν. 12.25.4). Οι τιμές αυτές εμφανίζονται εξαιρετικά κοντινές μεταξύ τους προδιαγράφοντας έτσι υψηλό βαθμό αξιοπιστίας της συγκεκριμένης επιλογής. Η διαφορά μεταξύ των δυο μετρήσεων έγκειται στο βαθμό αστοχίας ο οποίος είναι μεγαλύτερος όταν εφαρμόζεται το ολικό κόστος επικύρωσης ένεκα του οποίου παρατηρούνται δυο παραπάνω αστοχίες όπως αυτές καταφαίνονται στον πίνακα 12.25.4 συγκριτικά με εκείνες του πίνακα 12.25.3. 

			12.2.5 Ανάλυση των κανονιστικών αντιστοιχιών

			Η μέθοδος αυτή συνδυάζει τα αποτελέσματα της πληθυσμιακής μεταβολής των πρωτοζώων με τη δράση των φυσικοχημικών παραμέτρων στο σύστημα SBBR. Η διαδοχή της κυριαρχίας μεταξύ των πρωτοζώων θεωρείται ότι ακολουθεί καμπύλη κατανομή στην οποία κάθε είδος κορυφώνει σε διαφορετικό ύψος και σημείο κατά μήκος της χωροταξικής κλίμακας διαβάθμισης. Οι πληθυσμοί των πρωτοζώων εκλαμβάνονται ως ένα σύνολο εξαρτημένων μεταβλητών στο οποίο μελετάται η επίδραση του συνόλου των φυσικοχημικών παραμέτρων οι οποίες εκλαμβάνονται ως ανεξάρτητες μεταβλητές. 

			Τα αποτελέσματα της μεθόδου περιγράφονται στον πίνακα 12.26. Από τον πίνακα 12.26.2 των συσχετίσεων μεταξύ των φυσικοχημικών παραμέτρων προκύπτουν υψηλές θετικές τιμές συντελεστών μεταξύ των τεσσάρων παραμέτρων BOD, COD, SS και EPSp. Η πληθυσμιακή κατανομή των ειδών στους δυο κύριους άξονες επεξηγεί το 83,2% της ολικής μεταβλητότητας, ενώ η ένταση της σχέσης μεταξύ ειδών και φυσικοχημικών παραμέτρων ισούται με 0,978 για τον πρώτο άξονα και 0,872 για το δεύτερο (Πίν. 12.26.3). Οι υψηλές συσχετίσεις αποτελούν ένδειξη αξιόπιστης επεξήγησης της δράσης των μεταβλητών στην κατανομή των ειδών στο σύστημα. Οι παράμετροι EPSc, BOD και SS παρέχουν τη μεγαλύτερη συνεισφορά για τη δημιουργία του άξονα 1 γιατί εμφανίζουν τους υψηλότερους κανονιστικούς συντελεστές (Πίν. 12.26.4) και οι παράμετροι EPSc, COD και NO3 είναι υπεύθυνοι για το σχηματισμό του άξονα 2. Οι εντός των δυο πινάκων συσχετίσεις (Πίν. 12.26.7) των παραμέτρων των λυμάτων με τους δυο πρώτους άξονες κατέδειξαν υψηλούς συντελεστές συσχέτισης για τις BOD, SS, EPSp, EPSc και NO3 με τιμές μεγαλύτερες από 0,700, αναδεικνύοντας έτσι τις μεταβλητές αυτές ως τις πλέον σημαντικές για την επεξήγηση της αφθονίας των πρωτοζώων. 

			Στο σχήμα 12.9 παρουσιάζονται οι κατανομές (θέσεις) των ειδών πρωτοζώων στα διάφορα σημεία δειγματοληψίας (ημέρες-επίπεδα χρωμίου) όπως ακριβώς επηρεάζονται από τη φυσικοχημική δράση των παραμέτρων. Οι αποστάσεις των ειδών και των παραμέτρων από το κέντρο του γραφήματος παρίστανται με ευθείες γραμμές. Όσο μεγαλύτερο μήκος διαθέτει μια ευθεία τόσο ισχυρότερη δράση ασκεί στο χωροταξικό διάγραμμα. Μικρό άνοιγμα γωνίας (οξεία) μεταξύ δυο ευθειών δηλώνει ισχυρή θετική συσχέτιση και μεγάλο άνοιγμα γωνίας (αμβλεία) ισχυρή αρνητική συσχέτιση. Δείγματα που κείνται πλησίον μιας ευθείας παραμέτρου ή είδους περιγράφουν άριστα τη σχέση που διαγράφεται  μεταξύ τους τοπικά στο διάγραμμα. Έτσι, το Paramecium αποτελεί διακριτικό στοιχείο των δειγμάτων της πρώτης φάσης με προσθήκη χρωμίου δηλαδή 1 mg/l ενώ η Opercularia και δευτερευόντως η Vorticella απαντώνται σε επίπεδα χρωμίου 5 mg/l. Τα πρωτόζωα Trichodina και Pyxicola αποτελούν ενδείξεις της ρύπανσης των 10 mg/l ενώ τα είδη Uronema, Podophrya και Tachysoma είναι δείκτες υψηλής ρύπανσης.  Στην περιοχή αυτή των 20 και 40 mg/l δρουν με όμοιο τρόπο, όπως μαρτυρούν οι υψηλές θετικές συσχετίσεις τους, τα  ποσοστά απομάκρυνσης των παραμέτρων COD και BOD και οι ποσότητες ESPp, SS και ESPc. Οι υψηλές τιμές απομάκρυνσης  (επιμήκεις ευθείες) των βιοχημικών και χημικών παραμέτρων δηλώνουν έντονη δραστηριότητα, ενώ οι υψηλές συγκεντρώσεις των λοιπών βιολογικών παραμέτρων ειδοποιούν για την παρουσία υψηλού φορτίου ρύπανσης. Έντονη θετική συσχέτιση υπάρχει μεταξύ των πρωτοζώων Trichodina και Pyxicola και του κατακρατούμενου φωσφόρου και ισχυρή αρνητική μεταξύ αυτών και των ποσοστών των νιτρικών. Οι σχέσεις αυτές σημαίνουν την ανάπτυξη δυο μέγιστων των παραμέτρων σε δυο διαφορετικές φάσεις διεργασίας (10 και 20 mg/l) με την επισήμανση ότι η κορύφωση απομάκρυνσης των νιτρικών πραγματοποιείται μόνο στα αρχικά στάδια της τέταρτης φάσης όπως μαρτυρούν τα εγγύς σημεία των ημερών δειγματοληψίας. Αξιοσημείωτο είναι ο άνετος διαχωρισμός των ομάδων χρωμίου στο τριγράφημα, ο οποίος δικαιολογεί και την ορθότητα επιλογής της συγκεκριμένης μεθόδου.

			12.2.6 Ανακεφαλαίωση της προτεινόμενης μεθοδολογίας

			Η ρυπαντική δράση του εξασθενούς χλωρίου μελετήθηκε με τη χρήση ενός συστήματος επεξεργασίας SBBR με παράλληλη καταγραφή των πληθυσμιακών εξάρσεων των πρωτοζώων και των φυσικοχημικών παραμέτρων των λυμάτων. Χρησιμοποιήθηκαν ειδικές τεχνικές στατιστικής ανάλυσης που αποσκοπούν στα εξής:

			
					Τη συγκρότηση ομάδων με ειδικά χαρακτηριστικά τόσο φυσικοχημικά όσο και βιολογικά. Η ανάλυση ταξιδόμησης δυο κατευθύνσεων ανταποκρίθηκε λίαν ικανοποιητικά  διότι διαχώρισε με ευκολία τα στοιχεία σε ομάδες που αντιστοιχούσαν απόλυτα στις διαφορετικές συγκεντρώσεις χρωμίου.

					Τη βαρύτητα και επισήμανση κάθε ομάδας αναφορικά με τη δράση συγκεκριμένων παραμέτρων λυμάτων  καθώς και το βαθμό αξιοπιστίας διαχωρισμού στις συγκεκριμένες ομάδες κατόπιν εφαρμογής της προηγούμενης ανάλυσης (πολλαπλή διακριτική ανάλυση).

					Την ποσοτικοποίηση της τμήσης του αρχικού δείγματος σε ιεραρχικά μικρότερες ομάδες με τη χρήση συγκεκριμένων φυσικοχημικών παραμέτρων. Με άλλα λόγια, ειδικές τιμές παραμέτρων οδηγούν σε συγκεκριμένα επίπεδα χρωμίου (ανάλυση δενδρικής ταξινόμησης).

					Με την επιλογή των παραπάνω τεχνικών εξάγεται μια ολοκληρωμένη πληροφόρηση του συστήματος η οποία παρέχει τη δυνατότητα λήψης προσεγμένων αποφάσεων για την ταχεία και δραστική αντιμετώπιση ανάλογων προβλημάτων.
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			Πίνακας 12.20. Πληθυσμιακή αφθονία των ειδών πρωτοζώων  ανά ημέρα εξέλιξης της αποδόμησης και της προσθήκης χρωμίου.
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			Πίνακας 12.21. Μεταβολή των φυσικοχημικών μεταβλητών ανά ημέρα εξέλιξης της αποδόμησης και της προσθήκης χρωμίου.
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			Σχήμα 12.7. Διάγραμμα ταξιδόμησης δυο κατευθύνσεων. Οργανισμοί  και δείγματα (προσθήκες χρωμίου) λυμάτων ομαδοποιούνται χωριστά και αποδίδουν δυο δενδρογράμματα με κοινή απεικόνιση την αφθονία των ειδών στις ημέρες δειγματοληψίας. Τα σκιασμένα κελιά αντιστοιχούν σε πληθυσμιακή πυκνότητα των πρωτοζώων: αυξημένη ένταση της σκίασης υποδηλώνει ισχυρή παρουσία οργανισμών και λευκά κελιά δηλώνουν απουσία οργανισμών. 
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			Πίνακας 12.22. Μέσες πληθυσμιακές τιμές των πρωτοζώων στα διάφορα επίπεδα προσθήκης χρωμίου.
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			Πίνακας 12.23. Μέσες τιμές των μεταβλητών λυμάτων στα διάφορα επίπεδα προσθήκης χρωμίου.
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			Πίνακας 12.24. Στατιστικά αποτελέσματα από την εφαρμογή της πολλαπλής διακριτικής ανάλυσης.
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			Σχήμα 12.8. Δενδρική ταξινόμηση των επιπέδων προσθήκης χρωμίου με 4 τμήσεις των μεταβλητών λυμάτων και 5 τελικούς κόμβους.
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			Πίνακας 12.25. Στατιστικά αποτελέσματα από την εφαρμογή της ανάλυσης της δενδρικής ταξινόμησης.
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			Σχήμα 12.9. Τριγράφημα των δειγματοληπτικών ημερών-επιπέδων χρωμίου, των  πρωτοζώων του λύματος και των φυσικοχημικών παραμέτρων του λύματος. 
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			Πίνακας 12.26. Συγκεντρωτικός πίνακας των αποτελεσμάτων της CCA.

			12.3 Εμπεριστατωμένο Παράδειγμα 3

			‘Διερεύνηση της αξιοπιστίας ενός ερωτηματολογίου με την εφαρμογή του μοντέλου βαθμολογικής απόκρισης του Samejima (Samejima’s Graded Response Model - SGRM)’

			Στα πλαίσια της αξιολόγησης της ποιότητας εκπαίδευσης σε όλα τα τριτοβάθμια ιδρύματα, διανέμεται κάθε εξάμηνο ένα ερωτηματολόγιο στους φοιτητές των τμημάτων με περιεχόμενο σχετικό με τον τρόπο διδασκαλίας των μαθημάτων. Το ερωτηματολόγιο αυτό είναι εγκεκριμένο από την Αρχή Διασφάλισης Ποιότητας (ΑΔΙΠ) η οποία εποπτεύει και συντονίζει  όλες τις διαδικασίες που προάγουν την ποιότητα στην ανώτατη εκπαίδευση και ενημερώνει για τις σύγχρονες τάσεις και εξελίξεις σε συναφή ζητήματα της εκπαίδευσης.

			Το ερωτηματολόγιο αυτό συνίσταται από 29 ερωτήσεις, προσαρμοσμένες στην αξιολόγηση των θεωρητικών μαθημάτων, οι οποίες διαιρούνται σε 4 πεδία αξιολόγησης (Πίν. 12.27). Το πρώτο πεδίο περιλαμβάνει 12 ερωτήσεις και αναφέρεται σε θέματα ποιότητας του μαθήματος, το δεύτερο περιέχει 7 ερωτήσεις (13-19) και στοχεύει στην αξιολόγηση των προόδων, εφόσον υφίστανται. Το τρίτο πεδίο αφορά ποιοτικά χαρακτηριστικά του διδάσκοντος το μάθημα και περιλαμβάνει 6 ερωτήσεις (20-25) και το τέταρτο πεδίο ασχολείται με τη μαθησιακή αυτογνωσία των φοιτητών (αξιολογητών) προβάλλοντας 4 ερωτήσεις (26-29). 

			Ο σχεδιασμός του τρόπου αξιολόγησης βασίζεται στη χρήση μιας τακτικής πενταβάθμιας κλίμακας μονόδρομης κατεύθυνσης με αυξανόμενη ένταση αποδοχής από 1-5 (ελάχιστη-μέγιστη αποδοχή). 

			Σκοπός της παρούσης μελέτης είναι η εκτίμηση του πόσο αξιόπιστη πληροφόρηση παρέχει το ερωτηματολόγιο των 29 ερωτήσεων, πόσο δηλαδή ικανοποιητικά ανταποκρίνονται οι ερωτήσεις στον τρόπο αξιολόγησης (κρίση) των εκπαιδευόμενων. Κάποιες ερωτήσεις ενδέχεται να μην προσαρμόζονται εύστοχα στις αποκρίσεις των αξιολογητών, λόγω ασαφούς διατύπωσης, άστοχης επιλογής του αριθμού των κατηγοριών στην κλίμακα ή και ακόμα λόγω χαλαρής διάθεσης προς κρίση εκ μέρους των αξιολογητών. 

			Για την αξιολόγηση επιλέχθηκαν προκαταρκτικά τέσσερα γνωστικά αντικείμενα του Τμήματος Τεχνολογίας Τροφίμων του Αλεξάνδρειου Τεχνολογικού Εκπαιδευτικού Ιδρύματος Θεσσαλονίκης, το θεωρητικό μέρος των οποίων παρακολούθησαν 324 εκπαιδευόμενοι και στους οποίους ζητήθηκε ηλεκτρονικά η συμπλήρωση του  παραπάνω ερωτηματολογίου. Εξ αυτών ανταποκρίθηκαν 273 άτομα. 

			Στα δεδομένα της μελέτης αποπειράθηκε η εφαρμογή των πολυμερών μοντέλων SGRM (Samejima’s Graded Response Model) και GRSM (Generalized Rating Scale Model) τα οποία θεωρούνται κατάλληλα σε μελέτες με ερωτηματολόγια βαθμολογικής κλίμακας και επιλέχθηκε το πρώτο διότι εμφάνισε καλύτερη στατιστική εικόνα στα αποτελέσματα (η στατιστική των παραμέτρων προσαρμογής στο μοντέλο SGRM παρουσίασε μεγαλύτερη ευελιξία στην επιδιωκόμενη έλλειψη στατιστικής σημαντικότητας και επίσης κατέδειξε λιγότερες ερωτήσεις υποψήφιες προς απόρριψη από το ερωτηματολόγιο).

			Προτού εφαρμοστεί το μοντέλο, είναι απαραίτητη η θεώρηση ορισμένων προδιαγραφών των παραμέτρων των ερωτήσεων με τα ακόλουθα επιτρεπτά όρια ολίσθησης:

			Παράμετρος α: 0,3 – 4,0 (χαμηλή – ισχυρή διαχωριστική ισχύς της ερώτησης) όταν ισχύει η σταθερά D=1,7.

			Παράμετρος β: -3,0 – 3,0 (πολύ εύκολη - πολύ δύσκολη ερώτηση).

			Παράμετρος θ: -7,0 – 7,0 (χαμηλή – υψηλή ικανότητα του εκπαιδευόμενου).

			Η στατιστική επεξεργασία διενεργήθηκε με τη χρήση του λογισμικού προγράμματος Xcalibre 4.2 το οποίο θεωρείται ιδανικό για την ανάλυση ερωτηματολογίων. Το στατιστικό λογισμικό χρησιμοποιεί τον αλγόριθμο Ε-Μ (Expectation-Maximization) για να βαθμονομήσει τις παραμέτρους των ερωτήσεων. Η τεχνική ακολουθεί τη διαδικασία των δοκιμαστικών επαναληπτικών τιμών μέχρις ότου επέλθει ισχυρή σύγκλισή τους στην εκτίμηση των παραμέτρων. 

			Η προσαρμοστικότητα των δεδομένων στο μοντέλο ήταν ικανοποιητική όπως προκύπτει από τους ελέγχους χ2 και της μέγιστης πιθανοφάνειας (-2LL), για τη συνολική αξιολόγηση και εν μέρει και για τη θεματική (Πίν. 12.28).  Ισχυρή προσαρμογή (p>0,05) εμφάνισε η συνολική βαθμολογία και τα πεδία 2 και 3, ενώ μικρή απόκλιση από την έλλειψη προσαρμογής παρατηρήθηκε στα πεδία 1 και 4 (τιμές p ίσες με 0,030 και 0,038 αντίστοιχα) τα οποία θα αποτελέσουν και το επίκεντρο της μελέτης. 
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			Πίνακας 12.27. Ερωτηματολόγιο αξιολόγησης θεωρητικών μαθημάτων διαμορφωμένο σύμφωνα με τα πρότυπα της ΑΔΙΠ.
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			Πίνακας 12.28. Στατιστική των παραμέτρων προσαρμογής στο μοντέλο.

			Το μοντέλο SGRM εκτιμά μία παράμετρο α ειδική για κάθε θεματικό πεδίο και για κάθε ερώτηση και επίσης τέσσερις παραμέτρους ορίων θέσης της δυσκολίας βi χωριστά για κάθε ερώτηση.

			Στον πίνακα 12.29 περιγράφεται η στατιστική ανάλυση της διαχωριστικής ισχύος των ερωτήσεων σε όλα τα θεματικά πεδία των βαθμονομημένων ερωτήσεων. Η διαχωριστική ισχύς έχει κλίση 0,829 στη συνολική βαθμολόγηση (29 ερωτήσεις), η οποία ερμηνεύει μία μάλλον νωθρή (χαμηλή) ταχύτητα αντίδρασης της  απόκρισης των εκπαιδευόμενων στην εκτέλεση της αξιολόγησης (ικανότητα θ). Η ισχύς εμφανίζεται ελάχιστα αποτελεσματική στο πεδίο 4 της αυτογνωσίας των φοιτητών (0,372, λίγο πάνω από το όριο), λίγο αποτελεσματική στο πεδίο 1 και περισσότερο στα πεδία 2 και 3 (0,917 και 1,286) τα οποία αφορούν αξιολόγηση της ποιότητας προόδου και διδάσκοντα. 
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			Πίνακας 12.29. Στατιστική της διαχωριστικής ισχύος (παράμετρος α).

			Η στατιστική ανάλυση της αθροιστικής βαθμολογίας των ερωτήσεων ανά θεματικό πεδίο εμφανίζει έντονες διαφοροποιήσεις (Πίν. 12.30). Η μέση συνολική εικόνα βαθμολόγησης ανέρχεται στους 81,7 βαθμούς η οποία μεταφράζεται σε μέση τιμή της πενταβάθμιας κλίμακας ίση με 2,82 (81,717/29), η σημασία της όμως εντοπίζεται στα επιμέρους θέματα τα οποία έχουν ιδιαιτερότητες, ειδικά στο περιεχόμενο του 4ου πεδίου. Η μέση αξιολόγηση του μαθήματος ανέρχεται σε 3,38 βαθμούς, της προόδου σε 3,13, του διδάσκοντα σε 3,91 και της αυτογνωσίας των φοιτητών σε 3,02. Οι βαθμοί αυτοί είναι γενικώς άνω του μετρίου επιπέδου βαθμολόγησης (κατηγορία 3) και ακόμα περισσότερο της ποιότητας του εκπαιδευτικού προσωπικού που προσεγγίζει το 4. 

			Οι τιμές α του Cronbach προδίδουν υψηλή αξιοπιστία των θεματικών πεδίων αλλά και συνολικά διότι παρουσιάζουν τιμές μεγαλύτερες του αποδεκτού ορίου 0,700, πλην του πεδίου 2 στο οποίο η τιμή είναι εξωπραγματική (1,052>1) και οφείλεται στο γεγονός ότι κάποια μαθήματα δεν έχουν υποχρεωτικά προόδους και συνεπώς μειώνεται σημαντικά ο αριθμός των ερωτώμενων και η αξιοπιστία των αποτελεσμάτων. Σχετικά ισχυρή αρνητική ασυμμετρία της κατανομής των βαθμών (περισσότερες τιμές αριστερά του κέντρου) παρατηρείται στο πεδίο 3 και ελάχιστη στο πεδίο 2.
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			Πίνακας 12.30. Στατιστική των παραμέτρων της βαθμολογίας.

			Αναφορικά με τη κλιμακοποίηση της ικανότητας θ των αξιολογητών (Πίν. 12.31) παρατηρείται μία ουδέτερη συμπεριφορά των αξιολογητών στην ετοιμότητα συμπλήρωσης του ερωτηματολογίου, κρίνοντας από τις σχεδόν μηδενικές τιμές της κλίμακας οι οποίες ανταποκρίνονται στο μέσον αυτής (Σχ.12.10).
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			Πίνακας 12.31. Στατιστική των παραμέτρων της βαθμονομημένης κλίμακας (Q1 και Q3 είναι το πρώτο και τρίτο τεταρτημόριο της διαμέσου και IQR η διαφορά τους)

			Η κατανομή των βαθμών στα διάφορα θεματικά πεδία παρουσιάζει ασήμαντη απόκλιση ασυμμετρίας και συνηγορεί υπέρ της κανονικής κατανομής των στοιχείων.

			 [image: Ch12-3-Sel5-Sx-12-10.png]

			Σχήμα 12.10. Ιστόγραμμα κατανομής της βαθμονομημένης κλίμακας θ.

			Η καμπύλη πληροφορίας TIF μίας θεματολογίας ερωτήσεων εκφράζει το μέγεθος της πληροφόρησης που παρέχει η αξιολόγηση σε κάθε επίπεδο μεταβολής της ικανότητας θ των αξιολογητών και προσδιορίζει το σημείο επί της θ στο οποίο η αξιολόγηση εμφανίζει τη μέγιστη διαχωριστική ισχύ της. Στο σημείο αυτό εκδηλώνεται και το ελάχιστο τυπικό σφάλμα της αξιολόγησης. Η μέγιστη πληροφορία της συνολικής αξιολόγησης προσέγγισε την τιμή Ι=20,787 η οποία παρατηρείται σε τιμή θ=-1,750 και με ελάχιστο τυπικό σφάλμα SE=0,219 (Σχ. 12.11), με μία σχετική διεύρυνση του μέγιστου στο εύρος -2,0 και 0,5 της ικανότητας θ. Πρακτικά, αυτό σημαίνει ότι οι ερωτήσεις εμφανίζουν μεγαλύτερη διαχωριστική ικανότητα στις χαμηλές βαθμολογίες. 
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			Σχήμα 12.11. Καμπύλη απόκρισης της πληροφορίας TRF της ολικής βαθμολογίας και του τυπικού σφάλματός της. 

			Σε θεματικό επίπεδο ερωτήσεων, Η καμπύλη απόκρισης TIF του πρώτου πεδίου εμφανίζει μέγιστη πληροφόρηση στην τιμή 6,871, που αντιστοιχεί στο σημείο -2,2 της θ και ελάχιστο τυπικό σφάλμα 0,381 (Σχ. 12.12). Στο δεύτερο πεδίο, η μέγιστη τιμή της TIF ισούται με 5,04, αντιστοιχεί στο σημείο -0,45 της θ και εμφανίζει ελάχιστο SE=0,445. Το πεδίο της ποιότητας του εκπαιδευτικού παρουσιάζει τη μέγιστη πληροφόρηση TIF από όλες τις θεματολογίες (8,839), η οποία εκδηλώνεται σε τιμή -1,65 της θ και με SE=0,336 και καλύπτει συγκριτικά στενότερο εύρος μεταβολής της κλίμακας θ από τα υπόλοιπα πεδία. Το πεδίο της αυτογνωσίας των αξιολογητών εμφανίζει εξαιρετικά χαμηλή πληροφόρηση TIF, η οποία προσεγγίζει την τιμή 0,467 σε αντίστοιχη τιμή θ=-1,10 και με ελάχιστο τυπικό σφάλμα μεγαλύτερο της μονάδας (1,464). Ουσιαστικά, το πεδίο αυτό κρίνεται προβληματικό ως προς τη συμβολή του στην ολική αξιολόγηση, διότι περιλαμβάνει ερωτήσεις με ασήμαντη διαχωριστική ισχύ και με αυξημένο στατιστικό σφάλμα ακρίβειας των μετρήσεων. 
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			Σχήμα 12.12. Καμπύλες απόκρισης της πληροφορίας TIF της εξέτασης στα τέσσερα πεδία ερωτήσεων. 

			Στον πίνακα 12.32 παραθέτονται όλες οι στατιστικές παράμετροι που σχετίζονται με τις ατομικές ερωτήσεις της μελέτης. Η συσχέτιση R μετρά την ένταση της σχέσης μεταξύ μίας ερώτησης και της ικανότητας θ. Η τελευταία παράμετρος έχει λανθάνουσα συμπεριφορά και εκφράζεται σε μονάδες τυπικής απόκλισης . Η παράμετρος α δηλώνει τη διαχωριστική ισχύ κάθε ερώτησης, έτσι υψηλές τιμές της α σημαίνουν μεγαλύτερες κλίσεις της καμπύλης απόκρισης IRF και ειδοποιούν ότι οι ερωτήσεις αυτές διαφοροποιούν σε ικανοποιητικό βαθμό τους αξιολογητές μεταξύ τους. Η παράμετρος β αποτελεί τη δυσκολία της ερώτησης υποδεικνύει μία θέση στη συνέχεια της ικανότητας θ στην οποία η πιθανότητα της ορθής απόκρισης  ισούται με 0,5 στις διχοτόμες ερωτήσεις. Στις ερωτήσεις με αποκρίσεις βαθμολογικής κλίμακας, όπως ισχύει στο μοντέλο SGRM, υπολογίζονται k-1 όρια θέσης k κατηγοριών και συνεπώς κάθε όριο θέσης αντανακλά μία θέση στην ικανότητα θ στην οποία η πιθανότητα της καμπύλης απόκρισης ισούται με 0,5.P* (πιθανότητα απόκρισης ορίου). Σε ερωτήσεις που εκδηλώνουν χαμηλή διαχωριστική ισχύ, η θέση ορίου δεν είναι απαραίτητο να ανταποκρίνεται στο σημείο όπου οι δύο καμπύλες απόκρισης δύο κατηγοριών τέμνονται. Μεγάλο τυπικό σφάλμα μίας ερώτησης δείχνει ότι η παράμετρος της ερώτησης εκτιμάται με ελάχιστη ακρίβεια (φτωχή εκτίμηση). Οι τιμές στατιστικής σημαντικότητας p αντιστοιχούν στην ακριβή πιθανότητα σφάλματος (στην οποία ισχύει η μηδενική υπόθεση) και έτσι τιμές μεγαλύτερες από 0,05 (πιθανότητα αναφοράς) δηλώνουν συμμόρφωση στις προϋποθέσεις προσαρμογής των δεδομένων, όταν εφαρμόζεται ο έλεγχος χ2 της καλής προσαρμογής των στοιχείων στο μελετούμενο μοντέλο. 

			Οι αξιολογητές βαθμολόγησαν όλες τις ερωτήσεις των πεδίων 1-3 άνω του μετρίου (κατηγορία 3) και κατά το δοκούν ως προς το περιεχόμενο στις ερωτήσεις του πεδίου 4. Οι φοιτητές κρίνουν ότι παρακολουθούν πολύ τακτικά τις διαλέξεις (μέση τιμή 4,4), κάτι που είναι αυτονόητο διότι μόνο το τακτικό ακροατήριο συμμετέχει στην αξιολόγηση. Οι φοιτητές ισχυρίζονται ότι ανταποκρίνονται αρκετά θετικά στις γραπτές εργασίες (3,64) μέτρια στη συστηματική μελέτη της ύλης (2,99) και αφιερώνουν μέχρι 2 ώρες την εβδομάδα για τη μελέτη κάθε μαθήματος (1,83). 

			Επισκοπώντας προσεκτικότερα τα στοιχεία των παραμέτρων των ερωτήσεων, παρατηρούνται και κάποιες αστοχίες (Πίν.12.32). Οι ερωτήσεις 8, 9 10, 12, 28 και 29 εμφανίζουν στατιστικά σημαντική έλλειψη προσαρμογής των στοιχείων στο μοντέλο όπως δείχνουν οι τιμές σημαντικότητας p (μικρότερες από 0,05). Στις ερωτήσεις 8, 9 και 29, οι οποίες σχετίζονται με τη συνδυαστική γνώση άλλων μαθημάτων (Ε8) το επίπεδο δυσκολίας του μαθήματος (Ε9) και χρόνος αφιέρωσης για μελέτη (Ε29), παρατηρείται και αρνητική συσχέτιση ή ελάχιστα θετική όπως και πολύ χαμηλές τιμές διαχωριστικής ισχύος (α<0,300), ενδείξεις επίσης κακής προσαρμοστικότητας. Αντίθετα, τις υψηλότερες τιμές R και α εμφανίζουν οι ερωτήσεις 1-3, 20-23 και 25. Αυτές διακρίνονται για την ευκρίνεια κατανομής των καμπυλών απόκρισης CRF των 5 κατηγοριών κατά μήκος της συνέχειας της θ, με επιλεγμένο αντιπρόσωπό τους την ερώτηση Ε3 στο σχήμα 12.13, μολονότι στις δύο πρώτες η καμπύλη απόκρισης της κατηγορίας 2 κρύβεται κυριολεκτικά από τις δύο παρακείμενες 1 και 3 (βλέπε Ε1 αλλά Ε19 στο σχήμα 12.13). Η συμπεριφορά αυτή γίνεται αντιληπτή και από τις τιμές δυσκολίας β στη δεύτερη κατηγορία οι οποίες συγκλίνουν προς την πρώτη κατηγορία (Πίν. 12.32). 

			Ακραίες περιπτώσεις υψηλών τιμών δυσκολίας στην κατηγορία 1 και 5 εντοπίζονται στις ερωτήσεις 8, 9, ένεκα των οποίων διαπιστώνεται αδυναμία διαμόρφωσης της καμπυλότητας των αποκρίσεων CRF (Σχ. 12.13, Ε8).    

			Ακραίες τιμές μονόπλευρα, όπως συμβαίνει στην Ε5, προσδιορίζουν οι αδιαμόρφωτες καμπύλες των δύο πρώτων κατηγοριών στο αριστερό μόνο άκρο του γραφήματος CRF (Σχ. 12.13). Ιδιάζουσα περίπτωση αποτελεί η ερώτηση 12 στην οποία οι δύο ακραίες κατηγορίες 1 και 5 εμφανίζουν μέγιστες τιμές απόκρισης CRF. Η κατηγορία 1 αναφέρεται σε άγνοια των κριτηρίων βαθμολόγησης του μαθήματος και η κατηγορία 5 σε υψηλή αποδοχή. Μονοσήμαντη εξέλιξη καμπυλών μόνο ως προς το ένα άκρο της ικανότητας θ και μάλιστα με αντίστροφη τάση μεταβολής διαπιστώνεται στις ερωτήσεις 26 και 29 (Σχ. 12.13). Η τάση αυτή οφείλεται στις υψηλές τιμές δυσκολίας των κατηγοριών 1 και 2 στην Ε26 και παράλληλα στην εξαιρετικά υψηλή τιμή απόκρισης CRF στην κατηγορία 5. Στην ερώτηση 29 συμβαίνει ακριβώς το αντίθετο αποτέλεσμα.
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			Πίνακας 12.32. Στατιστική των παραμέτρων του μοντέλου SGRM.
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			Σχήμα 12.13. Καμπύλες απόκρισης CRF των κατηγορικών πιθανοτήτων στο μοντέλο SGRM σε επιλεγμένες ερωτήσεις.

			Τα παραπάνω αποτελέσματα αποτελέσματα επικυρώνονται σε μεγάλη έκταση και από την κατανομή των συχνοτήτων των αξιολογητών στις διάφορες κατηγορίες των προβληματικών ερωτήσεων (Πίν. 12.33). 

			Η χαμηλή εκπροσώπηση των κατηγοριών 1 και 2 από τους αξιολογητές στις ερωτήσεις 1 και 19 προδιαθέτει για την επισκίαση της διαμορφούμενης καμπύλης της κατηγορίας 2. Αντίθετα η προοδευτική άνοδος των συχνοτήτων στις επικείμενες κατηγορίες της ερώτησης 3 προκαταλαμβάνει για τη δημιουργία ενός ιδανικού γραφήματος αποκρίσεων CRF. Οι υψηλές τιμές δυσκολίας στα άκρα των ερωτήσεων 8 και 9 φανερώνουν μία ισομερή περίπου κατανομή των αποκρίσεων των φοιτητών με την αύξηση των διαβαθμίσεων της κλίμακας βαθμών. Ισομερής σχεδόν κατανομή των συχνοτήτων διαπιστώνεται και στην Ε12, οι χαμηλές όμως τιμές δυσκολίας στις κατηγορίες της διαμορφώνουν μία καλύτερη εικόνα αξιολόγησης απ’ ότι οι δύο προηγούμενες.

			Οι κατηγορίες 1 και 2 στην Ε26 και 4 και 5 στην Ε29 στην κυριολεξία υποεκπροσωπούνται και ταυτόχρονα η πέμπτη κατηγορία στην Ε26 και η πρώτη στη Ε29 κατακλύζονται από υπερβολικά μεγάλο αριθμό συμμετοχής των φοιτητών (63,4% και 56,0%, αντίστοιχα) με αποτέλεσμα να δίνουν πενιχρή εικόνα στην ποιότητα αξιολόγησης. Η ερώτηση 5 επίσης ακολουθεί την τάση μεταβολής της Ε29 αλλά σε πολύ ηπιότερη μορφή. 
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			Πίνακας 12.33. Κατανομή, αριθμητική και αναλογική, του πλήθους των αξιολογητών ανά κατηγορία της τακτικής κλίμακας.

			Ως αξιόλογα συμπεράσματα από την μελέτη αξιοπιστίας πληροφόρησης του ερωτηματολογίου με θεματικό περιεχόμενο «Αξιολόγηση της διδασκαλίας θεωρητικού μαθήματος από τους φοιτητές» προκύπτουν τα ακόλουθα:

			Το μοντέλο της κλίμακας βαθμών κατά Samejima (SGRM) κρίνεται ως επαρκές για την αξιολόγηση του ερωτηματολογίου της ΑΔΙΠ. 

			Υψηλότερη διαχωριστική ισχύ εμφανίζουν οι χαμηλότερες κατηγορίες της πενταβάθμιας κλίμακας βαθμολογίας

			Η διάθεση των αξιολογητών για τη συμπλήρωση των ερωτήσεων κυμάνθηκε σε μεσαία επίπεδα με μέτρια ταχύτητα αξιοποίησης των αποκρίσεών τους.

			Το θεματικό πεδίο αξιολόγησης του εκπαιδευτικού προσωπικού συνέβαλλε περισσότερο των λοιπών στην αξιοπιστία της αξιολόγησης συνολικά, σχετικά με το ύψος (μέγεθος) της πληροφόρησης που παρείχε και την ποιότητα των αξιολογητών.  

			Ορισμένες ερωτήσεις θα πρέπει υποστούν αναθεώρηση ως προς την έννοια του περιεχομένου τους και την ποιότητα της διατύπωσης. Συγκεκριμένα, συνιστάται η μείωση των κατηγοριών της πενταβάθμιας κλίμακας στις ερωτήσεις αυτογνωσίας των φοιτητών 26 και 29. Η Ε26 (τακτική παρακολούθηση των διαλέξεων) μπορεί άνετα να περιοριστεί ή και να απαλειφθεί εξολοκλήρου καθότι απευθύνεται σε συνειδητοποιημένους φοιτητές, σε αυτούς δηλαδή που δεν απουσιάζουν συχνά από το μάθημα. Οι φοιτητές επιλέγουν στο 56% την πρώτη κατηγορία της Ε29 (αφιερώνουν μέχρι δύο ώρες μελέτη ανά μάθημα) και συνεπώς προτείνεται η μείωση και ο επαναπροσδιορισμός των κατηγοριών της κλίμακας.

			Οι ερωτήσεις 8 και 9 εμφανίζουν αδιευκρίνιστη συμπεριφορά ως προς την ανάγκη απόκτησης σύνθετων γνώσεων από άλλα μαθήματα (Ε8) και το επίπεδο δυσκολίας του μαθήματος (Ε9), καθότι όταν η έρευνα διευρύνεται ταυτόχρονα σε περισσότερα μαθήματα από ένα, δημιουργείται θέμα αλληλοαναίρεσης της κατανομής των βαθμών σε μαθήματα που κρίνονται άλλοτε εύκολα και άλλοτε δύσκολα. 

			Οι ερωτήσεις 10 και 12 που αναφέρονται στην παρακολούθηση των ασκήσεων πράξης (Ε10) και στη διαφάνεια των κριτηρίων βαθμολόγησης από τον διδάσκοντα (Ε12) θα πρέπει να επαναπροσδιοριστούν ως προς την απόδοση της έννοιας του περιεχομένου τους καθότι η προσθήκη διαζευκτικών προκαλεί σύγχιση στον τρόπο αξιολόγησης των φοιτητών.

			Στατιστικοί Πίνακες

			Πίνακας Π1. Θεωρητικές τιμές της κατανομής F με ν1=k-1 βαθμούς ελευθερίας στον αριθμητή στην απλή παλινδρόμηση και m στην πολλαπλή, και ν2=N-k βαθμούς ελευθερίας στον παρονομαστή στην απλή και n-m-1 στην πολλαπλή, σε επίπεδο σημαντικότητας 0,05  (μονόπλευρη κατεύθυνση).
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			Πίνακας Π2. Θεωρητικές τιμές (απόλυτες) της κατανομής t (δίπλευρη κατεύθυνση) σε διάφορα επίπεδα σημαντικότητας α και με ν=n-1 βαθμούς ελευθερίας. 
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			Πίνακας Π3. Θεωρητικές τιμές (απόλυτες) του συντελεστή συσχέτισης r με ν=n-2  βαθμούς ελευθερίας (δίπλευρη κατεύθυνση).
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			Πίνακας Π4. Θεωρητικές τιμές του κριτηρίου χ2 με ν=k-1 βαθμούς ελευθερίας και σε διάφορα επίπεδα σημαντικότητας σφάλματος.
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			Πίνακας Π5. Αναλογίες (πιθανότητες) της κανονικής καμπύλης που αντιστοιχούν σε καθορισμένες τιμές της τυποποιημένης μεταβλητής Ζ (σε απόλυτες τιμές).  Οι αναλογίες ισχύουν μόνο για μονόπλευρη κατεύθυνση και θα πρέπει να διπλασιάζονται σε περίπτωση δίπλευρης κατεύθυνσης.  O πίνακας αυτός συγκροτήθηκε  με τη βοήθεια του στατιστικού προγράμματος MINITAB.

			[image: table5a.png]

			[image: table5b.png]

		

	OEBPS/image/58_fmt.png
D= 22 yilog, py— 22 Vi log, py





OEBPS/image/41_fmt.png





OEBPS/image/16_6_fmt.png





OEBPS/image/20_8_fmt.png
1.0

0.9

0.8+

0.7+

0.6

0.5
0.4
0.3
0.24

0.14

0.0






OEBPS/image/3_17_fmt.png
NBavérnTa






OEBPS/image/eq20_fmt.png





OEBPS/image/30_3_fmt.png
p:P”(xi—l >H2)





OEBPS/image/eq7_fmt.png





OEBPS/image/35_4_fmt.png





OEBPS/image/8_9_fmt.png
n
I’l+j






OEBPS/image/eq13_1_fmt.png





OEBPS/image/26_1_fmt.png
log (6)+196-SE__ log,(1,285)£1,96:0,499 _ 0,25+0,98
e =e =e





OEBPS/image/Ch3-Sel28-P1_fmt.png
KI11A K91 | K9 II
1 2,05 143
2 222 141
3 2,34 1,64
4 245 1,83
5 2,50 1,89






OEBPS/image/eq5_1_fmt.png
W —_

oS S
[\e}





OEBPS/image/13_10_fmt.png
SuvTENEOTEG NANIvOPOUNONG (KavovIOTIKOI) TwV TUMOMOINHEVWY aveEapTnNTwV PETABANTGV

N
1
2
3
4
5
6
b

MetoBAnty
DM
FAT/DM
TN/DM
WSN/TN
NPN/TN
BC

PH

AX1
-0,7752
-0,1590
0,0377
0,0144
0,1369
-0,0368
-0,2605

AX2
-0,2946
0,1641
0,2651
0,3459
0,2894
-0,6853
00,6295

AX3
0,4943
0,0312

-1,0027
0,0791
0,1560

-0,6136
0,0415

AX4
-1,5192
-0,3998
-0,1012
-0,7203
-0,3539

0,0331
1,7199





OEBPS/image/4_3_fmt.png
22:a21X1+a22X2+...+a2po





OEBPS/image/4_12_fmt.png
Xka Y





OEBPS/image/CoverLarge.png
il

De-

N TEXNIKQN

" @EQAPMOTES nEPIﬂTQZEQN

A - - aN

» . EMIXEIPHIIAKO MPOTPAMMA
EAAnvika Akadnpaika HAekTpovika - EXTALEVEH KA 0 BOY A6t = 2E00}:7I;|01A§
Luyypappata kat BonBnpata = 000 N B B Ra! I NI\ TR oo nanen YuaTon Bt
EupwnaikiBvwon £/ ATKH YIHPEZIA AIAXEIPIZHE
r le Tn GuyxpnuaTodsTon g Kat G Evpuniaikii Evwong

www.kallipos.g





OEBPS/image/9_4_fmt.png
Zy=ay X tapX,+...+a, X,





OEBPS/image/12copy_1_fmt.png
HMIZKAHPA | SuvreAeoTrig t p -95% @ 95% | Beta -95% @ 95%
DM 0,048 2,361 0,030, 0,005 0,091 0,743 0,082 1,404
BC -0,028 -1,031 0,316/ -0,085/ 0,029 -0,148 -0,450 0,154
REC 0,012 0,886 0,387 -0,017 0,042 0,149 -0,204 0,502
Hard -0,130 -2,869 0,010/ -0,225 -0,035 -0,729 -1,263 -0,195
Elas 0,105 2,828 0,011 0,027 0,183 0482 0,124 0,840
MAAAKA | SuvreheoTrig t p -95% | 95% | Beta @ -95% @ 95%
DM -0,063 -5,019 0,000 -0,089 -0,036/ -1,015 -1,440 -0,590
BC -0,048 -2,884 0,010, -0,083 -0,013 -0,266 -0,460 -0,072
REC -0,026 -2,978 0,008 -0,044 -0,008 -0,322 -0,548 -0,095
Hard 0,083 2971 0,008 0,024 0,141 0486 0,142 0,829
Elas 0,020, 0,896 0,382 -0,028 0,068 0,098 -0,132 0,328
IKAHPA | Suvrekeotrig t p -95% | 95% | Beta | -95% @ 95%
DM 0,015 0,735 0,472 -0,027 0,057 0,259 -0,482 1,001
BC 0,076 2,846 0,011| 0,020 0,132 0,458 0,120 0,796
REC 0,013 0959 0,350 -0,016/ 0,042 0,181 -0,215 0,576
Hard 0,047 1,058 0,304 -0,047 0,141 0,302 -0,297 0,901
Elas -0,126) -3,430 0,003‘ -0,202/ -0,049, -0655 -1,057 -0,254






OEBPS/image/341381.png





OEBPS/image/7copy_6_fmt.png
Lb. bulgaricus

Pica | TwA A | WiksA| x> | df p

1 4,16, 0,05 212,40, 15,00/ 0,0000
2 2,23 0,23/ 100,04 8,00 0,0000
3 0,33 0,75 19,67 3,00/ 0,0002

S. thermophilus

Pila | TwA A | WiksA| x | df p

1 4,17 0,01 310,65 28,00 0,0000
2 2,36/ 0,05 200,53 18,00/ 0,0000
3 1,84 0,17 119,31 10,00 0,0000
4 1,090 0,48/ 49,44 4,00 0,0000





OEBPS/image/40_1_fmt.png





OEBPS/image/13_13_fmt.png
1,04
0,5
0,24
0,74
0,64
0,54
0,4
0,3
0,24
0,14

Full Test CSEM

© 2014 ASC





OEBPS/image/Ch5-Sel17-Sx-5-1_fmt.png
13

10

12

- w o NN A

Aevdpdypappua

AiaoOvdeoan tou Ward
0 50 100 150 200 250 300 350

EukAeidia améotaon





OEBPS/image/11_5_fmt.png





OEBPS/image/eq37_fmt.png
~i

EMS






OEBPS/image/26_4_fmt.png





OEBPS/image/eq23_fmt.png
(R=+1{R?





OEBPS/image/21_3_fmt.png
“bh+te





OEBPS/image/8_6_fmt.png





OEBPS/image/eq4_fmt.png





OEBPS/image/eq34_fmt.png
Y





OEBPS/image/p3_fmt.png
Kavovikn cvuoyétion
Y +Y,+Y+...Y, =X+ X, + X;+..+ X,
A: mocoTIKN/KOTNYOPIKY] A: TOGOTIKT/KOTNYOPIKT)

MANOVA
Y 4Y 4 Y+ Y =X+ X, + X+ + X,
A: mocoTIKn A: KoTnyopiki

ANOVA
Y =X+ X,+X;+..+X,
A: mocoTIKT] A: KOTNYOPIKT|

MDA
Y, =X +X,+ X +..+X,
A: xotnyopiki A: TOGOTIKN

MRA
Y =X, +X,+X;+..+X,
A: mocoTikt) A: TOGOTIKY)/KATIYOPIKT|

MLR
Y =X 4 X+ Xs+..+X,
A: xatnyopikn A: TOGOTIKT)/KOTYOPIKN





OEBPS/image/Untitled1_fmt.png
>md?





OEBPS/image/16_3_fmt.png
\/ﬁ%-a

m =

a+b+c+Vad





OEBPS/image/Sx-1-1_fmt.png





OEBPS/image/25_6_fmt.png
VTOG TWV MIVAKWY OUCXETIOEIG TWV aveEapTNTwV WETABANTMV PE TOUG KUPIOUG AEoVeEG

N MeTaBANTH AX1 AX2
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4 H OxF 4 0,0318 0,2184
5 H 12xF 4 -0,1616 0,0023
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4 15 0,375 0,912 0,555 2,037 0,077
5 5 0,125 1,357 0,397
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REC 69,53 71,03 59,96
FB 67,84 44,53 1643
DEF 2535 37,69 27,75
OPT'ANOAHIITIKEE

Hard 10,50 741 4,40
Elas 6,02 8,73 432

Frac 8,34 587 10,56
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Lb. bulgaricus

MeraBAnTh E&jowon 1

VISCO -0,070
ACETAL 0,755
PH_VMAX -0,459
PH_5 -0,705
PH_24 -0,179
Tin A 4,157
ABpoioTKi A% 61,8

S. thermophilus

MeraBAnTh E&iowon 1

VISCO -0,176
ACETAL 0,580
ACETO 0,356
VMAX 0,506
T_VMAX -0,526
PH_24 0,679
LACTATE 0,416
TiuA A 4,174
ABpoIoTIKr) A% 44,1

E&jowon 2

0,947
-0,480
0,802
0,100
0,192
2,233

95,1

E&iowon 2
-0,632
-0,494
-0,332
0,292
-0,382
-0,500
0,251
2,361

69,1

E&iowon 3
-0,301
-0,352
-0,304
-0,614

0,966
0,333
100,0

E&owon 3
0,638
0,111
-0,019
-0,413
-0,766
-0,101
0,155
1,837

88,5

E&iowon 4
-0,447
-0,100

0,139
-0,424
-0,193

0,268
0,782

1,092

100,0
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GRD TEM | KEE FEK | FEI |GRN|KED KAM VIT | FEF KEDO LAM MET KAP GRMKEDE FED | KAL ROM KAG GRC KEM FEA TES

GRD 6,12) 3,04 6,92 755 3,09 564 4,68 456 662 298 273 489 3.79| 493 6,05 733 648 407 4,10 4,51 3.83 7.08 735
TEM 6,12 5,84. 3,19| 3,05 6,61 6,69 555 789 3,16 5,56. 6,85/ 5,40 6,00 6,00. 6,09. 5,02 4,03. 4,44 5,70. 6,08 5,08. 2,77. 3,82.
KEE 3,04/ 584 . 6,96/ 7.43| 512/ 4,08 6,12/ 590 7,09 2.98. 4,05 6,05 522 5,87. 5, IOI 7,40 6,99. 340/ 551 . 571 4.1 0. 7.20‘ 7.27
FEK 6,92/ 3,19 6‘96. 225 6,50 7.23| 444 7179 235 6‘28. 7,12 492 585 4,96. 6, I4. 3,18 3.1 5. 532 4‘89. 543 4‘84. 2,1 6. 2'42'
FEI 7,55 3,05 7,43‘ 2,25 725 7,34 552 8,56/ 2,34 6.72‘ 7,75| 5,64 6,66 5,62‘ 6.52v 3,44 3.41‘ 5.60 5,84v 6,45 5,36‘ 1‘86. 2,52
GRN | 3,09 661 5,1 2. 6,50/ 7.25 656 425 569 635 4.1 2. 3,75| 5,08 429 4,05 . 7.20. 7,03 5.89. 5.20 3,78. 3,18 4.55. 6.64. 6,37.
KED 5,64/ 6,69 4,08 723 734 656 6,69/ 727 723 3,58 5,05 6,50 588 6,14 522 7775 7,68 3,14 6,93 685 439 7,16/ 758
KAM | 4,68/ 555 6,12 4,44/ 552/ 425 6,69 4,19/ 4,06 4,67 4,11 227 2,73 3,08 544 474 397 451 2,59 3,86 3.44 483 562
VIT . 4,56/ 789 5.90. 7.79| 856| 569 727 4,19 7.22 5.24. 3,60/ 436 3.87 5.48. 5.68. 723 6.60. 543 4,44. 5.68 5,06. 8,07. 8.67.
FEF 6,62 3,16 7,09‘ 2,35 2.34) 635 723 4,06 722 5,96. 6,86/ 3,98 5,08 4,59. 5,82’ 3,66 3,29‘ 4,96 481 » 539 4.54‘ 1,94v 3.42
KEDO | 2,98 556 2.98. 6,28/ 6,72| 4,12| 3,58 4,67 524 596 . 2,81 420 326 3,99. 4.43. 6,65 6.08. 248 4,49. 4,86/ 3.]5. 6.29. 6,94
LAM | 2.73| 685 4,05 7,12/ 775 3,75/ 5.05 4,11 3,60 686 281 439 321 463 572 726 6,17 391 413 501 379 721 7,79
MET | 489 540 6.05. 492 564 508 650 227 436 398 4.20. 4,39 2,23 3,22. 4.42. 5,13 4.47. 4,30 3,24. 4,86/ 3.62. 5.03. 6,31.
KAP 3,79| 6,000 522/ 585 6,66 429 588 273 3.87 508 326 321 223 3,14) 4,63/ 6,06/ 540 388 3,55 424/ 2,99 6,01 688
GRM | 493| 6,00 587 496 562 4,05 6,14 3,08 548 459 399 4,63 322 3,14 484 440 4,68 459 3,11 348 333 535 567
KEDE | 6,05/ 6,09 5.1 0. 6,14/ 6,52| 720/ 522| 544/ 568 582 443 572 442 463 484 ' 5,62 6.1 9. 3.84| 585 ' 6,40 4.35. 6.48. 732
FED 7.33| 5,02 7.40 3,18 344 7,03 775 4,74| 723 3.66| 6,65 726 5,13 6,06/ 4,40 5,62 343 598/ 470 577 509 428’ 372
KAL 6,48 4,03 6,99. 3,15| 341 589/ 7.68 397 6,60 329 6,08. 6,17) 4,47 540 4,68. 6.]9. 343 . 541 4,40. 5,14 5.23. 3,]6‘ 421
ROM | 4,07| 444| 340 532/ 560/ 520 3,14 451 543 496/ 248 391 430 388 459 384 5098 541 5,00 4,95 298 511/ 6,05
KAG | 4,10/ 570/ 551 4,89 584 3,78 693 259 444 481 449 4,13 324/ 355 3,11| 585 4,70/ 4,40 5,09 3,87| 3.60 550/ 543
GRC | 451 6,08 571 543 645 3,18 685 386 568 539 486 501 486 424 348 640 577 5,14 495 3,87 425 571 577
KEM 3.83) 508 4,10 484 536| 455 439 344 506 454| 3,15 3,79 3,62 2,99 333 435 509 523 298 3,60 425 5,14/ 5,16
FEA 7,08 2,77 7.20. 2,16/ 1,86/ 6,64/ 7,16/ 483 807 194 6.29. 7.21) 5,03 6,01 535 . 6.48. 428 3.1 6. 5,11 5,50. 571| s, I4. | 2,98
TES 735/ 3,82 7,27‘ 2,42 2,52| 687 7,58 562 867 342 ‘ 7,79 6,31 6,88 5,67‘ | 3,72 [ 6,05 [ 5,77 5‘I6‘ 2,98.
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1 2 3 4 5 ESS

A/A OAOIOIZYNAYAZMOI 5 OMAAQN S1 ‘Zl ‘;2
1 S1,52 S3 S4 S5 S6 1,0 S2 5 7
2 S1,S3 S2 S4 S5 S6 16,0 S3 8 4
3 S1,54 S2 S3 S5 S6 14,5 S4 9 6
4 S1,85 2 3 s4 S6 90 S5 7 5
5 S1,86 S S3 0S4 S5 85 S6 8 o
6 52,83 S S4 S5 56 90 Xy£010 S1doYIKNG CLYYDVEVONG TOV TAPATNPHOEMY
7 S2,54 S1 S3 S5 S6 85 c€ opddeg pe T uéfodo Ward
8 S2,85 S1 S3 S4 S6 40 ATNIOXTAXH S1 S2 S3 S4 S5
9 $2,56 S S8 sS4 S5 65 100 C2 C3

10 53,54 Sl 2 S3 S6 2,5
11 83,55 S1 2 S4 S6 1,0
12 S$3,56 S1 2 S4 S5 125
13 485 S ) 3 S6 25 50.33 cCl1 C5 C4 C2 C3
14 S4,56 S1 2 S3 S5 50
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o) Twég prlav xat T0GooTINI0G OLOUEPIOUOG TNG OLOKVULAVOTS GTOVG 2 TPAOTOVS KUPLOLG AEOVEG.

Afovag TiuR A AlokOpavon % | ABpoioTikh %
1 v 5,02 38,64 38,64
2 2,67 20,50 59,14

B) Zuvieleotéc cvoyéTiong TV 8@V kot fadpol twv derypdtwv otoug aéoveg 1 ko 2.

Eidn Afovag 1 Afovag 2 Asiyuata | Améotaon  Afovag 1 Afovag 2
Ceratopogonidae -0,88 0,3 1 100 -3,01 1,45
Chaoboridae 0,55 0,46 2 350 -4,29 2,05
Diptera -0,57 0,37 3 750 -3,12 0,37
Chironomidae 0,71 0,24 4 1500 -1,85 0,54
Psychodidae -0,91 -0,1 5 1900 -0,72 -3,43
Tubificidae 0,42 0,42 6 2300 -1,22 -0,55
Nematoda 0,78 0,3 7 2700 -1,08 -0,42
Culicidae -0,84 0,23 8 3100 -0,71 -1,47
Baetidae -0,71 0,42 9 3400 0,75 -3,32
Coleoptera 0,05 -0,86 10 3900 2,21 -0,30
Hemiptera -0,08 0,69 1 4100 1,65 1,37
Collembola -0,53 -0,1 12 4450 2,23 0,94
Acari -0,12 -0,67 13 4700 1,31 -0,78

14 5000 3,21 2,53
15 5250 2,23 0,29

16 5500 2,50 0,73






OEBPS/image/eq15_fmt.png
1

b3,4:_'

2 1 3

>3 13 =0,83






OEBPS/image/7copy_3_fmt.png
Ceratopogoni Diptera
AmooTaon dae Chaoboridae | imagos | Chironomidae | Psychodidae | Tubificidae | Nematoda | Culicidae Baetidae | Coleoptera | Hemiptera | Collembola Acari

100 366 3| 440| 197 601 63] 0 10| 7 0 3 3| 0f

350 246 0| 468 54 956 38| 0 29 10] 0 6 3| 0f

750 239 0| 606 27 681 7| 3 20 3 3 6 3| 13|
1500 143 0 271 5 422 92) 0 25 0 0 5 5 0)
1900 46 0| 199 98 695 0f 9 0] 0 18] 0 5| 18]
2300 160] 0| 329 70 777 55) 0 10] 0 3 0 0f 3
2700 141 0| 265 81 415) 56) 0 5 0 0 5 5 El
3100 119 0| 325 617| 595 92| 0 9| 0 13| 0 0f 5
3400 13| 0| 92) 696 179 9| 5 5 0 23 0 0f 13|
3900 3 0| 30 4308 14 754 200] 0| 0 0 0 0f 0f
4100 23 15| 254 2232 88| 562 138] 0| 0 0 9 0f 0f
4450 47 36 405 5558 39 251 236 0| 0 7 7 0f 10}
4700 3 0| 186 1980 20] 70) 271 3 0 7 0 3 [y
5000 13| 21 110] 2772 18} 7133 320) 0] 0 0 9 0f 0j
5250 35 0| 435 6462 18} 3 546 0| 0 3 0 0f 3
5500 27 18| 311 11126 159) 20) 384 0] 0 0 0 3 3
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Telkn KotdTunon Tov otoyeiov oe 3 opddeg

Méon anéctacny Méywetny andcTacy

amé 1o KEvrpo amd To KEVTpo
Hapatnpicerg . ESS  Bapovg Bapovg
YKAHPA 6 37,89 2,43 3,38
HMIZKAHPA 10 73,58 2,67 3,55
MAAAKA 8 36,66 2,06 2,91

Kevtpucd Bapn (kevipkés Tiéc) Tov opddmv

Metapnti EKAHPA HMIZKAHPA MAAAKA
DM -1,29 0,61 0,7
FAT/DM 0,71 -0,15 -0,69
TN/DM -0,49 0,62 -0,37
WSN/TN -0,68 0,47 0,12
NPN/TN 0,20 0,07 -0,37
BC -0,70 -0,19 1,24
pH 1,23 0,77 0,35
FR -0,69 -0,14 1,15
REC -1,16 0,67 0,43
FB -0,94 0,14 1,03
DEF -0,37 0,67 -0,63
Hard -0,99 0,08 1,18
Elas -0,98 0,93 -0,24
Frac 1,01 -0,98 0,28

AT00TACEG HETOED TV KEVIPIKMOV TW®OV TOV OUAd®mV

TKAHPA HMIZKAHPA MAAAKA
TKAHPA 0 3,49 5,36
HMIZKAHPA 3,49 0 5,08
MAAAKA 5,36 5,08 0
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(a) (v)

MeTaBAnTh KATHIOPIA N (%) KATHIOPIA N (%) MeTaBAnTh Aiapdadpion |
DYAO ANTPAZ 37 (48,1) T'YNAIKA 40 (51,2) DYAO 7,72
SYMNTQMATA OXI 48 (62,3) NAI 29 (37,7) YYMINTQMATA 48,16
/ANATIN. ANETMAPKEIA OXI 43 (55,8) NAI 34 (44,2) KATNIZMA 8,35
KATNIZMA OXI 53 (68,8) NAI 24 (31,2) (ANATIN. ANEMNAPKEIA 52,43
MYPETOX <38,8 36 (48,0) >38,8 39 (52,0) MYPETOX 7,04
EMBOAIAZMOX OXI 39 (50,6) NAI 38 (49,4) EMBOAIAZMOX 100,00
HAIKIA TIOCOTIKN Méoog 6pog=51,12 St.Dev=24,54 HAIKIA 84,70
TAMIFLU (nuépeg) TTO0OTIKNA Méaog 6pog=1,8 St.Dev=1,9 TAMIFLU (npépeg) 62,43

(B)
TeAikoi Kéatog MoAuTrAoKOT
Ap1Budg Bévdpou . CV-ké0Tn CV-SE £TAVAVTIKAT .
Koppol A nra K6upou
dotaong
Aévdpo 1 6 0,227 0,048 0,067 0,000
Aévdpo 2 3 0,147 0,041 0,107 0,013
Aévdpo 3 2 0,213 0,047 0,213 0,107
Aévdpo 4 1 0,453 0,057 0,453 0,240
()
NOIHMA NINEYMONIA HIN1 H3N2 YUvoAo
TuxvoTnta NMNEYMONIA 38 1 2 41
2TAAN 100,00% 4,35% 14,29%
Yelpd 92,68% 2,44% 4,88%
20voAo 50,67% 1,33% 2,67% 54,67%
TuxvoTnta HIN1 19 2 21
2TAAN 0,00% 82,61% 14,29%
Yeipd 0,00% 90,48% 9,52%
>0voho 0,00% 25,33% 2,67% 28,00%
TuxvoTnTa H3N2 3 10 13
>1An 0,00% 13,04% 71,43%
2eIpd 0,00% 23,08% 76,92%
20voho 0,00% 4,00% 13,33% 17,33%
TuxvoTnta 2YNOAO 38 23 14 75
Y0voho 50,67% 30,67% 18,67%
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Tumrotroinpéva UtroAgipuata

Zopmrwpa | MINEYMONIA HIN1 H3N2
BHXAZ:0 0,98 -1,69 0,38
BHXAZ:1 -0,52 0,90 -0,20
NTYEM0 -0,61 -0,66 1,78
NTYEM:1 0,59 0,63 1,72
MY AATIA 0,98 1,23 0,16
MYANTIA:1 -1,50 1,89 0,25
EMETOZ:0 -0,01 -0,11 0,15
EMETOE:1 0,03 0,24 -0,33
INAYTIA:0 1,45 0,85 1,38
NAYTIA:1 22 1,31 2,12
KEGAMAATIA:O 1,11 1,73 0,21
KEGAMATIAY | -2,36 3,68 -0,44
NYPETOR:0 | -2,01 1,63 1,38
MNYPETOZ:1 3,07 -2,50 -2,12
ESANTAHEH:0 115 1,73 0,15
ESANTAHSH:1 | -133 2,00 -0,17
AIMOMTYSH:0 | 0,28 0,48 0,10
AIMOMTYZH:1 | -0,89 1,51 -0,31






OEBPS/image/86_fmt.png
CXp[Ai(aj_ﬁig)]

P (8,)

B 1 +eXp[A,-(9_,~—ﬁig)]





OEBPS/image/13_fmt.png
P

Biipa 1 2 3 4 5
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23 7,529 9,260 10,196 11,689 13,091 14,848 18,137 22,337 27,141 32,007 35,172 38,076 41,638 44,181 49,728
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43 19,906 22,859 24,398 26,785 28,965 31,625 36,436 42,335 48,840 55,230 59,304 62,990 67,459 70,616 77,419
44 20,576 23,584 25,148 27,575 29,787 32,487 37,363 43,335 49,913 56,369 60,481 64,201 68,710 71,893 78,750
45 21,251 24,311 25,901 28,366 30,612 33,350 38,291 44,335 50,985 57,505 61,656 65,410 69,957 73,166 80,077
16 21,929 25,001 26,657 29,160 31,439 34,215 39,220 45,335 52,056 58,641 62,830 66,617 71,201 74,437 81,400
47 22,610 25,775 27,416 29,956 32,268 35,081 40,149 46,335 53,127 59,774 64,001 67,821 72,443 75,704 82,720
a8 23,295 26,511 28,177 30,755 33,098 35,949 41,079 47,335 54,196 60,907 65,171 69,023 73,683 76,969 84,037
49 23,983 27,245 28,941 31,555 33,930 36,818 42,010 48,335 55,265 62,038 66,339 70,222 74,919 78,231 85,351
50 24,674 27,991 29,707 32,357 34,764 37,689 42,942 49,335 56,334 63,167 67,505 71,420 76,154 79,490 86,661
55 28,173 31,735 33,570 36,398 38,958 42,060 47,610 54,335 61,665 68,796 73,311 77,380 82,292 85,749 93,168
60 31,738 35,535 37,485 40,482 43,188 46,459 52,294 59,335 66,981 74,357 79,082 83,298 88,379 91,952 95,607
65 35,362 39,383 41,444 44,603 47,450 50,883 56,990 64,335 72,285 79,973 84,821 89,177 94,422 98,105 105,988
70 39,036 43,275 45,442 48,758 51,733 55,329 61,698 69,334 77,577 85,527 90,531 95,023 100,425 104,215 112,317
75 42,757 47,206 49,475 52,947 56,054 59,795 66,417 74,334 82,858 91,961 96,217 100,839 106,393 110,286 118,595
80 45,520 51,172 53,540 57,153 60,391 64,278 71,145 79,334 88,130 96,578 101,879 106,629 112,329 115,321 124,839
85 50,320 55,170 57,634 61,389 64,749 68,777 75,881 84,334 93,394 102,079 107,522 112,393 118,236 122,325 131,041
95 58,022 63,250 65,898 69,925 73,520 77,818 85,376 94,334 103,899 113,038 118,752 123,858 129,973 134,247 143,344
100 61,918 67,326 70,065 74,222 77,929 82,358 90,133 99,334 109,141 118,498 124,342 129,561 135,807 140,169 149,449
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K2- Topgovia pe ta rapaxato 0épara (Epoticcg 5)
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K8- Zopgovia pe ta rapakito 0épata (Epoticeg 9)
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FVTOG TWV NIVAKWVY CUCXETIOEIG Kal SIypapnuaTikeS TILEG

TuoxetloeLg

MetoaANnTh Afwvl Afwv2 Afwv3 Afwvl Afwv2 Afwv3
1 NO2-N 0,178 0,145 -0,115 0,105 0,125 -0,114
2 NO3-N 0,381 0,557 -0,115 0,225 0,484 -0,114
3 NH4-N 0,234 0,266 -0,564 0,138 0,231 -0,559
4 PO4-P 0,963 -0,007 -0,189 0,568 -0,006 -0,187
5 S04 0,821 0,402 -0,099 0,485 0,349 -0,0098
6 Hard -0,190 -0,059 -0,231 -0,112 -0,051 -0,229
7 pH 0,676 0,145 -0,132 0,399 0,125 -0,131
8 02 -0,890 -0,175 -0,051 -0,525 -0,152 -0,050
9 Cond 0,898 -0,014 -0,245 0,530 -0,012 =-0,242
METAEU TWV NIVAKWV CUCXETIOEIG
MeTaBAnTH Afwvl Afwv2 Afwv3
1 NO2-N 0,176 0,106 -0,086
2 NO3-N 0,377 0,408 -0,086
3 NH4-N 0,231 0,195 -0,424
4 PO4-P 0,952 -0,005 -0,142
5 504 0,812 0,295 -0,075
6 Hard -0,188 -0,043 -0,173
7 pH 0,669 0,106 -0,099
8 02 -0,880 -0,128 -0,038
9 Cond 0,888 -0,010 -0,184





OEBPS/image/25_2_fmt.png





OEBPS/image/40_2_fmt.png
J= TP
"~ TP+FP+FN





OEBPS/image/4_22_fmt.png
OHoaeo

S.thermophilus

o"
|
¢ mem "
.
‘o B "
A .
X u
o o o °
% o i
°
X ]
® '0
- % ..O‘o
< L]
]






OEBPS/image/eq22_fmt.png
b,=1 av x,>m ko1 b,=0 av x,<m





OEBPS/image/3_4_fmt.png





OEBPS/image/39_3_fmt.png





OEBPS/image/3_10_fmt.png





OEBPS/image/55_1_fmt.png
Var(u.. = 3
) Vy:Z [g—E(u,)] P,

0Q
Il





OEBPS/image/21_4_fmt.png
N

Z,=2,05, ,=—121,  n=8, n,=7, C=0,53





OEBPS/image/26_3_fmt.png





OEBPS/image/eq5_fmt.png
bi/: log(xii)





OEBPS/image/p2_fmt.png
Ofpa MiBavég karny opikég peraPAnTég MBavég noooTikég peTaBAnTeg

NWANCEIC OIKIAKWY TUGKEUGWV TUNOC GUOKEUNG: KATAOKEUAOTAC KAl HOVTEAD Tl nwAnong

Ba®r auTokIvViTOU EAaTTOUATa BAQNG: KNAIBEG, anokOMnan, ekdopés | Oeppokpacia Bagng, Naxog aTPAHATOG BAPNG






OEBPS/image/11_3_fmt.png
1.1 |Mvopiters 6t mpéxerar va eyxataotadei Tipa tov TEI ota Néa Movdavids
1.2 |Av 'NAT", pvopilete moto § mow Tpipote;

[MpocwTIKG THS AVTHETOTILETE TNV TPOOTTIKT EAEVOTG QOUTNTIKOD
WnBvopod oTNY T6AN GO

600 enapkiic vopiCets 6Tt sivat 0 VIEPLOVGE VTOBORT, TOV VIEPLEL

riuepa otV T6MM 0TOVE TPAKETO TOpEIS:

AOMTIKODG 3G povg

ATOKOSN aTOppIHGTOY

Awaokédaon

Atatpoen

Epmopiké kataotipata

Ocapa (Kwnpatoypagog, Ocatpa )

Latpiki mepibadyn

Tapexdpevn otéyn

Tomikég Tvykowmvieg

YrepacTikég Tuykowmvieg

Xdpovg avayvyic-rapka, Thatsies, Thal kAT

Alo:

5.3 [ETO HENOV, Tow vouiLete 6T a siva n exidpuon, Tg Edsvang ToV

QoITNTdY 6TV TOAN GUG, CTOVS TAPAKATE TORES;

AOMTIoNG

Awaokédaon - Poyayoyic

Aatpoph (EoTiatopia, TaBépvec,, Snack bar )

ENTOPIKG KaTaoTHHATE

Otodopikii SpacTnpIoTNTY

TMapoyn otéyng

MMoMTIGTIKG 1) KOWOVIK avamTvén

Aot

2.4 |Oa voIAlaTE TO OTiTL GUS 1) TO SlANEPIOG Gag OE POTNTEG;

Ocopeite 611 Aewrovpyia tov TEI propei va Bondicet oty avémroén
TOV ETYEPHOEOV TG TEPOLIG
3.2 |[hotsbsts 611 pmopsi va TPocépst BETEIG Epy a0IAG GTOV TOMKG TANOVGHO;
[MoTevete 6T1 N TOTIKY OtcOVOia Bt evioyvOEi onuavTkd and Ty
ispvon Tov Mapapripatog tov TEL
ETYEIPNUATIKG GTOVG TAPAKAT® TONES, PE epéfiopa TV EAevon
porTnTikod TAnGuGHOY STV TOA GUg

Evoiwiaon Awpepopdtov / Ao patiov

Ipiyopo gaynté

Eotwtopa - Tapépveg

SM

Mnap

Kagetépeg

HAekTpovika — Internet Kapé

(Disco — EAAnv Bika)

Bihia —xapriké —poToTVTIES ~TEPIOdIKG: K. AT

Aot
3.5 |[low Ty Gcopeite Katdnin yio Ty Spoviy ev6g orTnTi, avé piva;
[ioTevete 611N abENOY TOV VEOY, MYO EAEVONG TOV QorTNTdY, O
3n10vpyioEt KowwVIKG TpoPMipata otV TEPLOXN;
Ihotebete 611 A6y0 TG EAeVONG TV QornTdY, fu alkatel n cHveon Tig doprg Tov
TINOLGHOD TS TOING, S TPOS TNV NAKiA Kat T0 HRo;
Ihotebete 611 O vapEet enidpacn ota HON Kat oTa EOute Tov
TINOLGHOD, WY® TG EAEVOTG TOV GOUTNTGV.
apaxahodpe v avagépete eAebOepe Totn DempEiTe OTL EIVL TA GNUAVTIKOTEPE
nAeovekTAATA OV Oa: TPOKHYOLY A6 TNV EAEVOT TOY POITNTGV TNV IO Tag.

R RECEE N VNS

B

16
17
18
19
20
21
22
23
24

25

26

27

28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38

39

40

41

42-45





OEBPS/image/eq35_fmt.png
s =+ EMS





OEBPS/image/13_12_fmt.png
,

1,0
0,9
0,8
0,7
0,6

IRT
KapnUAn andkpiong
MAnpogopia epdTNONG

0,5
0,4
0,3
0,21
0,1

0,04

-2 -1 0 1
IxavoTnTa (8)






OEBPS/image/eq16_fmt.png





OEBPS/image/20_fmt.png
Avahuon Tng diakupavong

MNnyég petaBAnToTNTAG df
ONKKr 44
MaAvdpdpnon 1
YnoAeiypa 43

- 2
5,=0112  R=

Napaperpol Tipn
MNapdpeTpog a 6,361
SuvteheoTng b, -0,0692

SS MS
9,618
9,078 9,078
0,541 0,013

944% R, =942%

s TigA t
0,033 193,46
0,0026 -26,87

F

722,02

p
0,000
0,000

p
0,000





OEBPS/image/3_15_fmt.png
MNedio Epwrrioeig Méon a SD Min Max
SUVOAIKA 29 0,829 0,417 0,151 1,598
1 12 0,703 0,451 0,151 1,396

2 7 0,917 0,094 0,805 1,051

3 6 1,286 0,218 0,933 1,598

4 4 0,372 0,049 0,304 0,419






OEBPS/image/30_1_fmt.png





OEBPS/image/79_fmt.png





OEBPS/image/21_5_fmt.png
1

J

G2:22 Z n;In(n;l ;)
1

j i





OEBPS/image/8_17_fmt.png
= NNEYNONIA
— HiNt
— HiN2

MTNEYMONIA

l_ll—ll_l

T
EMBOAIAINOL
L

0XI
L
7 N=31
BNt
— | .l I I
HOAIKIA
2
r J
<z EA5ETH > 545 ETH
L L
U 73 N=id
BN Hane

I

=

MNEYMONIA






OEBPS/image/eq58_fmt.png
ESS, — ESS,
(k —1)
ESS,
N-m-1

F =





OEBPS/image/1_17_fmt.png
4
[ —
OB
e
e : g s
Lz S

EPQTHMATOAOTIO AZIOAOTHEHE THE AIAAEKAAIAZ ©EQPHTIKOY MAGHMATOE ATIO TOYE ®OITHTEE
Ta Jpa oviidyoviar ka om ia wov Tufpazos o &v0 pixelo axd pore mo
opilizas yia o axomé aved. H aopmiipaon oo b avrad joyiov yiverar 6 i 57010 ié n pabpo, oy
woiispt i papaidpo. lapaxads MH ATITASNETE 1o mapdv ivvmo.

W [ LT LTI I LTI I I T

Ko, Mabijprees : [ [ | | | | [ | | |A|6\|0mw|

Opipo Aduokadios 89 910 1011 11-12 12-13  13-14 1415 15-16  16-17  17-18  18-19
MoBiuoroc; [m] a m} u] [u] [m} o m] o

[m]
BuaOpoloyijots TI amaveicang oug 6Tic P o6& quiavépevi Kihipuxe amé 1 fog S, 6mov
1= Ebhipotog ko 5 = Méynetoc fudpic. Yrodcrypa m);mmlp(mng Addos BN/ N oot | |

A. To paOnpa: 1 2 3 4
1. On o0t Tov padioTos fizay cageic: OoOoog
2. H ) 70U KAMD@TIKE GVIOMOKPIVOVIAY GTOVS GTOXOVS TOV HAHOTOS: OoOoao
3. H ) mov Suddggmke frav kol opyavepévy: OoOooao
4. To exraidevTicd VAKO mov gpratonotioke Borifnae oty kakirepn Keravoner tov Gétos OoOoao
5. Ta i Ponipaa (Fiphio, ¢, @00) firay Sudéo eykaipoc: OoOoo o
6. T1060 tKavomanTikd BPGKET: T0 10pLo PBAIO/N ] TIg UAGOE: OoOoao
7. Tooo sbkohn sivar 1 avalrmon Pifkioypupias péow Bikotim: OoOoao
8. To pafnua anace ypiion Yvoseov ord d.o padipera: OoOoao
9. Tlirg kpivete 10 eminedo Suokohiag Tov udiHITO 110 T0 EToc TV OoOooao
10. Tapaxohoveize ig Aowrioeg [Ipaeis Tov padNpatog; Av vat, siven gprioyiss, Av oy, padporoyiote s 1 [0 O O O
11. Av 8ev vmpgovy Aowioers Tpacets, 6 OEhate va vmipyouy; OoOooao
12. TvepiCete Ta kprrfptot ie T omota: Badyiokoyeizar to i Av var, még T kpivets; (63= 1) OoOoao
Amavtiote N to pobipate 6zov mnwﬂw YPURTEG 1| KL TPOPOPUKES pyasies. My amavtdre av To pabnpa
i 660 popei evord Y 4, mpooSo.
13. To 660t 8061Ke EyKaipos: OoOoao
14.H f| uepoymvia o voPolr| 1) o v epyacty ray koyua;, Oo0Ooao
15. Ymipye o716 epevvnriicd viako ot Bifhiodiy: OoOoao
16. Yripye kabodiymon amo o Siddokovia: o o R R |
17. Ta ot o0 SBAOKOVTOS FTav EROKOSOIIKG: Kat avalvTIKd: OoOooao
18. Adbke 1 Suvardmro Betioong me epyosiog; O oOooo
19. H cuyKexpuiivi) epyasio s Bonnss v Katavonete 1o GUTKEKpLIEVO OFLd:; OoOoao
B. O/H dudaxov/ovea 1 2 3 4
20. Opyavévet khé Ty mapovsiaon e HAe ot padijote; Oo0Ooao
21 yrive ve Steyeipet To evBLIpEPOV 116 T0 VIUKEIEVO ToU Oooao
22 Avaaien ke TaponeIALE I AVVOIES |12 TPOO ATEL0 K1 EVIIQRPOVTN {PTICHIOTONAVTAS Tapadsiyjiate; OoOoao
23. Ev0uppivel ov2 GormTic Va SLUTOTGVOLY aOpiEs Kl EPOTIBELS Y10 Vol AVATTHEOLY TV KpIoT TOg: OoOoog
24. Hrav cuvemic oI VROYpEGOES Tov/ TG (Rapovoia ota nabiua, éykaipn Sopoon spyaciiy, Gpeg Oooao
GUVEPYAGIAC LE TOVG POLTNTES

25. Bivon yeviké apoottdg/) 6Toug poretés; O 0OoaQo
I. Ey® o/ goveymic/tpra 1 2 3 4
26. Hapaxohovéd taxicd Tig SrhéEec Oooao
27. AVTOmOKPIVOLUN GUGTIHATIKG GTIG YPURTES Epyucies: OoOooo
28. Mehetd cuompanike my iay; OoOoo o
29. Apiepbve 01 10t PERET TOU GUYKERD

O ooano

1= <2 dopez, 2 = 24 opec, 3 = 4-6 opec, 4 = 6-8 pec, 5 = 8 pes

(*) TlapaTnpriong K 676)a0 (GuvexioTe 6T0 Tiow PéPOS TG Geridag):

19-20

ooooooooooog -

000000« O0O0O0000

O ooge-





OEBPS/image/7copy_4_fmt.png
FLCAS2 FLCAS3 FLCAS4 FLCAS5 FLCAS6 FLCAS7 FLCAS8 FLCAS9 FLCAS10 ABpoioua

FLCAS1

n

24
27
36
35
40

23
36
28
37
37

10

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

40

28
36
36
40

42

41

36
43

35
38
30
33
36

22
23

24
25

26
27
28
29
30
31

28
21

24

18
28

31

32
33

24
26
25
27

34
35

36
37

27
25
32

38
39
40

23






OEBPS/image/Ch12-3-Sel5-Sx-12-10_fmt.png
-0.2 0.0 0.8

Full Test Theta

EUpog | Xuyvomnra

<4 0

4,0 éwg-3,6 0
-3,6 éwg-3,2 0
-3,26wg-2,8 1
2,8 ¢wg-2,4 0
-2,4 ¢wg-2,0 5
-2,0éwg-16 8
-16éwg-12] 16
-1,2éwg-08] 25
08éwg-04 36
-0,4éwg0,0| 53
0,0éwg04| 42
0,4 wg0,8 32
0,8 £wg 1,2 17
12éwg16| 23
1,6 éwg 2,0 7
2,0éwg2,4 5
24 £wg2,8 1
2,8¢wg3,2 1
3,2£wg 3,6 0
3,6 éwg4,0 0
>+4 0






OEBPS/image/37_fmt.png





OEBPS/image/9_2_fmt.png





OEBPS/image/5_12_fmt.png
2

SUVTENETTEG CUOXETIONG TWV OTOIXEIWV TOU SEUTEPOU Mivaka

NO2-N NO3-N NH4-N PO4-P S04 Hard PH 02 Cond
NO2-N 1,000 0,501 0,738 0,410 0,438 0,626 0,127  -0,463 0,414
NO3-N 0,501 1,000 0,467 0,568 0,631 0,380 0,118  -0,647 0,594
NH4-N 0,738 0,467 1,000 0,413 0,387 0,550 0,079  -0,359 0,466
PO4-P 0,410 0,568 0,413 1,000 0,936 0,064 0,717  -0,893 0,931
504 0,438 0,631 0,387 0,936 1,000 0,192 0,666 -0,872 0,818
Hard 0,626 0,380 0,550 0,064 0,192 1,000 -0,311 -0,197 0,033
pH 0,127 0,118 0,079 0,717 0,666 -0,311 1,000 -0,525 0,692
02 -0,463 -0,647 -0,359 -0,893 -0,872 =-0,197 =-0,525 1,000 -0,823
Cond 0,414 0,594 0,466 0,931 0,818 0,033 0,692 -0,823 1,000

KavoviaTikoi GUVTEAEOTEG Tou deUTEPOU nivaka (OTaBIoKEVOI LE Ta aBPoIoHATa TWV CEIPQV TOU KUPIOU nivaka)

NO2-N NO3-N NH4-N PO4-P S04 Hard pH 02 Cond
NO2-N 1,000 0,180 0,730 0,151 0,244 0,347 0,346 -0,111 0,189
NO3-N 0,180 1,000 0,175 0,472 0,704 0,102 0,048 -0,645 0,388
NH4-N 0,730 0,175 1,000 0,285 0,324 0,498 0,318 -0,216 0,375
PO4-P 0,151 0,472 0,285 1,000 0,867 -0,061 0,641 -0,899 0,945
504 0,244 0,704 0,324 0,867 1,000 0,063 0,575 -0,887 0,755
Hard 0,347 0,102 0,498  -0,061 0,063 1,000 -0,280 -0,079 -0,047
pH 0,346 0,048 0,318 0,641 0,575 -0,280 1,000 -0,440 0,674
02 -0,111 -0,645 -0,216 -0,899 -0,887 -0,079 -0,440 1,000 -0,816

Cond 0,189 0,388 0,375 0,945 0,755 -0,047 0,674 -0,816 1,000
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CTT (Classical Test Theory): K\aoikr Bewpia Twv eEETATEWV
IRT (Item Response Theory): Ogwpia TG anokpIoNG TWV EPWTHOEWV

IRF (Item Response Function): Zuvaptnon nou OXeTi(el TNV IkavoTnTa Tou €&eTalOlevou We Tnv miBavoTtnTa
€NIKUPWONG KIAG EPWTNONG.
ICC (Item Characteristic Curve): XapakTnpIoTIKi KAUnUAN anokpiong TnG EpwTNoNG

IIF (Item Information Function): SuvapTtnon Tng NAnpoopiag TnG EpwTNONG
IIC (Item Information Curve): KaunuAn nAnpo@opiag TnG pmwTnong

TRF (Test Response Function): Zuvaptnon Tng anokpiong Tng e§€Taong
TIF (Test Information Function): Zuvaptnon Tng nAnpogopiag Tng eEETaong
TIC (Test Information Curve): KaunuAn Tng nAnpogopiag Tng E€Taong

CRF (Category Response Function): Zuvaptnon Tng katnyopikng anokpiong
CRC (Category Response Curve): KaunUAn TngG Katnyopikng anokpiong

Eneidn napartnpeital aUyxion otnv anddoon Twv Opwv atn diedvr BiBAIoypagia, oTo napdv KEPAAaIo MAEXONKE
n Xpnon Twv O0pwv, kaunuAn IRF, kapunUAn IIF, kapnuAn CRF kai kapnuAn TIF yia KGBe OXETIKN NepIypagi).
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TIEG TV JEIYHATWV NOU €ival Ypauuikoi cuvduacopoi Twv aveEaptnTwv PeTaBANTwV ( LC TIHEG)

N Aslypa AX1 AX2 AX3 AX4
1 GRD -1,3470 -0,2086 0,9454 1,0302
2 TEM 0,6683 -1,3718 0,5111 1,3320
3 KEE -1,0305 -1,8302 0,5457 1,0611
4 FEK 1,1653 0,4877 0,0533 2,0124
5 FEI 1,6303 -0,6708 0,2173 -0,9716
6 GRN -1,0340 0,8051 0,6649 0,5820
7 KED -0,9398 -1,3882 -0,0487 -0,8683
8 KAM 0,0388 2,0712 -0,6601 0,9542
9 VIT -0,6186 1,3972 -1,3979 -0,0525
10 FEF 1,5742 0,2405 -0,1653 1,1801
11 KEDO -1,2343 -1,3101 -0,1203 -0,6123
12 LAM -1,5307 0,7245 -0,4890 -1,3699
13 MET 0,0366 0,3358 -1,8466 0,2516
14 KAP -0, 6900 1,0506 -0,4209 0,7192
15 GRM -0,1558 0,1145 0,0875 -1,3831
16 KEDE 0,2244 -1,8662 -2,1257 0,6177
17 FED 1,2909 -0,1644 0,3252 -1,3058
18 KAL 0,8846 0,4210 -1,1548 -1,5415
19 ROM -0,5097 -0,7971 -0,0521 0,2452
20 KAG -0,1295 0,4250 0,1542 -0,9827
21 GRC -0,7189 1,0176 1,6492 0,5811
22 KEM -0,4055 0,3563 1,2085 -0,8098
23 FEA 1,4991 -0,0004 -0,2399 -0,0224

24 TES 1,3318 00,1609 2,3590 -0,6468
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STATIOTIKA avaAuon Twv KUPIwV a§ovwy
ApIBHOG KAVOVIOTIKGOV agOvwv: 3
OAikny diakUpavon (adpaveia) aTa aToixeia Twv edwv: 1,203

Afwv 1 Afwv 2 Afwv 3

TipA A 0,652 0,247 0,018
AlakUpavon ota otolxela Tev €13V
nococtd S LaKUuavong 54,2 20,5 1,5
abpo ot Lkd nocootd S Laklpavong 54,2 74,7 76,2
Pearson cuoxétion, LEidog-TlepiLp&rrov* 0,989 0,732 0,751

Kendall cuoxétion, Ei(dog-NepiBfdArrov 0,783 0,283 0,433

* ZUOXETION HETAEY TWV TIHOV TwV SEYHATWV Yia Kabe Eova napayOpevo and Ta oToIXEIa TwV EIBMV Kal TWV TGV TwV SEYHATWV nou
€ival ypaupikoi ouvduaopoi Twv NEPIBAMOVTIKOV HETABANTGV.
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Bijpa | Opadeg Opootnta % Améotacny Xovdeon opddwv | Néa opdda IHMapatnpiiceig
1 23 78,53 1,86 5 23 5 2
2 22 74,32 2,23 13 14 13 2
3 21 74,29 2,23 5 10 5 3
4 20 72,78 2,36 4 5 4 4
5 19 71,43 2,48 11 19 11 2
6 18 70,16 2,59 8 13 8 3
7 17 68,52 2,73 1 12 1 2
8 16 64,13 3,11 15 20 15 2
9 15 63,34 3,18 6 21 6 2

10 14 62,59 3,24 4 24 4 5
11 13 62,41 3,26 11 22 11 3
12 12 60,45 3,43 17 18 17 2
13 11 57,18 3,71 2 4 2 6
14 10 56,88 3,74 8 15 8 5
15 9 56,12 3,81 3 11 3 4
16 8 51,97 4,17 3 7 3 5
17 7 47,8 4,53 1 9 1 3
18 6 39,91 5,21 2 17 2 8
19 5 38,17 5,36 3 16 3 6
20 4 27,59 6,28 1 6 1 5
21 3 16,99 72 1 8 1 10
2 2 3723 11,9 1 3| 1 16
23 1 -226,42 28,31 1 2 1 24
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Tipég Tou KpiTnpiou t Twv avegaptnTwv petaBAnTwv, TipéG t>+2 dnAwvouv oTaTIoTIKA ONPAvVTIKOTNTA,

N MeTaBAnTA AX1 AX2 AX3 AX4

1 DM -6,4022 -0,5844 0,6217 -1,5737
2 FAT /DM -2,0331 0,5040 0,0608 -0,6411
3 TN/DM 0,5406 0,9124 -2,1878 -0,1819
4 WSN/TN 0,2028 1,1707 0,1698 -1,2730
5 NPN/TN 2,3428 1,1897 0,4067 -0,7598
6 BC -0,4462 -1,9937 -1,1319 0,0502
7 pH -2,1478 1,2467 00,0521 1,7787
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V2 vl= 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 161,4 199,5 215,7 224,6 230,2 234,0 236,8 238,9 240,5 241,9  243,9  245,9  248,0
2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 19,38 19,40 19,41 19,43 19,45
3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,81 8,79 8,74 8,70 8,66
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,00 6,04 6,00 5,96 5,91 5,86 5,80
5 6,61 5,79 5,41 5,14 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77 4,74 4,68 4,62 4,56
6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,34 4,28 4,21 4,15 4,10 4,06 4,00 3,94 3,87
7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,64 3,57 3,51 3,44
8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,64 3,58 3,50 3,44 3,39 3,35 3,28 3,22 3,15
9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,14 3,07 3,01 2,94
10 4,46 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,98 2,91 2,85 2,77
11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,85 2,79 2,72 2,65
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13 4,67 3,81 3,41 3,18 3,03 2,92 2,83 2,717 2,71 2,67 2,60 2,53 2,46
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23 4,28 3,42 3,03 2,80 2,64 2,53 2,44 2,37 2,32 2,27 2,20 2,13 2,05
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o0 3,84 3,00 2,60 2,37 2,21 2,10 2,01 1,94 1,88 1,83 1,75 1,67 1,57
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A. ZoveloQopa TG adpavelng o€ KiOe GUVIGTAOGO.

Zuvictwoa Adpdavela Mooooté ABpoIoTIKS %

1 0,27 15,33 15,33
2 0,26 15,03 30,36
3 0,26 14,88 4524
4 0,25 14,47 59,71
5 0,25 14,09 73,79
6 0,24 13,50 87,29
7 0,22 12,71 100

OAIKR 175

B. Ztatiotikég mocOTES TG AVAADONG UE TUPOVGES TIG SV0 TPMTESG CLVIGTAOGES.

ZuvioTwoa 1 ZuvioTO oo 2

MetaBAnTi o/a  Karnyopia Moiétnra  Mdaga Adpdvela  Zuvretaypéveg Zuoxémion Zuvelo@opd ZuvreTaypéveg Zuoxémion Zuvelo@opd
®iho 1 ANTPAZ 0,197 0,114 0,078 0,479 0,193 0,098 0,070 0,004 0,002
2 T'YNAIKA 0,197 0,136 0,065 -0,402 0,193 0,082 -0,059 0,004 0,002
3 E®PHBOZ 0,336 0,084 0,095 -0,647 0,210 0,131 0,499 0,125 0,079
HAkia 4 ENHAIZ 0,092 0,049 0,115 -0,427 0,044 0,033 0,447 0,048 0,037
5 MEZHAIZ 0619 0,118 0,076 0,636 0,360 0,178 -0,539 0,259 0,130
6 BMI<25 0,306 0,064 0,106 -0,649 0,146 0,101 -0,677 0,159 0,112
BMI 7 BMI 25-30 0607 0,136 0,065 0,156 0,029 0,012 0,695 0,578 0,250
8 BMI>30 0,305 0,049 0,115 0,417 0,043 0,032 -1,032 0,262 0,200

9 KPHTH 0,292 0,075 0,100 0,798 0,275 0,179 0,200 0,017 0,011
Mepioxn 10 ©PAKH 0,093 0,090 0,091 -0,011 0,000 0,000 0,405 0,093 0,056
1 HMEIPOZ 0,441 0,084 0,095 -0,700 0,250 0,154 -0,611 0,191 0,120

Ovopatoroyio TG AVAAVGNG TOALUTADY AVTIGTOV(LOV:

H oxetiki adpavela (inertia) nocotikonolei noon WETABANTOTNTA QVTIOTOIXEI OE KABE OUVIOTMOA Kal N OAIKH
adpaveia ndon ouvoAika otnv napoloa avaluon. KaBe katnyopia (oTAAN oTnv noAanAn ouv ogipd oTnv anAr)
OUVEIOQEPEI CUYKEKPIKEVO MOCOOTO GTNV OAIKR adpaveia.

H noioTnTa (Quality) ekppalel noieg PETABANTEG ekNPOOWNOUV KAAUTEPA TIG EMIAEYMEVEG DIAOTACEIG. XapnAn TIUn
TNG NOIOTNTAG CNUAIVEI OTI O EMAEYMEVOG apIBUOG TWV dIAOTACEWV OEV QVTINPOOWNEVUE! ENAPKWOG TNV AVTIOTOIXN
oThAAN i ogIpa.

H pada sival To NogooTO TNG KATNYopiag nou KaTtéXEl auTr aTo aUVOAO TwWV OTOIXEIWY ThG avaAuong.

H ouvelo@opa (contribution) kabe katnyopiag deixvel To NooooTd TnG diakupavong (adpdveiag) mou enegnyeital
anod kabe KaTnyopia OUYKEKPIUEVNG WETABANTAG OE OXEON e Tov KUpio afova (ouvelopopd kabe kartnyopiag otnv
adpaveia Tou a&ova).

To TeTplywvo TnG ouoxETiong (correlation) ; Tou cuvnuiITévou (cosine?), n onoia Jeixvel TO MOCOOTO TNG
diakUpavong Kiag JetaBAnThG (kar Ox1 katnyopiacg) nou enegnyeital anod Tov KUpIo agova kal anoTeAei Tnv noidTnTa
KGBe onueiou ava diaoTacn. H CUOYETION ouCIACTIKA €kPPAlel Tn OUVEICPOPa Tou afova oTtnv adpdveia Tng
HETABANTAG.

TNV oTHAN TV CUVTETAYHEVWV (coordinates) To mMPOONWO Kal i £viaon TWV TIMAV EVIOXUOUV EMIKOUPIKG TNV
€PUNVEIA TWV AMNOTEAEOHATQV.
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EVTOG TV NIVAKWY GUCYETIOEIG Kal SIypapnuaTIkEG TIHEG

7

Suoyxetiocetg

ALypa@npat LRKEG TLREQ

MeTapAnth Afwvl Afwv2 Afwv3 Afwvl Afwv2 Afwv3
1 EPSc 0,898 -0,323 -0,058 0,898 -0,323 -0,058
2 EPSp 0,759 0,255 -0,332 0,759 0,255 -0,332
3 BOD% 0,917 0,351 0,132 0,917 0,351 0,132
4 COD% 0,898 0,363 0,212 0,898 0,363 0,212
5 P% -0,125 -0,474 0,480 -0,125 -0,474 0,480
6 NO3% 0,238 0,705 -0,221 0,238 0,705 -0,221
7 Chrom% 0,536 0,144 0,431 0,536 0,144 0,431
8 ss 0,912 0,263 -0,025 0,912 0,263 -0,025
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1. Iepapyikn EMAOYN TwWV OTATIOTIKA CNUAVTIKGOV PETABANTWV HE TN HEBODO TNG NPOOBEUTIKAG EVTAENG HE
ogIpa HEIOUKEVNG ONKavTIKOTNTAG.
2. 'EAeyxoc X* TnG 81ad0XMC ONUAvTIKOTNTAC Twv PIlOV TNC SIaKPITIKAC avaAuonc.
3. MECEC TIMEC TWV CUVTEAECTAV TWV KAVOVIOTIKWV £81000EwVY aTa diagopa £nineda xpwpiou. Ta
oKIaopéva KeAid deixvouv Ta nAéov onuavTika nineda diaxwpIoHoU Twv JIAKPITIKWV €EI0CWMOEWY.
4.  Tunonoinuévol OUVTEAEDTEG TwV DIAKPITIKMV EEI0MOEWY. Ta oKiaopéva keI Seixvouv TIG NAEov
ONUAVTIKEG METARANTEG ava e€iowoan.
5. Tunonoinuévor (beta) ouvTEAEOTEG TwV DIAKPITIKWV E§I0WOEWV KAl OTATIOTIKI ONHAVTIKOTNTA QUTQWV.
6. AnooTdoesig Tou Mahalanobis peTall Twv smnNedwv Xpwpiou.
7. Nivakag enikUpwong TnG Tagivopnong Twv delyHaTwy ota diagopa enineda XpwHiou.
1 2
Brua 9 Pica TipA A Wilks A X2 df p
MetaPAnTr  p-évraing  ‘ExkBacn 1 87,53 0,00 642,91 32 0,00000000
BOD% 0,000020 evrog 2 4,24 0,03 277,52 21 | 0,00000000
EPSc 0,000000 &vTog 3 2,39 0,17 142,57 12 | 0,00000000
EPSp 0,000000  &vTdg
P% 0,000000  evTog 3
SS 0,000015 evrog . .
COD% 0,000223  evroC i Eninedo xpwpiou
NO3% 0,000027  &vToC Eiowon 1 5 10 20 40
Chrom®% 0.000848  evroc 1 8,86 7,51 551 -4,29 -1545
2 -3,51 -0,28 2,55 1,31 -1,15
4 3 -0,73 0,76 1,23 -2,49 1,28
4 -0,85 1,40 -0,82 0,15 -0,05
MetaBAnmy  Efiowon1 Efowon2 Eficwon3 Efowon 4 6
EPSc -0,482 0,734 0,066 -0,131
EPSp -0,266 0,045 0,818  -0,082 Xpopio (enineda)
BOD% -0,487 -0,111 -0,381 0,103 Xpwpio 1 5 10 20
COD% -0,503 -0,243 -0,044 0,269 5 19,6
P% -0,105 -0,052 0,415 1,027 10 51,8 17,2
NO3% -0,033 -0,864 0,042 0,065 20 200,3 154,0 112,3
SS -0,544 0,076 0,122 -0,299 40 600,9 530,2 4532 1447
Chrom% -0,002 0,673 -0,318 0,171
TiuQ A 87,53 4,24 2,39 0,70
5
Enineda yxpwpiou
1 5 10 20 40
Mapapetpol  beta p beta p beta p beta p beta p
EPSc -0,584 0,000 -0,241 0,095/ 0,597 0,000 0,219 0,046 -0,066 0,260
EPSp -0,262 0,092 0,145 0,497/ 0,562 0,002 -0,993 0,000 0,551 0,000
BOD% 0,156 0,621 -0,115 0,792/ -0,901 0,012 0,974 0,004 -0,119 0,506
COD% -0,027 0,925 0,480 0,224 -0,804 0,013 0,057 0,848 0,305 0,061
P% -0,350 0,000 0,662 0,000 -0,275 0,001 -0,167 0,033 0,110 0,010
NO3% 0,367 0,001 0,085 0,560 -0,364 0,003 -0,206 0,064 0,167 0,006
ss 0,034 0,875 -0,604 0,046 0,444 0,067 -0,17150,448 0,299 0,017
Chrom% -0,169 0,066 -0,165 0,193 0,202 0,048 0,274 0,005 -0,173 0,001
7
Mpaypatika enineda
ﬂpog_ﬁzglsva MeoBAeyn % 1 5 10 20 40
1 100 14 0 0 0 0
5 100 0 18 0 0 0
10 100 0 0 19 0 0
20 100 0 0 0 20 0
40 100 0 0 0 0 18
Sivoo 100 14 18 19 20 18
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ESS=(4—4,5V+(5-4,5)+(8=7,5)+(7-7,5)=1,0
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L_BULG = VISCO | ACETAL | VMAX PH_VMAX T_VMAX PH_5 PH_24 LACTATE Opada

Lb KA17 12,50 2,30 0,30 5,51 6,50 5,87 4,51 0,85 1
Lb KA18 19,00 3,70 0,38 5,20 6,50 5,39 4,12 0,64 2
Lb KA19 17,00 3,10 0,48 5,13 5,00, 4,81 4,04 1,03 2
Lb KA20 21,00 2,30 0,30 5,57 6,00 5,85 4,37 092 1
Lb KA21 8,50 2,90 0,52 5,48 3,83 4,78 4,08 0,77 3
Lb KA22 17,25 11,60 0,42 5,37 4,25 5,18 3,88 1,03 4
Lb KA23 8,50 3,20 0,18 5,72 5,00, 5,72 4,82 0,57 3
Lb KA24 15,00 1,40 0,36 5,36 5,00, 5,36 4,30 0,88 2
Lb KA25 11,50 4,80 0,36 5,48 4,00 5,14 4,26 081 3
Lb KA27 13,50 1,70, 0,34 5,70 4,00 5,06 4,07 081 3
Lb KA29 9,50 0,60 0,42 5,49 3,00 4,90 4,34 0,89 3
Lb KA5S5 7,50 3,40 0,42 5,54 4,50 5,38 4,47 0,53 3
Lb KA58 12,00 6,10 0,55 5,27 3,75 4,75 4,01 0,63 4
Lb KA59 10,50 4,00 0,46 5,60 2,50, 5,31 4,76 0,66 3
Lb KA63 13,00 4,40 0,40 5,50 2,50, 5,05 4,77 0,59 3
Lb KA64 13,75 6,90 0,42 5,65 3,50, 5,25 4,12 0,60 3
Lb KAGG 7,50 6,70 0,40 5,41 3,00, 4,93 4,45 0,59 3
Lb KA68 9,25 5,25 0,23 5,96 2,50 5,53 4,82 045 3
Lb KA69 17,50 5,30 0,60 5,31 3,50 5,19 4,70 0,68 2
LbKA70 20,50 7,80 0,46 5,50 2,50, 5,18 4,85 0,74 2
Lb KA72 15,00 2,50 0,26 5,72 4,00 5,49 4,77 065 1
Lb KA75 21,00 7,00 0,50 5,35 3,00 5,02 4,68 1,13 2
Lb KA76 17,50 6,80 0,54 5,21 4,00 5,00 4,38 0,80 2
Lb KA78 19,00 2,20 0,40 5,59 5,00, 5,59 4,29 1,13 1
Lb KA79 17,50 2,40 0,42 5,39 5,00 5,39 3,94 0,95 2
LbY1.12 15,00 6,92 0,57 5,03 3,00 4,70 4,20 082 4
LbY1.14 13,00 2,04 0,33 4,80 5,00 4,80 4,05 0,98 2
LbY1.17 12,00 7,78 0,44 5,42 3,00 4,73 4,07 0,94 4
LbY1.22 12,00 0,00 0,48 4,88 4,00 4,72 4,06 0,60 2
LbY1.23 13,00 5,93 0,51 5,05 3,00 4,63 3,85 0,99 4
Lb Y1.25 8,00 5,75 0,35 5,17 4,00 4,85 3,88 1,10 4
LbY1.30 12,00 12,40 0,46 5,10 4,00 4,68 3,82 1,08 4
Lb ¥2.12 8,00 0,17 0,41 521 11,00 6,19 3,93 0,98 1
Lb Y2.14 8,00 4,50 0,28 5,78 3,00 5,55 5,21 032 3
LbY2.18 12,00 3,30 0,51 5,43 3,00 5,28 4,40 0,59 3
Lb v2.23 9,00 3,60 0,13 5,20 15,00 6,02 5,08 031 1
LbY3.11 14,00 5,00 0,46 5,28 3,00, 4,61 3,93 0,98 4
LbY3.12 16,00 0,00 0,44 5,39 3,00, 4,72 4,05 0,9 2
Lb¥3.13 13,00 4,10 0,57 5,03 3,00, 4,37 3,57 1,00 4
LbY3.14 14,00 7,70 0,31 5,39 2,00 4,39 3,35 1,06 4
LbY3.16 14,00 14,80 0,58 4,93 4,00 4,70 3,67 087 4
LbY3.19 15,00 7,10 0,45 5,25 3,00, 4,79 3,92 0,99 4
LbY3.20 14,00 13,60 0,54 5,32 3,00 4,77 3,80 0,86 4
LbY4.13 15,00 8,05 0,49 5,37 3,00 4,86, 4,19 0,88 4
Lb Y4.16 10,00 4,00 0,57 4,97 3,00 4,49 3,74 0,46 4
Lb Y4.17 9,00 6,00 0,56 5,07 3,00 4,64 3,82 046 4
Lb Y4.18 13,00 2,45 0,41 4,88 6,00 5,29 3,60 0,88 2
LbY4.19 15,00 2,65 0,59 5,22 4,00 4,81 4,53 061 2
LbY6.11 14,00 1,61 0,32 5,09 3,00 4,56 3,96 083 2
Lb Y6.14 18,00 6,31 0,45 5,20 3,00 4,50 3,60 092 4
LbY6.15 14,00 0,21 0,35 5,11 4,00 4,83 4,17 0,63 2
Lb Y6.16 13,00 1,72 0,43 4,97 6,00 5,40 4,06 0,64 2
Lb Y6.17 13,00 4,73 0,55 5,13 3,00 4,45 3,73 0,70 4
LbY6.18 19,00 0,40 0,37 5,01 5,00, 5,01 3,95 0,98 2
LbY7.11 15,00 0,00 0,57 5,08 4,00 4,82 3,99 0,68 2
LbY7.12 11,00 2,62 0,36 5,68 4,00 5,33 4,47 041 3
LbY7.16 13,00 3,39 0,37 5,27 5,00, 5,27 4,42 052 3
LbY7.17 14,00 0,62 0,25 5,66 4,00 5,42 4,12 072 1
LbY7.18 14,00 2,96 0,30 5,05 4,00 4,75 3,88 089 2
LbY7.20 16,00 0,16 0,36 5,27 4,00 5,00 4,18 0,79 2
LbY8.11 16,00 2,60 0,20 5,73 4,00 5,55 4,24 083 1
LbY8.12 15,00 0,80 0,25 5,93 1,00 5,35 4,48 0,70 1
LbY8.13 14,00 0,00 0,11 5,69 6,00 5,80 4,65 0,56 1
LbY8.14 16,00 0,20 0,50 5,17 4,00 4,86 3,79 072 2
LbY8.15 17,00 0,00 0,17 5,72 6,00 5,89 4,37 086 1
LbY8.16 15,00 2,80 0,25 4,93 4,00 4,93 4,07 072 2
LbY8.17 18,00 0,90 0,40 5,19 3,00 5,30 4,39 0,94 2
LbY8.18 13,00 3,30 0,17 5,21 6,00 5,38 4,69 0,55 3
LbY9.11 11,00 0,50 0,45 5,25 4,00 4,87 3,87 0,79 3
Lb¥9.13 19,00 3,80 0,37 5,09 4,00 5,09 4,27 0,9 2
LbY9.14 18,00 3,28 0,27 5,85 1,00 4,95 4,02 072 1
Lb ¥9.15 15,00 4,80 0,37 5,20 5,00, 5,20 3,86 082 2
Lb Y9.16 15,00 3,40 0,42 4,96 4,00 5,51 4,34 0,91 2
LbY10.1 18,00 0,30 0,37 4,98 5,00 4,98 3,88 1,06 2
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Test Aciypa Méon 6 |SD (8)] g1 Min Q1 | Aiduecog| Q3 Max IQR
ZUVONIKG 272 -0,004 |0,984| 0,114 | -3,040 | -0,629 [ -0,039 (0,593 | 2,990 1,222
1 272 -0,001 |0,957| 0,149 | -2,897 | -0,692  -0,040 (0,587 | 2,397 1,278

2 70 0,096 (0,958 0,125 | -2,859 |-0,483 | -0,017 |0,638| 1,978 1,121

3 272 0,009 [1,019(-0,251 | -2,951 | -0,612| -0,087 |0,696| 1,519 1,308

4 270 -0,006 |0,697| -0,043 | -1,762 | -0,460 [ 0,031 [0,425| 1,384 0,884
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\Y; a= 0,10 0,05 0,02 0,01

1 ,976 , 994 ,999 1,000

2 , 900 , 950 , 980 , 990

3 , 805 ,878 , 934 , 959

4 ,729 ,811 , 882 ,917

5 , 669 ,755 , 833 ,874

6 , 621 ,707 ,789 , 834

7 , 582 , 666 , 750 ,798

8 ,549 , 632 ,715 , 765

9 ,521 , 602 , 685 ,735
10 ,497 ,576 , 658 ,708
11 ,476 ,553 , 634 , 684
12 ,458 ,532 ,612 , 661
13 , 441 ,514 ,592 , 641
14 ,426 ,497 ,574 , 623
15 ,412 , 482 ,558 , 606
16 ,400 , 468 ,543 , 590
17 ,389 ,456 ,529 ,575
18 ,378 , 444 ,516 ,561
19 ,369 ,433 ,503 ,549
20 , 360 ,423 ,492 , 537
21 , 352 ,413 ,482 ,526
22 , 344 ,404 ,472 ,515
23 ,337 ,396 , 462 ,505
24 , 330 ,388 ,453 ,496
25 ,323 ,381 , 445 , 487
26 ,317 ,374 ,437 ,479
27 ,312 ,367 , 430 ,471
28 ,306 , 361 ,423 ,463
29 ,301 , 355 ,416 , 456
30 ,296 , 349 ,409 ,449
35 ,275 ,325 ,381 ,418
40 ,257 ,304 , 358 ,393
45 ,243 ,288 ,338 ,372
50 ,231 ,273 ,322 , 354
55 ,220 ,261 ,307 ,339
60 ,211 , 250 ,295 ,325
70 ,195 ,232 ,274 ,302
80 ,183 ,217 ,257 ,283
90 ,173 ,205 , 242 ,267
100 ,164 ,195 ,230 ,254
125 ,147 ,174 ,206 ,228
150 ,134 ,159 ,189 ,208
175 ,124 ,147 ,175 ,193
200 ,116 ,138 , 164 ,181
250 ,104 ,124 ,146 ,162
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TlopapsTpor Taivd popmong

IIpoidv ZUVTELECTNG SE p-Tn Adyog 6 95% O.E.
Bs 0,693 0,387
A (mpog B) -0,251 0,499 0,616 1,2857 (0,483-3,420)
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xeipion MerapAntés
Huépec | Chromium | EPSc | EPSp | BOD% | COD% | P% | NO3% | Chrom%
-1

1 1 k X 87 3 3 g

5.1 1 450 31,0 80 102 250 308 20
10-1 1 450 300 7.5 87 263 419 10
15-1 1 420 290 6,0 85 176 333 10
20-1 1 400 190 6,0 87 130 308 10
25-1 1 490 210 64 91 143 273 5
301 1 410 250 5.7 94 133 240 B
351 1 500 220 88 96 11 271 2
40-1 1 550 200 8,9 89 105 235 0
451 1 430 210 100 02 80 226 0
50 -1 1 480 290 83 85 100 192 [
551 1 400 11,0 82 87 91 220 3
60 -1 1 410 100 115 88 238 188 0
65 -1 1 450 10,0 7.4 00 250 204 0
705 5 500 230 83 87 450 260 50
755 5 540 280 82 102 409 318 40
805 5 580 330 65 o5 375 217 40
855 5 620 280 7.2 89 391 324 34
905 5 550 240 84 79 429 239 28
955 5 59,0 260 01 o7 526 182 20
100 -5 5 57,0 280 76 97 611 176 20
1055 5 630 350 66 85 765 160 20
1105 5 640 380 68 76 600 17,0 10
1155 5 650 330 67 79 500 140 10
1205 5 620 290 7.8 87 619 109 10
1256 5 830 270 97 74 500 111 4
130 -5 5 51,0 190 7.2 81 526 122 2
1355 5 520 160 81 92 556 137 1
140 -5 5 560 190 85 95 500 156 06
1455 5 530 180 64 94 474 208 0
150 -5 5 540 130 63 85 429 145 0
1555 5 540 270 59 03 364 148 0
160-10 10 760 450 7.3 87 609 176 30
165-10 10 790 390 85 87 600 180 30
17010 10 770 220 6,9 84 611 122 30
17510 10 630 31,0 76 89 579 128 30
180-10 10 640 300 84 87 619 130 20
18510 10 66,0 280 76 82 260 120 20
190-10 10 69,0 300 7,0 81 280 98 10
19510 10 680 280 7.9 87 409 127 10
200-10 10 720 350 7,9 74 429 154 10
205-10 10 740 400 8.4 81 450 167 10
210-10 10 81,0 400 7.5 77 348 158 7
215-10 10 830 420 7,0 86 263 17,0 7
220-10 10 850 310 100 93 227 140 6
22510 1 81,0 850 72 v1 w8 154 5
230-10 10 870 390 95 91 91 157 5
235-10 10 890 350 76 89 100 160 2
240-10 10 820 200 75 88 105 137 2
245-10 10 820 350 86 79 11 135 07
250-10 10 84,0 360 6,9 87 118 140 07
255-20 20 90,0 420 194 149 429 176 40
260-20 20 07,0 220 172 148 364 200 40
265-20 20 9,0 360 17,9 150 381 21,4 40
270-20 20 89,0 380 194 147 400 245 40
275-20 20 780 310 21,7 169 400 250 40
280-20 20 770 420 223 173 273 269 40
285-20 20 760 360 194 141 250 34,0 35
200-20 20 780 430 21,0 194 261 16,0 35
29520 20 760 330 197 196 240 174 35
300-20 20 690 290 205 183 286 17.8 25
305-20 20 720 400 201 186 263 183 25
310-20 20 88,0 310 21,1 171 238 143 25
315-20 20 8,0 270 199 179 250 13,0 25
320-20 20 8,0 310 197 161 217 125 25
325-20 20 83,0 310 182 158 185 12,2 25
330-20 20 870 320 196 185 227 109 12,5
335-20 20 820 300 187 174 238 102 10
340-20 20 850 310 183 186 227 10,2 10
345-20 20 84,0 200 172 17,3 250 98 10
350-20 20 81,0 180 161 140 263 10,9 14,5
355-40 40 91,0 600 27,5 242 421 245 37,5
360-40 40 98,0 570 293 244 348 245 325
365-40 40 8,0 720 284 248 400 26,0 37,5
370-40 40 96,0 810 27,9 221 348 280 325
375-40 40 8,0 910 264 217 400 283 35
380-40 40 850 890 263 211 353 321 37,5
385-40 40 80,0 910 204 214 286 327 37,5
390-40 40 9,0 1100 293 217 238 358 25
395-40 40 98,0 1000 286 213 227 373 275
400-40 40 €30 1100 27,5 21,3 174 36,0 25
405-40 40 91,0 1070 340 242 160 36,0 27,5
410-40 40 800 990 287 229 333 273 30
415-40 40 790, 990 27,5 223 350 302 25
420-40 40 880 980 261 200 318 34,0 25
425-40 40 850 1050 27,7 216 350 283 25
430-40 40 920 990 276 212 333 315 25
435-40 40 @20 1090 27,9 203 304 34,5 25
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ESS=(4-5,7)*+(5-5,7)*+(8—5,7)+(8—6,33)*+(7—6,33 ) +(4—6,33)°=17,34
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Medio | EpwrAoeig [ Cronbach a | Méoog SD gl Min Q1 | Aidpecog Q3 Max IQR
ZUVONKA 29 0,925 81,717 | 18,753 | 0,666 10 [ 70,0 80,0 90,0 145 | 20,00
1 12 0,749 40,599 7,232 -0,046 8 36,0 41,0 44,0 60 8,00

2 7 1,052 21,900 | 9,563 | -0,732 1 19,0 24,0 28,0 35 9,00

3 6 0,932 23,485 5,656 -1,041 2 21,0 24,0 28,0 30 7,00

4 4 0,839 12,085 | 3,724 | 0,067 4 9,0 12,0 15,0 20 6,00
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Metofinm Afovagl Afovoc2  Afovac3  Zuvelspopd

Yrodoun 0,84 -0,07 -0,02 0,71

Owovopkyy  Owovopu avamtoén 0,83 -0,06 0,02 0,69
Owovopukég entd pdoelg 0,78 0,21 0,26 0,72

Kowovi AT0d0YN TOV GALOV -0,02 0,77 -0,10 0,60
Kowoviko-ndués emdphoeig 0,03 0,74 0,13 0,56
Emygipnpertuai Enyepnpotdmra dpactnponoin 0,10 0,02 0,97 0,97
Awxdpaven b 2,01 1,19 1,04 4,23

A% 33,6 19,8 174 70,8
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Ztnv anAn ypappikrn naAivdpopnon n apBovia kabe €idoug naAivdpopeital xwpioTa pe pia anAn npopAEénouca
(avegaptnm) petaBAnTi nx. pH, pe T ouviBn popen,

Yu=ap+bpx;

onou yy givai n agBovia Tou €idoug k oTo deiypa i, x; gival pia npopAénouca peTaBANTr oTo Seiyda i Kal ax kai by

€ival ol oUVTEAEOTEG NAAIVOPOUNONG. AG Bewpriooupe Twpa éva Seiypa e m €idn napovTa kai Ot n HeTapAnT X

eival ayvwoTn. Me Bdon Tnv npoonTikr auTr), av epappolape PCA ota oToixeia n x 6a anoTeAei TV cuvioTapévn

OAWV TWV CUVOUACHKV TwV aPBoviwv Twv €100V Kal Ba Sivel To apioTo anoTéAeoua. O TIHEG TwV SEIYHATWV TNG X
dev anaiteital va €xouv KAnoia Ox€on ME onoladnnoTe WETPOUMEVN WETABANTH. ZTO ONuEi0 autd akpIBwg

enepPaivel n RDAn onoia nepiopiel TI TIPEG Twv SEIYHATWV TNG X HE TETOIO TPOMO WOTE va IoXUEl OTI N X

NPOEPXETAl HOVO and ypappIKO ouvduaoud OAwvV Twv WETPOUMEVWV WeTaBANTwv. 'ETol, Ye napoloeg dUo

NEPIBAANOVTIKEG HETABANTEG, Z1 KAl Z5, O MEPIOPIOHOG NEPIYPAPETAI WG

X;=c1z;40,2,

Ornou ol Opol C; KAl C; KAAOUVTAl KAVOVIOTIKOI GUVTEANEOTEG, AVTIKABIOTWVTAG aTnv nponyoUlevn efiowon 6a
£XOULE
Ya=a,t(byc))z,+(bcy)z,

Kal oupBOAIZovTag Toug OPOUG OTIG NAPEVOETEIG WG dw kal dx avTioTolxa, N €Eicwon TPononoleiTal oe
Yu=apy+d yz,+dy z,

onou TWpa o1 6pol d EXOUV TN HOPPN TWV CUVTEAEGTAV NANIvVOPOUNoNG.

Me Tov TpOno auTto n RDA Bewpeital wg noAAanAr) naAivopounon OAwv Twv 0wV TauToxpova (MOAUHETABANTT
naAivépopnan) e YPappikoUg NEPIOPIOHOUG OTOUG GUVTEAETTEG NAAIVOPOUNONG, NPAyHa nou onpaivel 6Ti n RDA
Xpelalerar AiyoTepeg napapeTpouc an' T n KAaoikr) noAAanAr na\ivopopnon.

Av BewprooupE T®PA kal deUTEPN dIACTACN X OTO HOVTENO, N EEICWON PETATPENETAI OE

Ya=a,+byx,;+b,x,,

onou bis €ival n TIPM Tou OUVTEAEOTT Yia To €i00G k Kai X €ival n TP Tou eiypartog yia To deiypa i oTov Gova
TWV CUVTETAyHEVWY s (s=1,2). 'OTav £papuoaTei 0 NePIOPICHOS TNG RDA,

X =C 2y 0o Z
Kal akoAoUBw¢  otnv €fiowon Twv dUO dIacTAOEWY, TOTE NPOKUMTOUV O OUVTEAEOTEG TNG MOAAAMANG

nahivépopnong
dy=byc;+byc)

Ano Tnv €€iowon auTr NPOKUNTEI OTI 01 TILEG TV €0V by PAJ € TOUG KAVOVIGTIKOUG GUVTEAETTEG Cjs GUVBETOUV
TOUG OUVTEAEDTEC NAAIVOPOUNONG di. O TIHEG Twv JEIYHATWV Xis A HE TIC TIMEC TWV €10WV bk GUVIOTOUV TIG
NPOCAPHOOHEVEG TIHEG TwV €dwv. O dU0 QUTEG NOOOTNTEC (OUVTEAEOTEG NANVOPOUNONG KAl NPOCAPHOCHEVES
TIHEG Twv €1dwV) dnpioupyolv To diypapnua Tng RDA.
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1. AvapwTiEpal T OKEPTOVTAl Of GANOI YIa pEVa aKOPa Kai av yvwpilw OTi gival dveu onpaciag
1 2 3 4

5

2. AJIaPOPG AKOUA Kal av yVwpilw OTI 0 KOOHOG OXNHATIZEl AoXNKN EVTUNWOon yia péva (avrioTpopn PETPnon)

1 2 3 4 5
3. Suyva oBoUpal NwG 0 KOOHOG NAapaTnPEei TNV KOIVWVIKI) GUHNEPIPOPA OU

1 2 3 5
4. Znaviwg voiaopal T evTUNWon Kavw o€ Kanoiov (avtioTpoen PETPNON)

1 2 3 5
5. ®oBoupal pANWG dev HE EYKPIVOUV

1 2 3 4 5
6. ®oBouparl unws Bpouv oaiuara oe péva

1 2 3 4 5
7. Me evoxAei n yvaopn Twv GAwv yia péva

1 2 3 4 5
8. ‘'OTav OUVOUIAG HE KAMOIOV avapwTIENAl TI OKEPTETAI VI PEva

1 2 3 4 5
9. AvapwTiEual ouviBwg T EVTUNWON Kavw oToug GAoUG

1 2 4 5
10. ‘OTav KAMoIog HE KPIVE! OU KAVEN JIKPR) EVTUN®WON (avTioTpo®n PETPNON)

1 2 3 5
11, Nopilw HEPIKEG POPEG OTI voiaZopal noAU yia To Ti OKEPTOVTal of GANOI yia péva

1 2 3 5
12. Suxva avapwTigpal 0TI Aw 1 kavw AaBog npdypara

1 2 3 4 5
KAipaka agioAdynong:
1 Aev pe xapakTnpilgl
2 Me xapaktnpilel Aiyo
3 Me xapakTnpilel apkeTa
4 Me xapaktnpilel noAy
5 Me xapakTnpilel andAuta

(B) ANOKPITEIG TWV EPOTMHEVOV

smoudaomc EO1 EO2 E0O3 EO4 EO5 EO6 EO7 EO8 E09 E10 E11 E12

1 3 3 3 3 2 2 3 3 3 2 2 1
2 2 3 2 4 1 2 2 2 3 3 3 2
3 4 5 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 5 4
5 4 4 4 4 3 3 4 4 4 4 4 4
6 2 3 2 3 3 3 3 3 3 4 2 2
7 4 4 3 3 4 4 3 3 4 4 4 4
8 4 4 4 4 4 4 4 3 3 4 4 4
9 4 4 2 4 4 4 4 3 3 4 3 4
10 4 4 3 4 4 4 4 3 4 4 4 4
1 4 4 3 2 4 4 4 4 5 4 4 5
12 4 4 3 4 4 4 4 4 4 4 4 4
13 2 3 2 3 2 2 2 2 2 2 2 2
14 5 5 5 4 5 5 4 5 4 4 5 5
15 4 4 4 4 5 5 4 4 4 4 4 5
16 4 4 3 5 5 4 5 5 5 5 5 5
17 4 5 5 4 5 5 5 4 5 4 5 5
18 5 5 5 4 4 4 4 5 4 4 5 5
19 5 5 4 4 5 5 4 4 5 4 5 5
20 4 5 5 4 4 4 5 4 5 4 5 5
21 4 4 5 4 5 5 4 4 4 5 5 5
22 4 5 4 3 4 4 3 5 4 2 5 5
23 5 5 4 4 4 3 4 4 4 4 4 4
24 4 4 4 4 4 4 3 3 4 2 4 4
25 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
26 4 4 3 4 4 4 4 5 5 4 5 4
27 2 2 2 3 2 3 3 2 2 3 2 2
28 2 3 2 2 1 2 2 2 4 3 3 2
29 2 2 2 2 3 3 2 3 3 2 4 4
30 2 1 1 2 2 2 1 1 3 2 3 2
31 3 3 2 2 2 2 2 2 2 2 3 3
32 4 4 4 4 5 5 3 4 4 4 4 4
33 3 3 3 1 5 5 1 2 3 3 2 3
34 4 2 4 1 3 2 1 3 5 3 5 4
35 2 4 2 2 1 1 2 1 2 2 2 2
36 3 3 3 3 2 2 3 3 3 3 2 2
37 3 2 2 2 1 2 4 4 4 4 3 3
38 2 3 1 3 1 2 4 2 2 3 2 2
39 3 4 4 4 4 4 4 4 3 4 4 4
40 3 2 2 3 2 2 2 3 3 2 2 3
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ZToIXEIa NIVAKWV
Kupiog nivakag : 89 nuépeg deiypatoAnyiag (oeipéq), 8 Eidn (OTHAEC)
AelTepOG nivakag: 89 nuépeg deiypatoAnyiag (oeIpEG), 8 MeTaBANTEG (OTHAEC)

Enidoyég:

Tunonoinon Twv TGV Twv a§ovev pe Tn PéBodo Tou Hill

Babpovounon Twv agovwy pe Baon Tnv KAiHaka 2 Twv €18V (01 TIHEG TwV EIBMV €ival OTABHICHEVEG HETEG TIHEG TWV NUEPWV
SeiypaToAnyiag),

O1 TIPEG TwV SEIYHATWV (NHEPEG) OTA YPAPAKATA Eival O YPAUHIKOI GUVSUACHOI TwV avegapTnTwy MeTaBAnT@V

SUVTEAECTEG GUOXETIONG TWV OTOIXEIWV TOU SEUTEPOU Mivaka

2

EPSc EPSp BOD% coDs P NO3% Chroms ss
EPSc 1,000 0,596 0,699 0,675 -0,036 0,012 0,435 0,691
EPSp 0,596 1,000 0,804 0,760  -0,044 0,598 0,413 0,875
BODS 0,699 0,804 1,000 0,978  -0,148 0,453 0,568 0,938
cops 0,675 0,760 0,978 1,000 -0,150 0,412 0,560 0,924
P -0,036 -0,044 -0,148 -0,150 1,000 -0,207 0,273  -0,046
NO3% 0,012 0,598 0,453 0,412  -0,207 1,000 0,396 0,451
Chromé% 0,435 0,413 0,568 0,560 0,273 0,396 1,000 0,528
ss 0,691 0,875 0,938 0,924  -0,046 0,451 0,528 1,000

KavovioTikoi GUVTEAEDTEG Tou SeUTEPOU nivaka (OTABHICUEVOI e Ta aBpoIoHATa TWV CEIP®V Tou KUPIOU Mmivaka)

EPSc EPSp BOD% coD% P% NO3% Chrom%  SS
EPSc 1,000 0,559 0,692 0,667 -0,096 0,045 0,446 0,673
EPSp 0,559 1,000 0,780 0,729  -0,047 0,638 0,403 0,863
BOD% 0,692 0,780 1,000 0,976 -0,163 0,471 0,601 0,934
cops 0,667 0,729 0,976 1,000 -0,166 0,409 0,582 0,917
P% -0,096 -0,047 -0,163 -0,166 1,000 -0,152 0,238  -0,057
NO3% 0,045 0,638 0,471 0,409  -0,152 1,000 0,421 0,483
Chroms 0,446 0,403 0,601 0,582 0,238 0,421 1,000 0,550
ss 0,673 0,863 0,934 0,917 -0,057 0,483 0,550 1,000
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(a) 'EAeyX0G NpOOApHOYNG TWV MOAUHEPOV HOVTEAWV

OAIKA e&éTaon Epwrroeig x? df p
SGRM 12 303,461 604 1,000
GRSM 12 335,455 592 1,000

(B) ZTATIOTIKN TWV NAPAKETPWV TWV NMOAULEPMY HOVTEAWV

Mapdpetpog Epwrtroeig Méoog SD Min Max
a (SGRM) 12 1,528 0,316 1,226 2,285
a (GRSM) 12 1,411 0,527 1,049 2,689
B (GRSM) 12 -0,395 0,199 -0,753 -0,032

(y) ZTamioTikn TG oAIkNG Babuoloyiag

OAikA e€étaon | Epwrroeig | Cronbach a|Méon ©| SD (8) | g1 Min [ Q1 Aidpecog Q3 Max IQR
SGRM/GRSM 12 0,957 41,45 | 10,66 |-0,325| 22 | 30,50 46,0 49,00 56 18,50
(8) ZraTioTikA TNG BaBuovounuévng KAipakag 6
ONkn e&€taon | E€etalduevol | Méoog SD g1 Min Q1 Aidpecog Q3 Max IQR
SGRM 40 0,003 1,030 | -0,088 | -1,807 -0,957 0,225 0,731 1,717 1,688
GRSM 40 0,249 0,991 | -0,205 | -1,677 | -0,754 0,517 1,000 1,847 1,753
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