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			Κεφάλαιο 1 Σήματα διακριτού και συνεχούς χρόνου

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό δίνεται ένας ορισμός της έννοιας του σήματος και παρουσιάζεται η ταξινόμηση των σημάτων. Αναλύονται οι βασικές ιδιότητες των σημάτων διακριτού και συνεχούς χρόνου, όπως διάρκεια, αιτιότητα, περιοδικότητα, συμμετρία και παρουσιάζονται τα βασικά σήματα συνεχούς και διακριτού χρόνου. Αναλύεται η αναπαράσταση των σημάτων σε προγραμματιστικό περιβάλλον. Αναλύεται η δειγματοληψία, δηλαδή η διαδικασία μετατροπής ενός σήματος συνεχούς χρόνου σε μία ακολουθία διακριτού χρόνου.

			Προαπαιτούμενη γνώση 

			Συναρτήσεις, ακολουθίες, ολοκληρώματα, σειρές, μιγαδικοί αριθμοί. 

			1.1. Ταξινόμηση σημάτων 

			1-2-3-4-5-6

			Τα σήματα είναι φορείς πληροφοριών σχετικών με τα συστήματα από τα οποία προέρχονται και τα οποία περιγράφουν. Για παράδειγμα, η φωνή παράγεται από το φωνητικό σύστημα και μεταφέρει πληροφορίες σχετικές με τον ομιλητή, όπως η χροιά και η ψυχολογική κατάσταση, ενώ το ηλεκτροκαρδιογράφημα παράγεται από την καρδιά και μεταφέρει πληροφορίες σχετικά με την κατάσταση της καρδιάς.

			Ένα σήμα ορίζεται ως το σύνολο των τιμών που παίρνει μία φυσική ποσότητα. Από μαθηματική άποψη, ένα σήμα είναι μία συλλογή μίας ή περισσότερων συναρτήσεων ή ακολουθιών (κανάλια) μίας ή περισσότερων μεταβλητών (διαστάσεις). Στην πλέον απλή περίπτωση, ένα σήμα είναι μία συνάρτηση ή ακολουθία μίας μεταβλητής. Η βασική κατηγοριοποίηση των σημάτων γίνεται με κριτήριο τον τύπο της ανεξάρτητης μεταβλητής, η οποία μπορεί να είναι ένα φυσικό μέγεθος, όπως χρόνος ή απόσταση. Συνήθως η ανεξάρτητη μεταβλητή είναι ο πραγματικός χρόνος, για το λόγο αυτό έχει επικρατήσει να ονομάζεται χρόνος. Τα σήματα διακρίνονται σε α) σήματα διακριτού χρόνου (discrete time signals), όπου ο χρόνος δέχεται συγκεκριμένες τιμές από το σύνολο των ακεραίων αριθμών Z και β) σήματα συνεχούς χρόνου (continuous time signals), όπου ο χρόνος [image: ] είναι συνεχής μεταβλητή με τιμές στο σύνολο των πραγματικών αριθμών R. Η εξαρτημένη μεταβλητή μπορεί να είναι και αυτή ένα φυσικό μέγεθος και ονομάζεται πλάτος. Το πλάτος συμβολίζεται με [image: ] για τα σήματα διακριτού χρόνου ή με [image: ] για τα σήματα συνεχούς χρόνου. Η εξαρτημένη μεταβλητή, δηλαδή το πλάτος, μπορεί επίσης να πάρει τιμές σε ένα συνεχές πεδίο τιμών, ή να πάρει συγκεκριμένες τιμές από ένα διακριτό πεδίο τιμών. Έτσι, με κριτήριο τον τύπο της ανεξάρτητης μεταβλητής (χρόνος) και της εξαρτημένης μεταβλητής (πλάτος), προκύπτουν οι παρακάτω τέσσερις κατηγορίες σημάτων, που παρουσιάζονται στον Πίνακα 1.1:

			
					σήματα διακριτού χρόνου συνεχούς πλάτους, όπως είναι οι ημερήσιοι δείκτες του χρηματιστηρίου 

					σήματα διακριτού χρόνου διακριτού πλάτους ή ψηφιακά σήματα, όπως είναι τα σήματα σε έναν ηλεκτρονικό υπολογιστή

					σήματα συνεχούς χρόνου συνεχούς πλάτους ή αναλογικά σήματα, όπως είναι η θερμοκρασία ως συνάρτηση του χρόνου

					σήματα συνεχούς χρόνου διακριτού πλάτους, όπως είναι το πλήθος των «φάουλ» μίας ομάδας «μπάσκετ» σε σχέση με τον χρόνο	Σήμα
	Χρόνος
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	Διακριτού χρόνου
	Διακριτός 
	Συνεχές 

	Διακριτός 
	Διακριτό 

	Συνεχούς χρόνου
	Συνεχής 
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	Συνεχής 
	Διακριτό 


Πίνακας 1.1 Κατηγορίες σημάτων.
Χρήσιμη ξενόγλωσση βιβλιογραφία είναι τα βιβλία Damper, 1995, Ingle and Proakis, 2003, Lynn & Fuerst, 1989, Oppenheim, Willsky, Nawab, 2013, Proakis & Manolakis, 2007, Strum & Kirk, 1988. Χρήσιμη ελληνόγλωσση βιβλιογραφία είναι τα βιβλία Hayes, 2000, McClellan, Schafer & Yoder, 2006, Ασημάκης, 2008, Θεοδωρίδης, Μπερμπερίδης, Κοφίδης, 2003, Καλουπτσίδης, 1994, Καραγιάννης & Μαραγκός, 2010, Καραγιάννης & Τζιτζιράχου, 2003, Καραμπογιάς, 2009, Μάργαρης, 2014, Μουστακίδης, 2004, Παρασκευάς, 2014, Σκόδρας & Αναστασόπουλος, 2003, Φωτόπουλος & Βελώνη, 2008.
Ένα σήμα διακριτού χρόνου είναι, από μαθηματική άποψη, μία ακολουθία πραγματικών ή μιγαδικών αριθμών που παριστάνεται ως ακολουθία [image: ], της οποίας η ανεξάρτητη μεταβλητή έχει πεδίο ορισμού διακριτές ακέραιες τιμές. Για παράδειγμα, το σήμα [image: ], το οποίο φαίνεται στο Σχήμα 1.1, είναι ένα πραγματικό σήμα διακριτού χρόνου. Με [image: ] συμβολίζεται το σύνολο [image: ], όπου [image: ] και [image: ] ακέραιοι με [image: ].
[image: ]
Σχήμα 1.1 Σήμα διακριτού χρόνου.
Ένα σήμα συνεχούς χρόνου είναι, από μαθηματική άποψη, μία συνάρτηση πραγματικών ή μιγαδικών αριθμών που παριστάνεται ως συνάρτηση [image: ], της οποίας η ανεξάρτητη μεταβλητή [image: ] έχει πεδίο ορισμού πραγματικές τιμές από ένα υποσύνολο του πραγματικού άξονα. Για παράδειγμα, το σήμα [image: ], το οποίο φαίνεται στο Σχήμα 1.2, είναι ένα πραγματικό σήμα συνεχούς χρόνου.
[image: ]
Σχήμα 1.2 Σήμα συνεχούς χρόνου.
Όταν τα σήματα είναι συναρτήσεις ή ακολουθίες περισσότερων της μίας μεταβλητών, τότε ονομάζονται πολυδιάστατα σήματα. Για παράδειγμα, μία εικόνα είναι ένα δισδιάστατο σήμα [image: ] με ανεξάρτητες μεταβλητές τις συντεταγμένες του επιπέδου και πλάτος τη φωτεινότητα της εικόνας. Επίσης, το video είναι ένα τρισδιάστατο σήμα με ανεξάρτητες μεταβλητές τις συντεταγμένες του χώρου και τον χρόνο και πλάτος τη φωτεινότητα του video.
Όταν τα σήματα είναι περισσότερες από μία συναρτήσεις ή ακολουθίες, τότε ονομάζονται πολυκαναλικά σήματα και παριστάνονται από μαθηματική άποψη με διανύσματα. Για παράδειγμα, μία έγχρωμη εικόνα είναι ένα δισδιάστατο τρικαναλικό σήμα. Οι δύο διαστάσεις αντιστοιχούν στις συντεταγμένες του επιπέδου και τα τρία κανάλια αντιστοιχούν στις τιμές των τριών χρωμάτων Κόκκινο, Πράσινο, Μπλε (RGB: Red, Green, Blue). Η έγχρωμη εικόνα μπορεί να παρασταθεί με το διάνυσμα:
[image: ]
Τέλος, όταν οι τιμές που παίρνει ένα σήμα σε κάθε χρονική στιγμή είναι δεδομένες χωρίς αβεβαιότητα, δηλαδή οι συναρτήσεις με τις οποίες παριστάνονται μαθηματικά είναι πλήρως ορισμένες, τότε το σήμα λέγεται αιτιοκρατικό ή νομοτελειακό ή ντετερμινιστικό σήμα. Υπάρχουν όμως και τα τυχαία ή στοχαστικά σήματα που δεν μπορούν να καθοριστούν με βεβαιότητα, δηλαδή δεν είναι δυνατή η ακριβής συναρτησιακή περιγραφή τους, οπότε απαιτείται η στατιστική περιγραφή τους. Έτσι, ένας θόρυβος ή ένα σήμα που περιγράφει το ύψος των κυμάτων σε μία λίμνη ή ένα σήμα που περιγράφει το ύψος των σταχυών σε ένα χωράφι, δεν είναι δυνατό να περιγραφεί από συνάρτηση, αλλά μπορεί να περιγραφεί με μία τυχαία μεταβλητή με ένα μέσο όρο και μία διασπορά. Στο ηλεκτρονικό βιβλίο αυτό θα ασχοληθούμε μόνο με αιτιοκρατικά σήματα. 
1.2. Σήματα διακριτού χρόνου
1-2-3-4-0-0
1.2.1. Το σήμα διακριτού χρόνου ως ακολουθία
Ένα σήμα διακριτού χρόνου παριστάνεται μαθηματικά ως μία ακολουθία. Η ανεξάρτητη μεταβλητή ονομάζεται χρόνος και συμβολίζεται με [image: ]. Πρόκειται για διακριτή μεταβλητή που μπορεί να πάρει οποιαδήποτε ακέραια τιμή. Η εξαρτημένη μεταβλητή ονομάζεται πλάτος και συμβολίζεται με [image: ]. Το πλάτος μπορεί να πάρει πραγματικές ή μιγαδικές τιμές. Αν το πλάτος είναι πραγματικό, τότε το σήμα είναι πραγματικό σήμα διακριτού χρόνου. Αν το πλάτος είναι μιγαδικό, τότε το σήμα είναι μιγαδικό σήμα διακριτού χρόνου. Το μιγαδικό σήμα διακριτού χρόνου παριστάνεται μαθηματικά ως:
[image: ] (1.1)
όπου 
- [image: ] είναι η πραγματική συνιστώσα του [image: ]
- [image: ] είναι η φανταστική συνιστώσα του [image: ] 
- [image: ] είναι το μέτρο του [image: ]
- [image: ] είναι η φάση του [image: ] 
Παρατήρηση: 
Το συζυγές σήμα του [image: ] είναι το συζυγές μιγαδικό σήμα [image: ] 
όπου
- [image: ] είναι η πραγματική συνιστώσα του [image: ]
- [image: ] είναι η φανταστική συνιστώσα του [image: ] 
- [image: ] είναι το μέτρο του [image: ] 
- [image: ] είναι η φάση του [image: ] 
1.2.2. Διάρκεια σημάτων διακριτού χρόνου
Τα σήματα συνεχούς χρόνου διακρίνονται με κριτήριο τη διάρκειά τους σε σήματα πεπερασμένης διάρκειας και σε σήματα άπειρης διάρκειας. Ένα σήμα είναι πεπερασμένης διάρκειας, όταν το σήμα υπάρχει σε ένα διάστημα χρόνου, δηλαδή αρχίζει κάποια χρονική στιγμή και τελειώνει κάποια άλλη χρονική στιγμή. Αυτό σημαίνει ότι έξω από αυτό τον χρονικό διάστημα το σήμα είναι μηδενικό και ότι το σήμα είναι μία πεπερασμένη ακολουθία. Ένα σήμα είναι σήμα άπειρης διάρκειας, όταν είναι μία άπειρη ακολουθία, δεξιάς πλευράς (η διάρκεια του σήματος αρχίζει κάποια χρονική στιγμή και εκτείνεται μέχρι το συν άπειρο), αριστερής πλευράς (η διάρκεια του σήματος εκτείνεται από το πλην άπειρο και τελειώνει κάποια χρονική στιγμή και), ή αμφίπλευρη η διάρκεια του σήματος εκτείνεται από το πλην άπειρο μέχρι το συν άπειρο). Οι κατηγορίες σημάτων με κριτήριο τη διάρκειά τους εμφανίζονται στον Πίνακα 1.2.
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	Άπειρη 
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Πίνακας 1.2 Διάρκεια σημάτων διακριτού χρόνου.
1.2.3. Αιτιότητα σημάτων διακριτού χρόνου
Τα σήματα συνεχούς χρόνου διακρίνονται σε αιτιατά σήματα και σε μη αιτιατά ή αναιτιατά σήματα με κριτήριο τον χρόνο έναρξης ή λήξης τους. 
Ένα σήμα είναι αιτιατό, όταν είναι μηδενικό για αρνητικές χρονικές στιγμές: 
[image: ] (1.2)
Ένα σήμα είναι αναιτιατό ή μη αιτιατό, όταν είναι μηδενικό για θετικές χρονικές στιγμές:
[image: ] (1.3)
1.2.4. Περιοδικότητα σημάτων διακριτού χρόνου
Ένα σήμα διακριτού χρόνου [image: ] λέγεται περιοδικό, όταν για κάθε [image: ] υπάρχει ένας φυσικός αριθμός [image: ]μεγαλύτερος του 1, δηλαδή [image: ], για τον οποίο ισχύει:
[image: ] (1.4)
Ο σταθερός αριθμός [image: ] λέγεται περίοδος. Ο ελάχιστος φυσικός αριθμός για τον οποίο ισχύει η παραπάνω σχέση ονομάζεται θεμελιώδης περίοδος. Στην περίπτωση όπου [image: ], το σήμα είναι σταθερό.
1.2.5. Συμμετρία σημάτων διακριτού χρόνου 
1.2.5.1. Συμμετρία πραγματικού σήματος διακριτού χρόνου
Ένα σήμα διακριτού χρόνου [image: ] λέγεται άρτιο, όταν
[image: ] (1.5)
οπότε έχει άξονα συμμετρίας τον άξονα των τεταγμένων.
Ένα άρτιο σήμα έχει ίσες τιμές σε αντίθετους χρόνους.
Ένα σήμα διακριτού χρόνου [image: ] λέγεται περιττό, όταν 
[image: ] (1.6)
οπότε έχει κέντρο συμμετρίας την αρχή των αξόνων.
Ένα περιττό σήμα έχει αντίθετες τιμές σε αντίθετους χρόνους.
Παρατήρηση.
Αν ένα σήμα [image: ]είναι περιττό, τότε [image: ].
Πράγματι, για [image: ] έχουμε [image: ].
Μπορείτε να διερευνήσετε τη συμμετρία πραγματικών σημάτων διακριτού χρόνου με το Διαδραστικό πρόγραμμα 1.1.
[image: ]
Διαδραστικό πρόγραμμα 1.1 Συμμετρία πραγματικών σημάτων διακριτού χρόνου.
Κάθε πραγματικό σήμα διακριτού χρόνου [image: ] μπορεί να αναλυθεί σε άθροισμα άρτιου (even) σήματος [image: ] και περιττού (odd) σήματος [image: ]:
[image: ] (1.7)
όπου
[image: ] (1.8)
[image: ] (1.9)
1.2.5.2. Ειδική συμμετρία πραγματικού σήματος διακριτού χρόνου
Για τα πραγματικά σήματα διακριτού χρόνου πεπερασμένης διάρκειας με [image: ] υπάρχουν τέσσερις ειδικές συμμετρίες που σχετίζονται με το αν ο αριθμός με [image: ] είναι άρτιος ή περιττός και με το αν η συμμετρία είναι άρτια ή περιττή. Τα τέσσερα είδη ειδικών συμμετριών εμφανίζονται στον Πίνακα 1.3.
Το σήμα είναι άρτιο, όταν [image: ] και έχει άξονα συμμετρίας τον άξονα [image: ].
Το σήμα είναι περιττό, όταν [image: ] και έχει κέντρο συμμετρίας το σημείο [image: ].
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Πίνακας 1.3 Συμμετρία σημάτων πεπερασμένης διάρκειας.
Μπορείτε να διερευνήσετε την ειδική συμμετρία πραγματικών σημάτων διακριτού χρόνου με το Διαδραστικό πρόγραμμα 1.2.
[image: ]
Διαδραστικό πρόγραμμα 1.2 Ειδική συμμετρία πραγματικών σημάτων διακριτού χρόνου.
1.2.5.3. Συμμετρία μιγαδικού σήματος διακριτού χρόνου
Ένα σήμα διακριτού χρόνου λέγεται συζυγές συμμετρικό, όταν
[image: ] (1.10)
Ένα σήμα διακριτού χρόνου λέγεται συζυγές αντισυμμετρικό, όταν 
[image: ] (1.11)
Παρατήρηση: [image: ]συμβολίζει το συζυγές του [image: ].
1.2.6. Βασικά σήματα διακριτού χρόνου
1.2.6.1. Σήμα μοναδιαίου δείγματος
Το σήμα μοναδιαίου δείγματος ή δέλτα του Kronecker, ορίζεται να είναι:
[image: ] (1.12)
και στη γενική μορφή
[image: ] (1.13)
Για παράδειγμα, θεωρώντας τον οριζόντιο άξονα ως το διακριτό χρόνο [image: ], μπορούμε να υπολογίσουμε τα σήματα [image: ], [image: ], [image: ]που έχουν τις τιμές τους στον κάθετο άξονα και παρουσιάζονται στο Σχήμα 1.3. 
[image: ]
Σχήμα 1.3 Σήμα μοναδιαίου δείγματος.
Το σήμα μοναδιαίου δείγματος [image: ] αναπαριστά μαθηματικά την εμφάνιση ενός φυσικού γεγονότος μία χρονική στιγμή και έχει ιδιαίτερη αξία στην Ψηφιακή Επεξεργασία Σημάτων.
1.2.6.2. Σήμα μοναδιαίου βήματος
Το σήμα μοναδιαίου βήματος, ορίζεται να είναι:
[image: ] (1.14)
και στη γενική μορφή
[image: ] (1.15)
Για παράδειγμα, θεωρώντας τον οριζόντιο άξονα ως το διακριτό χρόνο [image: ], μπορούμε να υπολογίσουμε τα σήματα [image: ], [image: ], [image: ]που έχουν τις τιμές τους στον κάθετο άξονα και παρουσιάζονται στο Σχήμα 1.4. 
[image: ]
Σχήμα 1.4 Σήμα μοναδιαίου βήματος.
Παρατηρήσεις.
Τα σήματα [image: ]και [image: ]συνδέονται με τη σχέση: 
[image: ] (1.16)
Το σήμα [image: ] είναι ένας ψηφιακός παλμός πλάτους [image: ]χρονικών στιγμών, από τη χρονική στιγμή [image: ] έως και τη χρονική στιγμή [image: ] .
Το σήμα μοναδιαίου βήματος [image: ] αναπαριστά μαθηματικά την εμφάνιση ενός φυσικού γεγονότος από μία χρονική στιγμή και μετά.
1.2.6.3. Ημιτονοειδές σήμα διακριτού χρόνου
Το ημιτονοειδές σήμα διακριτού χρόνου ορίζεται να είναι:
[image: ] (1.17)
όπου [image: ] είναι το πλάτος του σήματος, [image: ] είναι η συχνότητα και [image: ] είναι η φάση του σήματος.
Το ημιτονοειδές σήμα διακριτού χρόνου δεν είναι πάντα περιοδικό. Το ημιτονοειδές σήμα διακριτού χρόνου είναι περιοδικό, αν η συχνότητα [image: ] του σήματος είναι ρητό πολλαπλάσιο του [image: ]και τότε η θεμελιώδης περίοδος είναι [image: ].
Πράγματι, για να ισχύει [image: ], πρέπει να ισχύει [image: ], που για [image: ] δίνει [image: ] ή [image: ]. Αυτό σημαίνει ότι για να είναι περιοδικό το ημιτονοειδές σήμα διακριτού χρόνου πρέπει [image: ]. Για [image: ] η θεμελιώδης περίοδος είναι 
[image: ]. (1.18)
Το ημιτονοειδές σήμα [image: ], το οποίο παρουσιάζεται στο Σχήμα 1.5, έχει συχνότητα [image: ], που είναι ρητό πολλαπλάσιο του [image: ]και επομένως το σήμα είναι περιοδικό, με θεμελιώδη περίοδο [image: ].
[image: ]
Σχήμα 1.5 Περιοδικό ημιτονοειδές σήμα διακριτού χρόνου.
Το ημιτονοειδές σήμα [image: ], το οποίο παρουσιάζεται στο Σχήμα 1.6, έχει συχνότητα [image: ], που δεν είναι ρητό πολλαπλάσιο του [image: ]. Επομένως το σήμα δεν είναι περιοδικό. 
[image: ]
Σχήμα 1.6 Μη περιοδικό ημιτονοειδές σήμα διακριτού χρόνου.
Μπορείτε να διερευνήσετε την περιοδικότητα ημιτονοειδούς σήματος διακριτού χρόνου με το Διαδραστικό πρόγραμμα 1.3.
[image: ]
Διαδραστικό πρόγραμμα 1.3 Περιοδικότητα ημιτονοειδούς σήματος διακριτού χρόνου.
Η Απάντηση/Λύση βρίσκεται στο Παράρτημα.
1.2.6.4. Πραγματικό εκθετικό σήμα διακριτού χρόνου
Το πραγματικό εκθετικό σήμα διακριτού χρόνου ορίζεται να είναι:
[image: ] (1.19)
όπου [image: ] είναι η βάση του εκθετικού σήματος.
Όταν [image: ], τότε το σήμα είναι μία φθίνουσα ακολουθία, ενώ όταν [image: ], τότε το σήμα είναι μία αύξουσα ακολουθία. 
Στο Σχήμα 1.7 παρουσιάζονται τα σήματα [image: ] και [image: ]. 
[image: ]
Σχήμα 1.7 Πραγματικό εκθετικό σήμα διακριτού χρόνου.
Στην περίπτωση όπου , τότε το σήμα είναι σταθερό: αν [image: ], τότε [image: ], ενώ αν [image: ], τότε [image: ]. 
1.2.6.5. Φανταστικό εκθετικό σήμα διακριτού χρόνου
Το φανταστικό εκθετικό σήμα διακριτού χρόνου ορίζεται να είναι:
[image: ] (1.20)
όπου [image: ]είναι η συχνότητα του σήματος και
- [image: ] είναι η πραγματική συνιστώσα του [image: ]
- [image: ] είναι η φανταστική συνιστώσα του [image: ] 
- [image: ]είναι το μέτρο του [image: ]
- [image: ] είναι η φάση του [image: ] 
Παρατήρηση: το φανταστικό εκθετικό σήμα έχει γραμμική φάση (ως προς τον χρόνο [image: ]).
Το φανταστικό εκθετικό σήμα διακριτού χρόνου δεν είναι πάντα περιοδικό. Το φανταστικό εκθετικό σήμα διακριτού χρόνου είναι περιοδικό αν η συχνότητα [image: ] του σήματος είναι ρητό πολλαπλάσιο του [image: ]και τότε η θεμελιώδης περίοδος είναι [image: ].
Πράγματι, για να ισχύει [image: ], πρέπει να ισχύει [image: ], δηλαδή [image: ]. Αυτό σημαίνει ότι για να είναι περιοδικό το φανταστικό εκθετικό σήμα διακριτού πρέπει να ισχύει [image: ], οπότε η θεμελιώδης περίοδος είναι 
[image: ]. (1.21)
Το φανταστικό εκθετικό σήμα [image: ], που παρουσιάζεται στο Σχήμα 1.8, έχει συχνότητα [image: ], η οποία είναι ρητό πολλαπλάσιο του [image: ]και επομένως το σήμα είναι περιοδικό με θεμελιώδη περίοδο [image: ].
[image: ]
Σχήμα 1.8 Περιοδικό φανταστικό εκθετικό σήμα διακριτού χρόνου.
Το φανταστικό εκθετικό σήμα [image: ], που παρουσιάζεται στο Σχήμα 1.9, έχει συχνότητα [image: ], που δεν είναι ρητό πολλαπλάσιο του [image: ], επομένως το σήμα δεν είναι περιοδικό.
[image: ]
Σχήμα 1.9 Μη περιοδικό φανταστικό εκθετικό σήμα διακριτού χρόνου.
Τέλος, αξίζει να σημειωθεί ότι τα φανταστικά εκθετικά σήματα με συχνότητες που απέχουν [image: ]είναι ίσα, αφού[image: ].
1.2.6.6. Μιγαδικό εκθετικό σήμα διακριτού χρόνου
Το μιγαδικό εκθετικό σήμα διακριτού χρόνου ορίζεται να είναι:
[image: ] (1.22)
όπου [image: ] είναι η βάση,[image: ]είναι η συχνότητα του σήματος και
- [image: ] είναι η πραγματική συνιστώσα του [image: ] 
- [image: ] είναι η φανταστική συνιστώσα του [image: ]
- [image: ] είναι το μέτρο του [image: ] 
- [image: ] είναι η φάση του [image: ] 
Παρατήρηση: το μιγαδικό εκθετικό σήμα έχει γραμμική φάση (ως προς τον χρόνο [image: ]).
Το σήμα [image: ] παρουσιάζεται στο Σχήμα 1.10. 
[image: ]
Σχήμα 1.10 Μιγαδικό εκθετικό σήμα διακριτού χρόνου.
1.2.6.7. Μοναδιαίο εναλλακτικό σήμα
Το μοναδιαίο εναλλακτικό σήμα ορίζεται να είναι:
[image: ] (1.23)
Οι τιμές του σήματος εναλλάσσονται ανάμεσα στις τιμές [image: ] και [image: ] για τις χρονικές στιγμές [image: ]. Η τιμή του σήματος τη χρονική στιγμή [image: ]είναι [image: ].
Το μοναδιαίο εναλλακτικό σήμα παρουσιάζεται στο Σχήμα 1.11. 
[image: ]
Σχήμα 1.11 Μοναδιαίο εναλλακτικό σήμα.
1.2.6.8. Σήμα μέγιστης παλινδρόμησης
Το σήμα μέγιστης παλινδρόμησης ορίζεται να είναι:
[image: ] (1.24)
Οι τιμές του σήματος εναλλάσσονται ανάμεσα στις τιμές [image: ] και [image: ]για όλες τις χρονικές στιγμές. Η τιμή του σήματος τη χρονική στιγμή [image: ]είναι [image: ].
Η σχέση του σήματος μέγιστης παλινδρόμησης και του μοναδιαίου εναλλακτικού σήματος είναι:
[image: ] (1.25)
Το σήμα μέγιστης παλινδρόμησης παρουσιάζεται στο Σχήμα 1.12. 
[image: ]
Σχήμα 1.12 Σήμα μέγιστης παλινδρόμησης.
1.2.6.9. Σήμα μοναδιαίας κλίσης
Το σήμα μοναδιαίας κλίσης ορίζεται να είναι:
[image: ] (1.26)
Οι τιμές του σήματος είναι ίσες με τις τιμές του χρόνου, για τις χρονικές στιγμές [image: ]. 
Το σήμα μοναδιαίας κλίσης παρουσιάζεται στο Σχήμα 1.13. 
[image: ]
Σχήμα 1.13 Σήμα μοναδιαίας κλίσης.
1.2.7. Ενέργεια και Ισχύς σημάτων διακριτού χρόνου 
Η ενέργεια, [image: ], ενός σήματος διακριτού χρόνου ορίζεται ως:
[image: ] (1.27)
Βέβαια, αν το σήμα είναι πραγματικό, τότε
[image: ]
Παράδειγμα.
Το σήμα [image: ]έχει ενέργεια
[image: ]
Η μέση ισχύς, [image: ], ενός σήματος διακριτού χρόνου ορίζεται ως:
[image: ] (1.28)
Βέβαια, αν το σήμα είναι πραγματικό, τότε
[image: ]
Παράδειγμα.
Για το σταθερό σήμα [image: ] ισχύει
[image: ]
οπότε το σήμα [image: ]έχει ισχύ
[image: ]
Αν το σήμα είναι περιοδικό με θεμελιώδη περίοδο [image: ], τότε η μέση ισχύς ορίζεται ως:
[image: ] (1.29)
Βέβαια, αν το σήμα είναι πραγματικό, τότε
[image: ]
Ένα σήμα λέγεται σήμα ενέργειας, αν έχει πεπερασμένη ενέργεια [image: ] και μηδενική ισχύ [image: ].
Ένα σήμα λέγεται σήμα ισχύος, αν έχει πεπερασμένη ισχύ [image: ] και άπειρη ενέργεια [image: ].
Παράδειγμα.
Το σήμα [image: ]έχει ενέργεια
[image: ]
Επίσης
[image: ]
οπότε το σήμα [image: ] έχει ισχύ
[image: ]
Άρα το σήμα [image: ] είναι σήμα ισχύος.
1.2.8. Η συχνότητα στα σήματα διακριτού χρόνου
Η συχνότητα έχει σχέση με την ημιτονοειδή ακολουθία της μορφής:
[image: ], (1.30)
όπου [image: ] είναι το πλάτος, [image: ] είναι η κυκλική συχνότητα (σε rad/δείγμα), [image: ] είναι η φάση (σε rad) και [image: ] είναι ο διακριτός χρόνος ([image: ]).
Η ημιτονοειδής ακολουθία είναι ένα περιοδικό σήμα με θεμελιώδη περίοδο
[image: ] (1.31)
μόνον όταν [image: ] είναι ρητός αριθμός και τότε ισχύει
[image: ], (1.32)
όπου [image: ] είναι η συχνότητα (σε κύκλους ανά δείγμα).
Τότε, τα παρακάτω σήματα ταυτίζονται:
[image: ]
όπου 
[image: ]. (1.33)
Επομένως, η περιοχή συχνοτήτων των σημάτων διακριτού χρόνου είναι πεπερασμένη:
[image: ] (1.34)
1.2.9. Σήματα διακριτού χρόνου σε προγραμματιστικό περιβάλλον
1-0-3-0-0-0
Ιδιαίτερη έμφαση δίνεται σε εργαστηριακές εφαρμογές σε προγραμματιστικό περιβάλλον με σκοπό την απόκτηση της ικανότητας χρήσης και προγραμματισμού αλγορίθμων που χρησιμοποιούνται στα Σήματα και Συστήματα με χρήση λογισμικών που έχουν καθιερωθεί στην επιστημονική κοινότητα: του εμπορικού λογισμικού Matlab (The MathWorks Inc., The Student Edition of MATLAB, Prentice-Hall, 1997) και του λογισμικού Octave (http://www.gnu.org/software/octave/octave.pdf), που είναι ελεύθερος κλώνος ανοικτού κώδικα του λογισμικού Matlab. Χρήσιμη βιβλιογραφία για Matlab είναι το βιβλίο The MathWorks Inc., 2005. Χρήσιμη ξενόγλωσση βιβλιογραφία για σήματα σε Matlab είναι τα βιβλία Ingle and Proakis, 2003 και Leis, 2011. Χρήσιμη ελληνόγλωσση βιβλιογραφία για σήματα σε Matlab είναι τα βιβλία Ασημάκης, 2008 (για σήματα και συστήματα διακριτού χρόνου) και Παρασκευάς, 2014 (για σήματα και συστήματα συνεχούς χρόνου). Χρήσιμη βιβλιογραφία για Octave είναι τα βιβλία Eaton, Bateman, Hauberg, Wehbring, 2011 και Hansen, 2011.
Ένα πραγματικό σήμα διακριτού χρόνου [image: ] αναπαρίσταται χρησιμοποιώντας δυο διανύσματα: το διάνυσμα του πλάτους και το διάνυσμα χρόνου. Το διάνυσμα του πλάτους περιέχει τις τιμές του πλάτους του σήματος και το διάνυσμα του χρόνου περιέχει τις αντίστοιχες τιμές χρόνου. Το διάνυσμα χρόνου μπορεί να οριστεί χρησιμοποιώντας τιμές για την αρχή και το τέλος του διανύσματος (n=[0:100];) ή μεταβλητές για την αρχή και το τέλος του διανύσματος (n1=0; n2=100; n=[n1:n2];). Το διάνυσμα πλάτους μπορεί να οριστεί χρησιμοποιώντας τιμές. Είναι προφανές ότι για να είναι ένα σήμα σωστά ορισμένο πρέπει το μήκος του διανύσματος πλάτους να είναι ίσο με το μήκος του διανύσματος χρόνου. Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση length μπορεί να υπολογιστεί το μήκος των διανυσμάτων. 
Για παράδειγμα, το πραγματικό σήμα διακριτού χρόνου [image: ] μπορεί να οριστεί χρησιμοποιώντας τις εντολές:
n=0:2;
x=[2 4 6];
Τα μιγαδικά σήματα διακριτού χρόνου έχουν πραγματικό και φανταστικό μέρος και βέβαια μέτρο και φάση. Επομένως, μπορούν να παρασταθούν με τρία διανύσματα ίσου μήκους, ένα διάνυσμα για τον χρόνο και δύο διανύσματα για το πραγματικό και το φανταστικό μέρος. Προαιρετικά μπορούν να χρησιμοποιηθούν δύο διανύσματα ίσου μήκους με το διάνυσμα του χρόνου για το μέτρο και τη φάση.
Στη συνέχεια δίνονται συναρτήσεις για τα βασικά σήματα διακριτού χρόνου. Ο προγραμματισμός των συναρτήσεων ακολουθεί τη λογική των συναρτήσεων κλασικής βιβλιογραφίας (Ingle and Proakis, 2003). Βέβαια, ο προγραμματισμός παρόμοιων συναρτήσεων μπορεί να γίνει με πολλούς τρόπους, που ταιριάζουν στο στυλ προγραμματισμού του προγραμματιστή.
Η συνάρτηση signalimp παράγει το σήμα μοναδιαίου δείγματος [image: ].
function [x,n]=signalimp(n0,n1,n2)
% discrete impulse signal
% δ(n-n0) n=n1..n2
n=[n1:n2];
x=[(n-n0)==0];
Η συνάρτηση signalimp έχει εισόδους τις παραμέτρους n1 και n2 που ορίζουν τη διάρκεια [image: ] του σήματος και την παράμετρο n0 που αντιστοιχεί στη χρονική στιγμή [image: ]που εμφανίζεται το μοναδιαίο δείγμα. Η συνάρτηση έχει εξόδους το διάνυσμα n του χρόνου και το διάνυσμα x του πλάτους. Ιδιαίτερη προσοχή απαιτείται ώστε να ισχύει [image: ]. Έτσι, για παράδειγμα, για την παραγωγή του σήματος [image: ] απαιτείται η κλήση [x,n]=signalimp(0,-10,10), ενώ για την παραγωγή του σήματος [image: ] απαιτείται η κλήση [x,n]=signalimp(2,-10,10).
Βέβαια, η συνάρτηση θα μπορούσε να αντιμετωπιστεί προγραμματιστικά με άλλους τρόπους. Ενδεικτικά παρουσιάζεται ένας από αυτούς:
n=[n1:n2];
x=zeros(1,length(n));
x(n0-n1+1)=1;
Επίσης, η συνάρτηση θα μπορούσε να εμπλουτιστεί με εντολές ελέγχου της συνθήκης [image: ].
Η συνάρτηση signalstep παράγει το σήμα μοναδιαίου βήματος [image: ].
function [x,n]=signalstep(n0,n1,n2)
% discrete step signal
% u(n-n0) n=n1..n2
n=[n1:n2];
x=[(n-n0)>=0];
Η συνάρτηση signalstep έχει εισόδους τις παραμέτρους n1 και n2 που ορίζουν τη διάρκεια [image: ]του σήματος και την παράμετρο n0 που αντιστοιχεί στη χρονική στιγμή [image: ] που εμφανίζεται το μοναδιαίο βήμα. Η συνάρτηση έχει εξόδους το διάνυσμα n του χρόνου και το διάνυσμα x του πλάτους. Ιδιαίτερη προσοχή απαιτείται ώστε να ισχύει [image: ]. Έτσι, για παράδειγμα, για την παραγωγή του σήματος [image: ] απαιτείται η κλήση [x,n]=signalstep(0,-10,10), ενώ για την παραγωγή του σήματος [image: ] απαιτείται η κλήση [x,n]=signalstep(2,-10,10).
Η συνάρτηση signalsin παράγει το ημιτονοειδές σήμα [image: ].
function [x,n]=signalsin(a,w,f,n1,n2)
% discrete sinusoidal signal
% x(n)=a*sin(w*n+f) n=n1..n2
n=[n1:n2];
x=a*sin(w.*n+f);
Η συνάρτηση signalsin έχει εισόδους τις παραμέτρους n1 και n2 που ορίζουν τη διάρκεια [image: ]του σήματος, την παράμετρο a που αντιστοιχεί στο πλάτος [image: ], την παράμετρο w που αντιστοιχεί στη συχνότητα [image: ]και την παράμετρο f που αντιστοιχεί στη φάση [image: ] του σήματος. Η συνάρτηση έχει εξόδους το διάνυσμα n του χρόνου και το διάνυσμα x του πλάτους. Ιδιαίτερη προσοχή απαιτείται ώστε να ισχύει [image: ]. Έτσι, για παράδειγμα, για την παραγωγή του σήματος [image: ] απαιτείται η κλήση [x,n]=signalsin(3,0.2,pi,-20,20).
Η συνάρτηση signalrexp παράγει το πραγματικό εκθετικό σήμα [image: ].
function [x,n]=signalrexp(r,n1,n2)
% discrete real exp signal
% r^n n=n1..n2
n=[n1:n2];
x=r.^n;
Η συνάρτηση signalrexp έχει εισόδους τις παραμέτρους n1 και n2 που ορίζουν τη διάρκεια [image: ]του σήματος και την παράμετρο r που αντιστοιχεί στη βάση [image: ]του εκθετικού σήματος. Η συνάρτηση έχει εξόδους το διάνυσμα n του χρόνου και το διάνυσμα x του πλάτους. Ιδιαίτερη προσοχή απαιτείται ώστε να ισχύει [image: ]. Έτσι, για παράδειγμα, για την παραγωγή του σήματος [image: ] απαιτείται η κλήση [x,n]=signalrexp(1.4,0,10).
Παρατήρηση. Η τελεία στην τελευταία εντολή αφορά στην πράξη ύψωση σε δύναμη που γίνεται με κάθε τιμή του διανύσματος n=[n1:n2].
Η συνάρτηση signaliexp παράγει το φανταστικό εκθετικό σήμα [image: ].
function [rex,imx,mx,fx,n]=signaliexp(w,n1,n2)
% discrete imaginary exp signal
% exp(jwn)=cos(wn)+jsin(wn) n=n1..n2
n=[n1:n2];
rex=cos(w*n);
imx=sin(w*n);
mx=1.^n;
fx=w*n;
Η συνάρτηση signaliexp έχει εισόδους τις παραμέτρους n1 και n2 που ορίζουν τη διάρκεια [image: ]του σήματος και την παράμετρο w που αντιστοιχεί στη συχνότητα [image: ] του φανταστικού εκθετικού σήματος. Η συνάρτηση έχει εξόδους το διάνυσμα n του χρόνου και τα διανύσματα rex,imx,mx,fx του πραγματικού μέρους, του φανταστικού μέρους, του πλάτους και της φάσης, αντίστοιχα. Ιδιαίτερη προσοχή απαιτείται ώστε να ισχύει [image: ]. Έτσι, για παράδειγμα, για την παραγωγή του σήματος [image: ] απαιτείται η κλήση [x,n]=signaliexp(0.2,-10,10) .
Η συνάρτηση signalcexp παράγει το φανταστικό εκθετικό σήμα [image: ]
function [rex,imx,mx,fx,n]=signalcexp(r,w,n1,n2)
% discrete complex exp signal
% r^n*exp(jwn)=(r^n)*{cos(wn)+jsin(wn)} n=n1..n2
n=[n1:n2];
mx=r.^n;
fx=w*n;
rex=mx.*cos(w*n);
imx=mx.*sin(w*n);
Η συνάρτηση signalcexp έχει εισόδους τις παραμέτρους n1 και n2 που ορίζουν τη διάρκεια [image: ]του σήματος, την παράμετρο r που αντιστοιχεί στη βάση [image: ]και την παράμετρο w που αντιστοιχεί στη συχνότητα [image: ] του φανταστικού εκθετικού σήματος. Η συνάρτηση έχει εξόδους το διάνυσμα n του χρόνου και τα διανύσματα rex,imx,mx,fx του πραγματικού μέρους, του φανταστικού μέρους, του πλάτους και της φάσης, αντίστοιχα. Ιδιαίτερη προσοχή απαιτείται ώστε να ισχύει [image: ]. Έτσι, για παράδειγμα, για την παραγωγή του σήματος [image: ] απαιτείται η κλήση [x,n]=signalcexp(0.8,0.2,-10,10) .
1.3. Σήματα συνεχούς χρόνου
1-2-0-0-5-6
1.3.1. Το σήμα συνεχούς χρόνου ως συνάρτηση
Ένα σήμα συνεχούς χρόνου παριστάνεται μαθηματικά ως μία συνάρτηση. Η ανεξάρτητη μεταβλητή ονομάζεται χρόνος και συμβολίζεται με [image: ]. Πρόκειται για συνεχή μεταβλητή που δέχεται ως τιμή οποιοδήποτε πραγματικό αριθμό. Η εξαρτημένη μεταβλητή ονομάζεται πλάτος και συμβολίζεται με [image: ]. Το πλάτος μπορεί να πάρει πραγματικές ή μιγαδικές τιμές. Αν το πλάτος είναι πραγματικό, τότε το σήμα είναι πραγματικό σήμα συνεχούς χρόνου. Αν το πλάτος είναι μιγαδικό, τότε το σήμα είναι μιγαδικό σήμα συνεχούς χρόνου. Το μιγαδικό σήμα συνεχούς χρόνου παριστάνεται μαθηματικά ως:
[image: ] (1.35)
όπου
- [image: ] είναι η πραγματική συνιστώσα του [image: ]
- [image: ] είναι η φανταστική συνιστώσα του [image: ]
- [image: ] είναι το μέτρο του [image: ]
- [image: ] είναι η φάση του [image: ]
1.3.2. Διάρκεια σημάτων συνεχούς χρόνου
Τα σήματα συνεχούς χρόνου διακρίνονται με κριτήριο τη διάρκειά τους σε σήματα πεπερασμένης διάρκειας και σήματα άπειρης διάρκειας. 
Ένα σήμα είναι πεπερασμένης διάρκειας, όταν το σήμα υπάρχει σε ένα διάστημα χρόνου, δηλαδή αρχίζει κάποια χρονική στιγμή και τελειώνει κάποια άλλη χρονική στιγμή. Αυτό σημαίνει ότι έξω από αυτό το διάστημα χρόνου το σήμα δεν υπάρχει, δηλαδή είναι μηδενικό: [image: ].
Ένα σήμα συνεχούς χρόνου είναι σήμα άπειρης διάρκειας, όταν τουλάχιστον ένα από τα [image: ] είναι άπειρο.
1.3.3. Αιτιότητα σημάτων συνεχούς χρόνου
Τα σήματα συνεχούς χρόνου διακρίνονται σε αιτιατά σήματα και σε μη αιτιατά ή αναιτιατά σήματα με κριτήριο τον χρόνο έναρξης ή λήξης τους. 
Ένα σήμα είναι αιτιατό, όταν είναι μηδενικό για αρνητικές χρονικές στιγμές: 
[image: ] (1.36)
Ένα σήμα είναι αναιτιατό ή μη αιτιατό, όταν είναι μηδενικό για θετικές χρονικές στιγμές: 
[image: ] (1.37)
1.3.4. Περιοδικότητα σημάτων συνεχούς χρόνου
Ένα σήμα συνεχούς χρόνου [image: ] λέγεται περιοδικό, όταν υπάρχει ένας θετικός αριθμός [image: ]για τον οποίο ισχύει:
[image: ] (1.38)
Ο σταθερός αριθμός [image: ]λέγεται περίοδος. Η ελάχιστη δυνατή περίοδος είναι γνωστή ως θεμελιώδης περίοδος.
1.3.5. Συμμετρία 
1.3.5.1. Συμμετρία πραγματικού σήματος συνεχούς χρόνου
Ένα σήμα συνεχούς χρόνου [image: ]λέγεται άρτιο, όταν ισχύει
[image: ]  (1.39)
οπότε το σήμα έχει άξονα συμμετρίας τον άξονα των τεταγμένων.
Ένα σήμα συνεχούς χρόνου [image: ]λέγεται περιττό, όταν ισχύει
[image: ] (1.40)
οπότε το σήμα έχει κέντρο συμμετρίας την αρχή των αξόνων:
Παρατήρηση.
Αν ένα σήμα [image: ]είναι περιττό, τότε [image: ].
Πράγματι, για [image: ] έχουμε [image: ].
Κάθε πραγματικό σήμα συνεχούς χρόνου [image: ] μπορεί να αναλυθεί σε άθροισμα άρτιου (even) σήματος [image: ]και περιττού (odd) σήματος [image: ]:
[image: ] (1.41)
όπου
[image: ] (1.42)
[image: ] (1.43)
1.3.5.2. Συμμετρία μιγαδικού σήματος συνεχούς χρόνου
Ένα σήμα συνεχούς χρόνου λέγεται συζυγές συμμετρικό, όταν
[image: ] (1.44)
Ένα σήμα συνεχούς χρόνου λέγεται συζυγές αντισυμμετρικό, όταν
[image: ] (1.45)
Παρατήρηση: [image: ]συμβολίζει το συζυγές του [image: ].
1.3.6. Βασικά σήματα συνεχούς χρόνου
1.3.6.1. Σήμα μοναδιαίου παλμού
Το σήμα μοναδιαίου παλμού ή συνάρτηση δέλτα του Dirac, ορίζεται μέσω ενός γενικευμένου ολοκληρώματος να είναι μία απεικόνιση [image: ] για την οποία ισχύει:
[image: ] (1.46)
όπου [image: ] είναι συνεχής συνάρτηση στο [image: ].
Αν για κάθε πραγματικό αριθμό [image: ] ισχύει [image: ], τότε η (1.46) δίνει
[image: ] (1.47)
Στη βιβλιογραφία, για παράδειγμα στο βιβλίο (Hsu, 1995, σελ. 7), αναφέρεται η σχέση:
[image: ] (1.48) 
Ιδιότητες.
Ιδιότητα 1. 
[image: ] (1.49) 
όπου [image: ] είναι συνεχής συνάρτηση στο [image: ].
Απόδειξη.
Θέτοντας [image: ], έχουμε [image: ] και [image: ], οπότε
[image: ] 
Ιδιότητα 2. 
[image: ] (1.50)
όπου [image: ] είναι συνεχής συνάρτηση στο [image: ] και [image: ].
Απόδειξη.
[image: ] 
Ιδιότητα 3. 
[image: ] (1.51)
Απόδειξη.
Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση.  
Ιδιότητα 4.
[image: ] (1.52)
Απόδειξη.
Θέτοντας [image: ] στην προηγούμενη ιδιότητα, προκύπτει:
[image: ]. 
Προφανώς, η συνάρτηση [image: ]είναι άρτια.
1.3.6.2. Μοναδιαίο βηματικό σήμα
Το μοναδιαίο βηματικό σήμα ορίζεται μαθηματικά ως:
[image: ] (1.53)
Παρατηρήσεις.
Η συνάρτηση [image: ]είναι ασυνεχής.
Τα σήματα [image: ]και [image: ]συνδέονται με τη σχέση: 
[image: ] (1.54)
1.3.6.3. Ημιτονοειδές σήμα συνεχούς χρόνου
Το ημιτονοειδές σήμα συνεχούς χρόνου ορίζεται μαθηματικά ως:
[image: ] (1.55)
όπου [image: ] είναι το πλάτος, [image: ] είναι η συχνότητα και [image: ] είναι η φάση.
Το ημιτονοειδές σήμα συνεχούς χρόνου είναι περιοδικό με θεμελιώδη περίοδο [image: ].
Πράγματι, για να ισχύει [image: ], πρέπει να ισχύει [image: ], δηλαδή [image: ] ή [image: ]. Αυτό σημαίνει ότι το ημιτονοειδές σήμα είναι περιοδικό με περίοδο [image: ] και θεμελιώδη περίοδο 
[image: ]. (1.56)
Για παράδειγμα, το ημιτονοειδές σήμα [image: ] είναι περιοδικό με περίοδο [image: ].
Επίσης, στο Σχήμα 1.14 φαίνεται η μεταβολή φάσης για τα ημιτονοειδή σήματα [image: ] και [image: ].
[image: ]
Σχήμα 1.14 Μεταβολή φάσης ημιτονοειδούς σήματος συνεχούς χρόνου.
Τέλος, στο Σχήμα 1.15 φαίνεται η μεταβολή συχνότητας για τα ημιτονοειδή σήματα [image: ] και [image: ].
[image: ]
Σχήμα 1.15 Μεταβολή συχνότητας ημιτονοειδούς σήματος συνεχούς χρόνου.
1.3.6.4. Πραγματικό εκθετικό σήμα συνεχούς χρόνου
Το πραγματικό εκθετικό σήμα συνεχούς χρόνου ορίζεται μαθηματικά ως:
[image: ]  (1.57)
Όταν [image: ], τότε το πραγματικό εκθετικό σήμα είναι αύξουσα συνάρτηση (ως προς [image: ]), όταν [image: ], τότε το πραγματικό εκθετικό σήμα είναι φθίνουσα συνάρτηση (ως προς [image: ]) και όταν [image: ], τότε το πραγματικό εκθετικό σήμα είναι μία σταθερή συνάρτηση. Στο Σχήμα 1.16 παρουσιάζονται τα σήματα [image: ] και [image: ]
[image: ]
Σχήμα 1.16 Πραγματικό εκθετικό σήμα συνεχούς χρόνου.
1.3.6.5. Φανταστικό εκθετικό σήμα συνεχούς χρόνου
Το φανταστικό εκθετικό σήμα συνεχούς χρόνου ορίζεται μαθηματικά ως:
[image: ] (1.58)
Χρησιμοποιώντας την ταυτότητα του Euler
[image: ] (1.59)
έχουμε
[image: ] (1.60)
όπου
- [image: ] είναι η πραγματική συνιστώσα του [image: ]
- [image: ] είναι η φανταστική συνιστώσα του [image: ]
- [image: ] είναι το μέτρο του [image: ]
- [image: ] είναι η φάση του [image: ]
Το φανταστικό εκθετικό σήμα συνεχούς χρόνου είναι περιοδικό με θεμελιώδη περίοδο [image: ].
Πράγματι, για να ισχύει [image: ], πρέπει να ισχύει [image: ], δηλαδή [image: ] ή [image: ] . Αυτό σημαίνει ότι το φανταστικό εκθετικό σήμα είναι περιοδικό με περίοδο [image: ] και θεμελιώδη περίοδο 
[image: ]. (1.61)
1.3.6.6. Μιγαδικό εκθετικό σήμα συνεχούς χρόνου
Το μιγαδικό εκθετικό σήμα συνεχούς χρόνου ορίζεται μαθηματικά ως:
[image: ] (1.62) 
όπου
- [image: ] είναι η πραγματική συνιστώσα του [image: ]
- [image: ] είναι η φανταστική συνιστώσα του [image: ]
- [image: ] είναι το μέτρο του [image: ]
- [image: ] είναι η φάση του [image: ]
Όταν [image: ], τότε το πραγματικό και το φανταστικό μέρος είναι ημιτονοειδή σήματα (σταθερή ταλάντωση), όταν [image: ] είναι αυξάνοντα ημιτονοειδή σήματα (αύξουσα ταλάντωση) και όταν [image: ] είναι φθίνοντα ημιτονοειδή σήματα (φθίνουσα ταλάντωση).
Στη βιβλιογραφία (McClellan, Schafer, & Yoder, 2006) το μιγαδικό εκθετικό σήμα συνεχούς χρόνου ορίζεται μαθηματικά ως:
[image: ]
όπου [image: ] είναι το πλάτος, [image: ] είναι η συχνότητα (σε rad/sec) και [image: ] είναι η φάση.
Τότε το μιγαδικό εκθετικό σήμα συνεχούς χρόνου γράφεται:
[image: ]
όπου
[image: ] είναι το μιγαδικό πλάτος, αφού ([image: ]), που ονομάζεται και φάσορας.
1.3.7. Ενέργεια και Ισχύς σημάτων συνεχούς χρόνου 
Η ενέργεια, [image: ], ενός μη περιοδικού σήματος συνεχούς χρόνου ορίζεται ως:
[image: ] (1.63)
Βέβαια, αν το σήμα είναι πραγματικό, τότε
[image: ]
Παράδειγμα.
Το σήμα [image: ] έχει ενέργεια
[image: ].
Η μέση ισχύς, [image: ], ενός σήματος συνεχούς χρόνου ορίζεται ως:
[image: ] (1.64)
Βέβαια, αν το σήμα είναι πραγματικό, τότε
[image: ]
Παράδειγμα.
Για το σήμα [image: ] ισχύει
[image: ],
οπότε 
[image: ].
Αν το σήμα είναι περιοδικό με θεμελιώδη περίοδο [image: ], τότε η μέση ισχύς ορίζεται ως:
[image: ] (1.65)
Βέβαια, αν το σήμα είναι πραγματικό, τότε
[image: ]
Ένα σήμα λέγεται σήμα ενέργειας, αν έχει πεπερασμένη ενέργεια [image: ] και μηδενική ισχύ [image: ].
Ένα σήμα λέγεται σήμα ισχύος, αν έχει πεπερασμένη ισχύ [image: ] και άπειρη ενέργεια [image: ].
1.3.8. Η συχνότητα στα σήματα συνεχούς χρόνου
Η συχνότητα έχει σχέση με την αρμονική ταλάντωση, δηλαδή με την περιοδική κίνηση που περιγράφεται από ημιτονοειδή συνάρτηση της μορφής:
[image: ] (1.66)
όπου [image: ] είναι το πλάτος, [image: ] είναι η κυκλική συχνότητα (σε rad/sec), [image: ] είναι η φάση (σε rad) και [image: ] είναι ο συνεχής χρόνος ([image: ]).
Η αρμονική ταλάντωση είναι ένα περιοδικό αναλογικό σήμα με θεμελιώδη περίοδο
[image: ] (1.67)
και ισχύει:
[image: ] (1.68)
όπου [image: ] είναι η συχνότητα (σε κύκλους ανά δευτερόλεπτο: Hz).
Χρησιμοποιώντας την ταυτότητα το Euler, έχουμε:
[image: ]
που σημαίνει ότι η συχνότητα μπορεί να είναι θετική ή αρνητική:
[image: ] (1.69)
Επομένως, η περιοχή συχνοτήτων των σημάτων συνεχούς χρόνου είναι άπειρη:
[image: ] (1.70)
Στον Πίνακα 1.4 παρουσιάζεται η συχνότητα στα σήματα συνεχούς και διακριτού χρόνου.
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Πίνακας 1.4 Η συχνότητα στα σήματα συνεχούς και διακριτού χρόνου.
Επειδή η περίοδος είναι θετικός αριθμός, γίνεται κατανοητό ότι η περίοδος [image: ]των σημάτων συνεχούς χρόνου μπορεί να είναι οποιοσδήποτε θετικός αριθμός ([image: ]), ενώ η περίοδος [image: ] των σημάτων διακριτού χρόνου μπορεί να είναι οποιοσδήποτε θετικός ακέραιος αριθμός μεγαλύτερος του [image: ] ([image: ]).
1.3.9. Σήματα συνεχούς χρόνου σε προγραμματιστικό περιβάλλον 
1-0-0-0-5-0
Ένα πραγματικό σήμα συνεχούς χρόνου [image: ]αναπαρίσταται χρησιμοποιώντας δυο διανύσματα: το διάνυσμα του πλάτους, που περιέχει τις τιμές του πλάτους του σήματος και το διάνυσμα του χρόνου, που περιέχει τις αντίστοιχες τιμές χρόνου. Το διάνυσμα χρόνου μπορεί να οριστεί χρησιμοποιώντας τιμές για την αρχή, το βήμα χρόνου και το τέλος του διανύσματος. Το διάνυσμα πλάτους μπορεί να οριστεί χρησιμοποιώντας πράξεις με το διάνυσμα του χρόνου. Είναι προφανές ότι για να είναι ένα σήμα σωστά ορισμένο πρέπει το μήκος του διανύσματος πλάτους να είναι ίσο με το μήκος του διανύσματος χρόνου. Για παράδειγμα, το σήμα συνεχούς χρόνου [image: ] μπορεί να οριστεί χρησιμοποιώντας τις εντολές:
t=0:0.1:10;
x=10*t+2;
Τα μιγαδικά σήματα συνεχούς χρόνου έχουν πραγματικό και φανταστικό μέρος και βέβαια μέτρο και φάση. Επομένως, μπορούν να παρασταθούν με τρία διανύσματα ίσου μήκους, ένα διάνυσμα για τον χρόνο και δύο διανύσματα για το πραγματικό και το φανταστικό μέρος. Προαιρετικά μπορούν να χρησιμοποιηθούν δύο διανύσματα ίσου μήκους με το διάνυσμα του χρόνου για το μέτρο και τη φάση.
1.4. Δειγματοληψία
1-2-0-0-0-0
1.4.1. Μετατροπή αναλογικού σε ψηφιακό
Τα σήματα συνεχούς χρόνου δεν μπορούμε να τα επεξεργαστούμε σε ψηφιακό περιβάλλον, δηλαδή με ψηφιακά μέσα. Επομένως, υπάρχει η ανάγκη μετατροπής τους σε ψηφιακά σήματα. Έτσι προκύπτει η σχέση των σημάτων συνεχούς χρόνου και των σημάτων διακριτού χρόνου. Η μετατροπή αναλογικού σε ψηφιακό (analog to digital conversion – ADC) είναι η διαδικασία μετατροπής ενός αναλογικού σήματος σε ψηφιακό. Η μετατροπή ψηφιακού σε αναλογικό (digital to analog conversion – DAC) είναι η διαδικασία μετατροπής ενός ψηφιακού σήματος σε αναλογικό.
Η μετατροπή αναλογικού σε ψηφιακό (analog to digital conversion – ADC) γίνεται σε τρία στάδια:
- περιοδική δειγματοληψία (sampling), όπου ένα σήμα συνεχούς χρόνου μετατρέπεται σε μία ακολουθία διακριτού χρόνου, παίρνοντας δείγματα του σήματος συνεχούς χρόνου σε ακέραια πολλαπλάσια της περιόδου δειγματοληψίας 
- κβάντιση (quantisation), όπου η ακολουθία διακριτού χρόνου συνεχούς πλάτους, που προκύπτει από τη δειγματοληψία, μετατρέπεται σε μία ακολουθία διακριτού χρόνου διακριτού πλάτους 
- κωδικοποίηση (encoding), όπου το ψηφιακό σήμα, που προκύπτει από την κβάντιση, μετατρέπεται σε μία ακολουθία κωδικών λέξεων, όπου κάθε διακριτή τιμή αντιστοιχεί σε έναν αριθμό bit.
1.4.2. Περιοδική Δειγματοληψία
Η περιοδική δειγματοληψία είναι πολύ σημαντική γιατί συνδέει τον αναλογικό κόσμο με τον ψηφιακό κόσμο. Περιοδική δειγματοληψία (sampling) είναι η διαδικασία μετατροπής ενός σήματος συνεχούς χρόνου [image: ] σε μία ακολουθία διακριτού χρόνου [image: ] εξάγοντας και συγκρατώντας τις τιμές του σήματος συνεχούς χρόνου σε ακέραια πολλαπλάσια της περιόδου δειγματοληψίας [image: ], δηλαδή σε διακριτές χρονικές στιγμές:
[image: ] (1.71)
Ο ρυθμός δειγματοληψίας (σε δείγματα ανά sec) ή συχνότητα δειγματοληψίας (σε Hz) είναι:
[image: ] (1.72)
Για παράδειγμα, δίνεται το αναλογικό σήμα [image: ].
Θέτοντας
[image: ]
έχουμε:
[image: ]
δηλαδή
[image: ]
Άρα
[image: ] (1.73)
και
[image: ] (1.74)
Όμως
[image: ]
οπότε
[image: ]
δηλαδή
[image: ] (1.75)
Επίσης
[image: ]
οπότε
[image: ]
δηλαδή
[image: ] (1.76)
Αυτό σημαίνει ότι με την περιοδική δειγματοληψία ενός σήματος συνεχούς χρόνου πρέπει να γίνει αντιστοίχιση μίας περιοχής συχνοτήτων απείρου εύρους σε μία περιοχή συχνοτήτων πεπερασμένου εύρους.
1.4.3. Θεώρημα δειγματοληψίας 
Η συχνότητα με την οποία λαμβάνονται δείγματα ενός σήματος κατά τη διαδικασία της περιοδικής δειγματοληψίας πρέπει να είναι τουλάχιστον διπλάσια από τη μεγαλύτερη συχνότητα που περιέχεται στο σήμα
[image: ]  (1.77)
Η συχνότητα [image: ] αναφέρεται ως όριο Nyquist.
Το Θεώρημα αναφέρεται ως θεώρημα Shannon.
Αν τηρείται το Θεώρημα δειγματοληψίας, τότε είναι δυνατή η ανακατασκευή του αναλογικού σήματος από τα δείγματα.
Για παράδειγμα θεωρούμε την περιοδική δειγματοληψία του ημιτονοειδούς αναλογικού σήματος
[image: ]
με ρυθμό δειγματοληψίας 
[image: ]
Η δειγματοληψία παράγει το σήμα διακριτού χρόνου
[image: ]
όπου
[image: ]
Αν [image: ], τότε [image: ]
δηλαδή αν τηρείται το Θεώρημα δειγματοληψίας, τότε υπάρχει ένα-προς-ένα αντιστοίχιση [image: ] και [image: ], με αποτέλεσμα να είναι δυνατή η ανακατασκευή του αναλογικού σήματος από τα δείγματα.
Αν δεν τηρείται το Θεώρημα δειγματοληψίας, τότε δεν είναι δυνατή η ανακατασκευή του αναλογικού σήματος από τα δείγματα, γιατί εμφανίζεται το φαινόμενο της επικάλυψης ή παραποίησης (aliasing).
Για παράδειγμα θεωρούμε την περιοδική δειγματοληψία των ημιτονοειδών αναλογικών σημάτων
[image: ]
όπου για [image: ] ισχύει
[image: ]
που σημαίνει ότι οι συχνότητες [image: ]είναι εκτός της περιοχής συχνοτήτων [image: ], δηλαδή δεν τηρείται το Θεώρημα δειγματοληψίας.
Η περιοδική δειγματοληψία των αναλογικών σημάτων με ρυθμό δειγματοληψίας [image: ] παράγει το σήμα διακριτού χρόνου
[image: ]
όπου
[image: ].
Το σήμα που προκύπτει είναι ίσο με το σήμα [image: ] που προέρχεται από τη δειγματοληψία του ημιτονοειδούς αναλογικού σήματος [image: ]. Άρα υπάρχει άπειρο πλήθος ημιτονοειδών σημάτων συνεχούς χρόνου που αντιστοιχούν στην ίδια ακολουθία διακριτού χρόνου. Οι συχνότητες [image: ]δεν μπορούν να διακριθούν από τη συχνότητα μετά τη δειγματοληψία και ονομάζονται αντίγραφα (aliases) της συχνότητας , από όπου προκύπτει και το όνομα του φαινομένου της επικάλυψης ή παραποίησης (aliasing).
Το θεώρημα δειγματοληψίας εξασφαλίζει τη δυνατότητα πλήρους ανακατασκευής του αναλογικού σήματος [image: ]από τα δείγματα [image: ]. Ένα σήμα συνεχούς χρόνου [image: ] που δεν έχει συχνότητες μεγαλύτερες της [image: ]μπορεί να ανακατασκευαστεί πλήρως από τα δείγματα [image: ], αν η συχνότητα δειγματοληψίας [image: ] ικανοποιεί τη σχέση [image: ]. 
Παρατηρήσεις:
1. Η ισότητα ισχύει αν το αναλογικό σήμα [image: ] δεν περιέχει τη συχνότητα [image: ].
2. Είναι σημαντικό να τονιστεί ότι δεν υπάρχει όφελος να γίνει δειγματοληψία με συχνότητα μεγαλύτερη της συχνότητας του ορίου Nyquist, γιατί η ανακατασκευή του αναλογικού σήματος είναι έτσι κι αλλιώς δυνατή.
3. Είναι δυνατή η δειγματοληψία με συχνότητα μικρότερη της συχνότητας του ορίου Nyquist στην ειδική περίπτωση όπου το σήμα πληροφορίας (χρήσιμο σήμα) περιέχει τις συχνότητες [image: ] και ο θόρυβος (άχρηστο σήμα) περιέχει τις συχνότητες [image: ]. Τότε μπορεί να γίνει δειγματοληψία με συχνότητα [image: ] (όριο Nyquist), γιατί αν και θα παρουσιαστεί το φαινόμενο της επικάλυψης, αλλοίωση θα υποστούν μόνον οι συχνότητες του θορύβου και όχι του σήματος πληροφορίας. Βασική υπόθεση είναι το σήμα πληροφορίας (χρήσιμο σήμα) και ο θόρυβος (άχρηστο σήμα) δεν περιέχουν κοινές συχνότητες.
1.4.4. Ανακατασκευή αναλογικού σήματος από τα δείγματα
Αν το αναλογικό σήμα [image: ] έχει πεπερασμένο εύρος συχνοτήτων, δηλαδή δεν έχει συχνότητες μεγαλύτερες της [image: ] και γίνει δειγματοληψία με συχνότητα δειγματοληψίας [image: ] που ικανοποιεί τη σχέση [image: ], οπότε από τη δειγματοληψία προκύπτει το σήμα διακριτού χρόνου [image: ], τότε είναι δυνατή η πλήρης ανακατασκευή του αναλογικού σήματος από τα δείγματα:
[image: ] (1.78)
όπου
[image: ] (1.79)
είναι η συνάρτηση δειγματοληψίας (sine cardinal – sinc). 
Η συνάρτηση δειγματοληψίας υπάρχει στο διάστημα [image: ], για αυτό δεν είναι δυνατή η ανακατασκευή σε πραγματικό χρόνο.
Οπότε η ανακατασκευή του αναλογικού σήματος γίνεται με χρήση της συνάρτησης [image: ]:
[image: ] (1.80)
όπου συνήθως χρησιμοποιείται 
α. η κλιμακωτή συνάρτηση
[image: ] (1.81)
β. η τριγωνική συνάρτηση
[image: ] (1.82)
γ. η χρονικά περιορισμένη συνάρτηση δειγματοληψίας
[image: ] (1.83)
με [image: ]θετικό ακέραιο αριθμό.
1.5. Λυμένες Ασκήσεις
Σήματα διακριτού χρόνου 
1-2-3-4-0-0
1. Το γινόμενο ενός άρτιου σήματος διακριτού χρόνου επί ένα περιττό σήμα διακριτού χρόνου είναι ένα περιττό σήμα διακριτού χρόνου.
Λύση.
Έστω ότι:
το σήμα [image: ] είναι άρτιο: [image: ] 
και 
το σήμα [image: ] είναι περιττό: [image: ] 
Τότε για το γινόμενό τους [image: ] χρησιμοποιώντας τις παραπάνω ισότητες μπορούμε να γράψουμε: 
[image: ]
που σημαίνει ότι το σήμα [image: ]είναι περιττό.
2. Το άθροισμα των τιμών περιττού σήματος διακριτού χρόνου είναι μηδέν.
Λύση.
Έστω ότι το σήμα [image: ] είναι περιττό: [image: ] 
Τότε το άθροισμα των τιμών του είναι:
[image: ]
Γιατί [image: ], για κάθε περιττό σήμα όπως αποδείχθηκε στην παράγραφο 3.5.
3. Να εξετάσετε ως προς τη συμμετρία το σήμα [image: ].
Λύση.
[image: ]
Οπότε,
[image: ]
και
[image: ]
Άρα
[image: ],
δηλαδή το σήμα [image: ] είναι συζυγές αντισυμμετρικό.
4. Να εξετάσετε ως προς την περιοδικότητα το σήμα [image: ]
Λύση.
Το σήμα [image: ] έχει συχνότητα [image: ], που είναι ρητό πολλαπλάσιο του [image: ] και είναι περιοδικό με θεμελιώδη περίοδο [image: ].
Το σήμα [image: ] έχει συχνότητα [image: ], που είναι ρητό πολλαπλάσιο του [image: ] και είναι περιοδικό με θεμελιώδη περίοδο [image: ].
Γενικά ισχύει ότι: το άθροισμα δύο περιοδικών σημάτων με θεμελιώδεις περιόδους και είναι περιοδικό σήμα με θεμελιώδη περίοδο ίση με [image: ].
 
Επομένως, το άθροισμα [image: ] είναι περιοδικό με θεμελιώδη περίοδο
[image: ]
5. Να διερευνήσετε αν το σήμα [image: ]είναι σήμα ενέργειας ή σήμα ισχύος.
Λύση.
Το σήμα[image: ]
έχει ενέργεια
[image: ]
Επίσης
[image: ]
οπότε το σήμα [image: ]έχει ισχύ
[image: ]
Άρα το σήμα [image: ]είναι σήμα ενέργειας.
Σήματα συνεχούς χρόνου
1-2-0-0-5-6
1. Να χρησιμοποιήσετε την ταυτότητα του Euler για να εκφράσετε το [image: ]και το [image: ]συναρτήσει των [image: ] και [image: ].
Λύση.
Από την ταυτότητα του Euler έχουμε:
[image: ]
και
[image: ]
Αθροίζοντας κατά μέλη παίρνουμε:
[image: ],
οπότε
[image: ]
Αφαιρώντας κατά μέλη παίρνουμε:
[image: ]
οπότε
[image: ]
2. Να εξετάσετε ως προς τη συμμετρία το σήμα συνεχούς χρόνου [image: ].
Λύση.
Το σήμα [image: ] είναι περιττό, γιατί μπορούμε να γράψουμε
[image: ]
3. Δίνεται το σήμα συνεχούς χρόνου [image: ] 
Να αναλύσετε το σήμα σε άθροισμα άρτιας και περιττής συνιστώσας.
Λύση.
Το σήμα αναλύεται σε άθροισμα άρτιου και περιττού μέρους ως εξής:
άρτια συνιστώσα:
[image: ]
περιττή συνιστώσα:
[image: ]
Άρα [image: ].
4. Να εξετάσετε ως προς την περιοδικότητα το σήμα συνεχούς χρόνου [image: ]. 
Λύση.
Το σήμα [image: ] έχει συχνότητα [image: ] και είναι περιοδικό με θεμελιώδη περίοδο [image: ].
Δειγματοληψία 
1-2-0-0-0-0
1. Δίνεται το ημιτονοειδές αναλογικό σήμα
[image: ]
Να υπολογίσετε την ελάχιστη συχνότητα δειγματοληψίας ώστε να τηρείται το Θεώρημα δειγματοληψίας. 
Να υπολογίσετε το σήμα διακριτού χρόνου, που προκύπτει από δειγματοληψία με αυτήν την ελάχιστη συχνότητα.
Λύση.
Η συχνότητα του ημιτονοειδούς αναλογικού σήματος είναι [image: ]. Επομένως, η ελάχιστη συχνότητα δειγματοληψίας ώστε να τηρείται το Θεώρημα δειγματοληψίας είναι ίση με [image: ].
Τότε, το σήμα διακριτού χρόνου, που προκύπτει από δειγματοληψία με αυτή την ελάχιστη συχνότητα είναι:
[image: ]
2. Δίνεται το ημιτονοειδές αναλογικό σήμα
[image: ]
από το οποίο λαμβάνονται δείγματα με ρυθμό δειγματοληψίας [image: ].
α. Να εξετάσετε αν τηρείται το Θεώρημα δειγματοληψίας. 
β. Να υπολογίσετε τη συχνότητα του ημιτονοειδούς σήματος διακριτού χρόνου, που προκύπτει από τη δειγματοληψία.
Λύση.
α. Η συχνότητα του ημιτονοειδούς αναλογικού σήματος είναι [image: ]. Επομένως ελάχιστη συχνότητα δειγματοληψίας ώστε να τηρείται το Θεώρημα δειγματοληψίας είναι [image: ].
Αφού όμως λαμβάνονται δείγματα με ρυθμό δειγματοληψίας [image: ], δεν τηρείται το Θεώρημα δειγματοληψίας.
β. Το σήμα διακριτού χρόνου που προκύπτει από τη δειγματοληψία είναι:
[image: ]
Οπότε
[image: ]
και η συχνότητα του ημιτονοειδούς σήματος διακριτού χρόνου που προκύπτει από τη δειγματοληψία είναι 
[image: ]
(ή [image: ])
1.6. Ασκήσεις
Σήματα διακριτού χρόνου 
1-2-3-4-0-0
1. Να αποδείξετε ότι αν το σήμα χρόνου [image: ] είναι πραγματικό, τότε το σήμα [image: ] είναι άρτιο.
2. Να αποδείξετε ότι αν το σήμα [image: ] είναι περιττό, τότε το σήμα [image: ]είναι άρτιο.
3. Να εξετάσετε ως προς τη συμμετρία το σήμα [image: ].
4. Να εξετάσετε ως προς την περιοδικότητα το σήμα [image: ].
5. Να εξετάσετε ως προς την περιοδικότητα το σήμα [image: ].
6. Να εξετάσετε ως προς την περιοδικότητα το σήμα [image: ].
7. Να εξετάσετε ως προς την περιοδικότητα το σήμα [image: ].
8. Να διερευνήσετε αν το σταθερό σήμα [image: ] είναι σήμα ενέργειας ή σήμα ισχύος.
9. Να αποδείξετε ότι η ενέργεια ενός πραγματικού σήματος διακριτού χρόνου είναι ίση με το άθροισμα των ενεργειών του άρτιου και του περιττού μέρους του σήματος.
10. Να υπολογίσετε τη μέση ισχύ του περιοδικού σήματος διακριτού χρόνου [image: ], όπου [image: ].
Σήματα συνεχούς χρόνου
1-2-0-0-5-6
1. Αν το σήμα συνεχούς χρόνου [image: ]είναι άρτιο και περιοδικό με θεμελιώδη περίοδο [image: ], να αποδείξετε ότι 
[image: ]
2. Αν το σήμα συνεχούς χρόνου [image: ] είναι περιττό και περιοδικό με θεμελιώδη περίοδο [image: ], να αποδείξετε ότι [image: ]
3. Να εξετάσετε ως προς την περιοδικότητα το σήμα [image: ].
4. Να εξετάσετε ως προς την περιοδικότητα το σήμα [image: ].
5. Να εξετάσετε ως προς τη συμμετρία το σήμα [image: ].
6. Να εξετάσετε ως προς τη συμμετρία το σήμα [image: ].
7. Να υπολογίσετε την ενέργεια και τη μέση ισχύ του σήματος συνεχούς χρόνου [image: ].
8. Να υπολογίσετε τη μέση ισχύ του περιοδικού σήματος συνεχούς χρόνου [image: ].
Δειγματοληψία 
1-2-0-0-0-0
1. Δίνεται το ημιτονοειδές αναλογικό σήμα
[image: ]
Να υπολογίσετε την ελάχιστη συχνότητα δειγματοληψίας ώστε να τηρείται το Θεώρημα δειγματοληψίας. 
Να υπολογίσετε το σήμα διακριτού χρόνου που προκύπτει από δειγματοληψία με αυτήν την ελάχιστη συχνότητα.
2. Δίνεται το ημιτονοειδές αναλογικό σήμα
[image: ]
από το οποίο λαμβάνονται δείγματα με ρυθμό δειγματοληψίας [image: ].
Να αποδείξετε ότι δεν τηρείται το Θεώρημα δειγματοληψίας. 
Να υπολογίσετε την πλησιέστερη προς την [image: ] συχνότητα του ημιτονοειδούς σήματος που δίνει τα ίδια δείγματα με αυτά που λαμβάνονται από τη δειγματοληψία.
1.7. Εργαστηριακές Ασκήσεις
Εργαστηριακή Άσκηση 1Σήματα διακριτού χρόνου 
1-0-3-0-0-0
1. Πραγματικό σήμα διακριτού χρόνου
Να παράγετε το σήμα διακριτού χρόνου [image: ].
Να χρησιμοποιήσετε τις συναρτήσεις disp και display για να εμφανίσετε τις τιμές του σήματος.
Να μελετήσετε τις συναρτήσεις figure, subplot, stem, xlabel, ylabel, axis, title, text, legend, hold.
Να χρησιμοποιήσετε τη συνάρτηση stem για να σχεδιάσετε το σήμα.
2. Σήμα μοναδιαίου δείγματος (ακολουθία μοναδιαίου δείγματος)
Να σχεδιάσετε τα σήματα [image: ].
3. Σήμα μοναδιαίου βήματος (μοναδιαία βηματική ακολουθία)
Να σχεδιάσετε τα σήματα [image: ].
4. Πραγματικό εκθετικό σήμα
Να σχεδιάσετε το σήμα [image: ].
5. Φανταστικό εκθετικό σήμα
Να σχεδιάσετε την πραγματική συνιστώσα, τη φανταστική συνιστώσα, το μέτρο και τη φάση του σήματος 
[image: ].
6. Μιγαδικό εκθετικό σήμα
Να σχεδιάσετε την πραγματική συνιστώσα, τη φανταστική συνιστώσα, το μέτρο και τη φάση του σήματος 
[image: ].
7. Ημιτονοειδές σήμα
Να σχεδιάσετε το σήμα [image: ].
8. Να σχεδιάσετε το σήμα μοναδιαίας κλίσης [image: ].
9. Περιοδικότητα φανταστικού εκθετικού σήματος διακριτού χρόνου
α. Να σχεδιάσετε την πραγματική συνιστώσα, τη φανταστική συνιστώσα, το μέτρο και τη φάση του σήματος 
[image: ].
Να βρείτε τη θεμελιώδη περίοδο.
β. Να σχεδιάσετε την πραγματική συνιστώσα, τη φανταστική συνιστώσα, το μέτρο και τη φάση του σήματος 
[image: ].
Να αποδείξετε ότι το σήμα δεν είναι περιοδικό.
10. Περιοδικότητα ημιτονοειδούς σήματος διακριτού χρόνου
α. Να σχεδιάσετε το σήμα [image: ].
Να βρείτε τη θεμελιώδη περίοδο.
β. Να σχεδιάσετε το σήμα [image: ].
Να αποδείξετε ότι το σήμα δεν είναι περιοδικό.
11. Περιοδικότητα σήματος διακριτού χρόνου
Να μελετήσετε τη συνάρτηση seqperiod. Η συνάρτηση seqperiod είναι διαθέσιμη σε Matlab, αλλά δεν είναι διαθέσιμη σε Octave.
Να γράψετε τη συνάρτηση 
p = signalperiodic(x,n)
με εισόδους τον χρόνο και το πλάτος ενός πραγματικού σήματος διακριτού χρόνου και έξοδο την παράμετρο p που θα είναι η θεμελιώδης περίοδος αν το σήμα είναι περιοδικό, ή μηδέν αν το σήμα δεν είναι περιοδικό.
12. Ανάλυση πραγματικού σήματος σε άθροισμα άρτιου σήματος και περιττού σήματος
Να γράψετε τη συνάρτηση 
[xe,xo,m] = signalevenodd(x,n)
με εισόδους το διάνυσμα n του χρόνου και το διάνυσμα x του πλάτους του σήματος και εξόδους το διάνυσμα m του χρόνου και τα διανύσματα xe και xo της άρτιας και του περιττής συνιστώσας του σήματος αντίστοιχα. 
Να μελετήσετε τη συνάρτηση fliplr και να τη χρησιμοποιήσετε.
Να κάνετε έλεγχο ότι το σήμα είναι πραγματικό χρησιμοποιώντας την εντολή:
if any (imag(x)~=0)
 error(‘x is not a real sequence’)
end
Να σχεδιάσετε το σήμα [image: ].
Να χρησιμοποιήσετε τη συνάρτηση signalevenodd για να αναλύσετε το σήμα σε άθροισμα άρτιου σήματος και περιττού σήματος.
Να σχεδιάσετε τα σήματα.
13. Γινόμενο ενός άρτιου σήματος επί ένα περιττό σήμα είναι ένα περιττό σήμα
Να σχεδιάσετε το σήμα [image: ].
Να αναλύσετε το σήμα σε άθροισμα άρτιου σήματος [image: ] και περιττού σήματος [image: ].
Να υπολογίσετε και να σχεδιάσετε το σήμα [image: ] για να επιβεβαιώσετε ότι το γινόμενο ενός άρτιου σήματος επί ένα περιττό σήμα είναι ένα περιττό σήμα.
14. Συμμετρία πραγματικού σήματος διακριτού χρόνου
Να γράψετε τη συνάρτηση 
s = signalsymmetric(x,n)
με εισόδους τον χρόνο n και το πλάτος x ενός πραγματικού σήματος διακριτού χρόνου και έξοδο την παράμετρο s που θα είναι 1 αν το σήμα είναι άρτιο, 2 αν το σήμα είναι περιττό, ή μηδέν αν το σήμα δεν είναι συμμετρικό.
15. Ειδική συμμετρία πραγματικού σήματος διακριτού χρόνου
Να γράψετε τη συνάρτηση 
s = signalspecialsymmetric(x,n)
με εισόδους τον χρόνο n και το πλάτος x ενός πραγματικού σήματος διακριτού χρόνου και έξοδο την παράμετρο s που θα είναι 1-4 ανάλογα με το είδος της ειδικής συμμετρίας αν το σήμα είναι συμμετρικό, ή μηδέν αν το σήμα δεν είναι συμμετρικό.
16. Περιοδικό συμμετρικό σήμα διακριτού χρόνου
Ένα περιοδικό σήμα διακριτού χρόνου με θεμελιώδη περίοδο [image: ] λέγεται άρτιο περιοδικό, όταν
[image: ]
Ένα περιοδικό σήμα διακριτού χρόνου με θεμελιώδη περίοδο [image: ] λέγεται περιττό περιοδικό, όταν
[image: ]
Να γράψετε τη συνάρτηση 
[p,s] = signalspersym(x,n)
με εισόδους τον χρόνο n και το πλάτος x ενός πραγματικού σήματος διακριτού χρόνου και εξόδους την παράμετρο p, που θα είναι η θεμελιώδης περίοδος, αν το σήμα είναι περιοδικό, ή μηδέν αν το σήμα δεν είναι περιοδικό και την παράμετρο s που θα είναι 1 αν το σήμα είναι άρτιο περιοδικό ή 2 αν το σήμα είναι περιττό περιοδικό, ή μηδέν αν το σήμα δεν είναι συμμετρικό.
17. Μη τήρηση θεωρήματος δειγματοληψίας
Να παράγετε και να σχεδιάστε το σήμα συνεχούς χρόνου [image: ].
Να κάνετε περιοδική δειγματοληψία με ρυθμό δειγματοληψίας [image: ].
Να αποδείξετε ότι δεν τηρείται το Θεώρημα δειγματοληψίας. 
Να ανακατασκευάστε το αναλογικό σήμα χρησιμοποιώντας την χρονικά περιορισμένη συνάρτηση δειγματοληψίας με [image: ].
18. Τήρηση θεωρήματος δειγματοληψίας
Να παράγετε και να σχεδιάστε το σήμα συνεχούς χρόνου [image: ].
Να κάνετε περιοδική δειγματοληψία με ρυθμό δειγματοληψίας [image: ].
Να αποδείξετε ότι τηρείται το Θεώρημα δειγματοληψίας. 
Να ανακατασκευάστε το αναλογικό σήμα χρησιμοποιώντας 
α. την κλιμακωτή συνάρτηση
β. την τριγωνική συνάρτηση
γ. την χρονικά περιορισμένη συνάρτηση δειγματοληψίας με [image: ]
δ. την χρονικά περιορισμένη συνάρτηση δειγματοληψίας με [image: ]
Εργαστηριακή Άσκηση 2Σήματα συνεχούς χρόνου  
1-0-0-0-5-0
1. Πραγματικό σήμα συνεχούς χρόνου
Να παράγετε το σήμα συνεχούς χρόνου [image: ].
Να χρησιμοποιήσετε τη συνάρτηση plot για να σχεδιάσετε το σήμα.
2. Ημιτονοειδές σήμα συνεχούς χρόνου: μεταβολή στο πλάτος
Να σχεδιάσετε τα σήματα [image: ] και [image: ],
για να διαπιστώσετε τη μεταβολή στο πλάτος.
3. Ημιτονοειδές σήμα συνεχούς χρόνου: μεταβολή στη συχνότητα
Να σχεδιάσετε τα σήματα [image: ] και [image: ],
για να διαπιστώσετε τη μεταβολή στη συχνότητα.
4. Ημιτονοειδές σήμα συνεχούς χρόνου: μεταβολή στη φάση
Να σχεδιάσετε τα σήματα [image: ] και [image: ],
για να διαπιστώσετε τη μεταβολή στη φάση.
5. Πραγματικό εκθετικό σήμα συνεχούς χρόνου 
Να σχεδιάσετε το σήμα [image: ] 
6. Φανταστικό εκθετικό σήμα συνεχούς χρόνου 
Να σχεδιάσετε το σήμα [image: ]
δηλαδή να σχεδιάσετε την πραγματική συνιστώσα, τη φανταστική συνιστώσα, το μέτρο και τη φάση.
7. Μιγαδικό εκθετικό σήμα συνεχούς χρόνου 
Να σχεδιάσετε το σήμα [image: ]
δηλαδή να σχεδιάσετε την πραγματική συνιστώσα, τη φανταστική συνιστώσα, το μέτρο και τη φάση.
8. Να σχεδιάσετε το σήμα ράμπας [image: ].
1.8. Περίληψη (ηχογραφημένη)
Μπορείτε να ακούσετε την περίληψη του Κεφαλαίου 1 με τον Ήχο 1.1. 
[image: ]
Ήχος 1.1 Περίληψη Κεφαλαίου 1.
Σήματα διακριτού χρόνου 
1-2-3-4-0-0
Tα σήματα διακρίνονται σε σήματα συνεχούς χρόνου και σε σήματα διακριτού χρόνου.
Ένα σήμα διακριτού χρόνου παριστάνεται μαθηματικά ως μία ακολουθία. Η ανεξάρτητη μεταβλητή ονομάζεται χρόνος και συμβολίζεται με [image: ]. Πρόκειται για διακριτή μεταβλητή που μπορεί να πάρει οποιαδήποτε ακέραια τιμή. Η εξαρτημένη μεταβλητή ονομάζεται πλάτος και συμβολίζεται με [image: ]. 
Το ημιτονοειδές σήμα διακριτού χρόνου είναι περιοδικό, αν η συχνότητα [image: ]του σήματος είναι ρητό πολλαπλάσιο του [image: ] και τότε η θεμελιώδης περίοδος είναι [image: ].
Το φανταστικό εκθετικό σήμα διακριτού χρόνου είναι περιοδικό, αν η συχνότητα [image: ] του σήματος είναι ρητό πολλαπλάσιο του [image: ]και τότε η θεμελιώδης περίοδος είναι [image: ].
Ένα σήμα λέγεται σήμα ενέργειας αν έχει πεπερασμένη ενέργεια και μηδενική ισχύ.
Ένα σήμα λέγεται σήμα ισχύος αν έχει πεπερασμένη ισχύ και άπειρη ενέργεια.
Η περιοχή συχνοτήτων των σημάτων διακριτού χρόνου είναι πεπερασμένη: [image: ].
Σήματα συνεχούς χρόνου
1-2-0-0-5-6
Tα σήματα διακρίνονται σε σήματα συνεχούς χρόνου και σε σήματα διακριτού χρόνου.
Ένα σήμα συνεχούς χρόνου παριστάνεται μαθηματικά ως μία συνάρτηση. Η ανεξάρτητη μεταβλητή ονομάζεται χρόνος και συμβολίζεται με [image: ]. Πρόκειται για συνεχή μεταβλητή που μπορεί να πάρει οποιαδήποτε πραγματική τιμή. Η εξαρτημένη μεταβλητή ονομάζεται πλάτος και συμβολίζεται με [image: ]. 
Το ημιτονοειδές σήμα συνεχούς χρόνου είναι περιοδικό με θεμελιώδη περίοδο [image: ].
Το φανταστικό εκθετικό σήμα συνεχούς χρόνου είναι περιοδικό με θεμελιώδη περίοδο [image: ].
Ένα σήμα λέγεται σήμα ενέργειας αν έχει πεπερασμένη ενέργεια και μηδενική ισχύ.
Ένα σήμα λέγεται σήμα ισχύος αν έχει πεπερασμένη ισχύ και άπειρη ενέργεια.
Η περιοχή συχνοτήτων των σημάτων συνεχούς χρόνου είναι άπειρη: [image: ].
Δειγματοληψία 
1-2-0-0-0-0
Περιοδική δειγματοληψία (sampling) είναι η διαδικασία μετατροπής ενός σήματος συνεχούς χρόνου σε μία ακολουθία διακριτού χρόνου εξάγοντας και συγκρατώντας τις τιμές του σήματος συνεχούς χρόνου σε ακέραια πολλαπλάσια της περιόδου δειγματοληψίας.
Θεώρημα δειγματοληψίας Shannon/Nyquist: Η συχνότητα με την οποία λαμβάνονται δείγματα ενός σήματος κατά τη διαδικασία της περιοδικής δειγματοληψίας πρέπει να είναι τουλάχιστον διπλάσια από τη μεγαλύτερη συχνότητα που περιέχεται στο σήμα.
Αν τηρείται το Θεώρημα δειγματοληψίας, τότε είναι δυνατή η ανακατασκευή του αναλογικού σήματος από τα δείγματα, ενώ αν δεν τηρείται, τότε δεν είναι δυνατή η ανακατασκευή του αναλογικού σήματος από τα δείγματα, γιατί εμφανίζεται το φαινόμενο της επικάλυψης ή παραποίησης (aliasing).
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Κριτήρια αξιολόγησης
Κριτήριο αξιολόγησης 1  
1-2-3-4-0-0
Μπορείτε να κάνετε το κριτήριο αξιολόγησης 1 με το Διαδραστικό πρόγραμμα 1.4.
[image: ]
Διαδραστικό πρόγραμμα 1.4 Κριτήριο αξιολόγησης 1.
Η Απάντηση/Λύση βρίσκεται στο Παράρτημα.
Κριτήριο αξιολόγησης 2  
1-2-0-0-5-6
Μπορείτε να κάνετε το κριτήριο αξιολόγησης 2 με το Διαδραστικό πρόγραμμα 1.5.
[image: ]
Διαδραστικό πρόγραμμα 1.5 Κριτήριο αξιολόγησης 2.
Η Απάντηση/Λύση βρίσκεται στο Παράρτημα.
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