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			Κεφάλαιο 3 Συστήματα διακριτού και συνεχούς χρόνου

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό δίνεται ένας ορισμός της έννοιας του συστήματος διακριτού και συνεχούς χρόνου. Αναλύονται οι βασικές ιδιότητες των συστημάτων διακριτού χρόνου: αρχή της επαλληλίας, ομογένεια, γραμμικότητα, χρονική αμεταβλητότητα, γραμμικότητα και χρονική αμεταβλητότητα, αιτιότητα, ευστάθεια, αντιστρεψιμότητα. Παρουσιάζονται τα γραμμικά χρονικά αμετάβλητα συστήματα διακριτού χρόνου και αναλύεται η έννοια της κρουστικής απόκρισης. Αναλύεται η έννοια των συστημάτων πεπερασμένης και άπειρης κρουστικής απόκρισης και παρουσιάζεται η αναπαράστασή τους με χρήση εξισώσεων διαφορών με σταθερούς συντελεστές. Παρουσιάζονται τα γραμμικά χρονικά αμετάβλητα συστήματα συνεχούς χρόνου και η έννοια της απόκρισης μοναδιαίου παλμού. Παρουσιάζεται η αναπαράσταση των γραμμικών χρονικά αμετάβλητων συστημάτων συνεχούς χρόνου με χρήση διαφορικών εξισώσεων με σταθερούς συντελεστές.

			Προαπαιτούμενη γνώση 

			Συνέλιξη, εξισώσεις διαφορών, διαφορικές εξισώσεις. 

			3.1. Συστήματα διακριτού χρόνου

			1-2-3-4-0-0

			3.1.1. Ορισμός 

			Ένα σύστημα διακριτού χρόνου (φίλτρο) είναι ένας μετασχηματισμός (transform) του σήματος εισόδου σε ένα σήμα εξόδου, όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.1. Το σύστημα διακριτού χρόνου έχει είσοδο ένα σήμα διακριτού χρόνου[image: ]και έξοδο ένα άλλο σήμα διακριτού χρόνου[image: ] όπου ο μετασχηματισμός συμβολίζεται με [image: ]. Η έξοδος του συστήματος ονομάζεται απόκριση του συστήματος.

			[image: ]Σχήμα 3.1 Σύστημα διακριτού χρόνου.

			Χρήσιμη ξενόγλωσση βιβλιογραφία είναι τα βιβλία Damper, 1995, Ingle and Proakis, 2003, Lynn & Fuerst, 1989, Oppenheim, Willsky, Nawab, 2013, Proakis & Manolakis, 2007, Strum & Kirk, 1988. Χρήσιμη ελληνόγλωσση βιβλιογραφία είναι τα βιβλία Hayes, 2000, McClellan, Schafer & Yoder, 2006, Ασημάκης, 2008, Θεοδωρίδης, Μπερμπερίδης, Κοφίδης, 2003, Καλουπτσίδης, 1994, Καραγιάννης & Μαραγκός, 2010, Καραγιάννης & Τζιτζιράχου, 2003, Καραμπογιάς, 2009, Μάργαρης, 2014, Μουστακίδης, 2004, Παρασκευάς, 2014, Σκόδρας & Αναστασόπουλος, 2003, Φωτόπουλος & Βελώνη, 2008.

			3.1.2. Ιδιότητες συστημάτων διακριτού χρόνου

			3.1.2.1. Αρχή της επαλληλίας ή αρχή της υπέρθεσης 

			Η αρχή της επαλληλίας ή αρχή της υπέρθεσης εκφράζεται με τον τύπο:

			[image: ]  (3.1)

			Η σημασία της αρχής της επαλληλίας είναι ότι αν στο σύστημα τεθεί ως είσοδος το άθροισμα επιμέρους εισόδων, τότε το σύστημα παράγει μία απόκριση, που είναι το άθροισμα των επί μέρους αποκρίσεων. Σε ένα σύστημα που υπακούει στην αρχή της επαλληλίας, η συνολική επίδραση στο σύστημα λόγω επί μέρους εισόδων που αθροίζονται είναι ίση με το άθροισμα των επιδράσεων στο σύστημα των επί μέρους εισόδων.

			Για παράδειγμα, στο σύστημα [image: ]ισχύει η αρχή της επαλληλίας. Πράγματι, αν στο σύστημα[image: ]τεθούν τα σήματα[image: ]και[image: ]ως είσοδοι, τότε το σύστημα παράγει τις εξόδους[image: ]και[image: ]. Αν στο σύστημα τεθεί ως είσοδος το άθροισμα των δύο εισόδων[image: ], τότε το σύστημα παράγει την έξοδο[image: ]. Τότε, η έξοδος γράφεται:

			[image: ]

			Επομένως, η έξοδος είναι το άθροισμα των επί μέρους εξόδων, οπότε ισχύει η αρχή της επαλληλίας.

			3.1.2.2. Ομογένεια 

			Η ομογένεια εκφράζεται με τον τύπο:

			[image: ] (3.2)

			όπου [image: ] είναι πραγματικός αριθμός.

			Η σημασία της ομογένειας είναι ότι αν στο σύστημα τεθεί ως είσοδος ένα πολλαπλάσιο ενός αρχικού σήματος, τότε το σύστημα παράγει μία απόκριση, που είναι το ίδιο πολλαπλάσιο της απόκρισης του συστήματος στην είσοδο του αρχικού σήματος. 

			Για παράδειγμα, το σύστημα 

			[image: ]

			είναι ομογενές.

			Πράγματι, αν στο σύστημα τεθεί το σήμα[image: ]ως είσοδος, τότε το σύστημα παράγει την έξοδο[image: ]. Αν στο σύστημα τεθεί το σήμα [image: ]ως είσοδος, δηλαδή ένα πολλαπλάσιο της αρχικής εισόδου, τότε το σύστημα παράγει την έξοδο[image: ].

			Τότε, η έξοδος γράφεται:

			[image: ]

			Επομένως, η έξοδος είναι το ίδιο πολλαπλάσιο της αρχικής εξόδου, οπότε το σύστημα είναι ομογενές.

			3.1.2.3. Γραμμικότητα 

			Η γραμμικότητα εκφράζεται με τον τύπο:

			[image: ] (3.3)

			για οποιεσδήποτε σταθερές [image: ].

			Αν ένα σύστημα υπακούει στην αρχή της επαλληλίας και είναι ομογενές, τότε το σύστημα είναι γραμμικό (linear). Αυτό σημαίνει ότι σε ένα γραμμικό σύστημα, αν η είσοδος ενός συστήματος είναι ο γραμμικός συνδυασμός σημάτων, τότε η έξοδος του συστήματος είναι ίση με τον αντίστοιχο γραμμικό συνδυασμό των αποκρίσεων του συστήματος στις εισόδους.

			Για παράδειγμα, το σύστημα 

			[image: ]

			είναι γραμμικό.

			Πράγματι, αν στο σύστημα τεθούν τα σήματα [image: ] και [image: ] ως είσοδοι, τότε το σύστημα παράγει τις εξόδους [image: ] και [image: ]. Αν στο σύστημα τεθεί ως είσοδος το σήμα [image: ], τότε το σύστημα παράγει την έξοδο[image: ].

			Τότε, η έξοδος γράφεται:

			[image: ]

			Επομένως, το σύστημα είναι γραμμικό.

			3.1.2.4. Χρονική Αμεταβλητότητα

			Η χρονική αμεταβλητότητα εκφράζεται με τον τύπο:

			[image: ] (3.4)

			Η σημασία της χρονικής αμεταβλητότητα είναι ότι αν στο σύστημα τεθεί ως είσοδος ένα σήμα μετατοπισμένο στον χρόνο (καθυστέρηση ή πρωτοπορία), τότε το σύστημα παράγει μία νέα απόκριση, που είναι η απόκριση του συστήματος στο αρχικό (μη μετατοπισμένο σήμα), το ίδιο μετατοπισμένη στον χρόνο. Στην περίπτωση αυτή, το σύστημα είναι χρονικά αμετάβλητο (time invariant).

			Για παράδειγμα, το σύστημα 

			[image: ]

			είναι χρονικά αμετάβλητο.

			Πράγματι, αν στο σύστημα τεθεί το σήμα[image: ]ως είσοδος, τότε το σύστημα παράγει την έξοδο [image: ]. Αν στο σύστημα τεθεί το σήμα[image: ]ως είσοδος, δηλαδή η αρχική είσοδος μετατοπισμένη κατά [image: ] χρονικές στιγμές, τότε το σύστημα παράγει την έξοδο[image: ].

			Τότε, η έξοδος γράφεται:

			[image: ]

			Επομένως, το σύστημα είναι χρονικά αμετάβλητο.

			Σε ένα χρονικά αμετάβλητο σύστημα, η επίδραση στο σύστημα λόγω κάποιας εισόδου είναι ανεξάρτητη από τον χρόνο επίδρασης, δηλαδή το σύστημα έχει την ίδια συμπεριφορά στον χρόνο.

			3.1.2.5. Γραμμικότητα και Χρονική Αμεταβλητότητα

			Ένα σύστημα που συνδυάζει την ιδιότητα της γραμμικότητα ς και της χρονικής αμεταβλητότητας ονομάζεται γραμμικό χρονικά αμετάβλητο (Linear Time Invariant – LTI) σύστημα.

			3.1.2.6. Αιτιότητα 

			Η αιτιότητα εκφράζεται με τον τύπο:

			[image: ] (3.5)

			που σημαίνει ότι η έξοδος σε κάθε χρονική στιγμή εξαρτάται από εισόδους της ίδιας χρονικής στιγμής ή προηγούμενων χρονικών στιγμών. Όταν δεν συμβαίνει αυτό, τότε το σύστημα είναι μη αιτιατό ή αναιτιατό. 

			Για παράδειγμα, το σύστημα[image: ]είναι αιτιατό, γιατί η έξοδος σε κάθε χρονική στιγμή εξαρτάται την είσοδο της ίδιας χρονικής στιγμής και της προηγούμενης χρονικής στιγμής. Αντίθετα, το σύστημα[image: ]είναι αναιτιατό, γιατί η έξοδος σε κάθε χρονική στιγμή εξαρτάται από την είσοδο της ίδιας χρονικής στιγμής και της επόμενης χρονικής στιγμής.

			3.1.2.7. Ευστάθεια 

			Η ευστάθεια ενός συστήματος δίνει πληροφορίες σχετικά με τον τρόπο που ανταποκρίνεται η απόκριση του συστήματος σε μία διαταραχή πεπερασμένου πλάτους. Ένα σύστημα είναι ευσταθές (stable), όταν κάθε φραγμένη είσοδος παράγει επίσης φραγμένη έξοδο. Η ευστάθεια (stability) εκφράζεται με τον τύπο:

			[image: ] (3.6)

			(όπου [image: ] και [image: ] θετικοί αριθμοί) , που σημαίνει ότι όταν η είσοδος είναι φραγμένη, τότε και η έξοδος είναι φραγμένη. Όταν συμβαίνει αυτό, τότε το σύστημα είναι ευσταθές (stable), ενώ όταν δεν συμβαίνει, τότε το σύστημα είναι ασταθές. Αυτού του είδους η ευστάθεια ονομάζεται BIBO ευστάθεια (Bounded Input Bounded Output).

			Για παράδειγμα, αν ένα σύστημα έχει είσοδο [image: ] και απόκριση[image: ], τότε το σύστημα είναι ευσταθές.

			Πράγματι, για κάθε ακέραιο αριθμό [image: ], έχουμε [image: ], οπότε το σήμα εισόδου είναι φραγμένο.

			Επίσης, για την απόκριση έχουμε: [image: ], οπότε το σήμα εξόδου είναι φραγμένο.

			3.1.2.8. Αντιστρεψιμότητα 

			Η αντιστρεψιμότητα εκφράζεται με τον τύπο:

			[image: ] (3.7)

			Ένα σύστημα είναι αντιστρέψιμο, όταν η είσοδος μπορεί να προσδιοριστεί από την έξοδο με μοναδικό τρόπο. Το αντιστρέψιμο σύστημα παράγει διαφορετικές εξόδους για διαφορετικές εισόδους.

			Αν ένα σύστημα είναι αντιστρέψιμο (δηλαδή υπάρχει το αντίστροφο σύστημα) και συνδέσουμε σε σειρά το σύστημα και το αντίστροφο σύστημα, τότε η είσοδος του συστήματος είναι ίση με την έξοδο του αντίστροφου συστήματος.

			3.1.3. Γραμμικά Χρονικά Αμετάβλητα Συστήματα – LTI Συστήματα

			3.1.3.1. Κρουστική απόκριση

			Κρουστική απόκριση (impulse response), [image: ], ενός γραμμικού χρονικά αμετάβλητου (LTI) συστήματος ονομάζεται η έξοδος (απόκριση) [image: ] του συστήματος στην κρουστική είσοδο [image: ], όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.2. Η κρουστική απόκριση ενός LTI συστήματος εκφράζει τη συμπεριφορά του συστήματος όταν στην είσοδο συμβεί ένα μεμονωμένο ξαφνικό γεγονός (κρουστική είσοδος).

			[image: ]

			Σχήμα 3.2 Κρουστική απόκριση.

			Από το Σχήμα 3.2 είναι φανερό ότι θεωρώντας το σήμα μοναδιαίου δείγματος [image: ] ως κρουστική είσοδο του LTI συστήματος, δηλαδή [image: ], τότε η απόκριση [image: ] του συστήματος είναι ίση με την κρουστική απόκριση του συστήματος, δηλαδή [image: ] και ταυτίζεται με τη γραμμική συνέλιξη της εισόδου με την κρουστική απόκριση, δηλαδή ισχύει:

			[image: ] (3.8)

			ως άμεση συνέπεια της ιδιότητας του ταυτοτικού στοιχείου της γραμμικής συνέλιξης του προηγούμενου κεφαλαίου.

			Παρατηρήσεις.

			1. Είναι φανερό ότι για την κρουστική απόκριση ισχύει η σχέση: 

			[image: ] (3.9)

			2. Επειδή το σύστημα είναι χρονικά αμετάβλητο, ισχύει η σχέση:

			[image: ] (3.10)

			Γενικεύοντας, σε ένα γραμμικό αμετάβλητο κατά τη μετατόπιση σύστημα (Linear Time Invariant – LTI) με γνωστή κρουστική απόκριση, όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.3, η είσοδος[image: ] και η έξοδος (απόκριση)[image: ]συνδέονται με τη σχέση:

			[image: ]  (3.11)

			δηλαδή η απόκριση[image: ]ενός γραμμικού χρονικά αμετάβλητου (LTI) συστήματος είναι ίση με τη συνέλιξη της κρουστικής απόκρισης[image: ]με την είσοδο [image: ].

			[image: ]

			Σχήμα 3.3 LTI σύστημα διακριτού χρόνου.

			Απόδειξη.

			Σύμφωνα με τον τύπο της ανάλυσης σημάτων διακριτού χρόνου του προηγούμενου κεφαλαίου, η είσοδος του LTI συστήματος γράφεται:

			[image: ]

			και τότε η έξοδος (απόκριση) του LTI συστήματος, που είναι [image: ], γράφεται:

			[image: ]

			επειδή

			- το LTI σύστημα είναι γραμμικό, οπότε ισχύει η αρχή της επαλληλίας, με αποτέλεσμα ο μετασχηματισμός να μπορεί να αναλυθεί όπως στην (3.1),

			- το LTI σύστημα είναι γραμμικό, οπότε είναι ομογενές, με αποτέλεσμα οι συντελεστές [image: ] να συμπεριφέρονται όπως ο συντελεστής [image: ] στην (3.2) που δεν εξαρτώνται από τον χρόνο [image: ], επομένως μπορούν να τεθούν εκτός του μετασχηματισμού,

			- το LTI σύστημα είναι χρονικά αμετάβλητο, οπότε από την (3.4) αυτό σημαίνει ότι [image: ], 

			- ισχύει ο ορισμός της γραμμικής συνέλιξης σημάτων διακριτού χρόνου του προηγούμενου κεφαλαίου,

			- ισχύει η αντιμεταθετική ιδιότητα της γραμμικής συνέλιξης. 

			Επομένως, η σημασία της κρουστικής απόκρισης είναι τεράστια: Αν η κρουστική απόκριση είναι γνωστή, τότε για κάθε είσοδο στο LTI σύστημα είναι δυνατή η γνώση της εξόδου (με συνέλιξη της κρουστικής απόκρισης και της εισόδου). Άρα η κρουστική απόκριση χαρακτηρίζει τη συμπεριφορά του συστήματος και για το λόγο αυτό η γνώση της αρκεί για την περιγραφή του LTI συστήματος.

			Ένα γραμμικό χρονικά αμετάβλητο (LTI) σύστημα είναι αιτιατό, όταν 

			[image: ] (3.12)

			δηλαδή όταν η κρουστική απόκριση είναι ένα σήμα που αρχίζει τη χρονική στιγμή[image: ].

			Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι ευσταθές ένα γραμμικό χρονικά αμετάβλητο (LTI) σύστημα είναι

			[image: ] (3.13)

			(όπου [image: ] θετικός αριθμός, που σημαίνει ότι το άθροισμα των πλατών της κρουστικής απόκρισης είναι φραγμένο.

			Για παράδειγμα, το γραμμικό χρονικά αμετάβλητο (LTI) σύστημα με κρουστική απόκριση

			[image: ]

			είναι ευσταθές.

			Πράγματι,

			[image: ]

			επειδή [image: ].

			3.1.3.2. Σύνδεση συστημάτων σε σειρά

			Ένα LTI σύστημα με κρουστική απόκριση [image: ] συνδέεται σε σειρά με ένα LTI σύστημα με κρουστική απόκριση [image: ], όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.4. Το πρώτο σύστημα έχει είσοδο [image: ] και έξοδο [image: ]. Το δεύτερο σύστημα έχει είσοδο, την έξοδο του πρώτου συστήματος [image: ] και έξοδο [image: ]. 

			Η σύνδεση σε σειρά των δύο συστημάτων είναι ισοδύναμη με ένα LTI σύστημα με κρουστική απόκριση 

			[image: ] (3.14)

			Απόδειξη.

			Για τα δύο συστήματα που είναι συνδεδεμένα σε σειρά ισχύει:

			[image: ]

			[image: ]

			οπότε

			[image: ]

			επειδή ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα της γραμμικής συνέλιξης (όπως παρουσιάστηκε στο προηγούμενο κεφάλαιο).

			Όμως, το σύστημα είναι LTI, οπότε από την (3.11) για την έξοδο έχουμε:

			[image: ]

			Επομένως, επειδή ισχύει η αντιμεταθετική ιδιότητα της συνέλιξης, έχουμε: 

			[image: ]   

			[image: ]

			Σχήμα 3.4 Σύνδεση συστημάτων διακριτού χρόνου σε σειρά.

			Γενικεύοντας, αν συνδεθούν σε σειρά [image: ]συστήματα διακριτού χρόνου, όπου[image: ]ακέραιος με[image: ], τότε η συνολική κρουστική απόκριση είναι:

			[image: ], 

			δηλαδή η συνολική κρουστική απόκριση ενός LTI συστήματος, που αποτελείται από LTI συστήματα συνδεδεμένα σε σειρά, είναι η συνέλιξη των κρουστικών αποκρίσεων των επί μέρους συστημάτων.

			3.1.3.3. Σύνδεση συστημάτων παράλληλα

			Ένα LTI σύστημα με κρουστική απόκριση [image: ] συνδέεται παράλληλα με ένα LTI σύστημα με κρουστική απόκριση [image: ], όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.5. Το πρώτο σύστημα έχει είσοδο [image: ] και έξοδο [image: ]. Το δεύτερο σύστημα έχει είσοδο [image: ] και έξοδο [image: ]. Οι έξοδοι [image: ] και [image: ] των δύο συστημάτων αθροίζονται και δίνουν την συνολική έξοδο [image: ].

			Η παράλληλη σύνδεση των δύο συστημάτων είναι ισοδύναμη με ένα LTI σύστημα με κρουστική απόκριση 

			[image: ] (3.15)

			Απόδειξη.

			Για τα δύο συστήματα που είναι συνδεδεμένα παράλληλα ισχύει:

			[image: ]

			[image: ]

			οπότε

			[image: ]

			επειδή ισχύει η επιμεριστική ιδιότητα της γραμμικής συνέλιξης (όπως παρουσιάστηκε στο προηγούμενο κεφάλαιο).

			Όμως, το σύστημα είναι LTI, οπότε από την (3.11) για την έξοδο έχουμε:

			[image: ]

			Συνδυάζοντας τις δύο τελευταίες εξισώσεις, καταλήγουμε:

			[image: ]  

			[image: ]

			Σχήμα 3.5 Σύνδεση συστημάτων διακριτού χρόνου παράλληλα.

			Γενικεύοντας, αν συνδεθούν παράλληλα [image: ]συστήματα διακριτού χρόνου, όπου[image: ]ακέραιος με[image: ], τότε η συνολική κρουστική απόκριση είναι:

			[image: ], 

			δηλαδή η συνολική κρουστική απόκριση ενός LTI συστήματος, που αποτελείται από LTI συστήματα συνδεδεμένα παράλληλα, είναι το άθροισμα των κρουστικών αποκρίσεων των επί μέρους συστημάτων.

			3.1.4. Γραμμικές εξισώσεις διαφορών 

			3.1.4.1. Αναπαράσταση LTI συστημάτων με γραμμικές εξισώσεις διαφορών

			Κάθε γραμμικό χρονικά αμετάβλητο σύστημα περιγράφεται από μία γραμμική εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές: 

			[image: ] (3.16) 

			και αρχικές συνθήκες εξόδου [image: ] και αρχικές συνθήκες εισόδου [image: ].

			Οι σταθεροί (ανεξάρτητοι του χρόνου) συντελεστές είναι: [image: ] και [image: ].

			Η γραμμική εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές είναι ένας ανοικτός τύπος υπολογισμού της απόκρισης του συστήματος, δεδομένων βέβαια των σταθερών συντελεστών. Επομένως συνιστά έναν επαναληπτικό τρόπο υπολογισμού της εξόδου. Όταν το σύστημα είναι αιτιατό, τότε οι αρχικές συνθήκες εισόδου είναι μηδενικές. Στην περίπτωση αυτή, για να υπολογιστεί η έξοδος [image: ] απαιτούνται μόνον οι αρχικές συνθήκες εξόδου [image: ].

			Για παράδειγμα, δίνεται η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές, που περιγράφει ένα LTI σύστημα:

			[image: ]

			Η εξίσωση διαφορών γράφεται

			[image: ]

			οπότε είναι προφανές ότι[image: ]και ότι οι σταθεροί συντελεστές είναι:

			[image: ]

			Είναι φανερό ότι η γραμμική εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές συνιστά έναν επαναληπτικό τρόπο υπολογισμού της εξόδου, γιατί για να υπολογιστεί η έξοδος σε μία χρονική στιγμή πρέπει να έχει υπολογιστεί η έξοδος τις δύο προηγούμενες χρονικές στιγμές.

			Στη βιβλιογραφία, για παράδειγμα στο βιβλίο (Φωτόπουλος & Βελώνη, 2008), η γραμμική εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές εμφανίζεται και στη μορφή:

			[image: ] (3.17) 

			Θεωρώντας ότι [image: ], διαιρούμε και τα δύο μέλη με το συντελεστή[image: ]και προκύπτει μορφή αντίστοιχη της εξίσωσης διαφορών (3.16).

			Για παράδειγμα, δίνεται η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές που περιγράφει ένα LTI σύστημα:

			[image: ]

			Διαιρώντας με το συντελεστή του [image: ]η εξίσωση διαφορών γράφεται

			[image: ]

			οπότε είναι προφανές ότι[image: ]και ότι οι σταθεροί συντελεστές είναι:

			[image: ]

			Τα γραμμικά χρονικά αμετάβλητα (LTI) συστήματα (φίλτρα) διακρίνονται σε δύο κατηγορίες ανάλογα με τη διάρκεια της κρουστικής τους απόκρισης:

			
					τα φίλτρα πεπερασμένης κρουστικής απόκρισης 

			

			(Finite duration Impulse Response – FIR)

			
					τα φίλτρα άπειρης κρουστικής απόκρισης 

			

			(Infinite duration Impulse Response – IIR)

			3.1.4.2. Συστήματα πεπερασμένης κρουστικής απόκρισης – FIR φίλτρα

			Τα φίλτρα πεπερασμένης κρουστικής απόκρισης (Finite duration Impulse Response – FIR) περιγράφονται από την εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές:

			[image: ] (3.18) 

			και ονομάζονται φίλτρα κινητού μέσου όρου (Moving Average – MA) τάξης [image: ].

			Η έξοδος σε κάθε χρονική στιγμή ενός FIR φίλτρου εξαρτάται από εισόδους του συστήματος την ίδια και προηγούμενες χρονικές στιγμές.

			Είναι φανερό ότι η εξίσωση διαφορών των FIR φίλτρων αποτελεί ειδική περίπτωση της (γενικής) γραμμικής εξίσωσης διαφορών της προηγούμενης παραγράφου, όπου λείπει το δεύτερο άθροισμα.

			Η κρουστική απόκριση [image: ] ενός φίλτρου πεπερασμένης κρουστικής απόκρισης δίνεται από τη σχέση:

			[image: ] (3.19) 

			Είναι φανερό ότι η κρουστική απόκριση είναι ένα σήμα πεπερασμένης διάρκειας. Αξίζει να σημειωθεί ότι οι συντελεστές της εξίσωσης διαφορών που περιγράφει ένα FIR φίλτρο είναι ίδιοι με τους συντελεστές της κρουστικής απόκρισης του FIR φίλτρου.

			Μπορείτε να διερευνήσετε τα FIR φίλτρα με το Διαδραστικό πρόγραμμα 3.1.

			[image: ]

			Διαδραστικό πρόγραμμα 3.1 FIR φίλτρa.

			Η κρουστική απόκριση ενός FIR φίλτρου είναι ένα σήμα πεπερασμένης διάρκειας. Όταν η είσοδος στο φίλτρο είναι άπειρης διάρκειας, τότε και η απόκριση του φίλτρου είναι άπειρης διάρκειας.

			Παράδειγμα 1.

			Δίνεται η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές

			[image: ],

			που περιγράφει ένα FIR φίλτρο με [image: ]και σταθερούς συντελεστές:

			[image: ]

			Παράδειγμα 2.

			Φίλτρο πεπερασμένης κρουστικής απόκρισης: FIR – MA

			Δίνεται η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές, που περιγράφει ένα FIR φίλτρο 

			[image: ]

			Το φίλτρο είναι τάξης[image: ]και οι συντελεστές είναι:

			[image: ]

			Στο Σχήμα 3.6 παρουσιάζονται:

			- η κρουστική απόκριση[image: ]του φίλτρου, δηλαδή η έξοδος του συστήματος για είσοδο [image: ]

			- η βηματική απόκριση[image: ]του φίλτρου, δηλαδή η έξοδος του συστήματος για είσοδο [image: ]

			- η απόκριση[image: ]του φίλτρου για είσοδο[image: ]

			[image: ]

			Σχήμα 3.6 FIR φίλτρο.

			3.1.4.3. Συστήματα άπειρης κρουστικής απόκρισης – IIR φίλτρα

			Τα φίλτρα άπειρης κρουστικής απόκρισης (Infinite duration Impulse Response – IIR) περιγράφονται από τη γενική εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές:

			[image: ] (3.20) 

			και ονομάζονται αυτοπαλινδρομούμενα φίλτρα κινητού μέσου όρου (Auto Regressive Moving Average – ARMA) τάξης[image: ].

			Στην ειδική περίπτωση όπου [image: ] και [image: ], τα IIR φίλτρα περιγράφονται από την (ειδική) εξίσωση διαφορών:

			[image: ] (3.21) 

			και ονομάζονται αυτοπαλινδρομούμενα φίλτρα (Auto Regressive – AR) τάξης [image: ].

			Η έξοδος σε κάθε χρονική στιγμή ενός IIR φίλτρου εξαρτάται από τις εξόδους του συστήματος τις προηγούμενες χρονικές στιγμές, όταν πρόκειται για AR φίλτρα, ή τόσο από εισόδους του συστήματος την ίδια και προηγούμενες χρονικές στιγμές όσο και από τις εξόδους του συστήματος τις προηγούμενες χρονικές στιγμές, όταν πρόκειται για ARMA φίλτρα. Πάντως και στις δύο περιπτώσεις, η έξοδος σε κάθε χρονική στιγμή ενός IIR φίλτρου εξαρτάται από εξόδους του συστήματος τις προηγούμενες χρονικές στιγμές. Επίσης, αξίζει να σημειωθεί ότι η εξίσωση διαφορών παρέχει τη δυνατότητα να περιγραφεί ένα σύστημα με κρουστική απόκριση άπειρης διάρκειας χρησιμοποιώντας ένα πεπερασμένο πλήθος συντελεστών.

			Παράδειγμα 1.

			Δίνεται η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές

			[image: ],

			που περιγράφει ένα IIR φίλτρο με [image: ] και σταθερούς συντελεστές:

			[image: ]

			Πρόκειται για AR φίλτρο τάξης [image: ], όπου η έξοδος σε κάθε χρονική στιγμή εξαρτάται από τις εξόδους τις δύο προηγούμενες χρονικές στιγμές.

			Παράδειγμα 2.

			Δίνεται η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές

			[image: ],

			που περιγράφει ένα IIR φίλτρο με [image: ], [image: ] και σταθερούς συντελεστές:

			[image: ]

			Πρόκειται για ARΜΑ φίλτρο τάξης [image: ], όπου η έξοδος σε κάθε χρονική στιγμή εξαρτάται τόσο από τις εισόδους την ίδια και την προηγούμενη χρονική στιγμή, όσο και από τις από τις εξόδους τις τρεις προηγούμενες χρονικές στιγμές.

			Η κρουστική απόκριση [image: ] ενός φίλτρου άπειρης κρουστικής απόκρισης υπολογίζεται από τη σχέση:

			[image: ] (3.22) 

			Θεωρώντας ότι [image: ], έχουμε:

			για [image: ]

			[image: ]

			από όπου υπολογίζονται οι πρώτες [image: ] τιμές της κρουστικής απόκρισης [image: ]:

			[image: ]

			Για [image: ], έχουμε:

			[image: ]

			Παράδειγμα.

			Δίνεται η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές που περιγράφει ένα IIR φίλτρο:

			[image: ]

			Τότε, η κρουστική απόκριση [image: ] ικανοποιεί τη σχέση: 

			[image: ]

			Επομένως

			για [image: ] έχουμε

			[image: ]

			για [image: ] έχουμε

			[image: ]

			για [image: ] έχουμε

			[image: ]

			Έτσι

			[image: ]

			κ.ο.κ., οπότε καταλήγουμε στις σχέσεις

			[image: ]

			[image: ]

			Άρα

			[image: ]

			Μπορείτε να διερευνήσετε τα IIR φίλτρα με [image: ] και [image: ] με το Διαδραστικό πρόγραμμα 3.2.

			[image: ]

			Διαδραστικό πρόγραμμα 3.2 IIR φίλτρa.

			Η κρουστική απόκριση ενός IIR φίλτρου είναι ένα σήμα άπειρης διάρκειας. Όταν η είσοδος στο φίλτρο είναι άπειρης διάρκειας, τότε και η απόκριση του φίλτρου είναι άπειρης διάρκειας.

			Παράδειγμα 1.

			Φίλτρο πεπερασμένης κρουστικής απόκρισης: IIR – AR

			Δίνεται η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές που περιγράφει ένα IIR φίλτρο:

			[image: ]

			Το φίλτρο είναι τάξης [image: ] με συντελεστή

			[image: ].

			Στο Σχήμα 3.7 παρουσιάζονται:

			- η κρουστική απόκριση[image: ]του φίλτρου, δηλαδή η έξοδος του συστήματος για είσοδο [image: ]

			- η βηματική απόκριση[image: ]του φίλτρου, δηλαδή η έξοδος του συστήματος για είσοδο [image: ]

			- η απόκριση[image: ]του φίλτρου για είσοδο[image: ]

			[image: ]

			Σχήμα 3.7 IIR-AR φίλτρο.

			Παράδειγμα 2.

			Φίλτρο πεπερασμένης κρουστικής απόκρισης: IIR – ARMA

			Δίνεται η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές που περιγράφει ένα IIR φίλτρο:

			[image: ]

			Το φίλτρο είναι τάξης [image: ] με συντελεστή:

			[image: ].

			Στο Σχήμα 3.8 παρουσιάζονται:

			- η κρουστική απόκριση[image: ]του φίλτρου, δηλαδή η έξοδος του συστήματος για είσοδο [image: ]

			- η βηματική απόκριση[image: ]του φίλτρου, δηλαδή η έξοδος του συστήματος για είσοδο [image: ]

			- η απόκριση[image: ]του φίλτρου για είσοδο[image: ]

			[image: ]

			Σχήμα 3.8 IIR-ARMA φίλτρο.

			3.1.4.4. Επίλυση εξισώσεων διαφορών για IIR φίλτρα 

			Κάθε IIR φίλτρο περιγράφεται από τη γραμμική εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές

			[image: ]

			όταν πρόκειται για AR φίλτρο

			ή από τη γενικότερη γραμμική εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές

			[image: ]

			όταν πρόκειται για ARMA φίλτρο.

			Η γραμμική εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές συνιστά έναν επαναληπτικό τρόπο υπολογισμού της εξόδου, γιατί για να υπολογιστεί η έξοδος σε μία χρονική στιγμή πρέπει να έχει υπολογιστεί η έξοδος σε προηγούμενες χρονικές στιγμές. Έτσι, η μορφή αυτή των IIR φίλτρων είναι ανοιχτή μορφή, γιατί η έξοδος υπολογίζεται επαναληπτικά.

			Το γεγονός η έξοδος σε κάθε χρονική στιγμή ενός IIR φίλτρου εξαρτάται από εξόδους του συστήματος τις προηγούμενες χρονικές στιγμές οδηγεί στην αναγκαιότητα να υπάρχουν αρχικές συνθήκες. Το πλήθος των αρχικών συνθηκών είναι ίσο με την τιμή του [image: ], δηλαδή της τάξης [image: ]του IIR-AR φίλτρου ή του μέρους [image: ] της τάξης [image: ] του IIR-ARMA φίλτρου. Έτσι, οι απαιτούμενες [image: ] αρχικές συνθήκες είναι: 

			[image: ].

			Για παράδειγμα, δίνεται η γραμμική εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές

			[image: ]

			που περιγράφει ένα IIR-AR φίλτρο.

			Είναι προφανές ότι:

			για να υπολογιστεί η έξοδος [image: ] απαιτείται η γνώση της προηγούμενης εξόδου [image: ],

			για να υπολογιστεί η έξοδος [image: ] απαιτείται η γνώση της προηγούμενης εξόδου [image: ],

			για να υπολογιστεί η έξοδος [image: ] απαιτείται η γνώση της προηγούμενης εξόδου [image: ] κ.ο.κ..

			Αν λοιπόν το φίλτρο «δουλεύει» για τις χρονικές στιγμές [image: ], τότε η έξοδος [image: ] δεν είναι διαθέσιμη. Επομένως, χρειάζεται μία αρχική συνθήκη, η τιμή [image: ], για να «δουλέψει» το φίλτρο, δηλαδή για να αρχίσει να παράγει εξόδους.

			Επίλυση των εξισώσεων διαφορών για IIR φίλτρα ονομάζεται ο υπολογισμός κλειστής μορφής των IIR φίλτρων, δηλαδή η εύρεση μη επαναληπτικών τύπων για τον υπολογισμό της εξόδου του φίλτρου, οπότε η έξοδος σε κάθε χρονική στιγμή υπολογίζεται απ’ ευθείας γνωρίζοντας μόνο τον χρόνο, χωρίς να απαιτείται η γνώση προηγούμενων εξόδων.

			Μέθοδος επίλυσης των εξισώσεων διαφορών για IIR φίλτρα

			Η μέθοδος επίλυσης των εξισώσεων διαφορών για IIR φίλτρα προϋποθέτει τη γνώση της εξίσωσης διαφορών

			[image: ]

			με τις αρχικές συνθήκες [image: ].

			Η γενική λύση της εξίσωσης διαφορών, δηλαδή η κλειστή μορφή της εξόδου, δίνεται από τη σχέση: 

			[image: ] (3.23)

			και είναι ίση με το άθροισμα της μερικής λύσης [image: ] της ομογενούς λύσης [image: ].

			Η μερική λύση (partial solution) [image: ] αντιστοιχεί στην απόκριση του συστήματος για δεδομένη είσοδο και με μηδενικές αρχικές συνθήκες. Στον Πίνακα 3.1. δίνεται η μερική λύση όταν είναι δεδομένη η είσοδος. Όταν η είσοδος αποτελείται από άθροισμα τέτοιων εισόδων, τότε η μερική λύση αποτελείται από άθροισμα τέτοιων μερικών λύσεων.
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			Πίνακας 3.1 Μερική λύση εξισώσεων διαφορών.

			Παρατήρηση.

			Όταν η είσοδος στο φίλτρο είναι η κρουστική συνάρτηση [image: ], τότε η μερική λύση είναι [image: ].

			Η ομογενής λύση (homogenous solution) [image: ]αντιστοιχεί στην απόκριση του συστήματος για μηδενική είσοδο και με δεδομένες αρχικές συνθήκες. Στην περίπτωση αυτή, δηλαδή όταν [image: ], η εξίσωση διαφορών γράφεται:

			[image: ] (3.24)

			και ονομάζεται ομογενής εξίσωση διαφορών.

			Η ομογενής λύση έχει τη μορφή

			[image: ] (3.25)

			Η αντικατάσταση της ομογενούς λύσης στην ομογενή εξίσωση διαφορών δίνει:

			[image: ]που οδηγεί στην χαρακτηριστική εξίσωση

			
				
				

			

			[image: ] (3.26)

			Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι βαθμού [image: ], όπως το αντίστοιχο χαρακτηριστικό πολυώνυμο [image: ]και έχει [image: ] ρίζες [image: ].

			Η μορφή της ομογενούς λύσης εξαρτάται από το είδος των ριζών της χαρακτηριστικής εξίσωσης. Συγκεκριμένα,

			- αν η χαρακτηριστική εξίσωση έχει απλές (διακεκριμένες) ρίζες, τότε η ομογενής λύση δίνεται από τον τύπο:

			[image: ] (3.27)

			με προσδιοριστέους συντελεστές [image: ] 

			- αν η χαρακτηριστική εξίσωση έχει κάποια πολλαπλή ρίζα, έστω [image: ] με πολλαπλότητα [image: ], τότε η ομογενής λύση δίνεται από τον τύπο:

			[image: ] (3.28)

			με προσδιοριστέους συντελεστές [image: ] .

			Στις λύσεις (3.27) και (3.28) ο υπολογισμός (προσδιορισμός) των συντελεστών γίνεται λύνοντας ένα σύστημα [image: ] εξισώσεων με [image: ] αγνώστους (τους συντελεστές [image: ]). Οι [image: ] εξισώσεις του συστήματος προκύπτουν από την εξίσωση της αρχικής εξίσωσης διαφορών με τη γενική λύση, αντικαθιστώντας σε αυτή την ισότητα τις αρχικές συνθήκες για [image: ].

			Παράδειγμα 1.

			Δίνεται η εξίσωση διαφορών 

			[image: ]

			με αρχική συνθήκη: [image: ].

			Πρόκειται για IIR-AR φίλτρο τάξης [image: ].

			Να υπολογίσετε την κρουστική απόκριση[image: ]του φίλτρου, δηλαδή την έξοδο του συστήματος για είσοδο [image: ].

			Η γενική λύση της εξίσωσης διαφορών είναι:

			[image: ]

			Επειδή η είσοδος είναι [image: ], σύμφωνα με τον Πίνακα 3.1, η μερική λύση είναι:

			[image: ]

			Η ομογενής λύση έχει τη μορφή

			[image: ]

			Η αντικατάσταση της ομογενούς λύσης στην ομογενή εξίσωση διαφορών

			[image: ]

			δίνει:

			[image: ]

			που οδηγεί στην χαρακτηριστική εξίσωση

			[image: ]

			Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο [image: ] είναι πρώτου βαθμού και έχει μία ρίζα [image: ], οπότε η ομογενής λύση γράφεται:

			[image: ]

			Έτσι, η γενική λύση της εξίσωσης διαφορών δίνεται από τον τύπο:

			[image: ]

			Για [image: ], από την αρχική εξίσωση διαφορών έχουμε: 

			[image: ]

			και από τη γενική λύση έχουμε:

			[image: ]

			Επομένως ο συντελεστής είναι [image: ].

			Συνεπώς, η γενική λύση γράφεται

			[image: ], που έχει νόημα για [image: ].

			Δηλαδή η κρουστική απόκριση του φίλτρου είναι 

			[image: ].

			Αξίζει να σημειωθεί ότι η ρίζα [image: ] του χαρακτηριστικού πολυωνύμου εμφανίζεται στη λύση.

			Αν η αρχική συνθήκη μεταβληθεί σε [image: ], τότε 

			για [image: ], από την αρχική εξίσωση διαφορών έχουμε: 

			[image: ]

			και από τον κλειστό τύπο της λύσης έχουμε:

			[image: ]

			Επομένως ο συντελεστής είναι [image: ].

			Η γενική λύση της εξίσωσης διαφορών γίνεται

			[image: ], που έχει νόημα για [image: ].

			Δηλαδή η κρουστική απόκριση του φίλτρου είναι 

			[image: ].

			Αξίζει να σημειωθεί ότι η μεταβολή στην αρχική συνθήκη, δεν προκαλεί μεταβολή στη μορφή της λύσης (παραμένει εκθετική), αλλά προκαλεί μεταβολή μόνο στο πλάτος.

			Παράδειγμα 2.

			Δίνεται η εξίσωση διαφορών 

			[image: ]

			με αρχικές συνθήκες: [image: ].

			Πρόκειται για IIR-AR φίλτρο τάξης [image: ].

			Να υπολογίσετε τη βηματική απόκριση[image: ]του φίλτρου, δηλαδή την έξοδο του συστήματος για είσοδο [image: ].

			Η γενική λύση της εξίσωσης διαφορών είναι:

			[image: ]

			Από τον Πίνακα 3.1, η μερική λύση είναι:

			[image: ]

			γιατί η είσοδος είναι σταθερή: [image: ].

			Αντικαθιστώντας τη μερική λύση στην εξίσωσης διαφορών έχουμε:

			[image: ]

			δηλαδή, η μερική λύση είναι:

			[image: ]

			Η ομογενής λύση έχει τη μορφή

			[image: ]

			Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι:

			[image: ]

			Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο [image: ] είναι δεύτερου βαθμού και έχει 2 διακεκριμένες ρίζες [image: ] , οπότε η ομογενής λύση γράφεται

			[image: ]

			Συνεπώς, η γενική λύση γράφεται:

			[image: ]

			Για [image: ], από την εξίσωση διαφορών, τη γενική λύση της και τις αρχικές συνθήκες, προκύπτει το ακόλουθο σύστημα: 

			[image: ]

			Για [image: ], από την εξίσωση διαφορών, τη γενική λύση της και τις αρχικές συνθήκες, προκύπτει το ακόλουθο σύστημα: 

			[image: ]

			Έτσι προκύπτει το σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους, τους συντελεστές [image: ]:

			[image: ]

			με λύση:

			[image: ]

			Συνεπώς έχουμε: 

			[image: ], που έχει νόημα για [image: ].

			Άρα, η γενική λύση είναι: 

			[image: ]

			Αξίζει να σημειωθεί ότι ρίζες [image: ] του χαρακτηριστικού πολυωνύμου εμφανίζονται στη λύση.

			Παράδειγμα 3.

			Δίνεται η εξίσωση διαφορών 

			[image: ]

			με αρχικές συνθήκες: [image: ].

			Πρόκειται για IIR-ARMA φίλτρο τάξης [image: ].

			Να υπολογίσετε την κρουστική απόκριση[image: ]του φίλτρου, δηλαδή την έξοδο του συστήματος για είσοδο [image: ].

			Η γενική λύση της εξίσωσης διαφορών είναι:

			[image: ]

			Επειδή η είσοδος είναι [image: ], σύμφωνα με τον Πίνακα 3.1, η μερική λύση είναι:

			[image: ]

			Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι:

			[image: ]

			Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο [image: ] είναι δεύτερου βαθμού και έχει δύο διακεκριμένες ρίζες [image: ] , οπότε η ομογενής λύση γράφεται:

			[image: ]

			Συνεπώς, η γενική λύση γράφεται:

			[image: ]

			Για [image: ], από την εξίσωση διαφορών, τη γενική λύση της και τις αρχικές συνθήκες, προκύπτει το ακόλουθο σύστημα: 

			[image: ]

			Για [image: ], από την εξίσωση διαφορών, τη γενική λύση της και τις αρχικές συνθήκες, προκύπτει το ακόλουθο σύστημα: 

			[image: ]

			Έτσι προκύπτει το σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους, τους συντελεστές [image: ]:

			[image: ]

			με λύση:

			[image: ]

			Συνεπώς, η γενική λύση γράφεται: 

			[image: ], που έχει νόημα για [image: ].

			Άρα η κρουστική απόκριση του φίλτρου είναι 

			[image: ]

			Παράδειγμα 4.

			Δίνεται η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές:

			[image: ]

			με [image: ]

			που περιγράφει ένα IIR-AR φίλτρο με [image: ] και σταθερό συντελεστή: [image: ].

			Η κρουστική απόκριση του φίλτρου είναι η έξοδος [image: ] του φίλτρου για είσοδο [image: ] και υπολογίζεται ως εξής:

			[image: ]

			Επομένως, έχουμε:

			[image: ]

			Άρα, η κρουστική απόκριση είναι:

			[image: ] 

			Είναι προφανές ότι η κρουστική απόκριση είναι άπειρης διάρκειας.

			3.1.4.5. Φίλτρο μέσης τιμής

			Η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές 

			[image: ] (3.29)

			περιγράφει ένα FIR φίλτρο τάξης [image: ] με ίσους συντελεστές [image: ].

			Το φίλτρο αυτό παράγει στην έξοδο το μέσο όρο των [image: ] προηγούμενων εισόδων και ονομάζεται φίλτρο μέσης τιμής τάξης [image: ]. Τα φίλτρα μέσης τιμής είναι χρήσιμα στην Επεξεργασία Σημάτων.

			Εφαρμογή. Απομάκρυνση ημιτονοειδούς θορύβου

			Τα φίλτρα μέσης τιμής μπορούν να χρησιμοποιηθούν για την απομάκρυνση ανεπιθύμητου ημιτονοειδούς θορύβου. Για παράδειγμα, αν ένα σήμα αποτελείται από ένα χρήσιμο περίπου σταθερό τμήμα [image: ] και από έναν ανεπιθύμητο ημιτονοειδή θόρυβο [image: ], τότε το συνολικό σήμα είναι:

			[image: ]

			Αν το σήμα [image: ] είναι είσοδος σε ένα φίλτρο μέσης τιμής τάξης [image: ], τότε η έξοδος του φίλτρου υπολογίζει στην έξοδο το μέσο όρο των [image: ] προηγούμενων εισόδων και έτσι απαλείφει τον ανεπιθύμητο θόρυβο, αφού η έξοδος του φίλτρου μέσης τιμής προσεγγίζει τον χρήσιμο σήμα. Στο Σχήμα 3.9 παρουσιάζεται η είσοδος [image: ] του φίλτρου μέσης τιμής και οι έξοδοι [image: ]του φίλτρου μέσης τιμής τάξης [image: ] και [image: ] του φίλτρου μέσης τιμής τάξης [image: ]. Είναι φανερό ότι όσο η τάξη του φίλτρου αυξάνει, τόσο καλύτερα γίνεται η απομάκρυνση του θορύβου. Το τίμημα είναι ότι το φίλτρο αργεί να παράγει αποτέλεσμα, γιατί όσο η τάξη του φίλτρου αυξάνει, τόσο η παραγωγή αποτελέσματος αργεί, επειδή ο υπολογισμός της εξόδου απαιτεί προηγούμενες εισόδους. Αυτό αντιμετωπίζεται με τον υπολογισμό του μέσου όρου των διαθέσιμων εισόδων, μέχρι να είναι όλες (και οι [image: ]) διαθέσιμες.

			[image: ]

			Σχήμα 3.9 FIR φίλτρο μέσης τιμής.

			3.1.5. Συστήματα διακριτού χρόνου σε προγραμματιστικό περιβάλλον 

			1-0-3-0-0-0

			Χρήσιμη βιβλιογραφία για Matlab είναι το βιβλίο The MathWorks Inc., 2005. Χρήσιμη ξενόγλωσση βιβλιογραφία για σήματα σε Matlab είναι τα βιβλία Ingle and Proakis, 2003 και Leis, 2011. Χρήσιμη ελληνόγλωσση βιβλιογραφία για σήματα σε Matlab είναι τα βιβλία Ασημάκης, 2008 (για σήματα και συστήματα διακριτού χρόνου) και Παρασκευάς, 2014 (για σήματα και συστήματα συνεχούς χρόνου). Χρήσιμη βιβλιογραφία για Octave είναι τα βιβλία Eaton, Bateman, Hauberg, Wehbring, 2011 και Hansen, 2011. 

			Η συνάρτηση [y]=filter(b,a,x) χρησιμοποιείται για τον υπολογισμό της απόκρισης ενός LTI συστήματος διακριτού χρόνου. Η συνάρτηση έχει εισόδους τους συντελεστές b και a της εξίσωσης διαφορών με σταθερούς συντελεστές που περιγράφει το LTI σύστημα και την είσοδο x του συστήματος. Η συνάρτηση έχει έξοδο την έξοδο y του συστήματος. Για παράδειγμα, για να υπολογιστεί η κρουστική απόκριση του συστήματος

			[image: ]

			δηλαδή η έξοδος του συστήματος για είσοδο [image: ]

			απαιτείται η παραγωγή της εισόδου d και στη συνέχεια απαιτείται η κλήση

			b=[2, 3]; a=[1, 0, 4]; [y]=filter(b,a,d)

			3.2. Συστήματα συνεχούς χρόνου

			1-2-0-0-5-6

			3.2.1. Ορισμός 

			Ένα σύστημα συνεχούς χρόνου (φίλτρο) είναι ένας μετασχηματισμός (transform) του σήματος εισόδου σε ένα σήμα εξόδου, όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.10. Το σύστημα συνεχούς χρόνου έχει είσοδο ένα σήμα συνεχούς χρόνου [image: ] και έξοδο ένα άλλο σήμα συνεχούς χρόνου [image: ], όπου ο μετασχηματισμός συμβολίζεται με [image: ]. Η έξοδος του συστήματος ονομάζεται απόκριση του συστήματος.

			[image: ]

			Σχήμα 3.10 Σύστημα συνεχούς χρόνου.

			Χρήσιμη ελληνόγλωσση βιβλιογραφία είναι τα βιβλία Θεοδωρίδης, Μπερμπερίδης, Κοφίδης, 2003, Καλουπτσίδης, 1994, Καραγιάννης & Μαραγκός, 2010, Καραγιάννης & Τζιτζιράχου, 2003, Καραμπογιάς, 2009, Μάργαρης, 2014, Μουστακίδης, 2004, Παρασκευάς, 2014, Σκόδρας & Αναστασόπουλος, 2003, Φωτόπουλος & Βελώνη, 2008.

			3.2.2. Ιδιότητες συστημάτων συνεχούς χρόνου

			3.2.2.1. Αρχή της επαλληλίας ή αρχή της υπέρθεσης 

			Η αρχή της επαλληλίας ή αρχή της υπέρθεσης εκφράζεται με τον τύπο:

			[image: ] (3.30)

			Η σημασία της αρχής της επαλληλίας είναι ότι αν στο σύστημα τεθεί ως είσοδος το άθροισμα επιμέρους εισόδων, τότε το σύστημα παράγει μία απόκριση, που είναι το άθροισμα των επί μέρους αποκρίσεων. Σε ένα σύστημα που υπακούει στην αρχή της επαλληλίας, η συνολική επίδραση στο σύστημα λόγω επί μέρους εισόδων που αθροίζονται είναι ίση με το άθροισμα των επιδράσεων στο σύστημα των επί μέρους εισόδων.

			3.2.2.2. Ομογένεια 

			Η ομογένεια εκφράζεται με τον τύπο:

			[image: ] (3.31)

			όπου [image: ] είναι πραγματικός αριθμός.

			Η σημασία της ομογένειας είναι ότι αν στο σύστημα τεθεί ως είσοδος ένα πολλαπλάσιο ενός αρχικού σήματος, τότε το σύστημα παράγει μία απόκριση, που είναι το ίδιο πολλαπλάσιο της απόκρισης του συστήματος στην είσοδο του αρχικού σήματος. 

			3.2.2.3. Γραμμικότητα 

			Η γραμμικότητα εκφράζεται με τον τύπο:

			[image: ] (3.32)

			για οποιεσδήποτε σταθερές [image: ].

			Αν ένα σύστημα υπακούει στην αρχή της επαλληλίας και είναι ομογενές, τότε το σύστημα είναι γραμμικό (linear). Αυτό σημαίνει ότι σε ένα γραμμικό σύστημα, αν η είσοδος ενός συστήματος είναι ο γραμμικός συνδυασμός σημάτων, τότε η έξοδος του συστήματος είναι ίση με τον αντίστοιχο γραμμικό συνδυασμό των αποκρίσεων του συστήματος στις εισόδους.

			3.2.2.4. Χρονική Αμεταβλητότητα

			Η χρονική αμεταβλητότητα εκφράζεται με τον τύπο:

			[image: ] (3.33)

			Η σημασία της χρονικής αμεταβλητότητα είναι ότι αν στο σύστημα τεθεί ως είσοδος ένα σήμα μετατοπισμένο στον χρόνο (καθυστέρηση ή πρωτοπορία), τότε το σύστημα παράγει μία νέα απόκριση, που είναι η απόκριση του συστήματος στο αρχικό (μη μετατοπισμένο σήμα), το ίδιο μετατοπισμένη στον χρόνο. Στην περίπτωση αυτή, το σύστημα είναι χρονικά αμετάβλητο (time invariant).

			3.2.2.5. Γραμμικότητα και Χρονική Αμεταβλητότητα

			Ένα σύστημα που συνδυάζει την ιδιότητα της γραμμικότητα ς και της χρονικής αμεταβλητότητας ονομάζεται γραμμικό χρονικά αμετάβλητο (Linear Time Invariant – LTI) σύστημα.

			3.2.2.6. Αιτιότητα 

			Η αιτιότητα εκφράζεται με τον τύπο:

			[image: ] (3.34)

			που σημαίνει ότι η έξοδος σε κάθε χρονική στιγμή εξαρτάται από εισόδους της ίδιας χρονικής στιγμής ή προηγούμενων χρονικών στιγμών. Επομένως, οι μεταβολές στην έξοδο του συστήματος, ποτέ δεν προηγούνται των μεταβολών στην είσοδο του συστήματος, δηλαδή η είσοδος αποτελεί την αιτία των μεταβολών στην έξοδο. Όταν δεν συμβαίνει αυτό, τότε το σύστημα είναι μη αιτιατό ή αναιτιατό. 

			3.2.2.7. Ευστάθεια 

			Η ευστάθεια ενός συστήματος δίνει πληροφορίες σχετικά με τον τρόπο που ανταποκρίνεται η απόκριση του συστήματος σε μία διαταραχή πεπερασμένου πλάτους. Ένα σύστημα είναι ευσταθές (stable), όταν κάθε φραγμένη είσοδος παράγει επίσης φραγμένη έξοδο. Η ευστάθεια (stability) εκφράζεται με τον τύπο:

			[image: ] (3.35)

			 (όπου [image: ] και [image: ] θετικοί αριθμοί) , που σημαίνει ότι όταν η είσοδος είναι φραγμένη, τότε και η έξοδος είναι φραγμένη. Όταν συμβαίνει αυτό, τότε το σύστημα είναι ευσταθές (stable), ενώ όταν δεν συμβαίνει, τότε το σύστημα είναι ασταθές. Αυτού του είδους η ευστάθεια ονομάζεται BIBO ευστάθεια (Bounded Input Bounded Output).

			3.2.2.8. Αντιστρεψιμότητα 

			Η αντιστρεψιμότητα εκφράζεται με τον τύπο:

			[image: ] (3.36)

			Ένα σύστημα είναι αντιστρέψιμο, όταν η είσοδος μπορεί να προσδιοριστεί από την έξοδο με μοναδικό τρόπο. Το αντιστρέψιμο σύστημα παράγει διαφορετικές εξόδους για διαφορετικές εισόδους.

			Αν ένα σύστημα είναι αντιστρέψιμο (δηλαδή υπάρχει το αντίστροφο σύστημα) και συνδέσουμε σε σειρά το σύστημα και το αντίστροφο σύστημα, τότε η είσοδος του συστήματος είναι ίση με την έξοδο του αντίστροφου συστήματος.

			3.2.3. Γραμμικά Χρονικά Αμετάβλητα Συστήματα – LTI Συστήματα

			3.2.3.1. Απόκριση μοναδιαίου παλμού

			Απόκριση μοναδιαίου παλμού, [image: ], ενός γραμμικού χρονικά αμετάβλητου (LTI) συστήματος ονομάζεται η έξοδος (απόκριση) [image: ] του συστήματος στην είσοδο μοναδιαίου παλμού [image: ], όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.11. Η απόκριση μοναδιαίου παλμού ενός LTI συστήματος εκφράζει τη συμπεριφορά του συστήματος όταν στην είσοδο συμβεί ένα μεμονωμένο ξαφνικό γεγονός (μοναδιαίος παλμός).

			[image: ]

			Σχήμα 3.11 Απόκριση μοναδιαίου παλμού.

			Από το Σχήμα 3.11 είναι φανερό ότι θεωρώντας το σήμα μοναδιαίου παλμού [image: ], ως είσοδο του LTI συστήματος, δηλαδή [image: ], τότε η απόκριση [image: ] του συστήματος είναι ίση με την απόκριση μοναδιαίου παλμού του συστήματος, δηλαδή [image: ] και ταυτίζεται με τη συνέλιξη της εισόδου με την κρουστική απόκριση, δηλαδή ισχύει:

			[image: ] (3.37)

			ως άμεση συνέπεια της ιδιότητας του ταυτοτικού στοιχείου της γραμμικής συνέλιξης του προηγούμενου κεφαλαίου.

			Γενικεύοντας, σε ένα γραμμικό χρονικά αμετάβλητο σύστημα (Linear Time Invariant – LTI) με γνωστή απόκριση μοναδιαίου παλμού, όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.12, η είσοδος [image: ] και η έξοδος (απόκριση) [image: ]συνδέονται με τη σχέση:

			[image: ] (3.38)

			δηλαδή η απόκριση[image: ]ενός γραμμικού χρονικά αμετάβλητου (LTI) συστήματος είναι ίση με τη συνέλιξη της κρουστικής απόκρισης[image: ]με την είσοδο [image: ].

			[image: ]

			Σχήμα 3.12 LTI σύστημα συνεχούς χρόνου.

			Απόδειξη.

			Σύμφωνα με τον τύπο της ανάλυσης σημάτων συνεχούς χρόνου του προηγούμενου κεφαλαίου, η είσοδος του LTI συστήματος προσεγγίζεται με το κλιμακωτό σήμα:

			[image: ]

			και τότε η έξοδος (απόκριση) του LTI συστήματος είναι:

			[image: ]

			Η έξοδος γράφεται:

			[image: ]

			επειδή

			- το LTI σύστημα είναι γραμμικό οπότε ισχύει η αρχή της επαλληλίας, με αποτέλεσμα ο μετασχηματισμός και το άθροισμα να μπορούν να αντιμετατεθούν

			- το LTI σύστημα είναι γραμμικό οπότε είναι ομογενές, με αποτέλεσμα οι συντελεστές [image: ]που δεν εξαρτώνται από τον χρόνο [image: ] να μπορούν πολλαπλασιαστούν με τον μετασχηματισμό.

			- το LTI σύστημα είναι χρονικά αμετάβλητο, γεγονός που σημαίνει ότι [image: ], οπότε και [image: ] για είσοδο [image: ].

			Όταν [image: ], τότε [image: ] 

			Οπότε

			[image: ]

			Όταν [image: ], τότε [image: ] και το άθροισμα γίνεται ολοκλήρωμα:

			[image: ]

			Άρα

			[image: ] (3.39)

			γιατί

			- ισχύει ο ορισμός της συνέλιξης σημάτων συνεχούς χρόνου του προηγούμενου κεφαλαίου,

			- ισχύει η αντιμεταθετική ιδιότητα της συνέλιξης.  

			Επομένως, η σημασία της απόκρισης μοναδιαίου παλμούείναι τεράστια: Αν η απόκριση μοναδιαίου παλμού είναι γνωστή, τότε για κάθε είσοδο στο LTI σύστημα είναι δυνατή η γνώση της εξόδου (με συνέλιξη της απόκρισης μοναδιαίου παλμούκαι της εισόδου). Άρα η απόκριση μοναδιαίου παλμούχαρακτηρίζει τη συμπεριφορά του συστήματος και για το λόγο αυτό η γνώση της αρκεί για την περιγραφή του LTI συστήματος.

			Ένα γραμμικό χρονικά αμετάβλητο (LTI) σύστημα είναι αιτιατό, όταν 

			[image: ] (3.40)

			δηλαδή όταν η απόκριση μοναδιαίου παλμούείναι ένα σήμα που αρχίζει τη χρονική στιγμή [image: ].

			Ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι ευσταθές ένα γραμμικό χρονικά αμετάβλητο (LTI) σύστημα είναι

			[image: ] (3.41)

			(όπου [image: ] θετικός αριθμός), που σημαίνει η απόκριση μοναδιαίου παλμούείναι απολύτως ολοκληρώσιμη.

			3.2.3.2. Σύνδεση συστημάτων σε σειρά

			Αν ένα LTI σύστημα με απόκριση μοναδιαίου παλμού [image: ]συνδεθεί σε σειρά με ένα LTI σύστημα με απόκριση μοναδιαίου παλμού [image: ], όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.13, δηλαδή αν

			[image: ]

			[image: ]

			τότε το συνολικό σύστημα έχει είσοδο [image: ], έξοδο [image: ]και απόκριση μοναδιαίου παλμού:

			[image: ] (3.42)

			Απόδειξη.

			Από τα δύο συστήματα που είναι συνδεδεμένα σε σειρά ισχύει:

			[image: ]

			επειδή η προσεταιριστική ιδιότητα της γραμμικής συνέλιξης (όπως παρουσιάστηκε στο προηγούμενο κεφάλαιο).

			Όμως, το σύστημα είναι LTI, οπότε από την (3.38) για την έξοδο έχουμε:

			[image: ]

			Επομένως, επειδή ισχύει η αντιμεταθετική ιδιότητα της συνέλιξης, έχουμε: 

			[image: ]  

			[image: ]

			Σχήμα 3.13 Σύνδεση συστημάτων συνεχούς χρόνου σε σειρά.

			Γενικεύοντας, αν συνδεθούν σε σειρά [image: ]συστήματα συνεχούς χρόνου, όπου[image: ]ακέραιος με[image: ], τότε η συνολική απόκριση μοναδιαίου παλμού είναι:

			[image: ], 

			δηλαδή η συνολική απόκριση μοναδιαίου παλμού ενός LTI συστήματος, που αποτελείται από LTI συστήματα συνδεδεμένα σε σειρά, είναι η συνέλιξη των αποκρίσεων μοναδιαίου παλμού των επί μέρους συστημάτων.

			3.2.3.3. Σύνδεση συστημάτων παράλληλα

			Αν ένα LTI σύστημα με απόκριση μοναδιαίου παλμού [image: ]συνδεθεί παράλληλα με ένα LTI σύστημα με απόκριση μοναδιαίου παλμού [image: ], όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.14, δηλαδή αν

			[image: ]

			με

			[image: ]

			[image: ]

			τότε το συνολικό σύστημα έχει είσοδο [image: ], έξοδο [image: ]και απόκριση μοναδιαίου παλμού:

			[image: ] (3.43)

			Απόδειξη.

			Από τα δύο συστήματα που είναι συνδεδεμένα παράλληλα ισχύει:

			[image: ]

			επειδή ισχύει η επιμεριστική ιδιότητα της γραμμικής συνέλιξης (όπως παρουσιάστηκε στο προηγούμενο κεφάλαιο).

			Όμως, το σύστημα είναι LTI, οπότε από την (3.38) για την έξοδο έχουμε:

			[image: ]

			Συνδυάζοντας τις δύο τελευταίες σχέσεις καταλήγουμε:

			[image: ]  

			[image: ]

			
Σχήμα 3.14 Σύνδεση συστημάτων διακριτού χρόνου παράλληλα.

			Γενικεύοντας, αν συνδεθούν παράλληλα [image: ]συστήματα συνεχούς χρόνου, όπου[image: ]ακέραιος με[image: ], τότε η συνολική απόκριση μοναδιαίου παλμού είναι:

			[image: ], 

			δηλαδή η συνολική απόκριση μοναδιαίου παλμού ενός LTI συστήματος, που αποτελείται από LTI συστήματα συνδεδεμένα παράλληλα, είναι το άθροισμα των αποκρίσεων μοναδιαίου παλμού των επί μέρους συστημάτων.

			3.2.4. Αναπαράσταση LTI συστημάτων με διαφορικές εξισώσεις 

			Κάθε γραμμικό χρονικά αμετάβλητο σύστημα περιγράφεται με μία διαφορική εξίσωση με πραγματικούς συντελεστές: 

			[image: ] (3.44)

			και αρχικές συνθήκες 

			[image: ]

			όπου [image: ] συμβολίζει την [image: ] τάξης παράγωγο του σήματος συνεχούς χρόνου[image: ].

			Οι σταθεροί (ανεξάρτητοι του χρόνου) συντελεστές είναι: [image: ] και [image: ].

			Για παράδειγμα, η διαφορική εξίσωση

			[image: ]

			Περιγράφει ένα LTI σύστημα συνεχούς χρόνου.

			Αν η είσοδος είναι [image: ], τότε η έξοδος είναι [image: ].

			Στο Σχήμα 3.15 παρουσιάζεται η είσοδος και η απόκριση του LTI συστήματος συνεχούς χρόνου.

			[image: ]

			Σχήμα 3.15 Είσοδος και απόκριση LTI συστήματος συνεχούς χρόνου.

			3.2.5. Συστήματα συνεχούς χρόνου σε προγραμματιστικό περιβάλλον

			1-0-0-0-5-0

			Η συνάρτηση [y]=lsim(b,a,x,t) χρησιμοποιείται για τον υπολογισμό της απόκρισης ενός LTI συστήματος συνεχούς χρόνου. Η συνάρτηση έχει εισόδους τους συντελεστές b και a της διαφορικής εξίσωσης με σταθερούς συντελεστές που περιγράφει το LTI σύστημα, την είσοδο x του συστήματος και τον χρόνο t. Η συνάρτηση έχει έξοδο την έξοδο y του συστήματος. Για παράδειγμα, για να υπολογιστεί η απόκριση του συστήματος

			[image: ]

			για είσοδο [image: ]

			απαιτείται η παραγωγή της εισόδου d και στη συνέχεια απαιτείται η κλήση

			b=[1]; a=[1, 1/2]; t=[0:0.1:10]; x=ones(1,length(t)); [y]=lsim(b,a,x,t)

			Παρατήρηση.

			Για την επίλυση διαφορικών εξισώσεων χρησιμοποιείται η συνάρτηση dsolve. Η συνάρτηση dsolve μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τον υπολογισμό της απόκρισης ενός LTI συστήματος συνεχούς χρόνου, που περιγράφεται από μία διαφορική εξίσωση. Για παράδειγμα, η απόκριση που υπολογίστηκε με τη συνάρτηση lsim μπορεί να υπολογιστεί με χρήση της συνάρτησης dsolve με την κλήση

			dsolve(‘Dy=-0.5*y+1’,’y(0)=0’)

			Η απόκριση είναι:

			2 - 2/exp(t/2)

			Η συνάρτηση dsolve είναι διαθέσιμη σε Matlab και σε Octave (symbolic package).

			3.3. Λυμένες Ασκήσεις

			Συστήματα διακριτού χρόνου  

			1-2-3-4-0-0

			1. Να εξετάσετε ως προς την ευστάθεια τα γραμμικά χρονικά αμετάβλητα (LTI) συστήματα με κρουστική απόκριση

			α. [image: ]

			β. [image: ]

			Λύση.

			α. Το LTI σύστημα είναι ευσταθές γιατί

			[image: ]

			β. Το LTI σύστημα είναι ασταθές γιατί

			[image: ]

			2. Ένα LTI σύστημα με κρουστική απόκριση [image: ]συνδέεται σε σειρά με ένα LTI σύστημα με κρουστική απόκριση [image: ]. Το σύστημα που προκύπτει συνδέεται παράλληλα με ένα LTI σύστημα με κρουστική απόκριση [image: ]. Να υπολογίσετε την κρουστική απόκριση του συνολικού συστήματος.

			Λύση.

			Η κρουστική απόκριση του συστήματος που προκύπτει από σύνδεση συστημάτων σε σειρά είναι η συνέλιξη των επί μέρους κρουστικών αποκρίσεων. Έτσι, η κρουστική απόκριση του συστήματος που προκύπτει από σύνδεση σε σειρά είναι:

			[image: ]

			Η κρουστική απόκριση του συστήματος που προκύπτει από παράλληλη σύνδεση συστημάτων είναι το άθροισμα των επί μέρους κρουστικών αποκρίσεων. Έτσι, η κρουστική απόκριση του συνολικού συστήματος είναι:

			[image: ]

			Οπότε:

			[image: ]

			3. Δίνεται ότι ένα γραμμικό χρονικά αμετάβλητο (LTI) σύστημα έχει βηματική απόκριση

			[image: ]

			Να υπολογίσετε την κρουστική απόκριση [image: ].

			Λύση.

			Η είσοδος [image: ] και η έξοδος [image: ] κάθε LTI συστήματος με κρουστική απόκριση [image: ] συνδέονται με τη σχέση [image: ].

			Η κρουστική απόκριση [image: ] του φίλτρου είναι η έξοδος για είσοδο [image: ].

			Επομένως, έχουμε: [image: ].

			Η βηματική απόκριση [image: ] του φίλτρου είναι η έξοδος για είσοδο [image: ].

			Επομένως, έχουμε: [image: ]

			Επειδή το σύστημα είναι χρονικά αμετάβλητο (αφού είναι LTI), έχουμε:[image: ].

			Επίσης ισχύει: [image: ], όπως είδαμε στο κεφάλαιο 1.

			Άρα

			[image: ]

			Επομένως

			[image: ]

			4. Δίνεται η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές:

			[image: ]

			Να υπολογίσετε 

			α. την κρουστική απόκριση [image: ]για είσοδο [image: ]

			β. την απόκριση [image: ] για είσοδο [image: ]

			Λύση.

			α. Πρόκειται για FIR φίλτρο με [image: ] και σταθερούς συντελεστές:

			[image: ]

			Είναι γνωστό ότι η κρουστική απόκριση ενός φίλτρου πεπερασμένης κρουστικής απόκρισης [image: ] δίνεται από τη σχέση:

			[image: ]

			οπότε η κρουστική απόκριση είναι:

			[image: ]

			β. Η απόκριση [image: ] για είσοδο [image: ] είναι:

			[image: ]

			επειδή ισχύει [image: ], όπως είδαμε στο κεφάλαιο 2.

			Οπότε

			[image: ]

			5. Δίνεται η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές:

			[image: ]

			με αρχικές συνθήκες: [image: ].

			Να υπολογίσετε την απόκριση [image: ] για είσοδο [image: ]

			Λύση.

			Πρόκειται για IIR-ARMA φίλτρο τάξης [image: ] και σταθερούς συντελεστές:

			[image: ]

			Η γενική λύση της εξίσωσης διαφορών είναι:

			[image: ]

			Επειδή η είσοδος είναι [image: ], από τον Πίνακα 3.1, η μερική λύση είναι:

			[image: ]

			Τότε

			[image: ] δηλαδή [image: ], επομένως [image: ].

			Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι:

			[image: ]

			Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο [image: ] είναι δεύτερου βαθμού και μία διπλή ρίζα [image: ] .

			Τότε η ομογενής λύση γράφεται

			[image: ]

			Έτσι, η λύση δίνεται από τον τύπο:

			[image: ]

			Για [image: ], από την εξίσωση διαφορών, τη γενική λύση της και τις αρχικές συνθήκες, προκύπτει το ακόλουθο σύστημα: 

			[image: ]

			Για [image: ], από την εξίσωση διαφορών, τη γενική λύση της και τις αρχικές συνθήκες, προκύπτει το ακόλουθο σύστημα: 

			[image: ]

			Οπότε

			[image: ]

			δηλαδή

			[image: ]

			και [image: ], που έχει νόημα για [image: ].

			Άρα η λύση γίνεται 

			[image: ]

			6. Δίνεται η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές:

			[image: ]

			Να υπολογίσετε το συντελεστή [image: ] και την αρχική συνθήκη [image: ], ώστε η κρουστική απόκριση να είναι 

			[image: ]

			Λύση.

			H κρουστική απόκριση [image: ] είναι η έξοδος για είσοδο [image: ].

			Η γενική λύση της εξίσωσης διαφορών είναι:

			[image: ]

			Επειδή η είσοδος είναι [image: ], από τον Πίνακα 3.1, η μερική λύση είναι:

			[image: ]

			Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι:

			[image: ]

			Το χαρακτηριστικό πολυώνυμο [image: ] είναι πρώτου βαθμού και μία ρίζα [image: ] .

			Τότε η ομογενής λύση γράφεται

			[image: ]

			Έτσι, η λύση δίνεται από τον τύπο:

			[image: ]

			Αλλά είναι δεδομένο ότι

			[image: ]

			Οπότε

			[image: ] και [image: ].

			Για [image: ] 

			από την αρχική εξίσωση διαφορών έχουμε: 

			[image: ]

			και από τον τύπο της λύσης έχουμε:

			[image: ]

			Οπότε

			[image: ]

			Επομένως η αρχική συνθήκη είναι [image: ].

			Συστήματα συνεχούς χρόνου 

			1-2-0-0-5-6

			1. Το σύστημα πλήρους ανόρθωσης είναι το σύστημα συνεχούς χρόνου με είσοδο [image: ] και έξοδο [image: ]. Να εξετάσετε αν το σύστημα πλήρους ανόρθωσης είναι γραμμικό σύστημα.

			Λύση.

			Για οποιεσδήποτε σταθερές [image: ] και [image: ] έχουμε:

			[image: ]

			και

			[image: ]

			Επομένως

			[image: ]

			Άρα το σύστημα πλήρους ανόρθωσης δεν είναι γραμμικό σύστημα.

			2. Το σύστημα μέσης τιμής είναι το LTI σύστημα συνεχούς χρόνου με είσοδο [image: ] και έξοδο [image: ]. Να υπολογίσετε την απόκριση μοναδιαίου παλμού [image: ] του συστήματος μέσης τιμής.

			Λύση.

			Η απόκριση μοναδιαίου παλμού [image: ]του συστήματος μέσης τιμής είναι η έξοδος του συστήματος για είσοδο [image: ]. Τότε

			[image: ].

			3.4. Ασκήσεις

			Συστήματα διακριτού χρόνου 

			1-2-3-4-0-0

			1. Να εξετάσετε ως προς την ευστάθεια το γραμμικό χρονικά αμετάβλητο (LTI) σύστημα με κρουστική απόκριση:

			[image: ]

			2. Δίνεται η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές:

			[image: ]

			Να υπολογίσετε 

			α. την κρουστική απόκριση [image: ] του φίλτρου, δηλαδή την έξοδο του συστήματος για είσοδο [image: ].

			β. την απόκριση [image: ] για είσοδο [image: ].

			3. Δίνεται η εξίσωση διαφορών 

			[image: ]

			με αρχική συνθήκη είναι: [image: ]

			α. Να υπολογίσετε την κρουστική απόκριση [image: ] του φίλτρου, δηλαδή την έξοδο του συστήματος για είσοδο [image: ].

			β. Να υπολογίσετε τη βηματική απόκριση [image: ] του φίλτρου, δηλαδή την έξοδο του συστήματος για είσοδο [image: ].

			4. Δίνεται η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές:

			[image: ]

			Να υπολογίσετε το συντελεστή [image: ] και την αρχική συνθήκη [image: ], ώστε η κρουστική απόκριση να είναι 

			[image: ].

			Συστήματα συνεχούς χρόνου 

			1-2-0-0-5-6

			1. Να εξετάσετε ως προς τη γραμμικότητα το σύστημα συνεχούς χρόνου, που έχει είσοδο [image: ]και έξοδο [image: ].

			2. Ο ολοκληρωτής είναι το LTI σύστημα συνεχούς χρόνου με είσοδο [image: ]και έξοδο [image: ]. Να εξετάσετε αν o ολοκληρωτής είναι LTI σύστημα.

			3. Ο διαμορφωτής είναι το σύστημα συνεχούς χρόνου με είσοδο [image: ] και έξοδο [image: ]. Να εξετάσετε αν o ολοκληρωτής είναι LTI σύστημα.

			4. Το σύστημα μέσης τιμής είναι το σύστημα συνεχούς χρόνου με είσοδο [image: ] και έξοδο [image: ]. Να εξετάσετε αν το σύστημα μέσης τιμής είναι LTI σύστημα.

			5. Να εξετάσετε ως προς την ευστάθεια το LTI σύστημα συνεχούς χρόνου με απόκριση μοναδιαίου παλμού [image: ].

			6. Ένα LTI σύστημα συνεχούς χρόνου έχει απόκριση μοναδιαίου παλμού [image: ]. Να υπολογίσετε την απόκριση [image: ] του συστήματος για είσοδο [image: ].

			3.5. Εργαστηριακές Ασκήσεις

			Εργαστηριακή Άσκηση 7LTI συστήματα διακριτού χρόνου

			1-0-3-0-0-0

			1. Φίλτρο πεπερασμένης κρουστικής απόκρισης: FIR - MA

			Δίνεται η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές που περιγράφει ένα FIR φίλτρο:

			[image: ]

			Να βρεθεί η τάξη του φίλτρου και οι συντελεστές.

			Να μελετήσετε τη συνάρτηση filter.

			Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση filter να υπολογίσετε και να σχεδιάσετε:

			- την κρουστική απόκριση [image: ] του φίλτρου, δηλαδή την έξοδο του συστήματος για είσοδο [image: ]

			- τη βηματική απόκριση [image: ] του φίλτρου, δηλαδή την έξοδο του συστήματος για είσοδο [image: ]

			- την απόκριση [image: ]του φίλτρου για είσοδο [image: ]

			2. Φίλτρο άπειρης κρουστικής απόκρισης: IIR – AR

			Δίνεται η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές που περιγράφει ένα IIR-AR φίλτρο:

			[image: ]

			Να βρεθεί η τάξη του φίλτρου και οι συντελεστές.

			Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση filter να υπολογίσετε και να σχεδιάσετε:

			- την κρουστική απόκριση [image: ] του φίλτρου, δηλαδή την έξοδο του συστήματος για είσοδο [image: ]

			- τη βηματική απόκριση [image: ] του φίλτρου, δηλαδή την έξοδο του συστήματος για είσοδο [image: ]

			- την απόκριση [image: ]του φίλτρου για είσοδο [image: ]

			3. Φίλτρο άπειρης κρουστικής απόκρισης: IIR – ARMA

			Δίνεται η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές που περιγράφει ένα IIR-AR φίλτρο:

			[image: ]

			Να βρεθεί η τάξη του φίλτρου και οι συντελεστές.

			Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση filter να υπολογίσετε και να σχεδιάσετε:

			- την κρουστική απόκριση [image: ] του φίλτρου, δηλαδή την έξοδο του συστήματος για είσοδο [image: ]

			- τη βηματική απόκριση [image: ] του φίλτρου, δηλαδή την έξοδο του συστήματος για είσοδο [image: ]

			- την απόκριση [image: ]του φίλτρου για είσοδο [image: ]

			4. Γραμμικό χρονικά αμετάβλητο (LTI) φίλτρο: συνέλιξη

			Δίνεται η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές που περιγράφει ένα LTI φίλτρο:

			[image: ]

			Να υπολογίσετε και να σχεδιάσετε:

			- την κρουστική απόκριση [image: ] του φίλτρου, δηλαδή την έξοδο του συστήματος για είσοδο [image: ]

			- την απόκριση [image: ]του φίλτρου για είσοδο [image: ]

			- τη συνέλιξη [image: ] 

			Τι παρατηρείτε;

			5. Σύνδεση φίλτρων σε σειρά

			Δίνονται οι εξισώσεις διαφορών με σταθερούς συντελεστές που περιγράφουν δύο LTI φίλτρα συνδεδεμένα σε σειρά:

			[image: ]

			[image: ]

			Το συνολικό φίλτρο έχει είσοδο [image: ]και έξοδο [image: ].

			Nα υπολογίσετε και να σχεδιάσετε:

			- την κρουστική απόκριση [image: ]του πρώτου φίλτρου

			- την κρουστική απόκριση [image: ] του δεύτερου φίλτρου

			- τη βηματική απόκριση [image: ] του συνολικού φίλτρου, δηλαδή την έξοδο του συστήματος για είσοδο [image: ]

			- τη συνέλιξη [image: ] 

			Τι παρατηρείτε;

			6. Σύνδεση φίλτρων παράλληλα

			Δίνονται οι εξισώσεις διαφορών με σταθερούς συντελεστές που περιγράφουν δύο LTI φίλτρα συνδεδεμένα παράλληλα:

			[image: ]

			[image: ]

			Το συνολικό φίλτρο έχει είσοδο [image: ]και έξοδο [image: ].

			Nα υπολογίσετε και να σχεδιάσετε:

			- την κρουστική απόκριση [image: ]του πρώτου φίλτρου

			- την κρουστική απόκριση [image: ] του δεύτερου φίλτρου

			- τη βηματική απόκριση [image: ] του συνολικού φίλτρου, δηλαδή την έξοδο του συστήματος για είσοδο [image: ]

			- τη συνέλιξη [image: ] 

			Τι παρατηρείτε;

			7. Γραμμικό χρονικά αμετάβλητο φίλτρο (LTI): μετατόπιση

			Δίνεται η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές που περιγράφει ένα IIR φίλτρο:

			[image: ]

			Nα υπολογίσετε και να σχεδιάσετε:

			- τη βηματική απόκριση [image: ] του φίλτρου, δηλαδή την έξοδο του συστήματος για είσοδο [image: ]

			- την απόκριση [image: ] του φίλτρου για είσοδο [image: ]

			Τι παρατηρείτε;

			8. Φίλτρο μέσης τιμής

			Να παράγετε το σήμα

			[image: ]

			που αποτελείται από το χρήσιμο τμήμα [image: ] και τον ανεπιθύμητο ημιτονοειδή θόρυβο [image: ]

			Να θεωρήσετε το φίλτρο μέσης τιμής τάξης [image: ]που περιγράφεται από την εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές:

			[image: ]

			Να βάλετε είσοδο το σήμα [image: ]σε ένα φίλτρο μέσης τιμής τάξης [image: ]με σκοπό να απομακρύνετε το θόρυβο.

			Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση filter να υπολογίσετε και να σχεδιάσετε τις εξόδους [image: ]και [image: ] των φίλτρων μέσης τιμής τάξης [image: ]και[image: ], αντίστοιχα. 

			Πώς επιδρά η τάξη του φίλτρου [image: ] στη μορφή της εξόδου;

			Εργαστηριακή Άσκηση 8LTI συστήματα συνεχούς χρόνου

			1-0-0-0-5-0

			1. Επίλυση διαφορικών εξισώσεων

			Να μελετήσετε τη συνάρτηση dsolve.

			Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση dsolve να επιλύσετε τις διαφορικές εξισώσεις:

			[image: ]

			[image: ]

			Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση pretty να εμφανίσετε τα αποτελέσματα. Η συνάρτηση pretty είναι διαθέσιμη σε Matlab και σε Octave (symbolic package).

			2. LTI φίλτρο συνεχούς χρόνου

			Δίνεται η διαφορική εξίσωση με σταθερούς συντελεστές που περιγράφει ένα LTI φίλτρο συνεχούς χρόνου:

			[image: ]

			Να μελετήσετε τη συνάρτηση lsim.

			Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση lsim να υπολογίσετε την απόκριση του συστήματος για είσοδο [image: ].

			3. LTI φίλτρο συνεχούς χρόνου

			Δίνεται η διαφορική εξίσωση με σταθερούς συντελεστές που περιγράφει ένα LTI φίλτρο συνεχούς χρόνου:

			[image: ]

			Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση lsim να υπολογίσετε 

			- την απόκριση μοναδιαίου παλμού [image: ] του φίλτρου, δηλαδή την έξοδο του συστήματος για είσοδο [image: ]

			- την απόκριση [image: ]του φίλτρου για είσοδο [image: ]

			4. LTI φίλτρο συνεχούς χρόνου

			Δίνεται η διαφορική εξίσωση με σταθερούς συντελεστές που περιγράφει ένα LTI φίλτρο συνεχούς χρόνου:

			[image: ]

			Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση lsim να υπολογίσετε την απόκριση του συστήματος για είσοδο [image: ].

			5. Σύστημα μέσης τιμής 

			Το σύστημα μέσης τιμής είναι το σύστημα συνεχούς χρόνου με είσοδο [image: ] και έξοδο [image: ].

			Να υπολογίσετε την απόκριση [image: ] του συστήματος για είσοδο [image: ].

			3.6. Περίληψη (ηχογραφημένη)

			Μπορείτε να ακούσετε την περίληψη του Κεφαλαίου 3 με τον Ήχο 3.1. 

			[image: ]

			Ήχος 3.1 Περίληψη Κεφαλαίου 3.

			Συστήματα διακριτού χρόνου

			1-2-3-4-0-0

			Η κρουστική απόκριση (impulse response) [image: ] ενός γραμμικού χρονικά αμετάβλητου (LTI) συστήματος είναι η έξοδος (απόκριση) του συστήματος στην κρουστική είσοδο [image: ].

			Η απόκριση [image: ]ενός γραμμικού χρονικά αμετάβλητου (LTI) συστήματος είναι ίση με τη γραμμική συνέλιξη της κρουστικής απόκρισης [image: ] με την είσοδο [image: ].

			Η συνολική κρουστική απόκριση ενός LTI συστήματος, που αποτελείται από LTI συστήματα συνδεδεμένα σε σειρά, είναι η συνέλιξη των κρουστικών αποκρίσεων των επί μέρους συστημάτων.

			Η συνολική κρουστική απόκριση ενός LTI συστήματος, που αποτελείται από LTI συστήματα συνδεδεμένα παράλληλα, είναι το άθροισμα των κρουστικών αποκρίσεων των επί μέρους συστημάτων.

			Κάθε γραμμικό χρονικά αμετάβλητο σύστημα περιγράφεται με μία γραμμική εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές. 

			Τα γραμμικά χρονικά αμετάβλητα (LTI) συστήματα (φίλτρα) διακρίνονται σε δύο κατηγορίες ανάλογα με τη διάρκεια της κρουστικής τους απόκρισης:

			- τα φίλτρα πεπερασμένης κρουστικής απόκρισης (Finite duration Impulse Response – FIR)

			- τα φίλτρα άπειρης κρουστικής απόκρισης (Infinite duration Impulse Response – IIR)

			Συστήματα συνεχούς χρόνου 

			1-2-0-0-5-6

			Η απόκριση μοναδιαίου παλμού [image: ] ενός γραμμικού χρονικά αμετάβλητου (LTI) συστήματος είναι η έξοδος (απόκριση) του συστήματος στην είσοδο μοναδιαίου παλμού [image: ]. 

			Η απόκριση [image: ] ενός γραμμικού χρονικά αμετάβλητου (LTI) συστήματος είναι ίση με τη συνέλιξη της απόκρισης μοναδιαίου παλμού [image: ]με την είσοδο [image: ].

			Η συνολική απόκριση μοναδιαίου παλμού ενός LTI συστήματος, που αποτελείται από LTI συστήματα συνδεδεμένα σε σειρά, είναι η συνέλιξη των αποκρίσεων μοναδιαίου παλμού των επί μέρους συστημάτων.

			Η συνολική απόκριση μοναδιαίου παλμού ενός LTI συστήματος, που αποτελείται από LTI συστήματα συνδεδεμένα παράλληλα, είναι το άθροισμα των αποκρίσεων μοναδιαίου παλμού των επί μέρους συστημάτων.

			Κάθε γραμμικό χρονικά αμετάβλητο σύστημα περιγράφεται με μία διαφορική εξίσωση με σταθερούς συντελεστές. 
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			Κριτήρια αξιολόγησης

			Κριτήριο αξιολόγησης 1  

			1-2-3-4-0-0

			Μπορείτε να κάνετε το κριτήριο αξιολόγησης 1 με το Διαδραστικό πρόγραμμα 3.3.

			[image: ]

			Διαδραστικό πρόγραμμα 3.3 Κριτήριο αξιολόγησης 1.

			Η Απάντηση/Λύση βρίσκεται στο Παράρτημα.

			Κριτήριο αξιολόγησης 2  

			1-2-3-4-0-0

			Μπορείτε να κάνετε το κριτήριο αξιολόγησης 2 με το Διαδραστικό πρόγραμμα 3.4.

			[image: ]

			Διαδραστικό πρόγραμμα 3.4 Κριτήριο αξιολόγησης 2.

			Η Απάντηση/Λύση βρίσκεται στο Παράρτημα.

			Κριτήριο αξιολόγησης 3  

			1-2-0-0-5-6

			Μπορείτε να κάνετε το κριτήριο αξιολόγησης 3 με το Διαδραστικό πρόγραμμα 3.5.

			[image: ]

			Διαδραστικό πρόγραμμα 3.5 Κριτήριο αξιολόγησης 3.

			Η Απάντηση/Λύση βρίσκεται στο Παράρτημα.

		

	OEBPS/image/Image2950.png
¢ -a"-sin(w-n)+c,-a"-cos(w-n)





OEBPS/image/Image3797.png
{

) =x1)-x(0)+33(0)~4¥(-D =51~ 5(0) +3-1-4-0=-1+3=-1%
YO=4-(3) +4-(2) =24 +14

|





OEBPS/image/Image623.png
»,(n)





OEBPS/image/Image3886.png
a)=c





OEBPS/image/Image2829.png
G





OEBPS/image/Image4284.png
y(®)





OEBPS/image/Image6780.png
1.04"





OEBPS/image/Image5642.png
ypm=c-(3)





OEBPS/image/Image6523.png
y(n)=x(n)+2x(n-1)+yn-1)-ymn-2)





OEBPS/image/Image631.png
x(n)=c¢;-x,(n)+¢,-x,(n)





OEBPS/image/Image2442.png
¥, (m)





OEBPS/image/Image4438.png
Sy(t—kA)





OEBPS/image/Image1103.png
hy(n)





OEBPS/image/Image4485.png
(O =lim f: x(kA)ﬁ(t—kA)»A:Tx(r)»h(t—r)»dr





OEBPS/image/Image1367.png
h(n) = hy(n)+ Iy (n) = hy(n) + hy(n)





OEBPS/image/Image5286.png
Iy () = Iy (1) Iy (m)





OEBPS/image/Image3782.png
{y(O) =x(0) = x(-D)+3y(-D-$»(-2)=5(0) - 5(-D +3-0-§-0=1

0 0 =>4 +4,=1
VO)=4-(3) +4(5) =A+4 }





OEBPS/image/Image5200.png
x(t)

time t

time t

10





OEBPS/image/Image686.png
() =T[x(m)]





OEBPS/image/Image3742.png





OEBPS/image/Image3556.png
) =5+ 4 (1) + 4, (1)





OEBPS/image/Image5882.png





OEBPS/image/Image1971.png
h(n)=by-65(n)+b -6(n—1)—a,-h(n-1),n=>0





OEBPS/image/Image6902.png
x(t)=u(t)





OEBPS/image/Image4060.png
¥y, (n)





OEBPS/image/Image484.png
x(n)=x,(n) +x,(n)





OEBPS/image/Image1165.png
y(n)=hy(n)*w(n)





OEBPS/image/Image3936.png
B =3 30 - )

k=0





OEBPS/image/Image2899.png





OEBPS/image/Image2821.png





OEBPS/image/Image5440.png
h(n)=s(n)—s(n-1)=n-(4)" -u(m)—(n-1)- (%)"’l u(n-1)





OEBPS/image/Image396.png
x(n)





OEBPS/image/Image1890.png
h(n)=0,n<0





OEBPS/image/Image5890.png
f@)=z-c





OEBPS/image/Image6202.png
ymy=x(n)+c-y(n-1)





OEBPS/image/Image671.png
Y =T [x(n)]=x(n)





OEBPS/image/Image5897.png





OEBPS/image/Image1811.png
—8.,a,=3






OEBPS/image/Image5811.png





OEBPS/image/Image5425.png
S(n)=u(n)—u(n-1)





OEBPS/image/Image5769.png





OEBPS/image/Image1897.png





OEBPS/image/Image4261.png
X(t) = O(t) n— LTI ) \/(t)=h(t)





OEBPS/image/Image4477.png
A—dr kA>T





OEBPS/image/Image6402.png
y(m)y=x(n)—y(n-1)-yn-2)





OEBPS/image/Image6674.png
y(n)=v(n)+w(n)





OEBPS/image/Image6038.png
T[cl ‘() +e »xl(t)] (3 »T[xl(t)]+cz »T[xz(t)]





OEBPS/image/Image3153.png
y(n)=x(n)+2y(n-1)





OEBPS/image/Image810.png
‘y(n)‘ = |a" 'u(n)| :|a" ‘ . ‘u(n)l = ‘a‘" ‘u(n)l <l<+o





OEBPS/image/Image1216.png





OEBPS/image/Image4374.png
)= f x(kA)-5,(t—kA)-A

P,





OEBPS/image/Image4090.png
y(n)=2x(n)+3x(n—-1)—4y(n—-2)





OEBPS/image/Image6788.png





OEBPS/image/Image6974.png
301 j *(r)d





OEBPS/image/Image1803.png





OEBPS/image/Image5410.png
s(n)=h(n)*u(n)





OEBPS/image/Image4453.png
8,(H) = 8(8), %(t) = x(), 5(2) = y(O), () > h(t)





OEBPS/image/Image3990.png
xz(n)f— cos(— n+% )





OEBPS/image/Image1656.png
y(n)=x(n)—x(n-2)





OEBPS/image/Image3422.png
h(n)=5-2"-u(n)





OEBPS/image/Image1625.png





OEBPS/image/Image1826.png
y(m)=x(n)—x(n-1)+8y(n—-1)-3y(n—2)~y(n-3)





OEBPS/image/Image5956.png
h(0)=x(0)+c-y(-1)=8(0) +%- y(-) =1+%-y(-1)





OEBPS/image/Image2982.png
x(n)=0





OEBPS/image/Image5828.png
(n)=3-(%)"-u(n)





OEBPS/image/Image3501.png
y,m)=x(n)+3y,(1-2)>c=l+3c>c=






OEBPS/image/Image5433.png
h(n)=h(n)*S&(n) =h(n)*[u(n)—u(n —1)]=h(n) *u(n)—h(n) *u(n—1)=s(m)—s(n—1)





OEBPS/image/Image6773.png
x(n)=1.04" +1sin($-n)





OEBPS/image/Image2263.png
=)~ Y, ¥(n-B)





OEBPS/image/Image1857.png
(N.M)=(31)





OEBPS/image/Image5687.png
2 1_
" —z+4=0





OEBPS/image/Image4679.png
y()=v(t)+w(t)





OEBPS/image/Image4123.png
T[]





OEBPS/image/Image6891.png
') +5y(t) =3x(t)





OEBPS/image/Image1351.png
()= V() +w(n) = hy(n) % x() + Iy () % () = [y (n) + Iy ()] x(m)





OEBPS/image/Image3767.png
) =4-(3) +4-(3)





OEBPS/image/Image4431.png
h(t—kA) =T[5, (t - kA)]





OEBPS/image/Image679.png
x(n)





OEBPS/image/Image491.png
Y =T[x(m)] =T [x,(n) + x,(n)]





OEBPS/image/Image1172.png
w(n) = hy(n)*x(n)





OEBPS/image/Image1112.png
hy(n)





OEBPS/image/Image1842.png





OEBPS/image/Image4134.png
x(t) ~ o—— T[] e—y(t)=T[x(t)]





OEBPS/image/Image2876.png





OEBPS/image/Image4625.png
w(t)

x(t) —  ha(t) ho(t)  — y(t)





OEBPS/image/Image664.png
y(n)= T[x(n)] = y(n—ny)= T[x(n - ”o]





OEBPS/image/Image758.png
‘x(n)‘:Lx <+w3‘y(n)‘ =L, <+»





OEBPS/image/Image1328.png
h(n) = hy(n)+hy(n)





OEBPS/image/Image2912.png





OEBPS/image/Image4446.png
A—0





OEBPS/image/Image4083.png
x(n)

=3

MORY

=7

y(n) M

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
time n

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
time n





OEBPS/image/Image5650.png





OEBPS/image/Image3594.png
{y(l)

YO =xO+§pD =1 +3-0=1
B (3) + (1) =2eia -t

}3%+%A17%A1:13%A1’





OEBPS/image/Image773.png





OEBPS/image/Image3640.png





OEBPS/image/Image3144.png
0,1





OEBPS/image/Image1578.png





OEBPS/image/Image1764.png





OEBPS/image/Image2967.png
y,(m)=0





OEBPS/image/Image2932.png
¢, -sin(@-n) +c, -cos(@-n)





OEBPS/image/Image3160.png
y=)=0





OEBPS/image/Image2030.png
h(0)=h,
h(1)=b,—a, - h(0) =b, — a, -b(0)

h2)=-a, k) =-a, (5 ~a,-b]=[-a] b +[-a] b
h3)=—a,-h(2)=-a, »[ﬂ, ‘b +a’ »bo] =[-a] b +[-a] b





OEBPS/image/Image3454.png
s(n)





OEBPS/image/Image765.png





OEBPS/image/Image4525.png
[Ino)de=L <+





OEBPS/image/Image2170.png
G L
=4
2 T T T T
[ ]
St ]
@
(n) impulse response T
-10 -8 -6 -2 0 2 4 6 10
time n
20 T T T T T T T ry
€ 10f J
= (n) response to x(n)=nu(n) T T
y(n = T
6000 oo oo oo oo e
-10 -8 -6 -2 0 2 4 6 10





OEBPS/image/Image6029.png
o T[5O]+¢, T[x,®)] =6 50|+, |x, ()]





OEBPS/image/Image818.png
x(n) = x%,(1) = 3y () =T [x, ()] £ y,() =T [x,(n)]





OEBPS/image/Image6650.png
v(n)=x(n)—3v(n-1)





OEBPS/image/Image2045.png
ho=[-a ] b +[-a ] =1





OEBPS/image/Image2185.png
(N.M)=(1)





OEBPS/image/Image6061.png
y(1) :T[x(t)] :%4 j‘ x(r)dr





OEBPS/image/Image6316.png
() =u(t)—u(t-2)





OEBPS/image/Image3067.png
A,k=12,..,N





OEBPS/image/Image2251.png
h(n) impulse response
G
S 000000000 00—
=
1 L L L L L
-10 -8 -6 -4 -2 0
time n
1 T T T T
% 0.5 s(n) step response
000000000 00—
-10 -8 -6 -4 -2 0
time n
2 T T T T T
€1t
=
y(n) response to x(n)=nu(n) T
000000000000
-10 -8 -6 -4 -2 0

10





OEBPS/image/Image1671.png
by=1,b,=0,b,






OEBPS/image/Image4726.png
h(t) =hy(t)+hy(t)





OEBPS/image/Image1539.png





OEBPS/image/Image6014.png





OEBPS/image/Image6959.png
x(t)=u(t-2)





OEBPS/image/Image803.png
|x(n)‘ = |u(n)| =1<+w





OEBPS/image/Image4246.png
y(t)=h(t)





OEBPS/image/Image3539.png





OEBPS/image/Image6300.png
t

yrO=T[x(1)] :%' j x(t)dr





OEBPS/image/Image3725.png





OEBPS/image/Image4513.png





OEBPS/image/Image904.png
h(n) =h(n)*5(n)





OEBPS/image/Image1493.png
y(n)=2x(n)+3x(n—-1)— [4y(n -)-5y(n— 2)]





OEBPS/toc.xhtml

		
		Contents


			
						04_chapter_3


			


		
		
		Landmarks


			
						Cover


			


		
	

OEBPS/image/Image3733.png
_.2_3 1
f(@)=z"—3z+%





OEBPS/image/Image451.png
x,(n)





OEBPS/image/Image5709.png
W) =(4+ 4, n)- 2 =(4 + 4 -n)-(3)





OEBPS/image/Image5449.png
y(n)=x(n)—x(n-1)





OEBPS/image/Image467.png
N =T[x )] =x)+x(-n)





OEBPS/image/Image2847.png





OEBPS/image/Image5741.png





OEBPS/image/Image4227.png
502 %,0= 3O =T[x0]% 3,6 =T[x®)]





OEBPS/image/Image571.png
3 [c )c(n)]2 _ -x*(n) . x*(n) —eT Zcey(n)
0 =Tl 0]- 0 O S F0—crlx) e vt






OEBPS/image/Image2324.png
y(m)y=x(n)-yn-1)





OEBPS/image/Image1058.png





OEBPS/image/Image6307.png
h(t)=e™ -u(t)





OEBPS/image/Image3253.png
fl@)=z-2





OEBPS/image/Image2839.png
c-8(n)





OEBPS/image/Image1523.png
Sy -R=3b, xt-k)





OEBPS/image/Image6858.png





OEBPS/image/Image838.png
y(n)=h(n)





OEBPS/image/Image4146.png
TLZZ:X( (r)] :,z::T[X( ®]





OEBPS/image/Image6557.png
x(n)=u(n-2)





OEBPS/image/Image3345.png
h(n)=2"-u(n)





OEBPS/image/Image1570.png
M=2,N=2





OEBPS/image/Image616.png
»n(n)





OEBPS/image/Image5577.png
y(n)=x(n)—fx(n -1+ y(n-1) -5 y(n-2)





OEBPS/image/Image4153.png
T[c . x(t)] =c- T[x(t)]





OEBPS/image/Image6099.png
By =(2)"u(n)+(4)" -u(n)





OEBPS/image/Image4461.png
30 =lm ()= m 3" +(kA)-(t—kA)-A





OEBPS/image/Image1617.png
h(n):ib,‘ﬁ(n—k)





OEBPS/image/Image1516.png
by=2,b=3,a,=4,a,






OEBPS/image/Image4382.png
FO=T[*1)]





OEBPS/image/Image1135.png
w(n)





OEBPS/image/Image2430.png
y()=y,()+y,()





OEBPS/image/Image4168.png
N N
T[zc,»x.o)}zc,f[x((o]
i=1 i=1





OEBPS/image/Image4540.png
(0





OEBPS/image/Image3753.png
i) = a2 + 4,2 =4 (3) + 4,-(3)





OEBPS/image/Image6951.png
V'O +5y(1) =x'(t) + 2x(t)





OEBPS/image/Image3625.png
ym=¢+(-4





OEBPS/image/Image3095.png
N
yh(n):[AiJrAz»n+...+Am<n""l]»zl"+ > 4z

k=m+1





OEBPS/image/Image3532.png
f@=2"-%





OEBPS/image/Image5557.png
x(n)*S(m—ny) =x(n—ny)





OEBPS/image/Image6107.png
y(n)=x(n)-x(n-2)





OEBPS/image/Image545.png
x(n)=c-x(n)





OEBPS/image/Image2092.png
y(n)=x(n)+3y(n-1)





OEBPS/image/Image1336.png
v(n) = hy(n)*x(n)





OEBPS/image/Image6994.png
x(t)=u(t-10)





OEBPS/image/Image3230.png
y(m)=2y(n-1)=0





OEBPS/image/Image1587.png
y("):ibk"c("*k)





OEBPS/image/Image867.png
S(n)





OEBPS/image/Image3246.png





OEBPS/image/Image3911.png
y(0)=6m)—c-y(-1)=1-c-0=1
yO)=61)—c-y(0)=0-c-1=—c
¥(2)=8@)~c-y)=0-c:(-0)=¢
¥3)=6B)-c-y2)=0-c-* =

ym)=(=D"-c"=(-c)"





OEBPS/image/Image2344.png
¥





OEBPS/image/Image3547.png
V)= + dyoz) =4 (3) + 4y (1)





OEBPS/image/Image3997.png
x(n)=(1.02)" +%»cos(§<n +z)





OEBPS/image/Image6643.png
y() =1y () %y ()] * (1)





OEBPS/image/Image5228.png
(n)=(3)"u(n)





OEBPS/image/Image5936.png





OEBPS/image/Image1458.png
b,k=0,1,...M





OEBPS/image/Image3660.png
y(n)=x(n)~x(n-D+3y(n-1)~§y(n-2)





OEBPS/image/Image459.png
x,(n)





OEBPS/image/Image1157.png
h(n) = Iy (n)* hy(n)





OEBPS/image/Image980.png
X(n) ) 7 ) y(n) = x(n)*h(n)





OEBPS/image/Image4068.png





OEBPS/image/Image4555.png
() =hy () *w(t)





OEBPS/image/Image3051.png
z,k=12,.,N





OEBPS/image/Image4254.png
x(H)=5(t)





OEBPS/image/Image1042.png
y(n)=h(n)= T[x(n)] = T[&(n)] S yn-k)=h(n-k)= T[x(n - k)] = T[&(n - k)]





OEBPS/image/Image6944.png
x()=u(t-1)





OEBPS/image/Image3927.png
h(n)=(=c)" -u(n)





OEBPS/image/Image6464.png
ym)=x(n)+x(n-1)-yn-1)-yn-2)





OEBPS/image/Image1443.png
x(=1),x(-2),....x(-M)





OEBPS/image/Image3982.png
x,(m) =(1.02)"





OEBPS/image/Image4655.png
h(t) =Ry (£) % by (£) ... % hyy (£)





OEBPS/image/Image3002.png
»m)=7"





OEBPS/image/Image6850.png





OEBPS/image/Image1951.png
y(m)=by-x(n)+b,-x(n-1)~a, - y(n—1)





OEBPS/image/Image5277.png
hy(n)





OEBPS/image/Image2065.png





OEBPS/image/Image694.png
x,(n)=x(n—ny)





OEBPS/image/Image3380.png
1(0)=x(0)+2p(-1)=5(0)+2-2=1+4=5





OEBPS/image/Image651.png
y(n)= T[x(n)] =x(n)-sin(z-n)= [c, ‘x(n)+c, x, (n)] -sin(r - n)
=c, x,(n)-sin(z - n)+c, - x,(n) -sin(xz - n)

=6 - T[xm]+e, T[x,(]=¢ - »(n)+c, 3,(n)





OEBPS/image/Image745.png
y(n)= T[x(n)] =x(n)+x(n+1)





OEBPS/image/Image788.png
y(m)=a"-um).0<a<l1





OEBPS/image/Image6336.png
x(t)=cos(t),0<t<2





OEBPS/image/Image4269.png
(1)





OEBPS/image/Image6284.png
(O =T[x(®)] = x(r)- cos(e, 1)





OEBPS/image/Image3649.png





OEBPS/image/Image6268.png
y(@) :T[x(t)] = j‘ x(r)dr





OEBPS/image/Image1073.png





OEBPS/image/Image5975.png
1+3y(-D=323y(-)=2>y(-1)=4





OEBPS/image/Image1703.png
s(n)





OEBPS/image/Image4586.png
h(t) =y (£) * 1y ()





OEBPS/image/Image1428.png
y("):Zbk ‘X("*k)*zak y(n—k)





OEBPS/image/Image3851.png
0 =((-2)- (3 +3-(3)") )





OEBPS/image/Image1436.png
Y1), 9(=2),.... y(=N)





OEBPS/image/Image2020.png
h(n)=—a, -h(n—-1)





OEBPS/image/Image852.png
x(n)=6(n)





OEBPS/image/Image5169.png
YO +3y@)=x@1)





OEBPS/image/Image6914.png
Y(O+4y(0) =x()





OEBPS/image/Image1983.png





OEBPS/image/Image2373.png
»(2)





OEBPS/image/Image3215.png
V,(m)=0





OEBPS/image/Image5983.png
y(-)=4





OEBPS/image/Image593.png
y(n)= T[x(n)] =x(n)-sin(z - n)





OEBPS/image/Image3820.png





OEBPS/image/Image6091.png
y(r):%<jT6(r)dT:%» j %dr:%»[u(t)—u(r—T)]

T





OEBPS/image/Image1010.png
x(k)





OEBPS/image/Image1936.png
n=M+1





OEBPS/image/Image7006.png





OEBPS/image/Image5177.png
x(t)=u(t)





OEBPS/image/Image724.png
y(n=ny)=f(x(n<ny))





OEBPS/image/Image1243.png
h(n) = hy(n)*hy(n)*...% hy (n)





OEBPS/image/Image5912.png
h(m)=ym)=y,(n)+y,()=0+4-c"=4-c"





OEBPS/image/Image4756.png
X(t)






OEBPS/image/Image1065.png
";Jh(n)‘ =L<+o





OEBPS/image/Image1421.png
h(n)=hy(n)+hy(n) + ...+ hy(n)





OEBPS/image/Image1912.png
M+1





OEBPS/image/Image5734.png
(0 =0 ~x(-D+ 3D~ 3(-2)= () -u(©) +0-4-0=1
YO =(4+4-0)-(3) =4





OEBPS/image/Image1998.png





OEBPS/image/Image5998.png
(&) =T[x(t)] =|x(?)|





OEBPS/image/Image2388.png





OEBPS/image/Image859.png
x(n) = §(n) e———) LTI ) \(n)=h(n)





OEBPS/image/Image795.png





OEBPS/image/Image4733.png
YO =v(0) + w(t) = Iy () * x(0) + Iy (O) # x(0) = [ Iy () + 1y ()] (1)





OEBPS/image/Image4547.png
hy()





OEBPS/image/Image6228.png
h(n)=4-(2)" -u(n)





OEBPS/image/Image1289.png
v(n)





OEBPS/image/Image6156.png
y(m)=x(n)+3-y(n—1)





OEBPS/image/Image1905.png
h(0)=b,
h(1)+a,-h(0)=b

h(M)+a,-h(M —1)+ ..+ ay -h(0) =by,





OEBPS/image/Image5297.png
h(n) = Iy, (n) + hy(n)





OEBPS/image/Image3360.png
y=)=2





OEBPS/image/Image5758.png
4=1
%'(AlJrAz):l

{





OEBPS/image/Image5905.png





OEBPS/image/Image1927.png
h(0)=b,
h(1)=b, —a,-h(0)

(M) =by —a,-h(M —1)—...—ay - h(0)





OEBPS/image/Image716.png
3400 =T[5 0)] = @) =[x =]’ =T[x(n=n,)] = y(n—ny)





OEBPS/image/Image5316.png
s(n)=n- (%)" -u(n)





OEBPS/image/Image5235.png
h(n)=2"u(n)





OEBPS/image/Image3439.png
y=1)=0,y(-2)=0





OEBPS/image/Image5549.png
y(n)=h(n)*x(n)=[5(n) - 5(n—1)]*x(n) = 5(n) *x(n) — 5(n —1) * x(n) = x(n) — x(n - 1)





OEBPS/image/Image949.png
y(n)=h(n)*x(n)





OEBPS/image/Image4562.png
w(t) = hy(t) * x(t)





OEBPS/image/Image1002.png
y(m)=T[x(n)] = T[ki x(k)-5(n— k)] = i T[x(k)-5(n—h)]

= i x(k)-T[8(n—k)|= i x(k)- h(n—k) = x(n) * h(n) = h(n) * x(n)





OEBPS/image/Image3328.png
yn)=2"





OEBPS/image/Image3947.png





OEBPS/image/Image4748.png
h(t) = hy(t) + Iy (8) = Iy (8) + iy (2)





OEBPS/image/Image3270.png
yy(n)=4-2 = 4.2"





OEBPS/image/Image780.png
x(n)=u(n)





OEBPS/image/Image1235.png





OEBPS/image/Image1468.png
¥(0)





OEBPS/image/Image3014.png
N
4y a2t :0¢z"’N[ZN ta -2 ray, »z+aNJ:0
k=1





OEBPS/image/Image701.png





OEBPS/image/Image1773.png
y("):X(n)*iak y(n—k)





OEBPS/image/Image4176.png





OEBPS/image/Image2887.png
¢-n+ec,





OEBPS/image/Image3305.png
1(0)=x(0)+2y(-1)=5(0)+2-0=1+0=1





OEBPS/image/Image3021.png
N N-1 —
Z +a-z +.tay,cz+ay =0





OEBPS/image/Image5526.png
h(n)=56(m)-5(m-1)





OEBPS/image/Image2013.png





OEBPS/image/Image3828.png
y)=(-2)-(3)" +3-(3)"





OEBPS/image/Image5153.png
a,,k=0,1,..N





OEBPS/image/Image6348.png
y(m)=x(n)—-x(n-1)—x(n-2)





OEBPS/image/Image4419.png
W(e—kA)=T[x(t— k)]





OEBPS/image/Image5702.png





OEBPS/image/Image6021.png
Tq 50 +¢, 5,0 =|o 1 @)+ ¢, 5, (0] <|q - x,O)] +]e, - x,0)| =|a |- [a O] +]ey| |, )]





OEBPS/image/Image6842.png
¥,(m)





OEBPS/image/Image827.png
h(n)





OEBPS/image/Image586.png





OEBPS/image/Image4399.png
x(kA)





OEBPS/image/Image403.png
y(m)=T[x(n)]





OEBPS/image/Image578.png
1 Sano]-Fa-rlo]





OEBPS/image/Image1796.png
y(m)=x(n)+8y(n—1)-3y(n-2)





OEBPS/image/Image5749.png
YO =20 ~4x(0)+ y(0) 4y =(1) u®) ~4-(4) u(©) +1-4-0=4 -1 +1-0=1
YO =(4+4,1)(3) =3-(4 +4,)





OEBPS/image/Image3036.png
_ N N-1
f@)=2"+a, 2"+ +ay,z+ay





OEBPS/image/Image5260.png
By (n)





OEBPS/image/Image1943.png
h(n)= —ﬁ:a,‘ ~h(n—k)





OEBPS/image/Image4595.png
V() = Iy (0) 2 w() = Iy (0) %[ 1y (0) % x(0)] = [ 1, (0) % Iy ()] % x(2)





OEBPS/image/Image2270.png
y(n):Zbk <X("*k)*zak -y(n—k)





OEBPS/image/Image2358.png
y(@)





OEBPS/image/Image987.png
x(n)= i x(k)-8(n—k)





OEBPS/image/Image2107.png





OEBPS/image/Image5717.png
Y1) =3, (1) + 3, () =0+ (4 + 4, -n)-(3) =(4 +4,n)-(3)'





OEBPS/image/Image1451.png
a,,k=12,.N





OEBPS/image/Image1484.png
y(n)=2x(n)+3x(n-1)—4y(n-1)+5y(n—-2)





OEBPS/image/Image4106.png
x(t)





OEBPS/image/Image5131.png
0]





OEBPS/image/Image1725.png
x(n)=n-u(n)





OEBPS/image/Image6874.png
()= y(t) =sin(t),y(5) =0





OEBPS/image/Image6573.png
y(m)=w(n)—sy(n-1)





OEBPS/image/Image5309.png
h(n) = [hy (1) * by ()] + Iy ()





OEBPS/image/Image3060.png
N
(=34, z,n>0

=1





OEBPS/image/Image3813.png
{ 4+ 4,=1
%Aﬁ%f’a?%}





OEBPS/image/Image4199.png
‘x(t)‘ =L <+0> |y(t)| =L, <+»





OEBPS/image/Image1050.png
h(n)=0,n<0





OEBPS/image/Image1563.png
W) =3x(n)+1x(n—-2)-[y(n-D)-3y(n-2)]





OEBPS/image/Image3237.png
P P
z 7022"71[272]:0





OEBPS/image/Image521.png
> (n)
y(n)= T[v(n)]f*—”z)





OEBPS/image/Image4183.png
YO =T[x(O)]= y(t 1) =T[x(t —1,]





OEBPS/image/Image4367.png
X(t) e— LT —y(t) = X(t)*h(t)





OEBPS/image/Image6808.png
y,.,(n):ﬁgx(n—k)





OEBPS/image/Image3075.png





OEBPS/image/Image3523.png





OEBPS/image/Image1663.png





OEBPS/image/Image1087.png
h(n)=a"-u(n)= i |h(n)|: i |a” 'u(n)|: i a" -u(n)

= i a"<u(n)+§a"<u(n): i a">0+§a">1:§a":

1
m  l-a





OEBPS/image/Image4239.png
h(t)





OEBPS/image/Image5928.png





OEBPS/image/Image709.png
N =T[xm]





OEBPS/image/Image5659.png





OEBPS/image/Image474.png
1) =T[x,(n)]=x,(n) + x,(-n)





OEBPS/image/Image6005.png





OEBPS/image/Image412.png
T[]





OEBPS/image/Image1640.png





OEBPS/image/Image6835.png
y;(m)





OEBPS/image/Image1632.png
y(n)=8x(n)+3x(n—1)—2x(n—3)





OEBPS/image/Image5101.png
h(t) = (t)+h () +...+ hy (1)





OEBPS/image/Image897.png
y(n)=h(n)=h(n)*5(n)





OEBPS/image/Image4391.png
$(O) =T[x()] :T[ i x(kA)-5, (Yka)'A] = f; T[x(kA)-6,(—kA)-A]

sy
=

2 (k) h(e—ka)- A

K=o

= i x(kA)-T[8,(t —kA)-A]=





OEBPS/image/Image3284.png
V(1) =y, () +y, (1) =0+4-2" = 4-2"





OEBPS/image/Image498.png
$() =T[x(m)] =T [x,01) + %, ()] =[5,01) + %, ()] + [, (1) + %, ()]
=[50 + % (-m)]+ [x, () + %, (-m)]
=T[x,(m)]+T[x,(m)] =3 (1) +,(n)





OEBPS/image/Image420.png
x(n)

——

T[]

) y(n)=T[x(n)]





OEBPS/image/Image3918.png
() =(=0)",n>0





OEBPS/image/Image6983.png
ys(®





OEBPS/image/Image5418.png
s(n—1)=h(n)*u(n-1)





OEBPS/image/Image3261.png





OEBPS/image/Image5116.png
&, dixn & dhy@®
2 at & Tar
k=0 k=0






OEBPS/image/Image1833.png





OEBPS/image/Image1019.png





OEBPS/image/Image4408.png





OEBPS/image/Image6726.png
y() =1y (n) + by ()] % ()





OEBPS/image/Image435.png
y(m)= T[x(n)] =x(n)+x(—n)





OEBPS/image/Image3407.png
y(n)=5-2"





OEBPS/image/Image4114.png
YO =T[x(®)]





OEBPS/image/Image4688.png
v(t) = hy(t) * x(t)





OEBPS/image/Image5619.png





OEBPS/image/Image3601.png





OEBPS/image/Image912.png
y(n—ny)=h(n)*x(n—ny)





OEBPS/image/Image1504.png
M=LN=2





OEBPS/image/Image1547.png
4y(n)=3x(n)+2x(n—2)—4y(n-1)+5y(n—-2)





OEBPS/image/Image4041.png
ys(n)





OEBPS/image/Image556.png
nm)=T[x ()]





OEBPS/image/Image1598.png





OEBPS/image/Image4618.png
h(t) =y (8)* by (£) = by () * hy(£)





OEBPS/image/Image3864.png
y(m)y=x(n)—c-y(n-1)





OEBPS/image/Image513.png





OEBPS/image/Image4502.png
h(f)=0,t<0





OEBPS/image/Image5566.png
y(n)=h(n)*x(n)=x(n)—x(n—-1) =n-u(n)—(n-1)-u(n-1)
=n-u(m)—n-u(n-1)+u(n-1)=n-lu@n)—u@m-D]+u(n-1)=n-5mn)+u(n-1)





OEBPS/image/Image5604.png
x(n)=(4)"-u(n)





OEBPS/image/Image1647.png
by =8,b,=3,b,=0,b, =






OEBPS/image/Image3486.png
y,(m=c





OEBPS/image/12637244_10153413331760678_420088809_o.jpg
NikéAaog Aonudkng / Mapia ASdp

2 nuata kai 2uctnpara






OEBPS/image/Image5694.png
f@)=r"—z+1





OEBPS/image/Image2177.png
y(n)=x(n)=x(n-1)+3y(n-1)





OEBPS/image/Image1205.png
x(n) —  hy(n) —e hyn)  —— y(n)





OEBPS/image/Image3616.png





OEBPS/image/Image1756.png





OEBPS/image/Image1196.png
h(n) = hy(n)*hy(n) = by (n) * hy(n)





OEBPS/image/Image3313.png
J(0)=4-2°=4-1=4





OEBPS/image/Image1374.png
x(n)






OEBPS/image/Image2941.png
c-a"-cos(w-n)





OEBPS/image/Image5188.png
y(t)y=2- 2¢7





OEBPS/image/Image1080.png
h(n)=a" -u(n).0<a<1





OEBPS/image/Image640.png
y(n)





OEBPS/image/Image5267.png
hy(n)





OEBPS/image/Image3399.png





OEBPS/image/Image1749.png
(N,M)





OEBPS/image/Image1877.png
h(n):ibk »J(n—k)—ia,‘<h(n—k)





OEBPS/image/Image5803.png
y(m)=x(n)+c-y(n-1)





OEBPS/image/Image1990.png
h(0)=b,





OEBPS/image/Image5796.png
ymy=(1+ n)(%)" ~u(n)





OEBPS/image/Image5244.png
h(my=(

3

Y u(m)= i‘h(")k i G u(n)‘ i( )

)
";Z;(%)"u(n) YOO :";Z;(%)"'

043 (1) 1=

23

n=0






OEBPS/image/Image3508.png
y,m=%





OEBPS/image/Image1532.png
a, #0





OEBPS/image/Image5781.png
Y1) = (4 +4,-m)-(3) =(1+n)-(4)





OEBPS/image/Image3084.png





OEBPS/image/Image1181.png
V() =Ry (n) £ w(n) = by (n) * [T () * x(m) | = Iy () % By () |+ x ()





OEBPS/image/Image5968.png
h(0)=3-() -u(0)=3





OEBPS/image/Image2455.png
V()





OEBPS/image/Image3429.png
y(n)=x(n)+5y(n-2)





OEBPS/image/Image6733.png
y(n)=x(n)—-2x(n-1)+3y(n-1)-4y(n-2)





OEBPS/image/Image1849.png





OEBPS/image/Image2857.png
c-u(n)





OEBPS/image/Image2920.png
c-cos(w-n)





OEBPS/image/Image6882.png
y"(6)~y'(t) =sin(t),y(0)=2,y'(0)=1,"(0) =0





OEBPS/image/Image506.png
T[c»x(n)] =c »T[x(n)]





OEBPS/image/Image4300.png
y(O)=h(t)=h(t)*5(t)





OEBPS/image/Image5123.png
y®(0),k=0,1,...N





OEBPS/image/Image1733.png
h(n) impulse response
S 0090990900 0000
5
4 L L L L L
-10 -8 -6 -4 -2
1 T T T T
% 0.5 s(n) step response
00—0—9690 6060 00—
-10 -8 -6 -4 -2
2 T T T T T
€1t h
>
y(n) response to x(n)=nu(n) T

10





OEBPS/image/Image3679.png
(N.M)=(2,1)





OEBPS/image/Image4493.png
() = Tx(r) “h(t—=1)-dr = x() * h(t) = h(¢) * x(£)





OEBPS/image/Image1095.png
O<a<l





OEBPS/image/Image6253.png
=T [x(t)] =2x'(p)





OEBPS/image/Image4192.png
Wt=t)=f(x(t<t,))





OEBPS/image/Image5503.png





OEBPS/image/Image734.png
y(n)= T[x(n)] =x(n)+x(n-1)





OEBPS/image/Image6581.png
w(n)=x(n)—3wn-1)





OEBPS/image/Image3609.png
Atd=f
14—t =

[t





OEBPS/image/Image5138.png





OEBPS/image/Image3871.png
y(n)=0,n<0





OEBPS/image/Image2991.png
)+ 3a, y-B)=0





OEBPS/image/Image5251.png
h(n)=2"u(n)=> i ‘h(n)‘ = i ‘2"14(n)| = i 2"u(n)

= i 2"u(n)+§:2"u(n): i 2" >0+§:2" 'I:EZ" =+





OEBPS/image/Image2054.png
h(n) :[—al]}H by u(n—1)+[~a]" by -u(n)





OEBPS/image/Image4337.png
() =h(t)*x(t)





OEBPS/image/Image3320.png





OEBPS/image/Image3579.png
{ ¥(0)=x(0)+5y(-2) =u(0)+3-0=1

YO =3+ 4-(5) + (2 :%+A1+A1}Q%+A‘+A’:1:\A‘M“?%





OEBPS/image/Image427.png
T{Z::x,(n)] :'Z::T[X. )]





OEBPS/image/Image5518.png
h(n):ib,, -S(n—k)





OEBPS/image/Image2005.png
h()) =b, —a,-h(0)





OEBPS/image/Image3959.png





