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			Κεφάλαιο 5 Μετασχηματισμός z και Συνάρτηση μεταφοράς

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό δίνεται ο ορισμός του μετασχηματισμού z και παρουσιάζονται οι ιδιότητες του μετασχηματισμού. Δίνεται ο ορισμός της συνάρτησης μεταφοράς και αναλύεται η περιγραφή των γραμμικών χρονικά αμετάβλητων (Linear Time Invariant – LTI) συστημάτων μέσω της συνάρτησης μεταφοράς. Παρουσιάζεται η σχέση της ακολουθίας Fibonacci με τη συνάρτηση μεταφοράς. 

			Προαπαιτούμενη γνώση 

			Σειρές, εξισώσεις διαφορών. Κεφάλαιο 1, Κεφάλαιο 2, Κεφάλαιο 3.

			5.1. Μετασχηματισμός z

			1-2-3-4-0-0

			5.1.1. Ορισμός μετασχηματισμού z

			Ο ευθύς αμφίπλευρος μετασχηματισμός z (bilateral z–transform) μίας ακολουθίας διακριτού χρόνου [image: ] ορίζεται ως ακολούθως:

			[image: ] (5.1)

			όπου η μιγαδική μεταβλητή [image: ] ονομάζεται μιγαδική συχνότητα και μπορεί να εκφραστεί με τη χρήση πολικών συντεταγμένων, ως [image: ], όπου [image: ] είναι το μέτρο του [image: ] και [image: ] είναι η γωνία του [image: ].

			Ο μετασχηματισμός z μίας ακολουθίας διακριτού χρόνου είναι, σύμφωνα με τον ορισμό, ένα άθροισμα απείρων όρων, το οποίο μπορεί να συγκλίνει σε έναν πραγματικό αριθμό για κάποιες τιμές της μιγαδικής μεταβλητής [image: ] και μπορεί να μην συγκλίνει για κάποιες άλλες τιμές της μιγαδικής μεταβλητής [image: ]. Το σύνολο των τιμών της μεταβλητής [image: ] για τις οποίες λέμε ότι υπάρχει ο μετασχηματισμός z, δηλαδή για τις οποίες το άθροισμα του μετασχηματισμού z συγκλίνει, ονομάζεται Περιοχή Σύγκλισης (ΠΣ) (Region Of Convergence – ROC). 

			Ο αντίστροφος μετασχηματισμός z ορίζεται ως συνάρτηση του ακόλουθου επικαμπύλιου ολοκληρώματος:

			[image: ] (5.2)

			όπου [image: ] είναι μία αριστερόστροφη κλειστή καμπύλη ολοκλήρωσης γύρω από την αρχή των αξόνων και εντός της Περιοχής Σύγκλισης.

			O ευθύς μετασχηματισμός z είναι μοναδικός (unique), αν είναι γνωστή η Περιοχή Σύγκλισης. Επίσης, ο αντίστροφος μετασχηματισμός z είναι μοναδικός (unique), αν είναι γνωστή η Περιοχή Σύγκλισης. Αν λοιπόν είναι γνωστή η Περιοχή Σύγκλισης, τότε ο ευθύς και ο αντίστροφος μετασχηματισμός z αποτελούν ένα μοναδικό ζεύγος και χρησιμοποιείται ο συμβολισμός:

			[image: ]

			Σχέση μετασχηματισμού z και μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου

			Αντικαθιστώντας [image: ]στον ορισμό (5.1), προκύπτει

			[image: ]

			που σημαίνει ότι ο μετασχηματισμός z είναι ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου της ακολουθίας [image: ] στο σημείο [image: ]

			[image: ] (5.3)

			και ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου (DTFT) [image: ] αποτελεί ειδική περίπτωση του μετασχηματισμού [image: ].

			Παρατήρηση.

			Η σχέση [image: ]ορίζει το Μοναδιαίο Κύκλο (Unit Circle) στο μιγαδικό επίπεδο.

			Χρήσιμη ελληνόγλωσση βιβλιογραφία είναι τα βιβλία Hayes, 2000, McClellan, Schafer & Yoder, 2006, Ασημάκης, 2008, Θεοδωρίδης, Μπερμπερίδης, Κοφίδης, 2003, Καραγιάννης & Μαραγκός, 2010, Καραγιάννης & Τζιτζιράχου, 2003, Καραμπογιάς, 2009, Μάργαρης, 2014, Σκόδρας & Αναστασόπουλος, 2003.

			5.1.2. Περιοχή Σύγκλισης 

			Ο μετασχηματισμός z μίας ακολουθίας διακριτού χρόνου πρέπει να συνοδεύεται από την Περιοχή Σύγκλισης, δηλαδή από την περιοχή του μιγαδικού επιπέδου, για την οποία υπάρχει ο μετασχηματισμός z. 

			Ιδιότητες της Περιοχής Σύγκλισης 

			- Αν το σήμα [image: ] είναι ακολουθία δεξιάς πλευράς, δηλαδή [image: ], τότε η Περιοχή Σύγκλισης είναι η εξωτερική επιφάνεια ενός κύκλου, δηλαδή είναι της μορφής [image: ].

			Παρατήρηση: Αν [image: ], τότε το σήμα [image: ] είναι αιτιατό. Οπότε τα αιτιατά σήματα έχουν μετασχηματισμό z με Περιοχή Σύγκλισης την εξωτερική επιφάνεια ενός κύκλου.

			- Αν το σήμα [image: ] είναι ακολουθία αριστερής πλευράς, δηλαδή [image: ], τότε η Περιοχή Σύγκλισης είναι η εσωτερική επιφάνεια ενός κύκλου, δηλαδή είναι της μορφής [image: ].

			Παρατήρηση: Αν [image: ], τότε το σήμα [image: ] είναι αναιτιατό. Οπότε τα αναιτιατά σήματα έχουν μετασχηματισμό z με Περιοχή Σύγκλισης την εσωτερική επιφάνεια ενός κύκλου.

			- Αν το σήμα [image: ] είναι αμφίπλευρη ακολουθία, τότε η Περιοχή Σύγκλισης είναι δακτυλιοειδής επιφάνεια της μορφής [image: ], όπου μπορεί να είναι [image: ] ή [image: ].

			- Αν το σήμα [image: ] είναι ακολουθία πεπερασμένης διάρκειας, δηλαδή [image: ], τότε η Περιοχή Σύγκλισης είναι ολόκληρο το μιγαδικό επίπεδο, εκτός ίσως από τα σημεία [image: ] ή [image: ]. Αν [image: ], τότε το σημείο [image: ] δεν ανήκει στην Περιοχή Σύγκλισης. Αν [image: ], τότε το σημείο [image: ] δεν ανήκει στην Περιοχή Σύγκλισης.

			Πόλοι και Μηδενικά 

			Αν ο μετασχηματισμός z μίας ακολουθίας είναι ρητή συνάρτηση του z της μορφής:

			[image: ]

			τότε οι ρίζες του αριθμητή [image: ] καλούνται μηδενικά (zeros) της [image: ] και οι ρίζες του παρονομαστή [image: ] καλούνται πόλοι (poles) της [image: ].

			Προφανώς, στην περίπτωση αυτή, η Περιοχή Σύγκλισης δεν περιλαμβάνει τους πόλους.

			Παράδειγμα.

			Δίνεται ο μετασχηματισμός z:

			[image: ]

			Ο μετασχηματισμός z γράφεται:

			[image: ]

			Επομένως, υπάρχει ένα μηδενικό στο σημείο [image: ] και ένας πόλος στο σημείο [image: ].

			Στο Σχήμα 5.1 φαίνεται το διάγραμμα πόλων-μηδενικών του μετασχηματισμού z στο μιγαδικό επίπεδο, όπου τα μηδενικά συμβολίζονται με το σύμβολο «» και οι πόλοι με το σύμβολο «».

			[image: ]

			Σχήμα 5.1 Πόλοι και Μηδενικά μετασχηματισμού z.

			Παρατήρηση: Συνήθως ο μετασχηματισμός z παρουσιάζεται ως συνάρτηση της μεταβλητής [image: ]. Αν παρουσιαστεί ως συνάρτηση της μεταβλητής [image: ], τότε μπορεί να μετατραπεί σε συνάρτηση της μεταβλητής [image: ] διαιρώντας αριθμητή και παρονομαστή με την μεγαλύτερη δύναμη, που υπάρχει σε αυτούς.

			Παράδειγμα.

			[image: ]

			Ο μετασχηματισμός z γράφεται:

			[image: ]

			5.1.3. Υπολογισμός μετασχηματισμού z

			Σήματα πεπερασμένης διάρκειας

			Ο μετασχηματισμός z των σημάτων πεπερασμένης διάρκειας υπολογίζεται με χρήση του ορισμού.

			Παράδειγμα.

			Δίνεται το σήμα διακριτού χρόνου πεπερασμένης διάρκειας:

			[image: ]

			Ο μετασχηματισμός z είναι

			[image: ]

			με Περιοχή Σύγκλισης ολόκληρο το μιγαδικό επίπεδο εκτός από το σημείο [image: ].

			Σήματα άπειρης διάρκειας

			Ο μετασχηματισμός z των σημάτων πεπερασμένης διάρκειας υπολογίζεται με χρήση αθροισμάτων και απαιτεί τον καθορισμό της Περιοχής Σύγκλισης.

			Παράδειγμα.

			Δίνεται το σήμα διακριτού χρόνου άπειρης διάρκειας:

			[image: ]

			Ο μετασχηματισμός z είναι

			[image: ]

			αν [image: ] ή [image: ], 

			δηλαδή η Περιοχή Σύγκλισης είναι: [image: ].

			Επίσης, δίνεται το σήμα διακριτού χρόνου άπειρης διάρκειας:

			[image: ]

			Ο μετασχηματισμός z είναι

			[image: ]

			αν [image: ] ή [image: ], 

			δηλαδή η Περιοχή Σύγκλισης είναι: [image: ].

			Παρατηρούμε ότι τόσο το σήμα [image: ], όσο και το σήμα [image: ] έχουν την ίδια συνάρτηση ως μετασχηματισμό z, αλλά έχουν διαφορετική Περιοχή Σύγκλισης. Μάλιστα, οι Περιοχές Σύγκλισης είναι συμπληρωματικές, αφού η ένωσή τους είναι ολόκληρο το μιγαδικό επίπεδο χωρίς τα σημεία του κύκλου [image: ]. Αυτό συμβαίνει γιατί ο μετασχηματισμός z έχει έναν πόλο, τον πόλο [image: ], αφού γράφεται:

			[image: ]

			Το σήμα [image: ] είναι αιτιατό (ακολουθία δεξιάς πλευράς) και το σήμα [image: ] είναι αναιτιατό (ακολουθία αριστερής πλευράς).

			Εδώ αξίζει να παρατηρήσουμε ότι διαφορετικά σήματα μπορούν να έχουν τον ίδιο μετασχηματισμό z, αλλά με διαφορετική Περιοχή Σύγκλισης. Συγκεκριμένα, αν ο μετασχηματισμός z έχει δύο πόλους, τότε υπάρχουν τρία σήματα με τον ίδιο μετασχηματισμό z, με διαφορετικές Περιοχές Σύγκλισης. Το ένα είναι ακολουθία δεξιάς πλευράς, το άλλο ακολουθία αριστερής πλευράς και το τρίτο είναι αμφίπλευρη ακολουθία. Γενικεύοντας, αν ο μετασχηματισμός z έχει [image: ] πόλους, τότε υπάρχουν [image: ] σήματα με τον ίδιο μετασχηματισμό z.

			Παράδειγμα.

			Ο μετασχηματισμός z

			[image: ]

			έχει δύο πόλους: [image: ] και [image: ]. Οπότε υπάρχουν τρεις πιθανές Περιοχές Σύγκλισης:

			(α) [image: ] 

			Στην περίπτωση αυτή έχουμε [image: ] οπότε και [image: ]

			Άρα

			[image: ]

			που είναι αιτιατό σήμα (ακολουθία δεξιάς πλευράς σήμα).

			(β) [image: ] 

			Στην περίπτωση αυτή έχουμε [image: ] και [image: ]

			Άρα

			[image: ]

			που είναι αμφίπλευρη ακολουθία. 

			(γ) [image: ]

			Στην περίπτωση αυτή έχουμε [image: ] και [image: ]

			Άρα

			[image: ]

			που είναι αναιτιατό σήμα (ακολουθία αριστερής πλευράς).

			5.1.4. Ζεύγη μετασχηματισμού z

			Στον Πίνακα 5.1 παρουσιάζονται μερικοί τυπικοί μετασχηματισμοί z.
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			Πίνακας 5.1 Ζεύγη μετασχηματισμού z.

			5.1.5. Ιδιότητες μετασχηματισμού z

			5.1.5.1. Γραμμικότητα

			Αν [image: ] και [image: ], τότε

			[image: ]  (5.4)

			για οποιεσδήποτε σταθερές [image: ].

			Παρατήρηση: Η λέξη «περιέχει» χρησιμοποιείται γιατί, στην περίπτωση όπου ο γραμμικός συνδυασμός είναι τέτοιος, που κάποια μηδενικά εξουδετερώνουν κάποιους πόλους, τότε η Περιοχή Σύγκλισης του γραμμικού συνδυασμού είναι μεγαλύτερη από την τομή των επί μέρους Περιοχών Σύγκλισης (Σκόδρας, Α., & Αναστασόπουλος, Β., 2003).

			Απόδειξη.

			Αν [image: ], τότε από τον ορισμό του μετασχηματισμού z στην (5.1) έχουμε:

			[image: ]

			 

			5.1.5.2. Μετατόπιση στον χρόνο

			Αν [image: ], τότε

			[image: ]  (5.5)

			Απόδειξη.

			Αν [image: ], τότε

			[image: ]

			Θέτοντας [image: ], έχουμε:

			[image: ] 

			Παράδειγμα.

			Αν

			[image: ]

			τότε

			[image: ]

			5.1.5.3. Αναδίπλωση

			Αν [image: ], τότε

			[image: ] (5.6)

			Απόδειξη.

			Αν [image: ], τότε

			[image: ]

			Θέτοντας [image: ], έχουμε:

			[image: ] 

			5.1.5.4. Μετατόπιση στη συχνότητα

			Αν [image: ], τότε

			[image: ] (5.6)

			Απόδειξη.

			Αν [image: ] τότε

			[image: ]

			Θέτοντας [image: ], έχουμε:

			[image: ] 

			5.1.5.5. Συνέλιξη

			Αν [image: ] και [image: ], τότε

			[image: ]    (5.8)

			Απόδειξη.

			Αν [image: ], τότε

			[image: ]

			Θέτοντας [image: ] και αλλάζοντας τη σειρά των αθροισμάτων, έχουμε:

			[image: ]

			Στον Πίνακα 5.2 παρουσιάζονται οι βασικές ιδιότητες του μετασχηματισμού z.
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			Πίνακας 5.2 Ιδιότητες του μετασχηματισμού z.

			Ο μετασχηματισμός z μπορεί να υπολογιστεί με χρήση των ζευγών του μετασχηματισμού z και των ιδιοτήτων του μετασχηματισμού z.

			Παράδειγμα.

			Δίνεται το σήμα διακριτού χρόνου άπειρης διάρκειας:

			[image: ]

			Το σήμα γράφεται:

			[image: ]

			Από τα ζεύγη του μετασχηματισμού z γνωρίζουμε ότι:

			[image: ]

			[image: ]

			Από την ιδιότητα της γραμμικότητας του μετασχηματισμού z έχουμε ότι ο μετασχηματισμός του [image: ] είναι:

			[image: ]

			Άρα

			[image: ]

			Μπορείτε να διερευνήσετε τον μετασχηματισμό z με το Διαδραστικό πρόγραμμα 5.1.

			[image: ]

			Διαδραστικό πρόγραμμα 5.1 Μετασχηματισμός z.

			Η Απάντηση/Λύση βρίσκεται στο Παράρτημα.

			5.1.6. Αντίστροφος μετασχηματισμός z

			Ο αντίστροφος μετασχηματισμός z ορίζεται μέσω επικαμπύλιου ολοκληρώματος, όπως στην (5.2). Στην παράγραφο αυτή θα αναλυθεί μία μεθοδολογία υπολογισμού του αντίστροφου μετασχηματισμού z, χωρίς τη χρήση ολοκληρώματος.

			Αντίστροφος μετασχηματισμός πολυωνύμου.

			Ο αντίστροφος μετασχηματισμός z μπορεί να γίνει με βάση τον ορισμό του μετασχηματισμού z. Τα σήματα που προκύπτουν είναι σήματα πεπερασμένης διάρκειας.

			Για παράδειγμα, ο μετασχηματισμός z 

			[image: ]

			γράφεται με βάση τον ορισμό:

			[image: ]

			Ο αντίστροφος μετασχηματισμός z είναι

			[image: ]

			και βέβαια πρόκειται για σήμα πεπερασμένης διάρκειας.

			Αντίστροφος μετασχηματισμός ρητής συνάρτησης.

			Ο αντίστροφος μετασχηματισμός z μπορεί να γίνει με τη μέθοδο της ανάλυσης της ρητής συνάρτησης σε άθροισμα απλών κλασμάτων.

			Αν [image: ] είναι ρητή συνάρτηση του [image: ]

			[image: ] (5.9)

			με απλούς πόλους [image: ] 

			τότε για τον υπολογισμό του αντίστροφου μετασχηματισμού z χρησιμοποιείται η μέθοδος ανάλυσης της [image: ] σε άθροισμα απλών κλασμάτων:

			(α) αν [image: ], δηλαδή ο βαθμός του αριθμητή είναι μικρότερος από το βαθμό του παρονομαστή, τότε

			[image: ] (5.10)

			με συντελεστές

			[image: ] (5.11)

			(β) αν [image: ], δηλαδή ο βαθμός του αριθμητή είναι ίσος ή μεγαλύτερος από το βαθμό του παρονομαστή, τότε 

			[image: ] (5.12)

			όπου

			[image: ] (5.13)

			με συντελεστές

			[image: ] (5.14)

			και

			[image: ] (5.15)

			με συντελεστές που υπολογίζονται εκτελώντας τη διαίρεση

			[image: ]

			από όπου προκύπτει το πολυώνυμο [image: ] βαθμού [image: ].

			Ο αντίστροφος μετασχηματισμός επιτυγχάνεται υπολογίζοντας τους αντίστροφους μετασχηματισμούς z σε κάθε όρο του αθροίσματος χρησιμοποιώντας τα ζεύγη του μετασχηματισμού z και τελικά χρησιμοποιώντας την ιδιότητα της γραμμικότητας του μετασχηματισμού z.

			Στην περίπτωση που υπάρχει πόλος με πολλαπλότητα, οι τύποι αλλάζουν. Για παράδειγμα, αν η [image: ] έχει έναν διπλό πόλο [image: ], τότε η ανάλυση σε απλά κλάσματα είναι η ακόλουθη:

			[image: ] (5.16)

			με συντελεστές

			[image: ] (5.17)

			[image: ] (5.18)

			Παράδειγμα 1.

			Δίνεται ο μετασχηματισμός z

			[image: ]

			και θέλουμε να υπολογίσουμε τον αντίστροφο μετασχηματισμό z, δηλαδή το σήμα [image: ] από το οποίο προέκυψε.

			Η συνάρτηση [image: ] είναι ρητή συνάρτηση με βαθμό του αριθμητή μικρότερο από το βαθμό του παρονομαστή [image: ] και γράφεται

			[image: ]

			Επομένως η συνάρτηση [image: ] έχει δύο απλούς πόλους: [image: ] και [image: ].

			Τότε, χρησιμοποιώντας τη μέθοδος ανάλυσης της [image: ] σε άθροισμα απλών κλασμάτων, προκύπτει

			[image: ]

			όπου

			[image: ]

			[image: ]

			Άρα

			[image: ]

			Τέλος, χρησιμοποιώντας τα ζεύγη του μετασχηματισμού z και την ιδιότητα της γραμμικότητας του μετασχηματισμού z, προκύπτει ο αντίστροφος μετασχηματισμός z:

			[image: ]

			Παράδειγμα 2.

			Δίνεται ο μετασχηματισμός z

			[image: ]

			και θέλουμε να υπολογίσουμε τον αντίστροφο μετασχηματισμό z, δηλαδή το σήμα [image: ] από το οποίο προέκυψε.

			Η συνάρτηση [image: ] είναι ρητή συνάρτηση με βαθμό του αριθμητή μικρότερο από το βαθμό του παρονομαστή [image: ] και έχει έναν διπλό πόλο [image: ].

			Τότε, χρησιμοποιώντας τη μέθοδος ανάλυσης της [image: ] σε άθροισμα απλών κλασμάτων, προκύπτει:

			[image: ]

			όπου

			[image: ]

			[image: ]

			Άρα

			[image: ]

			που γράφεται:

			[image: ]

			Τέλος, χρησιμοποιώντας τα ζεύγη του μετασχηματισμού z και την ιδιότητα της γραμμικότητας του μετασχηματισμού z, προκύπτει ο αντίστροφος μετασχηματισμός z:

			[image: ]

			Παράδειγμα 3.

			Δίνεται ο μετασχηματισμός z

			[image: ]

			και θέλουμε να υπολογίσουμε τον αντίστροφο μετασχηματισμό z, δηλαδή το σήμα [image: ] από το οποίο προέκυψε.

			Η συνάρτηση είναι ρητή συνάρτηση με βαθμό του αριθμητή ίσο με το βαθμό του παρονομαστή [image: ]. Οπότε μετά τη διαίρεση των πολυωνύμων, η συνάρτηση [image: ] γράφεται:

			[image: ]

			Τότε

			[image: ]

			με

			[image: ]

			[image: ]

			Η συνάρτηση [image: ] έχει δύο απλούς πόλους: [image: ] και [image: ].

			Τότε, χρησιμοποιώντας τη μέθοδο ανάλυσης της [image: ] σε άθροισμα απλών κλασμάτων, προκύπτει:

			[image: ]

			όπου

			[image: ]

			[image: ]

			Άρα

			[image: ]

			Τέλος, χρησιμοποιώντας τα ζεύγη του μετασχηματισμού z και την ιδιότητα της γραμμικότητας του μετασχηματισμού z, προκύπτει ο αντίστροφος μετασχηματισμός z:

			[image: ]

			5.1.7.Συνέλιξη μέσω μετασχηματισμού z 

			Ο υπολογισμός της συνέλιξης μέσω μετασχηματισμού z, στηρίζεται τόσο στα ζεύγη του μετασχηματισμού, όσο και στις ιδιότητες του μετασχηματισμού.

			Η διαδικασία υπολογισμού της συνέλιξης δύο σημάτων διακριτού χρόνου μέσω μετασχηματισμού z είναι η ακόλουθη: Δεδομένων δύο σημάτων [image: ] και [image: ], υπολογίζουμε τους μετασχηματισμούς z, [image: ] και [image: ]. Στη συνέχεια υπολογίζουμε το γινόμενο [image: ], αφού γνωρίζουμε ότι [image: ] είναι ο μετασχηματισμός z της συνέλιξης [image: ] (ιδιότητα συνέλιξης του μετασχηματισμού z). Στη συνέχεια, το γινόμενο αναλύεται σε άθροισμα απλών κλασμάτων (όπως στην προηγούμενη παράγραφο). Τέλος, χρησιμοποιώντας αντίστροφο μετασχηματισμό (από τα ζεύγη του μετασχηματισμού) και την ιδιότητα της γραμμικότητας του μετασχηματισμού, υπολογίζουμε τον αντίστροφο μετασχηματισμό z της [image: ], που είναι η ζητούμενη συνέλιξη.

			Παράδειγμα.

			Δίνονται τα σήματα

			[image: ]

			[image: ]

			Να υπολογιστεί η συνέλιξη [image: ]μέσω του μετασχηματισμού z.

			Αρχικά υπολογίζονται οι (ευθείς) μετασχηματισμοί με χρήση των ζευγών του μετασχηματισμού και των ιδιοτήτων του μετασχηματισμού: 

			Το σήμα [image: ] έχει μετασχηματισμό z 

			[image: ]

			Το σήμα [image: ] έχει μετασχηματισμό z 

			[image: ]

			Οπότε με χρήση της ιδιότητας αντιστροφής στον χρόνο

			το σήμα [image: ] έχει μετασχηματισμό z

			[image: ]

			Τότε, με χρήση της ιδιότητας μετατόπισης στη συχνότητα

			το σήμα [image: ] έχει μετασχηματισμό z

			[image: ]

			Μετά υπολογίζεται το γινόμενο

			[image: ]

			οπότε

			[image: ]

			Στη συνέχεια το γινόμενο αναλύεται σε άθροισμα απλών κλασμάτων:

			[image: ]

			με συντελεστές

			[image: ]

			[image: ]

			δηλαδή

			[image: ]

			Τέλος, χρησιμοποιώντας αντίστροφο μετασχηματισμό (από τα ζεύγη του μετασχηματισμού) και την ιδιότητα της γραμμικότητας του μετασχηματισμού, έχουμε:

			[image: ]

			5.1.8. Θεωρήματα αρχικής και τελικής τιμής

			Θεώρημα αρχικής τιμής

			Αν [image: ], τότε η αρχική τιμή του σήματος [image: ] είναι [image: ] (5.19)

			Απόδειξη.

			[image: ]

			Παράδειγμα

			Δίνεται ο μετασχηματισμός z ενός αιτιατού σήματος [image: ]

			[image: ]

			Τότε η αρχική τιμή του σήματος [image: ] είναι:

			[image: ]

			Θεώρημα τελικής τιμής

			Αν [image: ], τότε η τελική τιμή του σήματος [image: ] είναι [image: ] (5.20)

			Απόδειξη.

			[image: ]

			Παράδειγμα

			Δίνεται ο μετασχηματισμός z ενός αναιτιατού σήματος [image: ]

			[image: ]

			Τότε η τελική τιμή του σήματος [image: ] είναι:

			[image: ]

			5.1.9. Μονόπλευρος μετασχηματισμός z

			Ο μονόπλευρος μετασχηματισμός z (one-sided z–transform) μίας ακολουθίας διακριτού χρόνου [image: ] ορίζεται ως:

			[image: ] (5.21)

			Πρόκειται για το ίδιο άθροισμα με αυτό του ορισμού του αμφίπλευρου μετασχηματισμού z, με τη διαφορά ότι το άθροισμα υπολογίζεται μόνο για τις μη αρνητικές τιμές της μεταβλητής [image: ], δηλαδή για [image: ]. Επομένως, ο μονόπλευρος μετασχηματισμός z (one-sided z–transform) μίας ακολουθίας [image: ] είναι ίσος με τον μετασχηματισμό z της ακολουθίας [image: ]. Προφανώς η Περιοχή Σύγκλισης του μονόπλευρου μετασχηματισμού z μίας ακολουθίας είναι η εξωτερική επιφάνεια ενός κύκλου, δηλαδή είναι της μορφής .

			Για τα ζεύγη του μονόπλευρου μετασχηματισμού z χρησιμοποιείται ο συμβολισμός:

			[image: ]

			Ιδιότητα μετατόπισης στον χρόνο του μονόπλευρου μετασχηματισμού z

			Οι περισσότερες ιδιότητες του μονόπλευρου μετασχηματισμού z είναι ίδιες με αυτές του αμφίπλευρου μετασχηματισμού z. Μία ιδιότητα, όπου υπάρχει διαφορά, είναι η ιδιότητα της μετατόπισης στον χρόνο.

			Μετατόπιση ή ολίσθηση προς τα δεξιά

			Αν [image: ], τότε

			[image: ] (5.22)

			Απόδειξη.

			Αν [image: ], τότε

			[image: ]

			Θέτοντας [image: ] 

			[image: ]

			

			Παράδειγμα.

			Το σήμα

			[image: ]

			έχει μονόπλευρο μετασχηματισμό z

			[image: ]

			Τότε το σήμα

			[image: ]

			έχει μονόπλευρο μετασχηματισμό z

			[image: ]

			Μετατόπιση ή ολίσθηση προς τα αριστερά

			Αν [image: ], τότε

			[image: ] (5.23)

			Απόδειξη. 

			Αν [image: ], τότε

			[image: ]

			Θέτοντας [image: ] 

			[image: ]

			Παράδειγμα.

			Το σήμα

			[image: ]

			με 

			[image: ]

			έχει μονόπλευρο μετασχηματισμό z

			[image: ]

			Τότε το σήμα

			[image: ]

			έχει μονόπλευρο μετασχηματισμό z

			[image: ]

			Ο μονόπλευρος μετασχηματισμός z χρησιμοποιείται για την επίλυση γραμμικών εξισώσεων διαφορών με σταθερούς συντελεστές με μη μηδενικές αρχικές συνθήκες.

			5.2. Συνάρτηση μεταφοράς 

			1-2-3-4-0-0

			5.2.1. Ορισμός της συνάρτησης μεταφοράς

			Κάθε γραμμικό χρονικά αμετάβλητο (LTI) σύστημα με κρουστική απόκριση [image: ] και είσοδο [image: ] παράγει στην έξοδο την απόκριση:

			[image: ] (5.24)

			όπως φαίνεται στο Σχήμα 5.2.

			Ο μετασχηματισμός z, [image: ], της κρουστικής απόκρισης [image: ] ενός γραμμικού χρονικά αμετάβλητου (LTI) συστήματος ονομάζεται συνάρτηση μεταφοράς (transfer function):

			[image: ] (5.25)

			Από την ιδιότητα της συνέλιξης του μετασχηματισμού z, είναι προφανές ότι, συμβολίζοντας με [image: ] τον μετασχηματισμό z της εισόδου [image: ] και με [image: ] τον μετασχηματισμό z της εξόδου [image: ] του LTI συστήματος, οι μετασχηματισμοί z της εισόδου και της εξόδου συνδέονται με τη σχέση:

			[image: ] (5.26)

			όπως φαίνεται στο Σχήμα 5.2.

			[image: ]

			Σχήμα 5.2 Συνάρτηση μεταφοράς LTI συστήματος.

			Έτσι, στα LTI συστήματα, η συνέλιξη στον χρόνο γίνεται πολλαπλασιασμός στη μιγαδική συχνότητα.

			5.2.2. Περιγραφή LTI συστημάτων μέσω συνάρτησης μεταφοράς 

			Κάθε γραμμικό χρονικά αμετάβλητο σύστημα περιγράφεται από μία γραμμική εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές: 

			[image: ] (5.27) 

			Στο Κεφάλαιο 3 είδαμε ότι η κρουστική απόκριση [image: ] αρκεί για να περιγράψει ένα LTI σύστημα στο πεδίο του χρόνου. Τώρα θα δούμε ότι η συνάρτηση μεταφοράς [image: ] αρκεί για να περιγράψει ένα LTI σύστημα στο πεδίο της συχνότητας.

			Γνωρίζουμε ότι ο μετασχηματισμός z της κρουστικής απόκρισης [image: ] είναι η συνάρτηση μεταφοράς [image: ].

			Παίρνοντας τον μετασχηματισμό z και στα δύο μέλη της εξίσωσης διαφορών (5.28), έχουμε

			[image: ]

			οπότε

			[image: ]

			Όμως, γνωρίζουμε ότι:

			[image: ]

			οπότε

			[image: ]

			Άρα

			[image: ] (5.28)

			Παρατηρούμε ότι η συνάρτηση μεταφοράς εξαρτάται από τους συντελεστές του LTI συστήματος. Επομένως, οι σταθεροί συντελεστές της γραμμικής εξίσωσης διαφορών αρκούν για να ορίσουν τη συνάρτηση μεταφοράς. Έτσι, η συνάρτηση μεταφοράς αρκεί για να περιγράψει ένα LTI σύστημα στο πεδίο της συχνότητας.

			Παράδειγμα 1.

			Δίνεται η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές, που περιγράφει ένα LTI σύστημα:

			[image: ]

			Να υπολογιστεί η συνάρτηση μεταφοράς.

			Παίρνοντας τον μετασχηματισμό z και στα δύο μέλη της εξίσωσης διαφορών, έχουμε

			[image: ]

			Άρα

			[image: ]

			Παράδειγμα 2.

			Δίνεται η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές, που περιγράφει ένα LTI σύστημα:

			[image: ]

			Να υπολογιστεί η συνάρτηση μεταφοράς.

			Από την εξίσωση διαφορών προκύπτει ότι πρόκειται για IIR φίλτρο με [image: ] και [image: ] και ότι οι σταθεροί συντελεστές είναι:

			[image: ]

			Επομένως, χρησιμοποιώντας τον τύπο της προηγούμενης παραγράφου, η συνάρτηση μεταφοράς είναι:

			[image: ]

			Παράδειγμα 3.

			Δίνεται η συνάρτηση μεταφοράς

			[image: ]

			Να βρεθεί η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές, που περιγράφει το LTI σύστημα. 

			Από την εξίσωση διαφορών προκύπτει ότι πρόκειται για IIR φίλτρο με [image: ] και [image: ] και ότι οι σταθεροί συντελεστές είναι:

			[image: ]

			Επομένως, χρησιμοποιώντας τον τύπο της προηγούμενης παραγράφου, η εξίσωση διαφορών είναι:

			[image: ]

			Επίσης, είναι φανερό ότι η συνάρτηση μεταφοράς είναι ρητή συνάρτηση της μεταβλητής z, οπότε έχει μηδενικά και πόλους.

			Παράδειγμα.

			Δίνεται η συνάρτηση μεταφοράς:

			[image: ]

			Ο μετασχηματισμός z γράφεται:

			[image: ]

			Επομένως υπάρχουν δύο μηδενικά στα σημεία [image: ] και [image: ] και δύο πόλοι στα σημεία [image: ] και [image: ].

			Στο Σχήμα 5.3 φαίνεται το διάγραμμα πόλων-μηδενικών της συνάρτησης μεταφοράς, όπου τα μηδενικά συμβολίζονται με το σύμβολο «» και οι πόλοι με το σύμβολο «».

			[image: ]

			Σχήμα 5.3 Πόλοι και Μηδενικά συνάρτησης μεταφοράς.

			5.2.3. Σύνδεση συστημάτων σε σειρά

			Ένα LTI σύστημα με συνάρτηση μεταφοράς [image: ] συνδέεται σε σειρά με ένα LTI σύστημα με συνάρτηση μεταφοράς [image: ], όπως φαίνεται στο Σχήμα 5.4. Το πρώτο σύστημα έχει είσοδο [image: ] με μετασχηματισμό z [image: ] και έξοδο [image: ] με μετασχηματισμό z [image: ]. Το δεύτερο σύστημα έχει είσοδο, την έξοδο του πρώτου συστήματος και έξοδο [image: ] με μετασχηματισμό z [image: ]. 

			Η σύνδεση σε σειρά των δύο συστημάτων είναι ισοδύναμη με ένα LTI σύστημα με συνάρτηση μεταφοράς[image: ], που εξαρτάται από τις συναρτήσεις μεταφοράς των συστημάτων και δίνεται από τη σχέση:

			[image: ] (5.29)

			Απόδειξη.

			Για τα δύο συστήματα, που είναι συνδεδεμένα σε σειρά, ισχύει:

			[image: ]

			[image: ]

			οπότε

			[image: ]

			επειδή ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα στον πολλαπλασιασμό.

			Όμως, η έξοδος γράφεται:

			[image: ]

			Επομένως,

			[image: ] 

			[image: ]

			Σχήμα 5.4 Σύνδεση συστημάτων σε σειρά.

			Η συνολική συνάρτηση μεταφοράς ενός LTI συστήματος, που αποτελείται από LTI συστήματα συνδεδεμένα σε σειρά, είναι το γινόμενο των συναρτήσεων μεταφοράς των επί μέρους συστημάτων.

			5.2.4. Σύνδεση συστημάτων παράλληλα

			Ένα LTI σύστημα με συνάρτηση μεταφοράς [image: ] συνδέεται παράλληλα με ένα LTI σύστημα με συνάρτηση μεταφοράς [image: ], όπως φαίνεται στο Σχήμα 5.5. Το πρώτο σύστημα έχει είσοδο [image: ] με μετασχηματισμό z [image: ] και έξοδο [image: ] με μετασχηματισμό z [image: ]. Το δεύτερο σύστημα έχει είσοδο [image: ] με μετασχηματισμό z [image: ] και έξοδο [image: ] με μετασχηματισμό z [image: ]. Οι έξοδοι των δύο συστημάτων αθροίζονται και δίνουν την συνολική έξοδο [image: ] με μετασχηματισμό z [image: ].

			Η παράλληλη σύνδεση των δύο συστημάτων είναι ισοδύναμη με ένα LTI σύστημα με συνάρτηση μεταφοράς [image: ], που εξαρτάται από τις συναρτήσεις μεταφοράς των συστημάτων και δίνεται από τη σχέση:

			[image: ] (5.30)

			Απόδειξη.

			Για τα δύο συστήματα, που είναι συνδεδεμένα παράλληλα, ισχύει:

			[image: ] 

			[image: ] 

			οπότε

			[image: ]

			επειδή ισχύει η επιμεριστική ιδιότητα.

			Όμως, η έξοδος γράφεται:

			[image: ]

			Επομένως :

			[image: ] 

			[image: ]

			Σχήμα 5.5 Σύνδεση συστημάτων παράλληλα.

			Η συνολική συνάρτηση μεταφοράς ενός LTI συστήματος, που αποτελείται από LTI συστήματα συνδεδεμένα παράλληλα, είναι το άθροισμα των συναρτήσεων μεταφοράς των επί μέρους συστημάτων.

			5.2.5. Επίλυση εξισώσεων διαφορών μέσω μετασχηματισμού z

			Κάθε γραμμικό χρονικά αμετάβλητο σύστημα περιγράφεται από μία γραμμική εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές: 

			[image: ] (5.31) 

			και αρχικές συνθήκες εξόδου [image: ] και αρχικές συνθήκες εισόδου [image: ].

			Η γραμμική εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές είναι ένας ανοικτός τύπος υπολογισμού της απόκρισης του συστήματος, δεδομένων βέβαια των σταθερών συντελεστών. Επομένως συνιστά έναν επαναληπτικό τρόπο υπολογισμού της εξόδου. Για να υπολογιστεί η έξοδος [image: ] απαιτούνται οι αρχικές συνθήκες εξόδου [image: ] και οι αρχικές συνθήκες εισόδου [image: ]. Η επίλυση των εξισώσεων διαφορών μπορεί να γίνει μέσω του μετασχηματισμού z. Μάλιστα η ύπαρξη αρχικών συνθηκών υπαγορεύει τη χρήση του μονόπλευρου μετασχηματισμού z.

			Παίρνοντας μονόπλευρο μετασχηματισμό z και στα δύο μέλη της εξίσωσης διαφορών, έχουμε:

			[image: ]

			Θέτοντας:

			[image: ] (5.32)

			[image: ] (5.33)

			[image: ] (5.34)

			προκύπτει:

			[image: ] (5.35)

			Ο πρώτος όρος εξαρτάται από τη συνάρτηση μεταφοράς, που αποτυπώνει τη συμπεριφορά του συστήματος για μηδενικές αρχικές συνθήκες εισόδου και εξόδου.

			Ο δεύτερος όρος εξαρτάται από τις αρχικές συνθήκες εισόδου. Αν το σύστημα είναι αιτιατό, τότε οι αρχικές συνθήκες εισόδου είναι μηδενικές και ο όρος αυτός μηδενίζεται.

			Ο τρίτος όρος εξαρτάται από τις αρχικές συνθήκες εξόδου και αντιστοιχεί στην απόκριση του συστήματος για μηδενική είσοδο.

			Παίρνοντας τον αντίστροφο μετασχηματισμό z προκύπτει η απόκριση του συστήματος.

			Παράδειγμα.

			Δίνεται ένα αιτιατό σύστημα με γραμμική εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές:

			[image: ]

			με αρχική συνθήκη

			[image: ]

			Υπολογισμός κρουστικής απόκρισης.

			Η κρουστική απόκριση [image: ] είναι η έξοδος του φίλτρου με είσοδο [image: ] και μηδενικές αρχικές συνθήκες.

			Χρησιμοποιώντας τον αμφίπλευρο μετασχηματισμό z έχουμε:

			[image: ]

			γιατί [image: ].

			Από την εξίσωση διαφορών έχουμε:

			[image: ]

			Άρα η συνάρτηση μεταφοράς είναι:

			[image: ]

			και η κρουστική απόκριση του φίλτρου είναι:

			[image: ]

			Υπολογισμός της βηματικής απόκρισης.

			Η βηματική απόκριση είναι η απόκριση του φίλτρου [image: ] στην είσοδο [image: ].

			Χρησιμοποιώντας το μονόπλευρο μετασχηματισμό z έχουμε:

			[image: ]

			γιατί [image: ].

			Από την εξίσωση διαφορών έχουμε: 

			[image: ]

			Επομένως:

			[image: ]

			που αναλύεται σε:

			[image: ]

			Οπότε η βηματική απόκριση του φίλτρου είναι:

			[image: ]

			Αξίζει να παρατηρήσετε ότι: 

			[image: ]

			Θέτοντας:

			[image: ]

			[image: ]

			προκύπτει:

			[image: ]

			Ο πρώτος όρος εξαρτάται από την συνάρτηση μεταφοράς που αποτυπώνει την συμπεριφορά του συστήματος για μηδενικές αρχικές συνθήκες εισόδου και εξόδου.

			Επειδή το σύστημα είναι αιτιατό, δεν υπάρχει ο όρος που εξαρτάται από τις αρχικές συνθήκες εισόδου. 

			Ο δεύτερος όρος εξαρτάται από τις αρχικές συνθήκες εξόδου και αντιστοιχεί στην απόκριση του συστήματος για μηδενική είσοδο.

			Έχουμε:

			[image: ]

			Οπότε η απόκριση είναι:

			[image: ]

			που βέβαια είναι ίση με τη βηματική απόκριση [image: ] που υπολογίστηκε προηγουμένως.

			Ο πρώτος όρος της απόκρισης αντιστοιχεί στην απόκριση του συστήματος για μηδενικές αρχικές συνθήκες εισόδου και εξόδου (zero state response) και ο δεύτερος όρος της απόκρισης αντιστοιχεί στην απόκριση του συστήματος για μηδενική είσοδο (zero input response).

			Πράγματι, για [image: ], έχουμε [image: ], οπότε

			[image: ]

			που αντιστοιχεί στον όρο [image: ] της απόκρισης.

			5.2.6. Ευστάθεια σημάτων διακριτού χρόνου

			Ευστάθεια σημάτων διακριτού χρόνου και μετασχηματισμός z

			Ευσταθές σήμα

			Ένα σήμα διακριτού χρόνου είναι ευσταθές, όταν όλοι οι πόλοι του μετασχηματισμού z βρίσκονται εντός του μοναδιαίου κύκλου. Αν το σήμα είναι πραγματικό και ο πόλος [image: ] είναι θετικός, δηλαδή [image: ], τότε το σήμα είναι φθίνουσα συνάρτηση, ενώ αν ο πόλος είναι αρνητικός, δηλαδή [image: ], τότε το σήμα είναι απόλυτα φθίνουσα συνάρτηση. Αν οι πόλοι είναι μιγαδικοί (υπάρχουν σε ζεύγη συζυγών μιγαδικών), δηλαδή [image: ],τότε το σήμα είναι φθίνον ημιτονοειδές σήμα (φθίνουσα ταλάντωση).

			Ασταθές σήμα

			Ένα σήμα διακριτού χρόνου είναι ασταθές, όταν ένας τουλάχιστον πόλος του μετασχηματισμού z βρίσκεται εκτός του μοναδιαίου κύκλου. Αν το σήμα είναι πραγματικό και ο πόλος [image: ] είναι θετικός, δηλαδή [image: ], τότε το σήμα είναι αύξουσα συνάρτηση, ενώ αν ο πόλος είναι αρνητικός, δηλαδή [image: ], τότε το σήμα είναι απόλυτα αύξουσα συνάρτηση. Αν οι πόλοι είναι μιγαδικοί (υπάρχουν σε ζεύγη συζυγών μιγαδικών), δηλαδή [image: ],τότε το σήμα είναι αύξον ημιτονοειδές σήμα (αύξουσα ταλάντωση).

			Οριακά ευσταθές σήμα

			Ένα σήμα διακριτού χρόνου είναι οριακά ευσταθές, όταν όλοι οι πόλοι του μετασχηματισμού z βρίσκονται πάνω στο μοναδιαίο κύκλο ή εντός του μοναδιαίου κύκλου και ένας τουλάχιστον πόλος του μετασχηματισμού z βρίσκεται πάνω στο μοναδιαίο κύκλο. Αν το σήμα είναι πραγματικό και ο πόλος [image: ] είναι θετικός, δηλαδή [image: ], τότε το σήμα είναι σταθερό (ίσο με [image: ]), ενώ αν ο πόλος είναι αρνητικός, δηλαδή [image: ], τότε το σήμα παλινδρομεί ανάμεσα στις τιμές [image: ] και [image: ]. Αν οι πόλοι είναι μιγαδικοί (υπάρχουν σε ζεύγη συζυγών μιγαδικών), δηλαδή [image: ],τότε το σήμα είναι ημιτονοειδές.

			Μπορείτε να διερευνήσετε την ευστάθεια σημάτων διακριτού χρόνου με το Διαδραστικό πρόγραμμα 5.2.

			[image: ]

			Διαδραστικό πρόγραμμα 5.2 Ευστάθεια σημάτων διακριτού χρόνου.

			Η Απάντηση/Λύση βρίσκεται στο Παράρτημα.

			5.2.7. Ευστάθεια συστημάτων διακριτού χρόνου και μετασχηματισμός z

			Ευσταθές σύστημα

			Όπως είδαμε στο Κεφάλαιο 3, ένα LTI σύστημα είναι ευσταθές, όταν η κρουστική απόκριση ικανοποιεί τη σχέση:

			[image: ] (5.36)

			Αυτή η σχέση αφορά στο πεδίο του χρόνου. Στο πεδίο των συχνοτήτων, ένα LTI σύστημα είναι ευσταθές, όταν ο μοναδιαίος κύκλος ανήκει στην Περιοχή Σύγκλισης της συνάρτησης μεταφοράς του συστήματος.

			Αιτιατό σύστημα

			Όπως είδαμε στο Κεφάλαιο 3, ένα LTI σύστημα είναι αιτιατό, όταν η κρουστική απόκριση ικανοποιεί τη σχέση:

			[image: ] (5.37)

			Αυτή η σχέση αφορά στο πεδίο του χρόνου. Στο πεδίο των συχνοτήτων, ένα LTI σύστημα είναι αιτιατό, όταν η Περιοχή Σύγκλισης της συνάρτησης μεταφοράς του συστήματος είναι η εξωτερική επιφάνεια ενός κύκλου, δηλαδή είναι της μορφής [image: ]. Αυτό σημαίνει ότι όλοι οι πόλοι ανήκουν σε περιοχή της μορφής [image: ], αφού οι πόλοι δεν ανήκουν στην Περιοχή Σύγκλισης.

			Πραγματοποιήσιμο σύστημα

			Ένα LTI σύστημα είναι πραγματοποιήσιμο, όταν είναι ευσταθές και αιτιατό. Αυτό σημαίνει ότι ο μοναδιαίος κύκλος ανήκει στην Περιοχή Σύγκλισης της συνάρτησης μεταφοράς του συστήματος και ταυτόχρονα ότι όλοι οι πόλοι ανήκουν σε περιοχή μορφής [image: ]. Άρα, [image: ], που σημαίνει ότι όλοι οι πόλοι της συνάρτησης μεταφοράς του συστήματος βρίσκονται στο εσωτερικό του μοναδιαίου κύκλου.

			Παράδειγμα.

			Το LTI σύστημα με συνάρτηση μεταφοράς 

			[image: ]

			έχει έναν πόλο στο σημείο [image: ] αφού η συνάρτηση μεταφοράς γράφεται:

			[image: ]

			Υπάρχουν δύο πιθανές Περιοχές Σύγκλισης, η Περιοχή Σύγκλισης [image: ] και η Περιοχή Σύγκλισης [image: ]. Το σύστημα είναι αιτιατό, αν η Περιοχή Σύγκλισης της συνάρτησης μεταφοράς του συστήματος είναι η εξωτερική επιφάνεια ενός κύκλου, δηλαδή, αν η Περιοχή Σύγκλισης είναι της μορφής . Επομένως, αφού η συνάρτηση μεταφοράς έχει Περιοχή Σύγκλισης [image: ], τότε το σύστημα είναι αιτιατό.

			Επιπλέον, για να είναι το σύστημα ευσταθές, πρέπει ο μοναδιαίος κύκλος να ανήκει στην Περιοχή Σύγκλισης της συνάρτησης μεταφοράς του συστήματος. Αυτό συμβαίνει, αφού η Περιοχή Σύγκλισης είναι [image: ].

			Επομένως, το σύστημα είναι πραγματοποιήσιμο. Αξίζει να σημειωθεί ότι ο πόλος [image: ] βρίσκεται στο εσωτερικό του μοναδιαίου κύκλου.

			Ευστάθεια αιτιατών LTI συστημάτων διακριτού χρόνου και συνάρτηση μεταφοράς

			Ευσταθές αιτιατό LTI σύστημα

			Ένα αιτιατό LTI σύστημα διακριτού χρόνου είναι ευσταθές, όταν όλοι οι πόλοι της συνάρτησης μεταφοράς του συστήματος βρίσκονται εντός του μοναδιαίου κύκλου. 

			Ασταθές αιτιατό LTI σύστημα

			Ένα αιτιατό LTI σύστημα διακριτού χρόνου είναι ασταθές, όταν ένας τουλάχιστον πόλος της συνάρτησης μεταφοράς του συστήματος βρίσκεται εκτός του μοναδιαίου κύκλου. 

			Οριακά ευσταθές αιτιατό LTI σύστημα

			Ένα αιτιατό LTI σύστημα διακριτού χρόνου είναι οριακά ευσταθές, όταν όλοι οι πόλοι της συνάρτησης μεταφοράς του συστήματος βρίσκονται πάνω στο μοναδιαίο κύκλο ή εντός του μοναδιαίου κύκλου και ένας τουλάχιστον πόλος της συνάρτησης μεταφοράς του συστήματος βρίσκεται πάνω στο μοναδιαίο κύκλο. 

			Μπορείτε να διερευνήσετε την ευστάθεια LTI συστημάτων διακριτού χρόνου σε σχέση με τον μετασχηματισμό z (συνάρτηση μεταφοράς) με το Διαδραστικό πρόγραμμα 5.3.

			[image: ]

			Διαδραστικό πρόγραμμα 5.3 Ευστάθεια LTI συστημάτων διακριτού χρόνου .

			5.2.8. Σύστημα ανάδρασης

			Στο Σχήμα 5.6 φαίνεται ένα τυπικό σύστημα ανάδρασης. Το σύστημα έχει είσοδο με μετασχηματισμό z [image: ] και έξοδο με μετασχηματισμό z [image: ]. Το σύστημα αποτελείται από δύο LTI συστήματα. Το σύστημα του ευθέως κλάδου με συνάρτηση μεταφοράς [image: ] και το σύστημα κλάδου ανάδρασης με συνάρτηση μεταφοράς [image: ]. 

			[image: ]

			Σχήμα 5.6 Σύστημα ανάδρασης.

			Από το Σχήμα είναι φανερό ότι:

			[image: ]

			Το συνολικό σύστημα ανάδρασης έχει συνάρτηση μεταφοράς 

			[image: ]

			Άρα

			[image: ] (5.38)

			Μία εφαρμογή των συστημάτων ανάδρασης είναι η χρήση τους, ώστε να σταθεροποιηθούν ασταθή συστήματα.

			Παράδειγμα.

			Δίνεται ένα LTI σύστημα με συνάρτηση μεταφοράς

			[image: ]

			Το σύστημα είναι αιτιατό, γιατί η Περιοχή Σύγκλισης της συνάρτησης μεταφοράς είναι [image: ].

			Όμως ο μοναδιαίος κύκλος δεν ανήκει στην Περιοχή Σύγκλισης της συνάρτησης μεταφοράς του συστήματος, οπότε το σύστημα είναι ασταθές. Ο λόγος που γίνεται αυτό είναι ότι η συνάρτηση μεταφοράς έχει έναν πόλο [image: ] στο εξωτερικό του μοναδιαίου κύκλου, αφού [image: ].

			Θεωρούμε τώρα ένα αιτιατό σύστημα ανάδρασης, όπου το σύστημα του ευθέως κλάδου έχει συνάρτηση μεταφοράς [image: ] και το σύστημα κλάδου ανάδρασης έχει συνάρτηση μεταφοράς [image: ]. 

			Τότε, το συνολικό σύστημα ανάδρασης έχει συνάρτηση μεταφοράς:

			[image: ]

			οπότε

			[image: ]

			Η συνάρτηση μεταφοράς του συνολικού συστήματος ανάδρασης έχει έναν πόλο

			[image: ]

			Επειδή το σύστημα ανάδρασης είναι αιτιατό, η Περιοχή Σύγκλισης είναι:

			[image: ]

			Για να είναι το σύστημα ανάδρασης ευσταθές, πρέπει όταν ο μοναδιαίος κύκλος να ανήκει στην Περιοχή Σύγκλισης της συνάρτησης μεταφοράς του συστήματος. Επομένως, πρέπει:

			[image: ]

			Άρα, πρέπει:

			[image: ]

			Αξίζει να σημειωθεί ότι ο πόλος [image: ] του συστήματος ανάδρασης είναι μία συνάρτηση της παραμέτρου [image: ]. Όταν [image: ]τείνει στο μηδέν, τότε [image: ], που σημαίνει ότι ο πόλος τείνει στον πόλο της συνάρτησης μεταφοράς [image: ] του ευθέως κλάδου. 

			Όταν τείνει στο άπειρο, τότε [image: ], που σημαίνει ότι ο πόλος τείνει στο μηδέν. 

			Επίσης, η συνάρτηση

			[image: ]

			είναι μία φθίνουσα συνάρτηση ως προς την παράμετρο [image: ]. Οπότε όσο [image: ]αυξάνει, τόσο η τιμή του πόλου [image: ] ελαττώνεται. Αυτό σημαίνει ότι, όσο αυξάνει η τιμή του [image: ], τόσο ο πόλος «σπρώχνεται» προς το εσωτερικό του μοναδιαίου κύκλου. Μάλιστα, ο πόλος μπαίνει στο εσωτερικό του μοναδιαίου κύκλου, όταν [image: ].

			5.2.9. Ακολουθία Fibonacci και συνάρτηση μεταφοράς

			Η ακολουθία Fibonacci [image: ] είναι μία πολύ γνωστή ακολουθία αριθμών, όπου κάθε αριθμός είναι το άθροισμα των δύο προηγούμενων:

			[image: ] (5.39)

			με αρχικές συνθήκες

			[image: ]

			Γίνεται η αντιστοίχιση της ακολουθίας Fibonacci με την παρακάτω γραμμική εξίσωση διαφορών που περιγράφει ένα LTI σύστημα:

			[image: ] (5.40)

			Πράγματι,

			για [image: ]

			[image: ]

			για [image: ]

			[image: ]

			οπότε εξασφαλίζονται μηδενικές αρχικές συνθήκες.

			Παίρνοντας μετασχηματισμό z στην εξίσωση διαφορών προκύπτει:

			[image: ]

			Άρα η συνάρτηση μεταφοράς είναι:

			[image: ]

			Η συνάρτηση μεταφοράς γράφεται:

			[image: ]

			και έχει δύο πόλους: [image: ] και [image: ].

			Στη συνέχεια το γινόμενο αναλύεται σε άθροισμα απλών κλασμάτων:

			[image: ]

			με συντελεστές

			[image: ]

			[image: ]

			δηλαδή

			[image: ] (5.41)

			Τέλος, χρησιμοποιώντας αντίστροφο μετασχηματισμό (από τα ζεύγη του μετασχηματισμού) και την ιδιότητα της γραμμικότητας του μετασχηματισμού, έχουμε:

			[image: ] (5.42)

			Η ακολουθία Fibonacci έχει την παρακάτω ιδιότητα:

			Ιδιότητα.

			[image: ] (5.43)

			Απόδειξη.

			Έστω ότι υπάρχει το όριο

			[image: ].

			Τότε, [image: ], αφού η ακολουθία Fibonacci αποτελείται από θετικούς αριθμούς, οπότε και το όριο είναι θετικός αριθμός ως πηλίκο θετικών αριθμών.

			Για τους ίδιους λόγους έχουμε:

			[image: ]

			Αλλά

			[image: ]

			Επομένως:

			[image: ]

			Τότε

			[image: ]

			που έχει δύο λύσεις

			[image: ] και [image: ].

			Αλλά [image: ] και [image: ]

			Οπότε το όριο είναι:

			[image: ] 

			Παρατήρηση.

			Το όριο της ιδιότητας συνδέεται με τον αριθμό [image: ], που είναι γνωστός με το όνομα χρυσή τομή. Η σχέση που συνδέει την οριακή τιμή της (5.43) με τη χρυσή τομή είναι:

			[image: ] (5.44)

			Πράγματι, 

			[image: ]

			5.3. Μετασχηματισμός z σε προγραμματιστικό περιβάλλον 

			1-0-3-0-0-0

			Χρήσιμη βιβλιογραφία για Matlab είναι το βιβλίο The MathWorks Inc., 2005. Χρήσιμη ξενόγλωσση βιβλιογραφία για σήματα σε Matlab είναι τα βιβλία Ingle and Proakis, 2003 και Leis, 2011. Χρήσιμη ελληνόγλωσση βιβλιογραφία για σήματα σε Matlab είναι το βιβλίο Ασημάκης, 2008. Χρήσιμη βιβλιογραφία για Octave είναι τα βιβλία Eaton, Bateman, Hauberg, Wehbring, 2011 και Hansen, 2011. 

			Η συνάρτηση zplane(b,a) υπολογίζει τους πόλους και τα μηδενικά μίας ρητής συνάρτησης και σχεδιάζει το διάγραμμα πόλων-μηδενικών. Τα μηδενικά συμβολίζονται με το σύμβολο «» και οι πόλοι με το σύμβολο «». Σε περίπτωση πολλαπλότητας πόλων ή μηδενικών, η πολλαπλότητα εμφανίζεται ως εκθέτης. Η συνάρτηση έχει εισόδους τους συντελεστές του αριθμητή b και τους συντελεστές a του παρονομαστή και σχεδιάζει το σχεδιάζει το διάγραμμα πόλων-μηδενικών. Για παράδειγμα, για τη σχεδίαση του διαγράμματος πόλων-μηδενικών της συνάρτησης μεταφοράς

			[image: ]

			απαιτείται η κλήση

			b=[1]; a=[1,-1.4]; zplane(b,a);

			Η συνάρτηση [R,P,K]=residuez(b,a) χρησιμοποιείται για την υλοποίηση του αντίστροφου μετασχηματισμού z. Η συνάρτηση υλοποιεί την ανάλυση μίας ρητής συνάρτησης σε άθροισμα απλών κλασμάτων. Η συνάρτηση έχει εισόδους τους συντελεστές b του αριθμητή και τους συντελεστές a του παρονομαστή και εξόδους τους πόλους P, τους συντελεστές R των κλασμάτων και τους συντελεστές K του πολυωνύμου, που προκύπτει από τη διαίρεση του αριθμητή με τον παρονομαστή (όταν ο βαθμός του αριθμητή είναι ίσος ή μεγαλύτερος από το βαθμό του παρονομαστή). Για παράδειγμα, η ανάλυση σε απλά κλάσματα της συνάρτησης μεταφοράς

			[image: ]

			απαιτεί την κλήση

			b=[1,2]; a=[1,3]; [R,P,K]=residuez(b,a);

			Τότε, η συνάρτηση επιστρέφει 

			R=0.3333

			P=-3

			K=0.6667

			που σημαίνει

			[image: ].

			Η συνάρτηση [H,W]=freqz(b,a) χρησιμοποιείται για τον υπολογισμό και τη σχεδίαση της απόκρισης συχνότητας ενός LTI συστήματος διακριτού χρόνου. Η συνάρτηση έχει εισόδους τους συντελεστές b και a της ρητής απόκρισης συχνότητας, που περιγράφει το LTI σύστημα και εξόδους το μέτρο και τη φάση της απόκρισης συχνότητας.

			Η συνάρτηση filtic χρησιμοποιείται για τον υπολογισμό της απόκρισης ενός LTI συστήματος, όταν δίνονται αρχικές συνθήκες. Η συνάρτηση filtic δημιουργεί αρχικές συνθήκες για τη συνάρτηση filter. Η συνάρτηση xic=filtic(b,a,Y) έχει εισόδους τους συντελεστές b και a της εξίσωσης διαφορών με σταθερούς συντελεστές, που περιγράφει το LTI σύστημα και τις αρχικές συνθήκες Y. Η έξοδος της συνάρτησης χρησιμοποιείται ως είσοδος στη συνάρτηση filter. Για παράδειγμα, για να υπολογιστεί η βηματική απόκριση του LTI συστήματος

			[image: ]

			με αρχικές συνθήκες

			[image: ]

			δηλαδή, η έξοδος του συστήματος για είσοδο [image: ]

			απαιτείται η παραγωγή της εισόδου u και στη συνέχεια απαιτείται η κλήση

			b=[1]; a=[1, -2, -3]; Y=[5,10]; xic=filtic(b,a,Y); y=filter(b,a,u,xic);

			5.4. Λυμένες Ασκήσεις 

			1-2-3-4-0-0

			1. Δίνεται ο μετασχηματισμός z ενός αιτιατού σήματος [image: ]

			[image: ]

			Να υπολογίσετε την τιμή [image: ].

			Λύση.

			Εφαρμόζουμε το θεώρημα της αρχικής τιμής

			[image: ]

			2. Δίνεται ο μετασχηματισμός z ενός αναιτιατού σήματος [image: ]

			[image: ]

			Να υπολογίσετε την τιμή [image: ].

			Λύση.

			Εφαρμόζουμε το θεώρημα της τελικής τιμής

			[image: ]

			3. Ένα LTI σύστημα έχει είσοδο 

			[image: ]

			και έξοδο

			[image: ]

			Να υπολογίσετε τη συνάρτηση μεταφοράς.

			Λύση.

			Από τα ζεύγη του μετασχηματισμού z και από το γεγονός ότι η είσοδος [image: ] είναι αιτιατό σήμα, γνωρίζουμε ότι ο μετασχηματισμός z της εισόδου είναι:

			[image: ]

			Από τα ζεύγη του μετασχηματισμού z και από το γεγονός ότι η έξοδος [image: ] είναι αιτιατό σήμα, γνωρίζουμε ότι ο μετασχηματισμός z της εξόδου είναι:

			[image: ]

			Επομένως, 

			[image: ]

			[image: ]

			Τότε, από την ιδιότητα της συνέλιξης του μετασχηματισμού z έχουμε ότι η συνάρτηση μεταφοράς είναι:

			[image: ]

			όπου η Περιοχή Σύγκλισης του μετασχηματισμού z της εξόδου [image: ]περιέχει την τομή της Περιοχής Σύγκλισης του μετασχηματισμού z της εισόδου [image: ]και της Περιοχής Σύγκλισης του μετασχηματισμού z της συνάρτησης μεταφοράς [image: ]

			Η συνάρτηση μεταφοράς έχει έναν πόλο [image: ], οπότε υπάρχουν δύο πιθανές Περιοχές Σύγκλισης:

			(α) [image: ]

			Στην περίπτωση αυτή [image: ] και [image: ]

			(β) [image: ]

			Στην περίπτωση αυτή [image: ] και [image: ], οπότε [image: ].

			Άρα η Περιοχή Σύγκλισης είναι: [image: ]

			που σημαίνει ότι το σύστημα είναι αιτιατό.

			4. Δίνεται η γραμμική εξίσωσης διαφορών με σταθερούς συντελεστές:

			[image: ]

			με αρχικές συνθήκες

			[image: ].

			α. Να υπολογίσετε την κρουστική απόκριση του φίλτρου.

			β. Να υπολογίσετε την απόκριση του φίλτρου στην είσοδο [image: ]

			Λύση.

			α. Η κρουστική απόκριση [image: ] είναι η έξοδος του φίλτρου με είσοδο [image: ] και μηδενικές αρχικές συνθήκες.

			Χρησιμοποιώντας τον αμφίπλευρο μετασχηματισμό z έχουμε:

			[image: ]

			γιατί [image: ]

			Από την εξίσωση διαφορών έχουμε:

			[image: ]

			Άρα, η συνάρτηση μεταφοράς είναι:

			[image: ]

			και η κρουστική απόκριση του φίλτρου είναι:

			[image: ]

			β. Χρησιμοποιώντας το μονόπλευρο μετασχηματισμό z έχουμε:

			[image: ]

			γιατί

			[image: ]

			Από την εξίσωση διαφορών έχουμε: 

			[image: ]

			Επομένως:

			[image: ]

			που αναλύεται σε:

			[image: ]

			Οπότε και η απόκριση [image: ] του φίλτρου στην είσοδο [image: ] είναι:

			[image: ]

			5. Να υπολογίσετε την κρουστική απόκριση [image: ] ενός LTI συστήματος 

			με είσοδο

			[image: ]

			και έξοδο

			[image: ].

			Λύση.

			Ο μετασχηματισμός z της εισόδου είναι:

			[image: ]

			Ο μετασχηματισμός z της εξόδου είναι:

			[image: ]

			Από την ιδιότητα της συνέλιξης του μετασχηματισμού z, προκύπτει ότι το σήμα 

			[image: ]

			έχει μετασχηματισμό z

			[image: ]

			με Περιοχή Σύγκλισης 

			[image: ]

			Επομένως, η συνάρτηση μεταφοράς του συστήματος είναι:

			[image: ]

			Η συνάρτηση μεταφοράς γράφεται:

			[image: ]

			Τέλος, χρησιμοποιώντας αντίστροφο μετασχηματισμό z (από τα ζεύγη του μετασχηματισμού) και τις ιδιότητες της γραμμικότητας και της μετατόπισης του μετασχηματισμού z, υπολογίζεται η κρουστική απόκριση του συστήματος:

			[image: ]

			6. Να εξετάσετε ως προς την ευστάθεια το αιτιατό LTI σύστημα, που περιγράφεται από τη γραμμική εξίσωσης διαφορών με σταθερούς συντελεστές:

			[image: ]

			Λύση.

			Η συνάρτηση μεταφοράς του LTI συστήματος είναι:

			[image: ]

			με πόλους [image: ] και [image: ].

			Επειδή δίνεται ότι το σύστημα είναι αιτιατό, η Περιοχή Σύγκλισης είναι: [image: ]. Προφανώς, ο μοναδιαίος κύκλος δεν ανήκει στην Περιοχή Σύγκλισης της συνάρτησης μεταφοράς του συστήματος. Άρα το σύστημα είναι ασταθές. 

			5.5. Ασκήσεις 

			1-2-3-4-0-0

			1. Γραμμική συνέλιξη μέσω μετασχηματισμού z 

			Να υπολογίσετε τη γραμμική συνέλιξη

			[image: ]

			μέσω μετασχηματισμού z.

			2. Αντίστροφος μετασχηματισμός z 

			Να υπολογίσετε τον αντίστροφο μετασχηματισμός z της συνάρτησης μεταφοράς 

			[image: ].

			3. Επίλυση γραμμικής εξίσωσης διαφορών με σταθερούς συντελεστές με μη μηδενικές αρχικές συνθήκες με χρήση του μονόπλευρου μετασχηματισμού z 

			Δίνεται η γραμμική εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές:

			[image: ]

			με αρχική συνθήκη

			[image: ].

			Να υπολογίσετε την κρουστική απόκριση [image: ], δηλαδή την έξοδο του φίλτρου με είσοδο [image: ] και μηδενικές αρχικές συνθήκες.

			Να υπολογίσετε τη βηματική απόκριση [image: ], δηλαδή την έξοδο του φίλτρου με είσοδο [image: ].

			4. Επίλυση γραμμικής εξίσωσης διαφορών με σταθερούς συντελεστές με μη μηδενικές αρχικές συνθήκες με χρήση του μονόπλευρου μετασχηματισμού z 

			Δίνεται η γραμμική εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές:

			[image: ]

			με αρχικές συνθήκες

			[image: ].

			Να υπολογίσετε την απόκριση [image: ] του συστήματος όταν η είσοδος είναι [image: ].

			5. Δίνεται ένα LTI σύστημα με συνάρτηση μεταφοράς

			[image: ].

			Να δείξετε ότι το σύστημα δεν είναι ευσταθές. 

			Να θεωρήσετε σύστημα ανάδρασης, όπου το σύστημα του ευθέως κλάδου έχει συνάρτηση μεταφοράς [image: ] και το σύστημα κλάδου ανάδρασης έχει συνάρτηση μεταφοράς [image: ]. Να βρείτε τις τιμές της παραμέτρου [image: ], ώστε το σύστημα ανάδρασης να είναι ευσταθές.

			5.6. Εργαστηριακές Ασκήσεις

			Εργαστηριακή Άσκηση 10Μετασχηματισμός z και Συνάρτηση μεταφοράς 

			1-0-3-0-0-0

			1. Μετασχηματισμός z σήματος πεπερασμένης διάρκειας 

			Να μελετήσετε τη συνάρτηση filter.

			Δίνεται το σήμα πεπερασμένης διάρκειας [image: ].

			Να υπολογίσετε θεωρητικά τον μετασχηματισμό z του σήματος:

			[image: ]

			Να παράγετε το σήμα [image: ].

			Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση filter να παράγετε το σήμα [image: ], δηλαδή τον αντίστροφο μετασχηματισμό z της [image: ].

			Να σχεδιάστε τα σήματα [image: ] και [image: ] και να επιβεβαιώσετε ότι [image: ].

			2. Μετασχηματισμός z εκθετικού σήματος 

			Δίνεται το σήμα διάρκειας

			[image: ]

			Να υπολογίσετε θεωρητικά τον μετασχηματισμό z του σήματος:

			[image: ]

			Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση filter να παράγετε το σήμα [image: ], δηλαδή τον αντίστροφο μετασχηματισμό z της [image: ].

			Να σχεδιάστε τα σήματα [image: ] και [image: ] και να επιβεβαιώσετε ότι [image: ].

			3. Ιδιότητα συνέλιξης του μετασχηματισμού z

			 Δίνονται τα σήματα:

			[image: ]

			[image: ]

			Να υπολογίσετε θεωρητικά τους μετασχηματισμούς z των σημάτων [image: ] και [image: ]:

			[image: ]

			[image: ]

			Να υπολογίσετε θεωρητικά τον μετασχηματισμό z της συνέλιξης των σημάτων [image: ]:

			[image: ]

			Να παράγετε τα σήματα [image: ] και [image: ].

			Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση conv να παράγετε το σήμα [image: ] και να διαπιστώσετε ότι είναι ο αντίστροφος μετασχηματισμός z της [image: ].

			Να μελετήσετε τη συνάρτηση deconv. Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση deconv με εισόδους τα σήματα [image: ] και [image: ] και να παράγετε το σήμα [image: ]. Να διαπιστώσετε ότι [image: ].

			 

			4. Διάγραμμα πόλων-μηδενικών μετασχηματισμού z 

			Δίνεται ο μετασχηματισμός z

			[image: ]

			Να υπολογίσετε θεωρητικά τα μηδενικά και τους πόλους του μετασχηματισμού z: 

			Να μελετήσετε τη συνάρτηση zplane.

			Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση zplane να σχεδιάσετε το διάγραμμα πόλων-μηδενικών.

			5. Μετατόπιση στον χρόνο

			Να γράψετε πρόγραμμα για την επιβεβαίωση της ιδιότητας της μετατόπισης στον χρόνο του μετασχηματισμού z.

			Ένα σήμα διακριτού χρόνου [image: ] έχει μετασχηματισμό z: 

			[image: ].

			Στη συνέχεια, να υπολογίσετε την ποσότητα [image: ].

			Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση filter να παράγετε το σήμα [image: ], δηλαδή τον αντίστροφο μετασχηματισμό z της [image: ] και το σήμα [image: ], δηλαδή τον αντίστροφο μετασχηματισμό z της [image: ].

			Να σχεδιάσετε τα σήματα και να επιβεβαιώσετε ότι [image: ].

			6. Αντίστροφος μετασχηματισμός z: [image: ] και απλοί πόλοι

			Δίνεται ο μετασχηματισμός z

			[image: ]

			Να υπολογίσετε θεωρητικά τον αντίστροφο μετασχηματισμό z:

			[image: ]

			Να μελετήσετε τη συνάρτηση residuez.

			Να γράψετε πρόγραμμα για την επιβεβαίωση του παραπάνω αποτελέσματος. 

			Να αναλύσετε την [image: ] σε άθροισμα απλών κλασμάτων τη χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση residuez με κλήση:

			b=[0,1]; a=[1,-0.75,0.125]; [R,p,C]=residuez(b,a);

			και να εμφανίσετε τα αποτελέσματα.

			Στη συνέχεια, να παράγετε το σήμα [image: ]. Να χρησιμοποιήσετε τη συνάρτηση residuez και τη συνάρτηση filter για να παράγετε το σήμα [image: ] δηλαδή τον αντίστροφο μετασχηματισμό z της [image: ].

			Να σχεδιάστε τα σήματα [image: ] και [image: ] και να επιβεβαιώσετε ότι [image: ].

			7. Αντίστροφος μετασχηματισμός z: [image: ]και πολλαπλός πόλος

			Δίνεται ο μετασχηματισμός z

			[image: ]

			Να αναλύσετε την [image: ] σε άθροισμα απλών κλασμάτων χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση residuez και να εμφανίσετε τα αποτελέσματα.

			8. Αντίστροφος μετασχηματισμός z: [image: ]

			Δίνεται ο μετασχηματισμός z

			[image: ]

			Να αναλύσετε την [image: ] σε άθροισμα απλών κλασμάτων χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση residuez και να εμφανίσετε τα αποτελέσματα.

			9. Αντίστροφος μετασχηματισμός z: [image: ]

			Δίνεται ο μετασχηματισμός z

			[image: ]

			Να αναλύσετε την [image: ] σε άθροισμα απλών κλασμάτων χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση residuez και να εμφανίσετε τα αποτελέσματα.

			10. Επίλυση γραμμικής εξίσωσης διαφορών με σταθερούς συντελεστές με μη μηδενικές αρχικές συνθήκες με χρήση του μονόπλευρου μετασχηματισμού z 

			Να μελετήσετε τις συναρτήσεις filter και filtic.

			Δίνεται η γραμμική εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές:

			[image: ]

			με αρχική συνθήκη

			[image: ].

			Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση filter να υπολογίσετε την κρουστική απόκριση [image: ], δηλαδή την έξοδο του φίλτρου με είσοδο [image: ] και μηδενικές αρχικές συνθήκες.

			Χρησιμοποιώντας τις συναρτήσεις filter και filtic να υπολογίσετε τη βηματική απόκριση [image: ], δηλαδή την έξοδο του φίλτρου με είσοδο [image: ].

			11. Γραμμικό αμετάβλητο κατά τη μετατόπιση (LTI) φίλτρο και μονόπλευρος μετασχηματισμός z 

			Δίνεται η γραμμική εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές:

			[image: ]

			με αρχικές συνθήκες

			[image: ].

			Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση filter να υπολογίσετε την κρουστική απόκριση [image: ], δηλαδή την έξοδο του φίλτρου με είσοδο [image: ] και μηδενικές αρχικές συνθήκες.

			Χρησιμοποιώντας τις συναρτήσεις filter και filtic να υπολογίσετε και να σχεδιάσετε την απόκριση του φίλτρου [image: ]στην είσοδο [image: ]

			12. Γραμμικό αμετάβλητο κατά τη μετατόπιση (LTI) φίλτρο 

			Δίνεται η γραμμική εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές:

			[image: ]

			με αρχική συνθήκη

			[image: ].

			Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση zplane να σχεδιάσετε το διάγραμμα πόλων-μηδενικών.

			Το φίλτρο είναι ευσταθές ή ασταθές;

			Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση filter να υπολογίσετε την κρουστική απόκριση [image: ], δηλαδή την έξοδο του φίλτρου με είσοδο [image: ] και μηδενικές αρχικές συνθήκες.

			Χρησιμοποιώντας τις συναρτήσεις filter και filtic να υπολογίσετε τη βηματική απόκριση [image: ], δηλαδή την έξοδο του φίλτρου με είσοδο [image: ].

			5.7. Περίληψη (ηχογραφημένη) 

			1-2-3-4-0-0

			Μπορείτε να ακούσετε την περίληψη του Κεφαλαίου 5 με τον Ήχο 5.1. 

			[image: ]

			Ήχος 5.1 Περίληψη Κεφαλαίου 5.

			Μετασχηματισμός z και Συνάρτηση μεταφοράς

			Το σύνολο των τιμών της μεταβλητής για τις οποίες υπάρχει ο μετασχηματισμός z, δηλαδή για τις οποίες το άθροισμα του μετασχηματισμού z συγκλίνει, ονομάζεται Περιοχή Σύγκλισης (ΠΣ) (Region Of Convergence – ROC).

			Αν μετασχηματισμός z μίας ακολουθίας είναι ρητή συνάρτηση του z, τότε οι ρίζες του αριθμητή καλούνται μηδενικά (zeros) και οι ρίζες του παρονομαστή καλούνται πόλοι (poles).

			Η Περιοχή Σύγκλισης δεν περιλαμβάνει τους πόλους.

			Ο μετασχηματισμός z της κρουστικής απόκρισης ενός γραμμικού χρονικά αμετάβλητου (LTI) συστήματος ονομάζεται συνάρτηση μεταφοράς (transfer function).

			Η συνολική συνάρτηση μεταφοράς ενός LTI συστήματος, που αποτελείται από LTI συστήματα συνδεδεμένα σε σειρά είναι το γινόμενο των συναρτήσεων μεταφοράς των επί μέρους συστημάτων.

			Η συνολική συνάρτηση μεταφοράς ενός LTI συστήματος, που αποτελείται από LTI συστήματα συνδεδεμένα παράλληλα είναι το άθροισμα των συναρτήσεων μεταφοράς των επί μέρους συστημάτων.

			Ένα LTI σύστημα είναι ευσταθές, όταν ο μοναδιαίος κύκλος ανήκει στην Περιοχή Σύγκλισης της συνάρτησης μεταφοράς του συστήματος.

			Ένα LTI σύστημα είναι αιτιατό, όταν η Περιοχή Σύγκλισης της συνάρτησης μεταφοράς του συστήματος είναι η εξωτερική επιφάνεια ενός κύκλου. 

			Ένα LTI σύστημα είναι πραγματοποιήσιμο, όταν είναι ευσταθές και αιτιατό. Αυτό σημαίνει ότι όλοι οι πόλοι της συνάρτηση μεταφοράς βρίσκονται στο εσωτερικό του μοναδιαίου κύκλου.

			Η σχέση [image: ] ορίζει το Μοναδιαίο Κύκλο (Unit Circle) στο μιγαδικό επίπεδο.
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			Κριτήρια αξιολόγησης

			Κριτήριο αξιολόγησης 1  

			1-2-3-4-0-0
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