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			Πρόλογος

			Αντικείμενο μελέτης του παρόντος βιβλίου είναι οι αγωγοί που χρησιμοποιούνται για τη μεταφορά ρευστών στο θαλάσσιο περιβάλλον. Το ενδιαφέρον εστιάζεται στους αγωγούς που είναι ελεύθερα κρεμάμενοι ή αναρτημένοι μεταξύ σταθερών σημείων. Προφανώς, αυτού του είδους οι διαμορφώσεις εκτελούν κινήσεις υποκείμενες στις περιβαλλοντικές δράσεις μέσα στη θάλασσα. Η ύλη του βιβλίου επικεντρώνεται σε ένα ιδιαίτερα ενδιαφέρον θέμα, τη δυναμική συμπεριφορά αυτών των κατασκευών, δηλαδή τη σχεδίαση, εγκατάσταση και λειτουργία τους. Για το λόγο αυτό άλλωστε, αμελούνται οι αγωγοί που απλώς επικάθονται στον πυθμένα, δεδομένου ότι, στις περισσότερες περιπτώσεις, η δυναμική τους συμπεριφορά δεν είναι άμεσου ενδιαφέροντος. 

			Οι θαλάσσιοι αγωγοί δεν πρέπει να συσχετίζονται με τις απλές σωληνώσεις που χρησιμοποιούμε καθημερινά, καθώς αποτελούν γραμμές ροής πάρα πολύ μεγάλου μήκους, το οποίο μπορεί να φτάνει μέχρι και μερικά χιλιόμετρα, και μεγάλης διαμέτρου, που μπορεί να φτάνει μέχρι και το ένα μέτρο. Κυριότερες εφαρμογές τους είναι η παραγωγή και η διαχείριση υδρογονανθράκων σε ρευστή ή αέρια μορφή. Όσον αφορά τη λειτουργία τους, αυτή κυριαρχείται από τη μόνιμη δράση των επικρατουσών περιβαλλοντικών συνθηκών. Επί της ουσίας, οι θαλάσσιοι αγωγοί θα πρέπει να θεωρούνται συνεχώς κινούμενες κατασκευές, και, μάλιστα, σε ένα ιδιαίτερα εχθρικό περιβάλλον, και να μελετώνται ως τέτοιες.

			Δυναμική συμπεριφορά νοείται η χρονικά μεταβαλλόμενη απόκριση των αγωγών υπό την επίδραση εξωτερικών παραγόντων, οι οποίοι είναι, κατά βάση, οι περιβαλλοντικές δράσεις, οι κυματισμοί και τα θαλάσσια ρεύματα, όπως και οι διεγέρσεις που επιβάλλονται από την πλωτή κατασκευή στην οποία συνδέεται ένας αγωγός. Ως επακόλουθο, οι κινήσεις που εκτελεί ο αγωγός θα επηρεάσουν και την εσωτερική εντατική κατάστασή του, δηλαδή την αξονική ένταση, τις διατμητικές δυνάμεις, τις καμπτικές ροπές και, τέλος, τη στρέψη του. Με τη σειρά τους, οι εσωτερικές φορτίσεις θα προκαλέσουν ανάπτυξη τάσεων, οι οποίες θα απειλήσουν τη δομική ακεραιότητα του αγωγού. Φυσικά, ανεπιθύμητο επακόλουθο είναι η αστοχία του. Ωστόσο, δεν θα πρέπει να θεωρήσουμε ότι ένας αγωγός που λειτουργεί στη θάλασσα και δέχεται ακραίες, έστω, καταστάσεις φόρτισης θα αστοχήσει αμέσως. Οι μόνιμες κινήσεις του, οι οποίες μεταφράζονται σε μεταβαλλόμενη, κυρίως ταλαντευόμενη, κινηματική συμπεριφορά και εντατική κατάσταση, οδηγούν σε κόπωση και μείωση της αντοχής του. Θα πρέπει επίσης να θυμόμαστε ότι οι κατασκευές αυτές σχεδιάζονται και εγκαθίστανται με μακρά αναμενόμενη ωφέλιμη ζωή λειτουργίας. Η σχεδίαση, η παραγωγή, η συναρμολόγηση και η εγκατάστασή τους είναι επίπονες και χρονοβόρες διαδικασίες, που συνδέονται με τεράστια κόστη και αναμενόμενα οφέλη. Επίσης, τα θέματα που συνδέονται με την προστασία του περιβάλλοντος είναι ιδιαίτερα σημαντικά. Γίνεται εύκολα αντιληπτό λοιπόν ότι η αστοχία ενός θαλάσσιου αγωγού, έστω και μακροπρόθεσμα, λόγω κόπωσης, θα έχει δραματικές επιπτώσεις, οι οποίες δεν θα είναι αποκλειστικά οικονομικές.

			Με την εξέλιξη της τεχνολογίας και των απαιτήσεων της θαλάσσιας βιομηχανίας παραγωγής υδρογονανθράκων, η μελέτη της δυναμικής συμπεριφοράς των θαλάσσιων αγωγών έχει γίνει αναπόσπαστο τμήμα της διαδικασίας που απαιτείται από τη σύλληψη του σχεδίου μέχρι και την έναρξη της λειτουργίας ενός αγωγού. Και αυτό διότι, αφενός, η εξόρυξη υδρογονανθράκων σε όλο και μεγαλύτερα βάθη καθιστά τη δυναμική των αγωγών κυρίαρχο παράγοντα της λειτουργίας τους και, αφετέρου, διότι οι συμβατικές στατικές ή ημιστατικές μέθοδοι σχεδίασης και ανάλυσης, που βασίζονται σε πληθώρα απλοποιητικών παραδοχών και προσεγγίσεων, οδηγούν σε υποεκτιμήσεις ή/και υπερεκτιμήσεις της πραγματικής κατάστασης. Εκτός των υπολοίπων, κανονισμοί και κώδικες που βασίζονται σε συντελεστές ασφαλείας είναι, κατά μείζονα λόγο, υπερσυντηρητικές προσεγγίσεις, οι οποίες προσανατολίζουν, συνήθως, σε λανθασμένες εκτιμήσεις. 

			Κατά τη συγγραφή του παρόντος, έγινε προσπάθεια να συμπεριληφθούν και να αναλυθούν όλες οι «γνωστές δράσεις» που επηρεάζουν τη δυναμική συμπεριφορά των θαλάσσιων αγωγών. «Γνωστές δράσεις» νοούνται εκείνα τα φαινόμενα τα οποία η εμπειρία και η πρακτική ανέδειξαν ως σημαντικά. Ωστόσο, δεν είναι απαραίτητο να διαδραματίζουν όλα σημαντικό ρόλο σε κάθε διαμόρφωση ανεξαρτήτως. Οι θαλάσσιοι αγωγοί είναι, συνήθως, μοναδικές στο είδος τους κατασκευές, που προσαρμόζονται στις μοναδικές στο είδος τους πλωτές κατασκευές. Η σχεδίαση και η χρήση τους συναρτώνται, λιγότερο ή περισσότερο, με την περιοχή της εφαρμογής. Για το λόγο αυτό άλλωστε, είναι και πολύ ακριβές κατασκευές. Ίσως, με την ανάπτυξη της θαλάσσιας βιομηχανίας παραγωγής υδρογονανθράκων, να διαπιστωθεί η εμφάνιση και άλλων φαινομένων, τα οποία να κριθούν σημαντικά για τη σχεδίαση και τη λειτουργία των αγωγών, και να οδηγήσουν στον εμπλουτισμό των «γνωστών δράσεων». 

			Στο παρόν βιβλίο, η μελέτη κάθε εξεταζόμενου αντικειμένου δεν εξαντλείται. Κάτι τέτοιο δεν θα ήταν εφικτό στο πλαίσιο μόνο ενός τόμου. Στην πραγματικότητα, κάθε αντικείμενο που μελετάται αποτελεί από μόνο του έναν τομέα εξειδίκευσης της επιστήμης του μηχανικού. Στόχος της συγγραφικής προσπάθειας είναι η ενσωμάτωση σε ένα μόνο κείμενο των σημαντικών θεμάτων για τη δυναμική των αγωγών μεταφοράς ρευστών στο θαλάσσιο περιβάλλον. 

			Τα θέματα που αναπτύσσονται στα κεφάλαια του βιβλίου βασίζονται σε προηγμένες μαθηματικές διατυπώσεις και αναλύσεις, όχι απλώς για την παραγωγή ενός περιγραφικού κειμένου, αλλά για την ακριβή εκτίμηση της συμπεριφοράς του φυσικού αντικειμένου και την κατανόηση των λεπτομερειών της, μέσα από εκτενή μαθηματική ανάλυση και χρήση προηγμένων εργαλείων επίλυσης των παραγόμενων μαθηματικών συστημάτων. Επίσης, δεδομένης της ισχυρής διασύνδεσης του εξεταζόμενου υλικού με τη διεθνή βιβλιογραφία, επελέγη να  χρησιμοποιηθεί το αγγλικό σύστημα γραφής των αριθμών, με τη διατήρηση της τελείας, αντί της υποδιαστολής. 

			Τα περισσότερα σχήματα που περιλαμβάνονται στο παρόν βιβλίο έχουν αντληθεί από εργασίες μου. Ωστόσο, υπάρχουν και ελάχιστα σχήματα τα οποία έχουν αναπαραχθεί από εργασίες τρίτων. Σε περίπτωση που εγερθεί στο μέλλον ζήτημα πνευματικών δικαιωμάτων για αυτά, δεσμεύομαι να αποκαταστήσω οποιαδήποτε παράλειψη ή αβλεψία.

			Φιλοδοξώ και εύχομαι τα θέματα που εξετάζονται στο βιβλίο να μπορέσουν να χρησιμοποιηθούν και σε άλλους τομείς της επιστήμης του μηχανικού και των εφαρμοσμένων μαθηματικών. Άλλωστε, οι αγωγοί είναι, στην πραγματικότητα, δοκοί, που έχουν, με τη σειρά τους, άπειρες εφαρμογές στην τεχνολογία και την επιστήμη. 

			Η ύλη του βιβλίου βασίζεται κατά μείζονα λόγο στην εικοσαετή ενασχόλησή μου με το αντικείμενο, ως υποψήφιος διδάκτορας, διδάκτορας και εντέλει καθηγητής της Σχολής Ναυπηγών Μηχανολόγων Μηχανικών του Εθνικού Μετσόβιου Πολυτεχνείου. Τα περισσότερα εκ των αποτελεσμάτων που παρουσιάζονται, οι μαθηματικές διατυπώσεις και αναλύσεις αποτελούν προϊόντα της προσωπικής μου ερευνητικής προσπάθειας. Στη διάρκεια αυτής όμως, δεν ήμουν μόνος. Ευτύχησα να έχω δασκάλους και αρωγούς διακεκριμένους επιστήμονες. Είμαι ευγνώμων που με δίδαξαν, με βοήθησαν και με εμπιστεύθηκαν, ως συνεχιστή του έργου τους. Νιώθω την ανάγκη να εκφράσω την ευγνωμοσύνη μου στο δάσκαλό μου, καθηγητή του ΕΜΠ, Σπύρο Μαυράκο. Δεν υπάρχουν λέξεις να περιγράψω την ευεργετική δράση της παρουσίας του όχι μόνο στην επαγγελματική και ακαδημαϊκή μου υπόσταση, αλλά και στη ίδια τη ζωή μου. Το συγκεκριμένο πόνημα είναι και δικό του έργο. Επίσης, οφείλω ταπεινά να αποτίσω φόρο τιμής στον έτερο των δασκάλων μου, που πρόσφατα έφυγε από κοντά μας, καθηγητή του ΕΜΠ, Βασίλη Παπάζογλου. Τέλος, δεν θα ξεχάσω ποτέ τη βοήθεια που αφειδώς μου προσφέρθηκε από τους συναδέλφους, φίλους, αλλά και δασκάλους μου, Touvia Miloh, καθηγητή στο Tel Aviv University, Bernard Molin, καθηγητή στο École Centrale de Marseille, και Alexander Korobkin, καθηγητή στο University of East Anglia.

			Ιωάννης Κ. Χατζηγεωργίου

			Αθήνα, Οκτώβριος 2015

		

	
		
			Κεφάλαιο 1

			Αγωγοί μεταφοράς ρευστών

			Σύνοψη 

			Στο κεφάλαιο αυτό παρέχονται γενικές πληροφορίες αναφορικά με τη χρήση των αγωγών για τη μεταφορά ρευστών. Γίνεται διάκριση μεταξύ των χερσαίων αγωγών και αυτών που σχεδιάζονται ειδικά για τη λειτουργία σε θαλάσσιο περιβάλλον. Αναφέρονται οι τύποι των θαλάσσιων αγωγών και δίνονται πληροφορίες για τον τρόπο λειτουργίας τους. Ειδική μνεία γίνεται για τις γεωμετρικές τους διαμορφώσεις και τους τρόπους εγκατάστασής τους στη θάλασσα. Τέλος, περιγράφονται, σε γενικές γραμμές, τα στάδια που ακολουθούνται για τη σχεδίασή τους, ενώ το κεφάλαιο κλείνει με μια σύντομη ιστορική αναδρομή σε υπάρχουσες εγκαταστάσεις χαλύβδινων αλυσοειδών αγωγών. 

			Προαπαιτούμενη γνώση 

			Ο αναγνώστης δεν απαιτείται να έχει εξειδικευμένες γνώσεις. 

			1.1. Χερσαίοι και θαλάσσιοι αγωγοί

			Το φυσικό αντικείμενο γίνεται προφανές και μόνο από τον λεξιλογικό του ορισμό. Στην συγκεκριμένη όμως περίπτωση, οι αγωγοί μεταφοράς ρευστών είναι αγωγοί πολύ μεγάλου μήκους, που μπορεί να φτάνουν εκατοντάδες χιλιόμετρα. Είναι σωληνοειδείς κατασκευές, μεγάλης σχετικά διαμέτρου, οι οποίες χρησιμοποιούνται εν γένει για τη μεταφορά ρευστών, κυρίως πετρελαίου και φυσικού αερίου, χωρίς να αποκλείεται και η μεταφορά άλλων υλικών, όπως νερού. 

			Στο σημείο αυτό θα πρέπει να κάνουμε μια διάκριση ανάμεσα στους αγωγούς που κατασκευάζονται και λειτουργούν στο θαλάσσιο περιβάλλον και στους αγωγούς που εγκαθίστανται στη στεριά. Οι χερσαίοι αγωγοί, είναι κατασκευές πολύ μεγάλου μήκους και συνήθως διατρέχουν τα εδάφη διαφορετικών χωρών. Μπορεί είτε να τοποθετούνται μέσω στηριγμάτων στο έδαφος (Εικόνα 1.1) είτε να εναποτίθενται απλώς σε αυτό είτε, ακόμα, να θάβονται μέσα στο έδαφος. Από την άποψη της πιθανότητας δυναμικών δράσεων, αυτές είναι ασυνήθεις, δεδομένου ότι για τους χερσαίους αγωγούς μπορούν να προκληθούν από, ακραία μεν, αλλά σπάνια, φυσικά φαινόμενα, όπως είναι οι σεισμοί. Εξωτερικά επιβαλλόμενες φορτίσεις μπορούν να ασκηθούν επίσης από τον άνεμο, αλλά, ακόμα και σε αυτήν την περίπτωση, οι χρονικές μεταβολές της ταχύτητάς του (και, κατά συνέπεια, της δυναμικής φόρτισης) είναι ήσσονος σημασίας. Τέλος, καταστροφικά φαινόμενα που παρατηρούνται σε σωληνοειδείς κατασκευές στον αέρα, όπως ο «καλπασμός» (galloping) σε καλώδια γεφυρών, μπορούν να αμεληθούν, λόγω της πολύ μεγάλης διαμέτρου των αγωγών (όταν αυτοί στηρίζονται πάνω στο έδαφος) και του μικρού σχετικά μήκους μεταξύ διαδοχικών στηριγμάτων. 

			Αντίθετα, οι θαλάσσιοι αγωγοί χρησιμοποιούνται για τη μεταφορά ρευστών μέσω του θαλάσσιου περιβάλλοντος, αναζητώντας διαδρομές εναλλακτικές των χερσαίων. Έναντι των τελευταίων, οι θαλάσσιοι αγωγοί έχουν να προτάξουν πλεονεκτήματα, αλλά και ορισμένα μειονεκτήματα, με σημαντικότερο τις πιθανές δυναμικές φορτίσεις, λόγω της φύσης του περιβάλλοντος στο οποίο λειτουργούν, ένα περιβάλλον που είναι, εξ ορισμού, εχθρικό και πολλές φορές απρόβλεπτο. 
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			Εικόνα 1.1 Χερσαίος αγωγός μεταφοράς φυσικού αερίου. 

			Τα πλεονεκτήματα των θαλάσσιων αγωγών μεταφοράς συνδέονται με γεωπολιτικά, αλλά και περιβαλλοντικά θέματα. Σε σχέση με τη γεωπολιτική διάσταση, οι θαλάσσιοι αγωγοί, σε αντίθεση με τους χερσαίους, δεν περνούν μέσα από διαφορετικά εθνικά εδάφη, αποφεύγοντας έτσι ανεπιθύμητες διεθνείς πολιτικές συγκρούσεις. Αναφορικά με τις περιβαλλοντικές επιδράσεις, επισημαίνεται ότι οι θαλάσσιοι αγωγοί αποτελούν αθόρυβες, περιβαλλοντικά φιλικές λύσεις και, επιπρόσθετα, δεν περνούν μέσα από ευαίσθητες περιβαλλοντικά περιοχές. Αντίθετα, οι χερσαίοι αγωγοί θα πρέπει να διατρέξουν τεράστιες αποστάσεις με τα συνεργεία κατασκευής τους. Θα πρέπει να περάσουν μέσα από περιβαλλοντικά ευαίσθητες περιοχές, όπως ζώνες φυσικής προστασίας, ποτάμια, λίμνες, δάση, αγροκτήματα κτλ. Επιπρόσθετα, η κατασκευή τους μπορεί να δημιουργήσει θέματα αστικού ενδιαφέροντος, αφού πρόκειται να διατρέξουν και ιδιόκτητες επιφάνειες. Για τους χερσαίους αγωγούς, απαιτούνται αυστηρές, λεπτομερείς και περιεκτικές μελέτες περιβαλλοντικών επιπτώσεων. Οι μελέτες αυτές θα πρέπει να λάβουν την έγκριση των τοπικών ή κυβερνητικών αρχών, ώστε να επιτραπεί η κατασκευή των χερσαίων αγωγών. Τέλος, από οικονομική άποψη, παρ’ όλο που οι θαλάσσιοι αγωγοί απαιτούν μεγαλύτερη αρχική επένδυση, μπορούν να μειώσουν το μακροπρόθεσμο κόστος. Το πρόσθετο κόστος των χερσαίων αγωγών προέρχεται από την ενέργεια, το προσωπικό και τη συντήρηση των ενδιάμεσων σταθμών συμπίεσης που χρειάζονται, ώστε να επιτυγχάνεται η απαιτούμενη πίεση για τη μεταφορά του ρευστού. Οι χερσαίοι αγωγοί βασίζονται στην ύπαρξη ενδιάμεσων σταθμών συμπίεσης εγκατεστημένων περίπου κάθε 200 km. Τέλος, ένα ακόμα σημαντικό πλεονέκτημα των θαλάσσιων αγωγών είναι η ευεργετική λειτουργία της υδροστατικής πίεσης, που επιτρέπει τη μεταφορά μεγαλύτερου όγκου ρευστού υλικού. 

			Θαλάσσιοι αγωγοί μπορούν να χρησιμοποιηθούν είτε για παραγωγή (π.χ. παραγωγή, μεταφορά και αποθήκευση υδρογονανθράκων) είτε αποκλειστικά για μεταφορά, και σε πολλές περιπτώσεις αποτελούν τμήματα ολοκληρωμένων διαύλων, που συνίστανται από χερσαία και θαλάσσια τμήματα. 

			Οι αγωγοί που χρησιμοποιούνται αποκλειστικά για μεταφορά εναποτίθενται στον πυθμένα της θάλασσας, συνδέοντας δύο χερσαία σημεία. Αποτελούν εναλλακτική μέθοδο μεταφοράς όχι μόνο έναντι των χερσαίων αγωγών, αλλά και έναντι πλοίων επιφανείας, όπως είναι τα δεξαμενόπλοια και τα πλοία μεταφοράς υγροποιημένου αερίου (Liquefied Natural Gas/LNG carriers). Ο σημαντικότερος παράγοντας που επηρεάζει τόσο τη διαδικασία εναπόθεσης, όσο και τη συνεπακόλουθη λειτουργία του αγωγού είναι το βάθος της εγκατάστασης. Σημαντικό επίσης αντικείμενο είναι και η τοπογραφία του πυθμένα, δηλαδή αν είναι βραχώδης ή αμμώδης, αν υπάρχουν απότομες αλλαγές του βάθους, λόγω υποθαλάσσιων κρημνών (ή ακόμα και αβύσσων), αν διαθέτει ανώμαλη τοπογραφία, με συνέπεια να υπάρχουν τμήματα του αγωγού που δεν επικάθονται εξ ολοκλήρου στον πυθμένα, αλλά, αντίθετα, παραμένουν ελεύθερα μεταξύ διαδοχικών ανυψώσεων. Στην τελευταία περίπτωση, τα αντίστοιχα τμήματα θα είναι υποκείμενα σε δυναμικές φορτίσεις, λόγω, για παράδειγμα, υποθαλάσσιων ρευμάτων, ή και στη δράση θαλάσσιων κυματισμών, αν το βάθος είναι μικρό. 

			Οι αγωγοί παραγωγής, που στη διεθνή βιβλιογραφία απαντούν με τον ξενόγλωσσο όρο riser, συνδέουν την πηγή από όπου εξορύσσεται το ρευστό (πετρέλαιο ή φυσικό αέριο) με τον πλωτό σταθμό παραγωγής και αποθήκευσης. Σε μεγάλα βάθη νερού (που συνδυάζονται και με τις σύγχρονες τεχνολογικές εξελίξεις), οι πλωτοί σταθμοί (κατασκευές επιφανείας) είναι αγκυρωμένοι μέσω συστημάτων αγκύρωσης πολλαπλών κλάδων. Σε αυτές τις περιπτώσεις, το ανυψωμένο μήκος των αγωγών (το οποίο αποτελεί μόνο μέρος του συνολικού τους μήκους, δεδομένου ότι σημαντικό τμήμα θα επικάθεται στον πυθμένα μεταξύ της πηγής εξόρυξης και του σημείου οριακής ανύψωσης) μπορεί να είναι ιδιαίτερα μεγάλο, καθιστώντας τις δυναμικές επιδράσεις και, κατά συνέπεια, τη δυναμική συμπεριφορά του αγωγού τους πλέον σημαντικούς παράγοντες για τη σχεδίαση και λειτουργία του. Λαμβάνοντας υπόψη ότι οι τρέχουσες τεχνολογικές εξελίξεις έχουν επιτρέψει την εξόρυξη σε βάθη νερού περί τα 10000 ft (Galvan κ.ά., 2015) γίνεται εύκολα αντιληπτό ότι το ανυψωμένο τμήμα ενός αγωγού παραγωγής σε αντίστοιχο βάθος θα έχει μήκος ακόμα μεγαλύτερο. Και αυτό διότι σε βάθη τέτοιου μεγέθους προτιμώνται οι αλυσοειδείς αγωγοί και όχι οι απόλυτα κατακόρυφοι.   

			1.2. Θαλάσσιοι αγωγοί risers: Τρόπος λειτουργίας και τύποι

			1.2.1. Τρόπος λειτουργίας

			Εν αντιθέσει με τους χερσαίους και τους θαλάσσιους αγωγούς, που στοχεύουν αποκλειστικά στη μεταφορά ρευστών, οι θαλάσσιοι αγωγοί παραγωγής και εξόρυξης έχουν ένα πολύ μεγάλο τμήμα του μήκους τους ανυψωμένο. Το υπόλοιπο μέρος τους μπορεί να επικάθεται στον πυθμένα, αλλά, σε κάθε περίπτωση, υποκείμενο δυναμικών φορτίσεων που επάγουν ανάλογες συμπεριφορές είναι το ανυψωμένο τμήμα. 

			Αποτελούν διαύλους μεταφοράς ρευστών από τον πυθμένα της θάλασσας στις εγκαταστάσεις εξόρυξης και παραγωγής, που επιπλέουν στην επιφάνεια. Χρησιμοποιούνται επίσης για την ανάστροφη διαδικασία, δηλαδή τη μεταφορά ρευστών υλικών από την ίδια την πλωτή κατασκευή στον πυθμένα. Είτε λειτουργούν ως μέσα παραγωγής είτε ως μέσα αποκλειστικά μεταφοράς, οι αγωγοί riser συνδέουν υποθαλάσσια πεδία με κατασκευές που επιπλέουν στην επιφάνεια της θάλασσας. Οι συγκεκριμένοι αγωγοί είναι συνήθως μονωμένοι με ειδικά περιτυλίγματα, ώστε να ανθίστανται στη διάβρωση και στις θερμοκρασίες κοντά στον πυθμένα. Τέλος, από την άποψη της παραμορφωσιακής τους συμπεριφοράς, μπορούν να είναι άκαμπτοι ή εύκαμπτοι.  

			1.2.2. Τύποι αγωγών

			Υπάρχει σχετικά μεγάλη ποικιλία αγωγών αυτού τους είδους, όπως οι προσαρτημένοι αγωγοί (attached risers), οι αγωγοί ευρείας διαμέτρου (pull-tube risers), οι χαλύβδινοι αλυσοειδείς αγωγοί (steel catenary risers), οι κατακόρυφοι αγωγοί υψηλής έντασης στην κορυφή (top-tensioned risers), οι πύργοι αγωγών (riser towers), οι διαμορφώσεις ελαστικών αγωγών και οι αγωγοί εξόρυξης (drilling risers). 

			Οι προσαρτημένοι αγωγοί αποτελούν τον πρώτο τύπο που αναπτύχθηκε και χρησιμοποιούνται αποκλειστικά σε σταθερά εδραζόμενες στον πυθμένα πλατφόρμες (πλατφόρμες βαρύτητας ή μεταλλικών χωροδικτυωμάτων τύπου jacket). Προσαρτώνται σταθερά στην πλευρά της εδραζόμενης στον πυθμένα της θάλασσας πλατφόρμας και συνδέουν τον πυθμένα με τις εγκαταστάσεις που βρίσκονται στο κατάστρωμα πάνω από την ελεύθερη επιφάνεια της θάλασσας. Συνήθως κατασκευάζονται σε τμήματα, με το τμήμα του αγωγού που βρίσκεται εγγύτερα στον πυθμένα να συνδέεται με μια γραμμή ροής ή έναν αγωγό εξαγωγής. Τα υπόλοιπα τμήματα του αγωγού είναι τοποθετημένα σταθερά στην πλευρά της εγκατάστασης, με το άνω τμήμα να συνδέεται με τον εξοπλισμό επεξεργασίας του μεταφερόμενου υλικού.
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			Εικόνα 1.2 Διαμορφώσεις πολλαπλών αγωγών.

			Οι αγωγοί ευρείας διαμέτρου τοποθετούνται επίσης σε σταθερές εγκαταστάσεις (σταθερά εδραζόμενες στον πυθμένα). Χρησιμοποιούνται ως δίαυλοι αγωγών ή γραμμών ροής και συνδέονται σταθερά στο κέντρο της εγκατάστασης. Σε αυτές τις διαμορφώσεις, προ-τοποθετείται ένας αγωγός μεγάλης διαμέτρου στην πλατφόρμα που βρίσκεται επάνω από την ελεύθερη επιφάνεια της θάλασσας. Στη συνέχεια, προσαρμόζεται ένα συρματόσχοινο στον αγωγό ή στη γραμμή ροής (flow line) του πυθμένα. Ακολούθως, έλκεται το συρματόσχοινο έως την πλατφόρμα, φέροντας μαζί του τον αγωγό ή τη γραμμή ροής.

			Οι χαλύβδινοι αλυσοειδείς αγωγοί (Εικόνα 1.2) λαμβάνουν το όνομά τους από την αλυσοειδή καμπύλη (Irvine, 1992) της γεωμετρίας τους. Η μορφή τους στο επίπεδο προδιαγράφεται από τις «εξισώσεις της αλυσοειδούς», οι οποίες και υπολογίζουν τη στατική τους διαμόρφωση. Χρησιμοποιούνται για να συνδέουν τον πυθμένα με τις πλατφόρμες παραγωγής, όπως και για να συνδέουν δύο πλωτές πλατφόρμες μεταξύ τους. Η χρήση τους είναι συνήθης σε Πλατφόρμες Υψηλής Έντασης (Tension Leg Platforms/TLPs), σε Πλωτά Συστήματα Παραγωγής, Αποθήκευσης και Εκφόρτωσης (Floating Production, Storage and Offloading/FPSOs) και σε πλατφόρμες τύπου Spar. Χρησιμοποιούνται επίσης σε σταθερά εδραζόμενες στον πυθμένα κατασκευές, σε πύργους τύπου jacket μεγάλου βάθους και σε κατασκευές βαρύτητας. Αποτελούν εξαιρετικά αποτελεσματικές λύσεις, για την παραγωγή υδρογονανθράκων στο θαλάσσιο περιβάλλον, λόγω του χαμηλού κόστους τους, και είναι οι πιο ενδιαφέροντες από την άποψη της δυναμικής τους συμπεριφοράς.

			Οι κατακόρυφοι αγωγοί υψηλής έντασης (που επιβάλλεται στην κορυφή τους) χρησιμοποιούνται σε πλατφόρμες TLPs (Εικόνα 1.3) και Spar. Είναι απόλυτα κατακόρυφοι και συνδέουν τον πυθμένα με το κάτω μέρος της πλωτής κατασκευής. Οι πλατφόρμες TLPs και Spar, παρ’ όλο που αγκυρώνονται, μπορούν να κινηθούν πλευρικά, λόγω της δράσης του ανέμου και των θαλάσσιων κυματισμών. Επειδή οι αγωγοί συνδέονται επίσης με τον πυθμένα, προκαλούνται κατακόρυφες μετατοπίσεις του σημείου σύνδεσής τους με την πλατφόρμα, οι οποίες επηρεάζουν την εντατική κατάσταση όλου του αγωγού. Για το συγκεκριμένο πρόβλημα, που εμπλέκει τη δομική συμπεριφορά των συγκεκριμένων αγωγών, υπάρχουν δύο λύσεις. Η πρώτη είναι η χρήση μιας διάταξης αντιστάθμισης των κινήσεων (motion compensator), η οποία διατηρεί σταθερή την αξονική ένταση του αγωγού μέσω της ελεγχόμενης έκτασης και συστολής του, ανάλογα με τις κινήσεις της πλωτής εγκατάστασης. Επίσης, μπορούν να χρησιμοποιηθούν ανωστικά σώματα γύρω από την εξωτερική επιφάνεια του αγωγού, ώστε να διατηρήσουν την πλευστότητά του. Στη συνέχεια, το άνω μέρος του αγωγού συνδέεται στην πλωτή εγκατάσταση μέσω μιας ελαστικής σωλήνωσης, η οποία έχει τη δυνατότητα να διαχέει καλύτερα τις κινήσεις της πλατφόρμας. 

			Οι πύργοι αγωγών χρησιμοποιήθηκαν για πρώτη φορά στην εγκατάσταση Girassol της Total στην Αγκόλα της Αφρικής (Quinlan, 2005) και αποδείχθηκε ότι αποτελούν ιδανικές λύσεις σε περιβάλλοντα πολύ μεγάλου βάθους. Κατασκευάστηκαν με σκοπό την ανύψωση των αγωγών σε μεγάλο ύψος, ώστε να φτάσουν την κατασκευή FPSO στην επιφάνεια του νερού. Η συγκεκριμένη σχεδίαση περιλαμβάνει έναν χαλύβδινο πύργο, ο οποίος φτάνει έως την επιφάνεια του νερού και φέρει στην κορυφή του μια μεγάλου μεγέθους δεξαμενή, που προσφέρει άντωση. Οι αγωγοί βρίσκονται μέσα στον πύργο, εκτεινόμενοι από τον πυθμένα μέχρι την κορυφή του πύργου και της δεξαμενής. Η άντωση των δεξαμενών διατηρεί την ένταση στην κορυφή των αγωγών. Ακολούθως, η σύνδεση των κατακόρυφων αγωγών με την πλωτή εγκατάσταση γίνεται μέσω πρόσθετων ελαστικών αγωγών. 
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			Εικόνα 1.3 Κατακόρυφοι αγωγοί υψηλής έντασης στην κορυφή. 

			Οι ελαστικοί αγωγοί μπορούν να χρησιμοποιηθούν σε πολλές υβριδικές σχεδιάσεις (Εικόνα 1.4) και έχουν τη δυνατότητα να ανταπεξέρχονται σε κατακόρυφες, αλλά και σε οριζόντιες κινήσεις, γεγονός που τους κάνει ιδανικούς σε πλωτές εγκαταστάσεις. Χρησιμοποιήθηκαν για πρώτη φορά ως συνδέσεις μεταξύ των πλωτών εγκαταστάσεων και των μεταλλικών αγωγών παραγωγής, αλλά πλέον χρησιμοποιούνται και ως κύριοι αγωγοί. Έχει προταθεί μια ποικιλία διαμορφώσεων για τους ελαστικούς αγωγούς, στις οποίες συμπεριλαμβάνονται οι σχεδιάσεις που στη διεθνή βιβλιογραφία απαντούν ως Steep-S και Lazy-S (Εικόνα 1.5). Αυτές οι σχεδιάσεις χρησιμοποιούν αγκυρωμένα ανωστικά σώματα, τα οποία βοηθούν στη διαμόρφωση της γεωμετρίας του αγωγού στο επίπεδο αναφοράς του. 

			Τέλος, εν αντιθέσει με τους αγωγούς παραγωγής, που μεταφέρουν υδρογονάνθρακες κατά τη φάση της παραγωγικής διαδικασίας, οι αγωγοί εξόρυξης μεταφέρουν επιφανειακό υλικό (λάσπη) στη διάρκεια των δραστηριοτήτων εξόρυξης. Χρησιμοποιούνται ως προσωρινές συνδέσεις του φρεατίου της γεώτρησης με την επιφάνεια και αποτρέπουν τη διαρροή των εξορυσσόμενων υλικών στο περιβάλλον. 
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			Εικόνα 1.4 Υβριδικά συστήματα αγωγών.

			1.2.3. Διαμορφώσεις αλυσοειδών αγωγών μετά την εγκατάσταση

			Δεδομένου ότι ήδη έχουμε αναφερθεί στις Lazy-S και Steep-S διαμορφώσεις, θα πρέπει να περιγράψουμε ταυτόχρονα τα χαρακτηριστικά της γεωμετρίας τους, μαζί και με άλλες διαθέσιμες μορφές αλυσοειδών. Όλες οι πιθανές διαμορφώσεις απεικονίζονται στην Εικόνα 1.5. Λέγοντας διαμόρφωση εννοούμε τη δισδιάστατη γεωμετρία που λαμβάνει η γραμμή του αγωγού στο επίπεδο αναφοράς του. Η διαμόρφωση αυτή επιτυγχάνεται εναλλακτικά με τη χρήση ανωστικών σωμάτων, τη ρύθμιση της επιβαλλόμενης έντασης στην κορυφή και, πιθανώς, τη χρήση βαρών κατά μήκος του αγωγού.  

			Η επιλογή της διαμόρφωσης συναρτάται με τα χαρακτηριστικά της περιοχής εγκατάστασης, το βάθος, τις επικρατούσες συνθήκες, τη μορφολογία και το υλικό του εδάφους, την πλωτή κατασκευή κτλ. Οι συζητούμενες διαμορφώσεις που παρουσιάζονται στην Εικόνα 1.5 μπορούν να αφορούν είτε χαλύβδινους είτε ελαστικούς αγωγούς. Η πλέον απλή διαμόρφωση είναι αυτή του ελεύθερα αναρτημένου αγωγού (free hanging), ο οποίος λαμβάνει τη μορφή του μέσα στο νερό, λόγω του βυθισμένου βάρους του και της έντασης που ασκείται στην κορυφή του, στη σύνδεση με την πλωτή κατασκευή. Η αλυσοειδής θα έχει ένα τμήμα το οποίο θα επικάθεται στον πυθμένα, δημιουργώντας ένα σημείο ασυνέχειας της γεωμετρίας τους. 

			Άλλος ένας τύπος διαμόρφωσης είναι αυτός του κυματοειδούς αγωγού με τμήμα το οποίο επικάθεται στον πυθμένα (Lazy wave) (π.χ. Gueret και Lahiri, 2013). Συνήθως το μήκος της κυματοειδούς διαμόρφωσης είναι μεγάλο, γεγονός το οποίο τη διακρίνει από την αντίστοιχη διαμόρφωση-S. Η κυματοειδής διαμόρφωση επιτυγχάνεται με χρήση ανωστικών σωμάτων, τα οποία διανέμονται κατά μήκος ενός τμήματος του αγωγού και προκαλούν την κορυφή της περίπου ημιτονοειδούς γεωμετρίας. Τα ανωστικά σώματα δεν προσαρμόζονται σημειακά, αλλά ενσωματώνονται στον αγωγό, «τυλίγοντάς» τον. Παρόμοιος τύπος είναι αυτός του κυματοειδούς αγωγού χωρίς τμήμα στον πυθμένα (Steep wave) (π.χ. Pinto και Lima, 2001). Η κυμάτωση επιτυγχάνεται με τον ίδιο τρόπο, μόνο που εδώ δεν υπάρχει τμήμα να επικάθεται στον πυθμένα, ενώ όλο το μήκος του αγωγού είναι  ανυψωμένο. Στο σημείο επαφής με τον πυθμένα, ο αγωγός είναι περίπου κατακόρυφος, παίρνοντας υλικό απευθείας από το σημείο σύνδεσης.  

			Οι διαμορφώσεις μορφής S (Lazy-S και Steep-S) (π.χ. Shotbolt, 2008· Hartnup κ.ά., 1989) διακρίνονται από τις κυματοειδείς διαμορφώσεις μόνο ως προς το μήκος του περίπου αρμονικού τμήματος. Και πάλι χρησιμοποιούνται ανωστικά σώματα, ώστε να βοηθήσουν στην παραγωγή της συγκεκριμένης γεωμετρίας, μόνο που το επηρεαζόμενο μήκος είναι σαφώς μικρότερο σε σύγκριση με την κυματοειδή διαμόρφωση. [image: ]

			Εικόνα 1.5 Μορφές διαμόρφωσης αλυσοειδών αγωγών στο θαλάσσιο περιβάλλον: (α) ελεύθερα αναρτημένος, (β) κυματοειδής με τμήμα στον πυθμένα, (γ) κυματοειδής χωρίς τμήμα στον πυθμένα, (δ) μορφής S με τμήμα στον πυθμένα  και (ε) μορφής S χωρίς τμήμα στον πυθμένα. 

			1.3. Διαδικασίες εναπόθεσης θαλάσσιων αγωγών  

			Οι συγκεκριμένες διαμορφώσεις επιτυγχάνονται μέσω της διαδικασίας εναπόθεσης των αγωγών. Ανεξάρτητα από τη χρήση ανωστικών σωμάτων ή, ενδιάμεσα, βάσης, καθώς και από το μέγεθος της εφαρμοζόμενης έντασης στην κορφή του αγωγού, οι διαδικασίες που χρησιμοποιούνται είναι συγκεκριμένες και εκτελούνται κατά την εγκατάσταση της όλης διάταξης από εξειδικευμένα σκάφη επιφανείας, ειδικά κατασκευασμένα γι’ αυτόν το σκοπό. Η εναπόθεση αγωγών είναι δύσκολη διαδικασία, που εμπεριέχει διάφορες προκλήσεις, οι οποίες πρέπει να αντιμετωπιστούν, ιδιαίτερα όταν το βάθος του νερού είναι μεγάλο. 

			Υπάρχουν τρεις κυρίως μέθοδοι εναπόθεσης, η S-lay, η J-lay και η ρυμούλκηση. Αναμφίβολα, η πλωτή κατασκευή που πραγματοποιεί την εναπόθεση αποτελεί τμήμα της διαδικασίας. Οι δυνάμεις άντωσης επηρεάζουν την όλη διαδικασία θετικά, αλλά και αρνητικά. Μέσα στο νερό, το βάρος του αγωγού είναι μικρότερο εάν περιέχει αέρα, με αποτέλεσμα την εφαρμογή μικρότερων τάσεων στην πλωτή κατασκευή εναπόθεσης. Όταν ο αγωγός εναποτεθεί πάνω στον πυθμένα, απαιτείται η εφαρμογή κάθετης δύναμης, ώστε να τον κρατήσει στη θέση του. Η δύναμη αυτή μπορεί να παρασχεθεί από το βάρος του ρευστού που περνά μέσα του. Εάν όμως το ρευστό είναι αέριο, δεν θα έχει αρκετό βάρος, ώστε να αποφευχθούν οι κατακόρυφες μετακινήσεις κατά μήκος του πυθμένα. 

			Σε εναποθέσεις σε μικρά βάθη νερού, συνήθως γίνεται έγχυση σκυροδέματος πάνω στον αγωγό, ώστε να κρατηθεί στη θέση του, ενώ σε νερά μεγάλου βάθους, η μόνωση και το πάχος του τοιχώματος που απαιτείται για την προστασία του αγωγού από την υδροστατική πίεση είναι συνήθως αρκετά, ώστε να τον κρατήσουν στη θέση εναπόθεσης.  

			1.3.1. Εναπόθεση μέσω ρυμούλκησης

			Ενώ τα ανωστικά σώματα έχουν, συνήθως, μικρό μέγεθος, ώστε να τοποθετούνται με τη βοήθεια Εξ Αποστάσεως Ελεγχόμενων Οχημάτων (Remotely Operated Vehicles/ROVs), οι γραμμές ροής και οι αγωγοί είναι, συνήθως, κατασκευές πολύ μεγάλου μήκους και απαιτούν διαφορετικές μεθόδους εγκατάστασης (ρυμούλκηση, S-lay, J-lay). Η μέθοδος ρυμούλκησης είναι ακριβώς αυτό που περιγράφει η λέξη: ο αγωγός αναρτάται και επαφίεται μέσα στο νερό μέσω ανωστικών μονάδων (σωμάτων) και, με τη χρήση ενός ή δύο ρυμουλκών σκαφών, ρυμουλκείται στην περιοχή εναπόθεσης. Όταν βρεθεί στην τελική του θέση, τα ανωστικά σώματα αφαιρούνται ή γεμίζονται με νερό και ο αγωγός βυθίζεται αργά μέσα στο νερό, μέχρι να βρεθεί στον πυθμένα. 

			Υπάρχουν οι εξής τέσσερις τρόποι εγκατάστασης μέσω ρυμούλκησης:

			
					Επιφανειακή ρυμούλκηση: Ένα ρυμουλκό σκάφος ρυμουλκεί τον αγωγό στην επιφάνεια του νερού, όπου και αυτός διατηρείται με τη χρήση ανωστικών σωμάτων. 

					Ρυμούλκηση μέσου βάθους: Με τη χρήση λιγότερων ή μικρότερων ανωστικών σωμάτων σε σχέση με την επιφανειακή ρυμούλκηση, χρησιμοποιείται η πρόσω ταχύτητα του ρυμουλκού σκάφους, ώστε να κρατήσει τον αγωγό σε στάθμη κάτω από την ελεύθερη επιφάνεια. Με το σταμάτημα της πρόσω κίνησης του ρυμουλκού, ο αγωγός επικάθεται στον πυθμένα. 

					Ρυμούλκηση πάνω από τον πυθμένα: Με τη χρήση ανωστικών σωμάτων και αλυσίδων, για πρόσθετο βάρος, που λειτουργούν αντισταθμιστικά το ένα έναντι του άλλου, ο αγωγός κρατιέται μόλις πάνω από τον πυθμένα. Όταν ο αγωγός βρεθεί στη θέση που έχει προδιαγραφεί, τότε αφαιρούνται τα ανωστικά σώματα και αυτός επικάθεται στον πυθμένα. 

					Ρυμούλκηση πάνω στον πυθμένα: Ο αγωγός σέρνεται πάνω στον πυθμένα χωρίς να χρησιμοποιούνται ανωστικά σώματα. Η μέθοδος αυτή χρησιμοποιείται μόνο σε νερά μικρού βάθους και σε πυθμένες που είναι μαλακοί και επίπεδοι. 

			

			1.3.2. Εναπόθεση αγωγών με τη μέθοδο S-lay

			Κατά την εφαρμογή της μεθόδου S-lay (Duan κ.ά., 2011), ο αγωγός αφήνεται από την πρύμνη του σκάφους εναπόθεσης, καθώς αυτό κινείται με πρόσω ταχύτητα. Ο αγωγός καμπυλώνεται προς τα κάτω από την πρύμνη και εισχωρεί μέσα στο νερό, μέχρι να φτάσει στο σημείο οριακής επικάθησης (touch down point) ή να ολοκληρώσει τη συνολική του διαδρομή πάνω στον πυθμένα. Η συγκόλληση των τμημάτων του αγωγού γίνεται πάνω στο σκάφος επιφανείας και, καθώς όλο και περισσότερο μήκος του αφήνεται από την πρύμνη, ο αγωγός λαμβάνει τη μορφή S μέσα στο νερό. Η κίνηση του αγωγού από την πρύμνη γίνεται με τη βοήθεια δοκών (stringers), που μπορεί να φτάσουν σε μήκος έως 300 ft (91 m). Σκοπός της δοκού είναι η στήριξη του αγωγού, καθώς και ο έλεγχος της καμπυλότητας κατά την εναπόθεση. Ορισμένα σκάφη εναπόθεσης έχουν ρυθμιζόμενες δοκούς, οι οποίες μπορούν να αυξομειώνουν το μήκος τους ανάλογα με το βάθος του νερού.  

			Η εφαρμογή της κατάλληλης τάσης (αξονικής δύναμης) είναι εξέχουσας σημασίας στη διάρκεια της διαδικασίας S-lay. Η αξονική δύναμη διατηρείται μέσω στροφέων (rollers) έντασης και μέσω ρύθμισης της ώσης του σκάφους, για την αποφυγή φαινομένων λυγισμού. Η μέθοδος S-lay μπορεί να χρησιμοποιηθεί σε βάθη νερού έως 6500 ft (1981 m). Έτσι, μπορούν να εναποτεθούν έως και 6 km αγωγού την ημέρα.  

			1.3.3. Εναπόθεση αγωγών με τη μέθοδο J-lay

			Υπερβαίνοντας ορισμένα από τα εμπόδια της μεθόδου S-lay, η μέθοδος εναπόθεσης J-lay (Kang κ.ά., 2015) έχει αποτέλεσμα την εφαρμογή μικρότερων τάσεων στον αγωγό. Αυτό επιτυγχάνεται μέσω της σχεδόν κατακόρυφης εισόδου του αγωγού στο νερό. Με τη μέθοδο J-lay, ο αγωγός ανυψώνεται μέσω ενός ψηλού πύργου, που βρίσκεται στο σκάφος επιφανείας και κατόπιν εισάγεται στο νερό. Σε αντίθεση με τη διπλή καμπυλότητα που λαμβάνει ο αγωγός με τη μέθοδο S-lay, η συγκεκριμένη μέθοδος επιτυγχάνει μόνο μία καμπύλωση του αγωγού, ο οποίος λαμβάνει το μορφή J. Οι μικρότερες τάσεις που εφαρμόζονται στον αγωγό μέσω αυτής της μεθόδου επιτρέπουν τη χρήση της σε μεγάλα βάθη νερού. Επιπρόσθετα με τη μέθοδο J-lay, ο αγωγός μπορεί να αντέξει μεγαλύτερες κινήσεις και υποθαλάσσια ρεύματα από ό,τι με τη μέθοδο S-lay.
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			Εκόνα1.6 Μέθοδος εναπόθεσης S-lay. 
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			Εικόνα 1.7 Μέθοδος εναπόθεσης J-lay. 

			1.3.4. Τύποι σκαφών εναπόθεσης

			Υπάρχουν τρεις τύποι σκαφών εναπόθεσης αγωγών. Οι τύποι J-lay και S-lay, που λαμβάνουν την ονομασία τους από την εφαρμοζόμενη μέθοδο, διαθέτουν σταθμό συγκόλλησης και ανυψωτικό γερανό. Η συγκόλληση των τμημάτων του αγωγού (τμήματα μήκους 12 m ή 24 m) γίνεται μακριά από το νερό, σε κλειστό και προστατευμένο περιβάλλον. Από την άλλη πλευρά, τα σκάφη reel (Maslin, 2015) διαθέτουν κατακόρυφες ή οριζόντιες περιστροφικές διατάξεις («καρούλια»), στις οποίες περιτυλίγονται οι αγωγοί. Τα σκάφη reel έχουν τη δυνατότητα εναπόθεσης εύκαμπτων αγωγών και αγωγών μικρής διαμέτρου. Τα σκάφη με οριζόντια «καρούλια» χρησιμοποιούνται για εναποθέσεις με τη μέθοδο S-lay, ενώ τα σκάφη με κατακόρυφα «καρούλια» μπορούν να υλοποιήσουν και τις δύο μεθόδους, S-lay και J-lay. 

			Το πλεονέκτημα της χρήσης των σκαφών reel αφορά τη συγκόλληση των τμημάτων του αγωγού, η οποία γίνεται στη στεριά, μειώνοντας έτσι το κόστος εγκατάστασης. Ο περιτυλιγμένος αγωγός εγκαθίσταται πάνω στο σκάφος και, κατά την εναπόθεση, απλώς ξετυλίγεται. Όταν εναποτεθεί όλο το μήκος του αγωγού που βρίσκεται στο «καρούλι», είτε το σκάφος επιστρέφει στην ακτή, για να λάβει άλλο, είτε γίνεται χρήση φορτηγίδων με γερανούς, ώστε να φορτωθεί ένα νέο «καρούλι» στο σκάφος εναπόθεσης, γεγονός το οποίο μεταφράζεται σε μείωση του οικονομικού κόστους και του χρόνου εγκατάστασης. 

			1.4. Σχεδίαση θαλάσσιων αγωγών  

			Η σχεδίαση των θαλάσσιων αγωγών είναι μια επίπονη, χρονοβόρα και δαπανηρή διαδικασία. Οι τρέχουσες τεχνολογικές εξελίξεις έχουν επιβάλει στη διαδικασία σχεδίασης την ενσωμάτωση λεπτομερών και περιεκτικών αναλύσεων, για την πρόβλεψη της δυναμικής συμπεριφοράς των αγωγών, η οποία αποτελεί και την κορωνίδα του ανά χείρας πονήματος. Δεδομένου ότι το θέμα της δυναμικής συμπεριφοράς αποτελεί μόνο ένα τμήμα της όλης προσπάθειας, που προηγείται, προφανώς, της εγκατάστασης, είναι επιβεβλημένο να παρασχεθούν συνοπτικά ορισμένες πληροφορίες αναφορικά με τη διαδικασία σχεδίασης και τα στάδιά της (Bai και Bai, 2005). 

			Οι θαλάσσιοι αγωγοί μεταφοράς ρευστών χρησιμοποιούνται για διάφορους σκοπούς στη θαλάσσια βιομηχανία παραγωγής και μεταφοράς, κυρίως υδρογονανθράκων. Σε αυτούς περιλαμβάνονται:

			
					οι αγωγοί μεταφοράς,

					οι γραμμές ροής για τη μεταφορά ρευστών υλικών από την πλατφόρμα επιφανείας στους αγωγούς μεταφοράς,

					οι γραμμές ροής για την έγχυση νερού ή χημικών,

					οι γραμμές ροής για τη μεταφορά ρευστών υλικών μεταξύ πλατφορμών, οι κεντρικές διατάξεις μεταφοράς (manifolds) και τα φρεάτια δορυφόροι,

					οι δέσμες αγωγών.

			

			Η διαδικασία σχεδίασης για κάθε τύπο είναι, εν γένει, παρόμοια. Επίσης, η διαδικασία για τη σχεδίαση μεταλλικών αγωγών risers είναι ίδια με τη διαδικασία η οποία ακολουθείται για τις γραμμές ροής, παρ’ όλο που εφαρμόζονται διαφορετικά κριτήρια σχεδίασης. 

			1.4.1. Στάδια σχεδίασης και διαδικασία

			1.4.1.1 Στάδια σχεδίασης

			Η σχεδίαση των θαλάσσιων αγωγών για τη μεταφορά ρευστών και των αγωγών για την παραγωγή και εξόρυξη μεταλλικών αγωγών risers έχει τα εξής τρία στάδια:

			
					σύλληψη του αντικειμένου, 

					προκαταρκτική μηχανική ανάλυση, 

					λεπτομερής μηχανική ανάλυση. 

			

			Ο αντικειμενικός στόχος αυτών των σχεδίων σχεδίασης εξαρτάται από τον τελικό χρήστη και το μέγεθος του εγχειρήματος. Εντούτοις, οι κύριοι στόχοι είναι σε γενικές γραμμές οι εξής: 

			
					Σύλληψη του αντικειμένου  Οι κύριοι στόχοι είναι:
	η επιβεβαίωση της τεχνολογικής επιτευξιμότητας και ο προσδιορισμός των περιορισμών στη σχεδίαση και την υλοποίηση του σχεδίου, 
	ο αποκλεισμός μη ζωτικών επιλογών, 
	η ανεύρεση των απαιτούμενων πληροφοριών για τη στοχευόμενη σχεδίαση και κατασκευή, 
	η δυνατότητα εκτίμησης του βασικού κόστους και του προγράμματος υλοποίησης, 
	η αναγνώριση πιθανών αλληλεπιδράσεων με άλλα συστήματα, που έχουν προγραμματιστεί ή έχουν ήδη υλοποιηθεί. 



			

			Η αξία του συγκεκριμένου σταδίου βασίζεται στην αποκάλυψη δυνητικών δυσκολιών και στην αναγνώριση των αντικειμένων, για τα οποία θα απαιτηθεί μεγαλύτερη προσπάθεια κατά τη συλλογή των απαραίτητων δεδομένων και πληροφοριών. 

			
					Προκαταρκτική μηχανική ανάλυση 

			

			Οι αντικειμενικοί στόχοι είναι: 

			
					η σχεδίαση του αγωγού με βάση τη σύλληψη του σχεδίου, στην οποία περιλαμβάνονται:	ο προσδιορισμός του μεγέθους του αγωγού, 
	η επιλογή του υλικού του και του πάχους τοιχώματος, 
	η επιβεβαίωση ότι ο αγωγός θα συμμορφώνεται με τις απαιτήσεις των κανονισμών για την εγκατάσταση και τη λειτουργία του, 



					η έκδοση των κατάλληλων αδειών, 

					η εκτίμηση του χρόνου και της ποσότητας του υλικού που θα απαιτηθεί για την κατασκευή του αγωγού, με ταυτόχρονη υιοθέτηση χρονοδιαγράμματος.Λεπτομερής μηχανική ανάλυση 


			

			Η φάση της λεπτομερούς μηχανικής ανάλυσης είναι, σύμφωνα με τον ορισμό, η ανάπτυξη της σχεδίασης σε τέτοιο βαθμό ώστε τα τεχνικά δεδομένα, οι απαραίτητες προμήθειες και οι συμφωνίες κατασκευής να μπορούν να προσδιοριστούν με αρκετές λεπτομέρειες. 

			Οι κύριοι αντικειμενικοί στόχοι είναι: 

			
					η βελτιστοποίηση της διαδρομής που θα ακολουθήσει ο αγωγός, 

					η επιλογή του πάχους του τοιχώματος και του προστατευτικού περιτυλίγματος, 

					η επιβεβαίωση της συμμόρφωσης με τους κανονισμούς αντοχής, απόκρισης σε υψίσυχνες ταλαντώσεις, λόγω αποκόλλησης φύλλων στροβιλότητας (vortex-induced vibrations/viv) (π.χ. Blevins, 1990), ευστάθειας του εδάφους, λυγισμού και εγκατάστασης,

					η επιβεβαίωση της επάρκειας της σχεδίασης ή/και η εφαρμογή πρόσθετων σχεδιαστικών εργαλείων, όπως έχει οριστεί κατά την προκαταρκτική σχεδίαση,

					η ανάπτυξη των κατασκευαστικών σχεδίων με επαρκείς λεπτομέρειες, για τον επιδιωκόμενο στόχο, κατά την οποία μπορεί να περιλαμβάνονται αγωγοί, διατάξεις πρόσδεσης (tie-ins), διασταυρώσεις, ελεύθερα τμήματα (spans), προσέγγιση σε ακτές, υποθαλάσσιες κατασκευές,

					η προετοιμασία λεπτομερών σχεδίων ευθυγράμμισης του αγωγού στον πυθμένα, με βάση τα αποτελέσματα της έρευνας της τοπογραφίας του, 

					η προετοιμασία προδιαγραφών για τα υλικά, το κόστος και τις δραστηριότητες κατασκευής και μεταφοράς του αγωγού στον τόπο λειτουργίας του.

			

			1.4.1.2 Διαδικασία σχεδίασης

			Αντικείμενο της διαδικασίας σχεδίασης είναι ο προσδιορισμός, με βάση δεδομένες παραμέτρους λειτουργίας, των βέλτιστων παραμέτρων μεγέθους του αγωγού. Αυτές οι παράμετροι περιλαμβάνουν:

			
					την εσωτερική διάμετρο του αγωγού, 

					το πάχος τοιχώματος του αγωγού, 

					το υλικό του αγωγού, 

					τον τύπο του περιτυλίγματος για αντιδιαβρωτική προστασία και το βάρος, 

					το πάχος του αντιδιαβρωτικού περιτυλίγματος. 

			

			Η σχεδίαση στοχεύει στη βελτιστοποίηση των παραμέτρων μεγέθους του αγωγού μέσω μιας επαναληπτικής διαδικασίας, η οποία θα τροποποιεί, ενδεχομένως, τις παραμέτρους σε κάθε στάδιό της, μέχρι τον προσδιορισμό των βέλτιστων δυνατών. Κατά τη διαδικασία σχεδίασης, θα πρέπει να λαμβάνεται πρόνοια για: 

			
					να προδιαγραφούν το πάχος του τοιχώματος του αγωγού, ο τύπος του υλικού του και το περιτύλιγμα, ώστε να μπορέσει ο αγωγός να κατασκευαστεί, 

					να προσδιοριστεί η διαδρομή την οποία θα ακολουθήσει ο αγωγός, 

					να πραγματοποιηθεί ανάλυση των τάσεων στον αγωγό, ώστε να επιβεβαιωθεί ότι οι αναπτυσσόμενες τάσεις θα βρίσκονται μέσα σε αποδεκτά όρια, για όλα τα στάδια της εγκατάστασης, των ελέγχων και της λειτουργίας, ενώ στα αποτελέσματα θα πρέπει να περιλαμβάνονται επίσης ο προσδιορισμός του μέγιστου μήκους των ελεύθερα κρεμάμενων τμημάτων (free spans), των διατάξεων πρόσδεσης και των επιτρεπόμενων πιέσεις ελέγχου,

					να πραγματοποιηθεί ανάλυση της διαδικασίας εγκατάστασης, ώστε να επιβεβαιωθεί ότι οι αναπτυσσόμενες τάσεις σε όλα τα στάδια θα βρίσκονται μέσα σε αποδεκτά όρια, ώστε, συγκεκριμένα, να επιβεβαιωθεί ότι η προτεινόμενη μέθοδος εγκατάστασης του αγωγού δεν θα προκαλέσει την αστοχία του, 

					να πραγματοποιηθεί ανάλυση της συνολικής συμπεριφοράς του αγωγού, η οποία θα καλύπτει: 	τον υπολογισμό της έκτασης, της ενεργούς δύναμης και του λυγισμού, 
	τον υπολογισμό της υδροδυναμικής απόκρισης,
	τη μελέτη της πρόσκρουσης με τον πυθμένα, 



					να γίνει ανάλυση της τοπικής αντοχής (τοπικός λυγισμός, ατέλειες λόγω διάβρωσης, κοιλώματα).

			

			1.4.2. Σχεδίαση μέσω ανάλυσης

			Οι τελευταίες εξελίξεις στη θαλάσσια τεχνολογία έχουν επιτρέψει τη χρήση προηγμένων εργαλείων και μεθόδων ανάλυσης και σχεδίασης, που εκμεταλλεύονται τα σύγχρονα υλικά και τους αναθεωρημένους κώδικες σχεδίασης. Κατ’ αυτόν τον τρόπο, είναι πλέον δυνατές η σχεδίαση στα όρια της κατάστασης λειτουργίας και η χρήση μεθόδων αξιοπιστίας. Η νέα σχεδιαστική προσέγγιση ονομάζεται Σχεδίαση Μέσω Ανάλυσης (ΣΜΑ), κατά την οποία χρησιμοποιούνται αριθμητικές μέθοδοι (π.χ. Μέθοδος Πεπερασμένων Στοιχείων/ΜΠΣ), για την προσομοίωση της γενικής συμπεριφοράς του αγωγού (στατικής και δυναμικής), καθώς και της τοπικής αντοχής του (Bai και Damsleth, 1998). Η διαδικασία είναι δύο βημάτων και χρησιμοποιείται με συμπληρωτικό τρόπο, για τον προσδιορισμό των οριακών καταστάσεων και τη βελτιστοποίηση μιας συγκεκριμένης σχεδίασης.  

			Το πλεονέκτημα της χρήσης αναπτυγμένων μεθόδων μηχανικής ανάλυσης είναι η μείωση της πιθανότητας συντηρητικών σχεδιάσεων, μέσα από τον ακριβέστερο προσδιορισμό των περιβαλλοντικών επιδράσεων και των καταστάσεων φόρτισης της κατασκευής. Το γενικό πλαίσιο σχεδίασης θα πρέπει να καλύπτεται από τους κανονισμούς και τους σχετικούς κώδικες σχεδίασης, για τους οποίους όμως, αξίζει να επισημανθεί ότι υπάρχουν αρκετές αβεβαιότητες αναφορικά με τα χρησιμοποιούμενα δεδομένα και την εφαρμογή των μεθόδων ανάλυσης. Όταν η ίδια η κατασκευή και οι καταστάσεις φόρτισης μπορούν να περιγραφούν με ακρίβεια, τότε υπάρχει πιθανότητα οι ρεαλιστικές προσομοιώσεις να αποκαλύψουν ότι ορισμένα θέματα ή αντικείμενα των σχεδιαστικών κωδίκων είναι υπερβολικά συντηρητικά για μια συγκεκριμένη σχεδιαστική κατάσταση. Οι χρησιμοποιούμενες πλέον αριθμητικές μέθοδοι (π.χ. ΜΠΣ) μπορούν να προσομοιώσουν με ακρίβεια την πραγματική δομική συμπεριφορά του αγωγού και να επιτρέψουν τη λήψη κατάλληλων μέτρων, για την αναθεώρηση και τη βελτίωση της σχεδίασης.

			Ο καλύτερος ποιοτικός έλεγχος κατά την παραγωγή του αγωγού επιτρέπει πιο ακριβή μοντελοποίηση του υλικού του, ενώ τα αριθμητικά εργαλεία πρόβλεψης της δομικής του κατάστασης δίνουν τη δυνατότητα προσομοίωσης της βιοκυκλικής (life-cycle) συμπεριφοράς ολόκληρου του συστήματος του αγωγού. Κατ’ αυτόν τον τρόπο, μπορούν να προσδιοριστούν με ακρίβεια τα πλέον φορτιζόμενα τμήματα ή εξαρτήματα, τα οποία μπορούν και αυτά να εισαχθούν κατάλληλα, ως προβλέψεις στους κώδικες αριθμητικής επίλυσης. Με τη σειρά τους, αυτοί οι κώδικες θα έχουν πλέον τη δυνατότητα προσδιορισμού των κυρίαρχων τύπων αστοχίας και των οριακών κριτηρίων, που αντιστοιχούν σε συγκεκριμένη σχεδίαση, τα οποία, συγκρινόμενα με τις υπάρχουσες προβλέψεις των υπαρχόντων κωδίκων σχεδίασης, θα επιβεβαιώσουν την ύπαρξη ή όχι χώρου για την επανεξέταση, την αναθεώρηση και τη βελτίωση των κανόνων. Πιθανές αβεβαιότητες στα χρησιμοποιούμενα δεδομένα (π.χ. τυχαίες φορτίσεις από το θαλάσσιο περιβάλλον) μπορούν να μοντελοποιηθούν με τη βοήθεια στατιστικών στοιχείων, για τον υπολογισμό των κατανομών πιθανότητας όσον αφορά τα επιβαλλόμενα φορτία και τις επιδράσεις τους.

			Η μηχανική ανάλυση των αγωγών για θαλάσσιες εφαρμογές βασιζόταν για μεγάλο χρονικό διάστημα σε αναλυτικές μεθόδους στις οποίες λαμβάνονταν υπόψη μόνο συγκεκριμένα τμήματα δομικών συστημάτων. Λέγοντας αναλυτικές μεθόδους εδώ εννοούμε τις προσεγγιστικές απλοποιητικές σχέσεις, και ορισμένες φορές εμπειρικές, οι οποίες χρησιμοποιούνταν για τον υπολογισμό δεδομένων της εντατικής κατάστασης του αγωγού ή της συμπεριφοράς του. Ωστόσο, για τον τρόπο με τον οποίο αλληλεπιδρούν τα διάφορα τμήματα και, πάνω απ’ όλα, για τον τρόπο με τον οποίο το εξεταζόμενο δομικό σύστημα αποκρίνεται σε καταστάσεις επιβαλλόμενης φόρτισης, απαιτείται η χρήση μη γραμμικών δυναμικών προτύπων, τα οποία θα είναι σε θέση να προδιαγράψουν με ακρίβεια τα φορτία, τα χαρακτηριστικά του υλικού του αγωγού και την κατασκευαστική του διαμόρφωση. Οι τρέχουσες τεχνολογικές απαιτήσεις καθιστούν απαραίτητη τη χρήση εξελιγμένων δυναμικών μοντέλων πρόβλεψης της μη γραμμικής δυναμικής συμπεριφοράς των αγωγών, τα οποία θα πρέπει να βασίζονται σε ισχυρές και λεπτομερείς μαθηματικές διατυπώσεις.

			Επίσης, απαιτείται η προσομοίωση της γενικής δυναμικής συμπεριφοράς και της εντατικής κατάστασης του αγωγού, επειδή οι παράμετροι σχεδίασης είναι τις περισσότερες φορές αποκλειστικά συνυφασμένες με συγκεκριμένη εγκατάσταση, ήτοι συγκεκριμένη διαμόρφωση του αγωγού και συγκεκριμένες περιβαλλοντικές συνθήκες και, άρα, καταστάσεις φόρτισης. Για παράδειγμα, η προσομοίωση της δυναμικής συμπεριφοράς ενός αγωγού που υπόκειται σε κυκλικές φορτίσεις και μετατοπίσεις μπορεί να δείξει ότι η γενική του απόκριση είναι ευσταθής σε ικανοποιητικό βαθμό ή γίνεται ασταθής, γεγονός το οποίο μπορεί να απαιτήσει επιβολή κάποιων περιορισμών. Η προσομοίωση της συμπεριφοράς του αγωγού σε ένα ρεαλιστικό περιβάλλον, η οποία λαμβάνεται μέσω μετρήσεων, μπορεί να βοηθήσει στην αναγνώριση των ισχυρών σημείων, αλλά και των αδυναμιών μιας συγκεκριμένης σχεδίασης, ώστε να υιοθετηθούν ασφαλείς και οικονομικά συμφέρουσες λύσεις. Ο παραδοσιακός τρόπος υπολογισμού των φορτίσεων και των αποτελεσμάτων τους στις δύο διαστάσεις αμελεί τα τρισδιάστατα φαινόμενα. Αυτή η απλοποιητική προσέγγιση μπορεί να οδηγήσει είτε σε υπερσυντηρητική είτε σε μη ασφαλή σχεδίαση. Η μέθοδος ΣΜΑ έχει αποδείξει με τον πιο κατηγορηματικό τρόπο τη σημασία των τρισδιάστατων αναλύσεων, ιδιαίτερα για ισχυρά φορτιζόμενους αγωγούς, οι οποίοι υφίστανται, επιπρόσθετα, ισχυρή θερμική διαστολή. 

			Η ΣΜΑ περιλαμβάνει τις ακόλουθες δραστηριότητες: 

			εφαρμογή αρχικής σχεδίασης, σύμφωνα με τις κατευθυντήριες οδηγίες και τους ισχύοντες κώδικες, 

			
					υπολογισμό της γενικής δυναμικής συμπεριφοράς, μέσω της μοντελοποίησης ολόκληρου του συστήματος, 

					προσομοιώσεις της δυναμικής συμπεριφοράς με εφαρμογή των μέγιστων αναμενόμενων φορτίσεων, λαμβάνοντας υπόψη τον προσδοκώμενο χρόνο λειτουργίας του αγωγού,

					αναγνώριση των περιοχών που δυνητικά μπορούν να προκαλέσουν προβλήματα, 

					έλεγχος των πιθανών μορφών αστοχίας και της δυναμικής τους, μέσω λεπτομερούς αριθμητικής ανάλυσης,

					ανάπτυξη στρατηγικών για την ελαχιστοποίηση του κόστους και τη διατήρηση του απαιτούμενου επιπέδου ασφαλείας, 

					εφαρμογή επαναληπτικών κύκλων βελτιστοποίησης της σχεδίασης, 

					παροχή υποστήριξης, για τη συντήρηση και τη λειτουργία των αγωγών. 

			

			1.4.3. Θέματα σχεδίασης του αγωγού

			1.4.3.1 Γενικά

			Η ανάλυση των τάσεων στον αγωγό πραγματοποιείται για να προσδιοριστεί εάν οι αναμενόμενες αναπτυσσόμενες τάσεις είναι αποδεκτές, δηλαδή εάν βρίσκονται σε συμφωνία με τις απαιτήσεις που τίθενται από τους κώδικες των οργανισμών πιστοποίησης και τον τελικό χρήστη, στη διάρκεια της εγκατάστασης, των δοκιμών και της λειτουργίας του αγωγού. Οι μελέτες που πραγματοποιούνται για να επιβεβαιωθεί εάν οι τάσεις βρίσκονται εντός αποδεκτών ορίων περιλαμβάνουν:

			
					τις περιμετρικές εφαπτομενικές τάσεις (τάσεις Hoop),

					τις διαμήκεις τάσεις, 

					τις ισοδύναμες τάσεις,

					τα ελεύθερα κρεμάμενα τμήματα και την αποκόλληση φύλλων στροβιλότητας,

					την ανάλυση ευστάθειας στον πυθμένα,

					τον υπολογισμό της έκτασης του αγωγού, 

					την ανάλυση λυγισμού.

			

			Τα πρώτα τρία στάδια διαμορφώνουν τη βάση για την αρχική διαστατοποίηση του πάχους του τοιχώματος του αγωγού. Αυτοί οι υπολογισμοί θα πρέπει επίσης να πραγματοποιηθούν σε συνδυασμό με υπολογισμούς για τη διάδοση κοιλωμάτων κατά μήκος του αγωγού, λόγω της υδροστατικής πίεσης. 

			1.4.3.2 Έλεγχος τάσεων στον αγωγό

			
					Περιμετρικές εφαπτομενικές τάσεις Hoop 

			

			Οι τάσεις Hoop σh μπορούν να εκτιμηθούν από την απλοποιητική σχέση:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


σh=(pi-pe)D-t2t



						
							
							(1.1)

						
					

				
			

			όπου pi είναι η εσωτερική πίεση, pe η εξωτερική πίεση, D η εξωτερική διάμετρος του αγωγού και t το ελάχιστο πάχος τοιχώματος του αγωγού. 

			Σε εξάρτηση από τον κανονισμό/πρότυπο που χρησιμοποιείται, οι τάσεις Hoop δεν θα πρέπει να υπερβαίνουν ένα συγκεκριμένο ποσοστό της προδιαγραμμένης ελάχιστης τάσης διαρροής (minimum yield stress). 

			
					Διαμήκεις τάσεις
			
			

			Οι διαμήκεις τάσεις είναι οι αξονικές τάσεις που αναπτύσσονται στο τοίχωμα του αγωγού και συντίθενται από συνιστώσες: 

			

					των καμπτικών τάσεων (σlb), 

					των τάσεων Hoop (σlb), 

					των θερμικών τάσεων (σlt),

					των τάσεων λόγω των δυνάμεων που ασκούνται στα άκρα του αγωγού (σlc).


			



			Οι διαμήκεις τάσεις μπορούν να υπολογιστούν από την εξίσωση:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


σl=0.3σlh+σlb+σlt+σlc



						
							
							(1.2)

						
					

				
			

			Το άθροισμα  της εξίσωσης (1.2) θα πρέπει να νοηθεί ως αλγεβρικό και να ληφθεί υπόψη η φορά άσκησης της κάθε συνιστώσας.

			
					Ισοδύναμες τάσεις 

			

			Οι συνδυασμένες τάσεις υπολογίζονται διαφορετικά, σε εξάρτηση από τον κώδικα/πρότυπο που ακολουθείται. Εντούτοις, οι ισοδύναμες τάσεις (σe) μπορούν να υπολογιστούν από την απλοποιημένη σχέση: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


σe=σh2+σl2-σhσl+3τlh2



						
							
							(1.3)

						
					

				
			

			όπου  σh είναι, οι τάσεις Hoop, σl οι διαμήκεις τάσεις και τlh οι εφαπτομενικές διατμητικές τάσεις. 

			1.4.3.3 Ανάλυση ελεύθερα κρεμάμενων τμημάτων

			Πάνω σε έναν πυθμένα με ανώμαλη τοπογραφία μπορεί να υπάρξουν τμήματα του αγωγού τα οποία θα κρέμονται ελεύθερα μεταξύ δύο διαδοχικών ανυψώσεων, χωρίς ο αγωγός να έχει επαφή με τον πυθμένα για ένα αρκετά μεγάλο μήκος. Σε αντίστοιχες καταστάσεις, τα υφιστάμενα πρότυπα και οι κανονισμοί απαιτούν να γίνεται διερεύνηση του αγωγού για: 

			
					πιθανή υπέρβαση του ορίου διαρροής, 

					κόπωση, 

					αλληλεπίδραση με άλλες δραστηριότητες (π.χ. ψάρεμα). 

			

			Η συμμόρφωση με τις απαιτήσεις θα οδηγήσει στον υπολογισμό του επιτρεπόμενου μήκους των ελεύθερα κρεμάμενων τμημάτων. Εάν τα μήκη που θα υπολογιστούν υπερβαίνουν τα μέγιστα επιτρεπόμενα, τότε θα πρέπει να αναληφθούν διορθωτικές ενέργειες, για τη μείωση των μηκών των ελεύθερα κρεμάμενων τμημάτων. Επειδή όμως κάτι τέτοιο μπορεί να αποδειχθεί πολύ δαπανηρή άσκηση, είναι πολύ σημαντικό τα αντίστοιχα μήκη να υπολογίζονται με τη μέγιστη δυνατή ακρίβεια. Σε πολλές περιπτώσεις, θα πρέπει να πραγματοποιείται ανάλυση πολλαπλών ελεύθερα κρεμάμενων τμημάτων, στην οποία θα λαμβάνεται υπόψη η συμπεριφορά του αγωγού σε ρεαλιστικές διαμορφώσεις του πυθμένα.  

			Η παρουσία κυματισμών και ρεύματος γύρω από ένα ελεύθερο τμήμα ή γύρω από οποιοδήποτε κυλινδρικό σχήμα θα προκαλέσει τη δημιουργία φύλλων στροβιλότητας στον ομόρου (για την περίπτωση τυρβώδους ροής). Αυτά τα φύλλα στροβιλότητας αποκολλώνται από δύο σημεία στον αγωγό, προκαλώντας την εφαρμογή δυνάμενων που προκαλούν ταλαντώσεις στο ελεύθερα κρεμάμενο τμήμα. Εάν η συχνότητα αποκόλλησης (συχνότητα Strouhal) συμπέσει με μια από τις ιδιοσυχνότητες του ελεύθερα κρεμάμενου τμήματος, τότε μπορεί να υπάρξει ισχυρός συντονισμός, με συνέπεια την αστοχία, λόγω κόπωσης, του αγωγού, ή την απώλεια του προστατευτικού περιτυλίγματος. 

			Η πιθανότητα το ελεύθερα κρεμάμενο τμήμα να υποπέσει σε καταστάσεις συντονισμού βασίζεται στη συσχέτιση της συχνότητας αποκόλλησης με τις ιδιοσυχνότητες του τμήματος αυτού. Ο υπολογισμός της συχνότητας αποκόλλησης μπορεί να γίνει μέσω ημιεμπειρικών σχέσεων (π.χ. Williamson, 1996), αν και σε πολλές περιπτώσεις θα πρέπει να ληφθεί υπόψη η εγγύτητα του αγωγού με τον πυθμένα. Αναφορικά με τις ιδιοσυχνότητες του αγωγού (του ελεύθερα κρεμάμενου τμήματος, εν γένει), θα πρέπει να χρησιμοποιούνται τα ακριβή μαθηματικά μοντέλα περιγραφής της ελεύθερης ταλάντωσης και, κατ’ επέκταση, τα σχετιζόμενα αριθμητικά εργαλεία επίλυσης του προβλήματος. Περισσότερες πληροφορίες για το πρόβλημα της ελεύθερης ταλάντωσης αγωγών δίνονται στο Κεφάλαιο 5 του παρόντος. Αναφορικά με τα αποτελέσματα του φαινομένου αποκόλλησης,  φύλλων στροβιλότητας, το αντικείμενο εξετάζεται διεξοδικά στο Κεφάλαιο 3 του παρόντος.

			1.4.3.4 Ανάλυση ευστάθειας πάνω στον πυθμένα

			Οι αγωγοί που εφάπτονται στον πυθμένα υποβάλλονται σε φορτίσεις προερχόμενες από τους θαλάσσιους κυματισμούς και τα θαλάσσια ρεύματα. Για περιοχές πάνω στον πυθμένα στις οποίες μπορεί να προκληθεί αστοχία, εξαιτίας των κατακόρυφων ή των πλευρικών κινήσεων του αγωγού, οι απαιτήσεις σχεδίασης επιβάλλουν το βάρος του αγωγού να είναι επαρκές, ώστε να εξασφαλίζεται η ευστάθειά του υπό τις χειρότερες περιβαλλοντικές συνθήκες. Στις περισσότερες περιπτώσεις, το απαιτούμενο βάρος παρέχεται από την επικάλυψη του αγωγού. Επίσης, σε ορισμένες καταστάσεις μπορεί να επιτρέπεται στον αγωγό να κινείται πλευρικά, υπό την προϋπόθεση ότι δεν υπερβαίνονται τα όρια των αναπτυσσόμενων τάσεων. Στο παρόν εδάφιο γίνεται μια απλή προσεγγιστική περιγραφή του αντικειμένου, ενώ το πραγματικό φαινόμενο της δυναμικής συμπεριφοράς και της αλληλεπίδρασης του αγωγού με τον πυθμένα αναλύεται διεξοδικά στο Κεφάλαιο 7 του παρόντος. 

			Η ανάλυση της ευστάθειας πάνω στον πυθμένα βασίζεται στην απλή ισορροπία των ασκούμενων δυνάμεων. Τα φορτία που ασκούνται στον αγωγό είναι η δύναμη αντίστασης, οι δυνάμεις που προκαλούν την ανύψωσή του και οι αδρανειακές δυνάμεις. Για να εξασφαλιστεί η ευστάθεια του αγωγού, δηλαδή για να παραμένει πάνω στον πυθμένα, θα πρέπει οι παραπάνω φορτίσεις να εξισορροπούνται από την τριβή που επάγεται λόγω του ενεργού βάρους του αγωγού. Εάν το βάρος του αγωγού και των περιεχομένων του δεν είναι επαρκές, τότε θα πρέπει κατά τη σχεδίαση να συνυπολογιστεί το μέγεθος της επικάλυψης που απαιτείται, ώστε να αυξηθεί το βάρος. Προς τούτο, τα περισσότερα κατασκευαστικά πρότυπα θέτουν συντελεστές ασφαλείας, οι οποίοι δεν πρέπει να υπερβαίνονται.  

			Οι υδροδυναμικές φορτίσεις μπορούν να υπολογιστούν με χρήση αξιόπιστων μεθοδολογιών (βλέπε Κεφάλαιο 3, στο παρόν), με θεώρηση κατάλληλων συντελεστών, διαμέτρου, τραχύτητας και παραμέτρων ρεύματος και κυματισμών. Τα χαρακτηριστικά της ροής που χρησιμοποιούνται για την ανάλυση συνίστανται από: 

			
					ρεύμα σταθερής ταχύτητας, η οποία υπολογίζεται στη θέση του αγωγού με χρήση της θεωρίας οριακού στρώματος,

					κυματισμούς, των οποίων τα χαρακτηριστικά μπορούν να οριστούν με χρήση της γραμμικής θεωρίας κυματισμών.

			

			Η επιλογή της ροής εξαρτάται από τα χαρακτηριστικά των κυματισμών και του ρεύματος, καθώς και το βάθος του νερού στον τόπο εγκατάστασης του αγωγού. Τα δεδομένα για τους κυματισμούς και το ρεύμα θα πρέπει να αντιστοιχούν σε ακραίες καταστάσεις. Για παράδειγμα, όσον αφορά ολόκληρη τη ζωή λειτουργίας ενός αγωγού, χρησιμοποιούνται κυματισμοί με πιθανότητα επανεμφάνισης κάθε 100 χρόνια, ενώ για την εναπόθεση του αγωγού, θεωρώντας τον άδειο και με μικρότερο βυθισμένο βάρος, μπορεί να χρησιμοποιηθούν πιθανότητες επανεμφάνισης κάθε 1-4 χρόνια.  

			Όπως ειπώθηκε, η ευστάθεια του αγωγού πάνω στον πυθμένα εξασφαλίζεται μέσω της τριβής, η οποία, με τη σειρά της, εξαρτάται από το υλικό του πυθμένα και το βυθισμένο βάρος του αγωγού. Θα πρέπει να θυμόμαστε ότι το «βυθισμένο βάρος» (ή ενεργό βάρος) υπολογίζεται αφαιρώντας τη δύναμη άντωσης από το βάρος του αγωγού στον αέρα. Ο συντελεστής τριβής μπορεί να ποικίλλει μεταξύ 0.1 και 1, με εξάρτηση από την ποιότητα της επιφάνειας του αγωγού και το έδαφος. Μαλακά αργιλικά εδάφη παρέχουν μικρότερη τριβή, ενώ τραχιά αμμώδη εδάφη προκαλούν μεγαλύτερη αντίσταση στην κίνηση του αγωγού.

			Για να διατηρείται η ευστάθεια του αγωγού στον πυθμένα, θα πρέπει να ικανοποιείται η σχέση:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


γ(FD-FI)≤μ(Wsub-FL)
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			όπου γ είναι ο συντελεστής ασφαλείας, ο οποίος δεν πρέπει να λαμβάνεται μικρότερος από το 1.1, FD η υδροδυναμική δύναμη αντίστασης ανά μονάδα μήκους του αγωγού, FI η δύναμη αδράνειας ανά μονάδα μήκους του αγωγού, μ ο συντελεστής τριβής, Wsub το βυθισμένο βάρος ανά μονάδα μήκους του αγωγού και FL η υδροδυναμική δύναμη που προκαλεί ανύψωση του αγωγού. 

			Όπως γίνεται κατανοητό, η ανάλυση ευστάθειας του αγωγού είναι μια περίπλοκη διαδικασία, η οποία βασίζεται σε εμπειρικούς συντελεστές, για τον υπολογισμό των δυνάμεων, και στους συντελεστές τριβής του υλικού του πυθμένα. Η επιλογή των κατάλληλων τιμών εξαρτάται από την εμπειρία του σχεδιαστή και τις συγκεκριμένες καταστάσεις σχεδίασης. 

			Επειδή το τμήμα του αγωγού που επικάθεται στον πυθμένα θα επικαλυφθεί (συνήθως με σκυρόδεμα), στόχος της ανάλυσης ευστάθειας στον πυθμένα είναι ο προσδιορισμός του πρόσθετου βάρους που θα απαιτηθεί. Εάν το βάρος του σκυροδέματος που απαιτείται πρόκειται να κάνει τον αγωγό πολύ βαρύ, τότε είναι απαραίτητη η υιοθέτηση πρόσθετων μέτρων σταθεροποίησης. Οι δύο βασικές τεχνικές για το σκοπό αυτό είναι:

			
					η εξάλειψη των δυνάμεων λόγω του ρεύματος, μέσω δημιουργίας τάφρων,

					η παροχή πρόσθετης αντίστασης, με χρήση αγκυρών ή πρόσθετων βαρών στον αγωγό. 

			

			Στην πρώτη περίπτωση, η απόσταση μεταξύ δύο διαδοχικών αγκυρών θα πρέπει να υπολογιστεί κατάλληλα, ώστε να εξαλειφθεί η πιθανότητα το τμήμα του αγωγού μεταξύ των δύο σταθερών σημείων που δημιουργούνται από την πρόσθεση των αγκυρών να εκτελεί μεγάλες κινήσεις ή να υπόκειται σε ακραίες τάσεις. Η ασφάλεια του αγωγού πάνω στον πυθμένα είναι το πιο σημαντικό κριτήριο της σχεδίασης ευστάθειας. 

			1.4.3.5 Ανάλυση έκτασης του αγωγού

			Η ανάλυση έκτασης του αγωγού προσδιορίζει τη μέγιστη έκτασή του στα δύο ακραία σημεία του, καθώς και την αντίστοιχη μέγιστη αξονική δύναμη που ασκείται στον αγωγό. Και τα δύο αποτελέσματα έχουν σημαντικές επιπτώσεις στη σχεδίαση, διότι:

			
					η αξονική δύναμη θα καθορίσει αν η γραμμή μπορεί να υποστεί λυγισμό κατά τη λειτουργία, με συνέπεια να απαιτηθούν περαιτέρω διερευνήσεις,

					οι εκτάσεις των άκρων απαιτούν αντίστοιχη συμπεριφορά από τα εξαρτήματα στα οποία συνδέονται. 

			

			Το μέγεθος της έκτασης είναι συνάρτηση των παραμέτρων λειτουργίας και των περιορισμών που επιβάλλονται στα άκρα.  

			1.4.3.6 Ανάλυση λυγισμού

			Λυγισμός στη γραμμή ενός αγωγού παρατηρείται όταν η ενεργός δύναμη κατά μήκος του γίνεται πολύ μεγάλη, ώστε να τον αναγκάζει να αποκλίνει, μειώνοντας την αξονική φόρτιση. Ο λυγισμός οφείλεται λοιπόν σε αξονικές φορτίσεις ή στις αξονικές συνιστώσες των φορτίσεων. Καθώς όλο και περισσότεροι αγωγοί λειτουργούν σε υψηλές θερμοκρασίες (πάνω από 100ο), η πιθανότητα εμφάνισης λυγισμού γίνεται μεγαλύτερη. 

			Η ανάλυση έναντι φαινομένων λυγισμού πραγματοποιείται για να προσδιοριστεί η πιθανότητα εμφάνισης αντίστοιχων φαινομένων. Εάν, πράγματι, υπάρχει τέτοια πιθανότητα, τότε θα απαιτηθούν περαιτέρω αναλύσεις, για την αποφυγή του ή την αντιστάθμιση των επιδράσεών του. Όσον αφορά αποκλειστικά τους αγωγούς που επικάθονται στον πυθμένα, μια μέθοδος αποφυγής του λυγισμού είναι η επικάλυψή του με βράχους μέσα στην τάφρο. Κάτι τέτοιο όμως, παρ’ όλο που θα αποτρέψει το λυγισμό, θα επιβάλει μεγαλύτερες φορτίσεις στον αγωγό, λόγω του πρόσθετου βάρους που τοποθετείται. Εντούτοις, εάν η ποσότητα των πετρωμάτων δεν είναι επαρκής, τότε ενδέχεται να παρατηρηθούν φαινόμενα τοπικού λυγισμού (π.χ. απότομος λυγισμός) (Nystrøm κ.ά., 1997· Tørnes κ.ά., 1998), τα οποία μπορεί να οδηγήσουν σε τοπικές αστοχίες του αγωγού. 

			Σύμφωνα με μία ακόμα μέθοδο που εφαρμόζεται για την αντιστάθμιση του λυγισμού, μπορεί να επιτραπεί στον αγωγό που επικάθεται στον πυθμένα να αποκλίνει κινούμενος απ’ αυτόν. Η μέθοδος αυτή είναι, προφανώς, περισσότερο δελεαστική από οικονομική άποψη σε σχέση με την κάλυψη του αγωγού με πετρώματα. Εντούτοις, η ανάλυση θα πρέπει να βασιστεί στην κατάσταση οριακής αντοχής, δεδομένου ότι ο αγωγός θα έχει υποστεί πλαστική παραμόρφωση. Η μέθοδος αυτή γίνεται όλο και πιο δημοφιλής. Μπορεί επίσης να χρησιμοποιηθεί με κάλυψη τμημάτων μόνο του αγωγού με πετρώματα, αποφεύγοντας έτσι την πιθανότητα τοπικού λυγισμού.   

			Γενικά, ο λυγισμός διακρίνεται σε στατικό και δυναμικό, με τον πρώτο να προκαλείται απλώς από σταθερές στατικές φορτίσεις και τον δεύτερο από χρονικά μεταβαλλόμενες αξονικές δυνάμεις. Το αντικείμενο του δυναμικού λυγισμού είναι πεδίο ιδιαίτερου ενδιαφέροντος, που δεν περιορίζεται απλώς σε κατασκευαστικές δομές, όπως οι αγωγοί. Μπορεί να οδηγήσει, υπό προϋποθέσεις, σε φαινόμενα αστάθειας της δυναμικής συμπεριφοράς, λόγω μη γραμμικών παραμετρικών διεγέρσεων. Λεπτομερής ανάλυση του αντικειμένου όσον αφορά τη δυναμική απόκριση αγωγών για θαλάσσιες εφαρμογές γίνεται στο Κεφάλαιο 8 του παρόντος. 

			1.5. Πρόσφατη ιστορία εγκαταστάσεων θαλάσσιων αγωγών 

			Ολοκληρώνοντας το παρόν κεφάλαιο, θα ήταν ενδιαφέρον να ανατρέξουμε στο πρόσφατο παρελθόν και να παραθέσουμε συνοπτικά ορισμένες πληροφορίες σχετικά με πραγματικές και αξιοσημείωτες εγκαταστάσεις αγωγών. Έμφαση δίνεται στους χαλύβδινους αλυσοειδείς θαλάσσιους αγωγούς (Steel Catenary Risers/SCRs), οι οποίοι έχει αποδειχθεί ότι είναι πολύ ελκυστικές λύσεις στη θαλάσσια βιομηχανία παραγωγής υδρογονανθράκων. Επί του παρόντος, τέτοιοι αγωγοί έχουν σχεδιαστεί και εγκατασταθεί σε πλατφόρμες TLPs, τύπου Spar, σε πλωτές ημιβυθισμένες κατασκευές στον κόλπο του Μεξικού και στη Βραζιλία, σε πλατφόρμες TLPs στην Ινδονησία και σε εγκαταστάσεις FPSOs στη Δυτική Αφρική. 

			O βραχύς κατάλογος που ακολουθεί περιλαμβάνει αντίστοιχα πρότυπα σχεδιάσεων και εγκαταστάσεων (Bai κ.ά., 2004):

			
					1993: Τα πρώτα SCRs εγκαταστάθηκαν στην πλατφόρμα TLP Auger της Shell στον Κόλπο του Μεξικού, με σκοπό την εξόρυξη πετρελαίου και αερίου (Phifer κ.ά., 1994), σε βάθος νερού 2860 ft, με ελαστική σύνδεση στον πλωτήρα του TLP, 70 ft κάτω από την ελεύθερη επιφάνεια. Η διάμετρος και το πάχος τους ήταν 12″ και 0.688″, αντίστοιχα. Για την εγκατάστασή τους, χρησιμοποιήθηκε η μέθοδος επικάθησης J-lay. Για τη μείωση των φαινομένων VIV, χρησιμοποιήθηκαν ελικοειδή πτερύγια (Εικόνα 1.8), μήκους 500 ft, τα οποία τοποθετήθηκαν στο άνω μέρος των αγωγών. Έκτοτε, παρόμοια SCRs έχουν εγκατασταθεί σε πλατφόρμες TLP της Shell, όπως είναι οι Ram-Powell, Mars, Ursa και Brutus. 

					1997: Το πρώτο SCR σε πλωτή ημιβυθισμένη κατασκευή (semisubmersible) εγκαταστάθηκε στο πεδίο Marlin Field στη Βραζιλία (Serta κ.ά., 1996). Το βάθος του νερού ήταν 1985 ft. Το SCR ήταν τμήμα ενός αγωγού αερίου διαμέτρου 10″ και πάχους τοιχώματος 0.812″. Το υλικό του ήταν X60 του API 5L. Επειδή οι κινήσεις του ήταν πολύ σημαντικού μεγέθους, κρίθηκε απαραίτητο να εφαρμοστεί μεγαλύτερη αξονική ένταση στην κορυφή του SCR, ώστε να επιτευχθεί μείωση της καμπτικής του ροπής στην περιοχή επικάθησής του (sag-bend). 

					1998: Εγκαταστάθηκαν τα SCRs Morpeth σε πλατφόρμα TLP, σε βάθος νερού 1670 ft (Chaudhury και Kennefick, 1999). Προς τούτο, επιλέχθηκε η μέθοδος εναπόθεσης J-lay για τα άνω τμήματα των SCRs με τα πτερύγια, ενώ για τα υπόλοιπα τμήματα η μέθοδος S-lay. 

					2001: Εγκαταστάθηκαν τα SCRs Prince σε πλατφόρμα TLP, σε βάθος νερού περίπου 1500 ft (Gore και Mekha, 2002). Τα SCRs ήταν τμήματα δύο αγωγών εξόρυξης πετρελαίου και αερίου 12″. Τα SCRs έχουν γωνία αναχώρησης 24ο και μεταβλητή γωνία της ελαστικής σύνδεσης +/–20ο, ώστε να ανταπεξέρχονται στις απαιτήσεις αυτού του σχετικά μικρού βάθους.  

					2001: Εγκαταστάθηκαν σε βάθος νερού 3300 ft δύο SCRs 6″ τύπου King Kong και αναρτήθηκαν από την πλατφόρμα TLP Allegheny (Korth κ.ά., 2002). Για τη μείωση των φορτίων από τα SCRs στην πλατφόρμα, απαιτήθηκαν 50000 lb ανωστικής δύναμης για κάθε SCR. Το υλικό του αγωγού SCR ήταν API 5L X-65, με πάχος τοιχώματος 0.791″. Στην επιφάνεια σύνδεσης με την πλατφόρμα χρησιμοποιήθηκαν συνδέσεις τιτανίου 27 ft.  Η εξωτερική επικάλυψη ήταν 12-14 mils FBE, με εξαίρεση 1000 ft στην περιοχή επικάθησης με τον πυθμένα, όπου χρησιμοποιήθηκε επικάλυψη πολυαιθυλενίου τριών στρωμάτων. Κάτω από την επιφάνεια σύνδεσης με την πλατφόρμα τοποθετήθηκαν πτερύγια μήκους 520 ft. 

					2002: Ο αγωγός παραγωγής αερίου 18″ που εγκαταστάθηκε στην πλατφόρμα TLP Typhoon έχει τον μικρότερο λόγο βάθους προς διάμετρο που έχει χρησιμοποιηθεί έως τώρα από SCR, γεγονός το οποίο απαίτησε μια εξαιρετικά εμπεριστατωμένη και λεπτομερή σχεδίαση έναντι κόπωσης στην περιοχή του οριακού σημείου επικάθησης στον πυθμένα (Thompson κ.ά., 2002). Η πλατφόρμα ήταν εγκατεστημένη σε βάθος νερού περίπου 2100 ft. Στα φρεάτια παραγωγής χρησιμοποιήθηκαν ελαστικοί αγωγοί, ενώ για την εξόρυξη της παραγωγής χρησιμοποιήθηκαν δύο SCRs των 10″ και 18″. 

					2003: Τα SCRs Matterhorn των 8″ και 10″ ήταν οι πρώτοι αγωγοί που εγκαταστάθηκαν με τη μέθοδο reeling. Η πλατφόρμα TLP στην οποία τοποθετήθηκαν ήταν εγκατεστημένη σε βάθος νερού 2850 ft. Η σχεδίαση αυτών των SCRs ήταν η πρώτη στην οποία συνυπολογίστηκε η ύπαρξη υποθαλάσσιων ρευμάτων (Cold-Core Eddy Current) στον Κόλπο του Μεξικού. Η μέθοδος εναπόθεσης reeling επηρέασε επίσης τη σχεδίαση, την κατασκευή και τη διαδικασία ελέγχου έναντι κοπώσεως, και ειδικότερα τις συγκολλήσεις του αγωγού και τη στρατηγική που ακολουθήθηκε για την ανάλυση έναντι θραύσης.  

					2003: Τα SCRs Na Kika ήταν οι πρώτοι αγωγοί που σχεδιάστηκαν και εγκαταστάθηκαν ως συστήματα «αγωγών μέσα σε αγωγούς» (pipe-in-pipe systems) (Kopp κ.ά., 2004). Οι αγωγοί τοποθετήθηκαν σε πλωτή ημιβυθισμένη κατασκευή, σε βάθος νερού περίπου 6300 ft. Οι αγωγοί παραγωγής ήταν συστήματα «αγωγών μέσα σε αγωγούς», ενώ οι αγωγοί εξόρυξης ήταν μονού τοιχώματος. 

					2003: Οι αγωγοί Marco Polo εξόρυξης πετρελαίου 12″ και αερίου 18″ τοποθετήθηκαν σε πλατφόρμα TLP, σε βάθος νερού 4300 ft (Mekha κ.ά., 2004). Κατά την εγκατάσταση, ένας από τους αγωγούς μετατοπίστηκε περίπου 820 ft προς την πλατφόρμα. Αποφασίστηκε τότε να συγκολληθούν τέσσερις επιπρόσθετες συνδέσεις στα SCRs, με αποτέλεσμα η γωνία αναχώρησης των SCRs να μειωθεί από 12ο σε 10ο. 

					2004: Τα πρώτα SCRs που εγκαταστάθηκαν σε FPSO στη θαλάσσια περιοχή δυτικά της Αφρικής ήταν οι αγωγοί Bonga (Bai κ.ά., 2004). Οι αγωγοί εξόρυξης πετρελαίου και αερίου τοποθετήθηκαν στην πλατφόρμα Spar Front Runner, σε βάθος νερού περίπου 3000 ft.  
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			Εικόνα 1.8 Πτερύγια (strakes) τοποθετημένα κατά μήκος αγωγού, για τη μείωση των φαινομένων VIV.
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			Κεφάλαιο 2

			Μη γραμμική δυναμική τρισδιάστατης καμπύλης στο χώρο και  απλοποιητικές προσεγγίσεις

			Σύνοψη 

			Οι αγωγοί riser που χρησιμοποιούνται για τη μεταφορά ρευστών στο θαλάσσιο περιβάλλον είναι μεγάλου μήκους κατασκευές, οι οποίες έχουν, ταυτόχρονα, πολύ μικρή χαρακτηριστική διάσταση σε σχέση με το μήκος τους. Κατά συνέπεια, δύνανται να θεωρηθούν «απλές γραμμές», οι οποίες ταυτόχρονα διατηρούν τις φυσικές και μηχανικές ιδιότητες των αγωγών. Επίσης, από την άποψη της παραμορφωσιακής τους κατάστασης, επιτρέπουν τη μαθηματική τους διατύπωση, με χρήση της κλασικής θεωρίας δοκών, ως δοκοί Euler-Bernoulli (Timoshenko, 1953). 

			Το κεφάλαιο αυτό αποτελεί τον πυρήνα του βιβλίου, δεδομένου ότι παράγει το δυναμικό σύστημα που περιγράφει τη συμπεριφορά ενός αγωγού. Ο αγωγός αντιμετωπίζεται ως υλική καμπύλη, που κινείται και παραμορφώνεται στον χώρο των τριών διαστάσεων. Η θεώρηση είναι γενική και οι μαθηματικές σχέσεις μπορούν να χρησιμοποιηθούν για οποιαδήποτε παραμορφώσιμη δοκό με μικρή χαρακτηριστική διάσταση σε σχέση με το μήκος της. Ορίζονται το αδρανειακό και το τοπικό σύστημα συντεταγμένων, ενώ οι βασικές εξισώσεις υιοθετούν το πλαίσιο Frenet. Οι γωνιακές θέσεις της καμπύλης στο χώρο περιγράφονται με τη βοήθεια των γωνιών Euler. 

			Το σύστημα δυναμικής ισορροπίας παράγεται σε ανυσματική μορφή και ενσωματώνει τις εξισώσεις κίνησης, τις εξισώσεις συμβιβαστού και τέλος τις εξισώσεις ισορροπίας των ροπών. Ακολούθως, το βασικό δυναμικό σύστημα απλοποιείται σταδιακά, για να περιγράψει τη στατική ισορροπία, τη δυναμική συμπεριφορά στον δισδιάστατο χώρο και την τρισδιάστατη δυναμική συμπεριφορά χωρίς στρεπτικές επιδράσεις. Τέλος, παράγονται τα γραμμικοποιημένα συστήματα, με την παράλειψη όλων των μη γραμμικών όρων, και εξετάζονται με τη μορφή παραδείγματος οι ελεύθερες ταλαντώσεις οριζόντιων και κατακόρυφων δοκών. 

			Προαπαιτούμενη γνώση 

			Ο αναγνώστης απαιτείται να έχει βασικές γνώσεις της δυναμικής των ταλαντωτικών συστημάτων, γνώσεις διανυσματικής ανάλυσης, γραμμικής άλγεβρας (θεωρίας πινάκων), συνήθων και μερικών διαφορικών εξισώσεων, γνώσεις σχετικά με τη χρήση της μεθόδου χωρισμού των μεταβλητών, για την επίλυση μερικών διαφορικών εξισώσεων, και περιορισμένες γνώσεις για τις ειδικές συναρτήσεις Bessel.  

			2.1. Γενικά

			Λεπτόγραμμη κατασκευή ορίζεται το υλικό στοιχείο το οποίο έχει μικρή χαρακτηριστική διάσταση, όπως ένας αγωγός με μικρή διάμετρο. Για να χαρακτηριστεί μια κατασκευή «λεπτόγραμμη», θα πρέπει να συγκριθεί συνήθως η χαρακτηριστική της διάσταση με το μήκος της. Ο όρος «λεπτόγραμμη» δεν είναι αξιωματικός, δηλαδή η «λεπτότητα» είναι υποκειμενικός ορισμός. Από την άποψη της μηχανικής, η λεπτότητα προσδιορίζεται με βάση την ομοιομορφία της εσωτερικής φόρτισης σε μια παραμορφώσιμη κατασκευή. Αυτό το τελευταίο σημαίνει ότι η κατανομή των τάσεων, διατμητικών και κάθετων, στις διατομές της κατασκευής είναι ομοιόμορφη και, επομένως, η εντατική κατάσταση μπορεί να προσεγγιστεί μόνο μέσω των γενικευμένων δυνάμεων και ροπών. Επομένως, η δυναμική συμπεριφορά μιας λεπτόγραμμης κατασκευής μπορεί να προσεγγιστεί από την αντίστοιχη συμπεριφορά μιας γραμμής που συμπίπτει με τον άξονα της κατασκευής.

			Το απλούστερο και ταυτόχρονα αντιπροσωπευτικότερο δείγμα «λεπτόγραμμης» κατασκευής είναι το στοιχείο μιας δοκού. Στη γενική περίπτωση της φόρτισης, χωρίς απλοποιήσεις, το στοιχείο της δοκού θα υποβάλλεται σε στρέψη, αξονική παραμόρφωση και κάμψη σε δύο διευθύνσεις, υπό την προϋπόθεση ότι εξετάζεται στο χώρο των τριών διαστάσεων. Πράγματι, λεπτόγραμμες κατασκευές όπως οι δοκοί έχουν αμέτρητο αριθμό εφαρμογών στη σύγχρονη τεχνολογία, ως τμήματα ολοκληρωμένων εγκαταστάσεων ή μεμονωμένα στοιχεία (π.χ. καλώδια κρεμαστών γεφυρών). Ειδικότερα σε θαλάσσιες εφαρμογές, οι μεγάλου μήκους λεπτόγραμμες κατασκευές χρησιμοποιούνται ως αγωγοί μεταφοράς υδρογονανθράκων (και ρευστών, εν γένει), τένοντες σε Πλατφόρμες Υψηλής Έντασης (Tension Leg Platforms/TLPs), γραμμές αγκύρωσης, καλώδια εναπόθεσης εξοπλισμού, καλώδια ρυμούλκησης, περιστρεφόμενα στοιχεία, όπως γεωτρύπανα κτλ. Είναι συνήθως μεταλλικές, χωρίς να ακυρώνεται η πιθανότητα χρήσης συνθετικών υλικών, τα οποία είναι περισσότερο απαιτητικά όσον αφορά τη διατύπωση των φυσικών και μηχανικών τους ιδιοτήτων.

			Η προσέγγιση της δυναμικής των γραμμών για λεπτόγραμμες κατασκευές, δηλαδή η παράλειψη του κελύφους της κατασκευής και, κατά συνέπεια, της κατανομής των τοπικών τάσεων, κάθετων και διατμητικών, στο κέλυφος, επιτρέπει την απλοποίηση της σχετικής διατύπωσης, ενώ ταυτόχρονα είναι επαρκώς ακριβής, ώστε να εγγυάται την αποτελεσματική προσέγγιση της δυναμικής συμπεριφοράς. Μια αποτελεσματική μαθηματική περιγραφή μπορεί να χρησιμοποιηθεί για οποιονδήποτε τύπο διαμόρφωσης μιας λεπτόγραμμης κατασκευής που θα μπορούσε να θεωρηθεί καμπύλη στο χώρο. Πράγματι, αυτός είναι και ο σκοπός του παρόντος κεφαλαίου, δηλαδή η παραγωγή κατάλληλων δυναμικών συστημάτων, ανεξάρτητα από την περιπλοκότητα των αρχικών διαμορφώσεων και αρχικών συνθηκών. Παρ’ όλο που το βιβλίο αυτό επικεντρώνεται σε θαλάσσιες εφαρμογές αγωγών, στο παρόν κεφάλαιο, το ενδιαφέρον επικεντρώνεται στην παρουσίαση μιας γενικευμένης αναπαράστασης, η οποία θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί σε οποιασδήποτε μορφής στατική περιπλοκότητα, συμπεριλαμβανομένων, για παράδειγμα, σπειρών, ελικοειδών γεωμετριών κτλ.

			2.2. Θεμελιώδης διατύπωση

			Μια καμπύλη στο χώρο είναι μια τυχαίας μορφής καμπύλη στο χώρο των τριών διαστάσεων, η οποία δεν έχει ασυνέχειες. Ας υποθέσουμε ότι η καμπύλη αυτή (Εικόνα 2.1) κινείται συνεχώς, υπακούοντας σε έναν τυχαίο, αλλά προδιαγεγραμμένο νόμο χρονικής μεταβολής. Κατά συνέπεια, οι συντεταγμένες του καρτεσιανού συστήματος (x, y, z), οι οποίες προσδιορίζουν τη θέση κάθε σημείου της καμπύλης, θα είναι συναρτήσεις του χρόνου t και θα γράφονται ως x(t), y(t) και z(t). Η γεωμετρία της καμπύλης θα είναι γνωστή σε κάθε χρονική στιγμή, αν μπορούν να υπολογιστούν οι συναρτήσεις x(t), y(t) και z(t). Επιπρόσθετα, αν η καμπύλη υποβάλλεται σε συγκεκριμένη φόρτιση, δεχόμενη τη δράση κάθετων και διατμητικών τάσεων (οι οποίες θα οδηγούν, κατ’ επέκταση, σε παραμορφώσεις), τότε οι συγκεκριμένες μεταβλητές θα πρέπει να περιγράφονται ως συναρτήσεις των x, y και z, και, προφανώς, του χρόνου t.

			[image: ]

			Εικόνα 2.1 Η γεωμετρία της καμπύλης στο χώρο.

			Ένας εναλλακτικός και πιο βολικός τρόπος προσέγγισης αφορά τον ορισμό μιας νέας γενικευμένης μεταβλητής, η οποία θα λαμβάνει τιμές κατά μήκος της συνεχούς καμπύλης στο χώρο. Αυτή η χωρική μεταβλητή θα συμβολίζεται στο παρόν βιβλίο με s. Σ’ αυτήν την περίπτωση, όλες οι εμπλεκόμενες παράμετροι, κινήσεις, ταχύτητες, γωνίες και όλοι οι όροι φόρτισης θα ορίζονται ως προς μία μόνο ανεξάρτητη χωρική μεταβλητή, αντί των τριών, γεγονός το οποίο επιτρέπει σημαντικές απλοποιήσεις. Παρ’ όλα αυτά, δεδομένου ότι ο προσανατολισμός της κίνησης κάθε σημείου κατά μήκος της καμπύλης θα είναι διαφορετικός, θα πρέπει να οριστεί ένα τοπικό σύστημα, το οποίο θα διατρέχει όλο το μήκος της καμπύλης. Αυτό το τοπικό σύστημα συντεταγμένων θα ορίζεται από τα μοναδιαία ανύσματα u, n και b, έτσι ώστε το u να είναι εφαπτόμενο στην καμπύλη, το n να είναι κάθετο στο u και το b να είναι κάθετο στο επίπεδο που ορίζεται από τα μοναδιαία ανύσματα (u, n). Μια καμπύλη στο επίπεδο θα ορίζεται μόνο από τα ανύσματα u και n. Το μοναδιαίο άνυσμα n ορίζεται, συνήθως, ως κύρια κάθετος (ή, απλώς, κάθετος), ενώ το άνυσμα b ως δικάθετος. Είναι προφανές ότι, σύμφωνα με τους προηγούμενους ορισμούς, το τοπικό σύστημα συντεταγμένων (u, n, b) θα μεταβάλλεται με το χρόνο t και με τη γενικευμένη μεταβλητή s, γεγονός το οποίο καθιστά τα μοναδιαία ανύσματα u, n και b συναρτήσεις των t και s. 

			Έστω ότι το r συμβολίζει το άνυσμα θέσης από την αρχή του αδρανειακού συστήματος συντεταγμένων προς ένα τυχαίο σημείο P της καμπύλης στο χώρο των τριών διαστάσεων, το οποίο αντιστοιχεί σε μια δεδομένη χρονική στιγμή t. Είναι προφανές ότι το r είναι η συνάρτηση των s και t, δηλαδή η r(s, t). Σημειώνουμε εδώ ότι το ίδιο ισχύει για τις συντεταγμένες του αδρανειακού συστήματος (x, y, z). Αρχικά, γράφουμε:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


r=xi+yj+zk



						
							
							(2.1)

						
					

				
			

			και υπενθυμίζουμε ότι η παράγωγος ενός ανύσματος θέσης προς μια καμπύλη στο χώρο, ως προς το μήκος του τόξου κατά μήκος της καμπύλης, είναι ένα μοναδιαίο άνυσμα εφαπτόμενο της καμπύλης, που δεικνύει προς την κατεύθυνση κατά την οποία αυξάνεται το μήκος του τόξου (Hildebrand, 1976). Επομένως, θα ισχύει ότι:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


u=∂r∂s=∂x∂si+∂y∂sj+∂z∂sk



						
							
							(2.2)

						
					

				
			

			Εξ ορισμού, το u είναι μοναδιαίο άνυσμα και συνάγεται ότι:  

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂x∂s2+∂y∂s2+∂y∂s2=1



						
							
							(2.3)

						
					

				
			

			Λαμβάνοντας την παράγωγο του u ως προς τη συντεταγμένη s, έχουμε: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂u∂s=∂2r∂s2=∂2x∂s2i+∂2y∂s2j+∂2z∂s2k



						
							
							(2.4)

						
					

				
			

			Η παράγωγος (2.4) είναι άνυσμα κάθετο στο u και το μήκος του αναπαριστά αυτό που αποκαλείται καμπυλότητα της καμπύλης. Η καμπυλότητα ποσοτικοποιείται από την ακτίνα καμπυλότητας ρ, η οποία συσχετίζεται με την παράγωγο (2.4), μέσω της σχέσης: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂u∂s=1ρn



						
							
							(2.5)

						
					

				
			

			Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (2.4) και (2.5), συνάγεται ότι:  

			
				
					
					
				
				
					
							
							


1ρ=∂2x∂s22+∂2y∂s22+∂2z∂s22



						
							
							(2.6)

						
					

				
			

			Όπως έχει ήδη ειπωθεί, το δικάθετο άνυσμα b είναι κάθετο στο επίπεδο αναφοράς που ορίζεται από τα ανύσματα (u, n). Με άλλα λόγια, θα ισχύει:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


b=u×n



						
							
							(2.7)

						
					

				
			

			όπου το × συμβολίζει το εξωτερικό γινόμενο των ανυσμάτων u και n. 

			Αν παραγωγίσουμε το άνυσμα b ως προς τη συντεταγμένη s, τότε η εξίσωση (2.7), σε συνδυασμό με την εξίσωση (2.5), γίνεται:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂b∂s=∂u∂s×n+u×∂n∂s=1ρn×n+u×∂n∂s=u×∂n∂s



						
							
							(2.8)

						
					

				
			

			Από την εξίσωση (2.8) συνάγεται ότι το μέγεθος ∂b/∂s είναι κάθετο στα u και ∂n/∂s. Καθώς το b είναι μοναδιαίο άνυσμα, δηλαδή κάθετο στην παράγωγο ∂b/∂s, συμπεραίνουμε ότι τα ∂b/∂s και n είναι συγγραμμικά, ενώ το ∂b/∂s μπορεί να περιγραφεί ως βαθμωτό παράγωγο του ανύσματος n. Κατά συνέπεια, μπορούμε να γράψουμε:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂b∂s=-1τn



						
							
							(2.9)

						
					

				
			

			όπου το τ εκφράζει τη στρέψη της καμπύλης, η οποία, λόγω της εισαγωγής του αρνητικού προσήμου, είναι θετική για δεξιόστροφο σύστημα (u, n, b) κινούμενο κατά μήκος της καμπύλης. 

			Τέλος, για τον υπολογισμό της παραγώγου του ανύσματος n ως προς το μήκος του τόξου s, ξεκινάμε από την προφανή σχέση:  

			
				
					
					
				
				
					
							
							


n=b×u



						
							
							(2.10)

						
					

				
			

			η οποία παράγει την:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂n∂s=∂b∂s×u+b×∂u∂s=-1τn×u+b×1ρn=1τb-1ρu



						
							
							(2.11)

						
					

				
			

			Οι παράγωγοι των μοναδιαίων ανυσμάτων (u, n, b) είναι γνωστές στη βιβλιογραφία ως σχέσεις Frenet (1852). Τέλος, έχοντας ορίσει τις ακτίνες καμπυλότητας και στρέψης της καμπύλης στο χώρο, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το αποκαλούμενο άνυσμα Darboux (1898) του πλαισίου Frenet, το οποίο δίνεται από την:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Ω=Ω1u+Ω2n+Ω3b=1τu+1ρb



						
							
							(2.12)

						
					

				
			

			2.2.1. Υλικές παράγωγοι στο χώρο και το χρόνο

			Η υλική παράγωγος περιγράφει το ρυθμό μεταβολής ενός βαθμωτού ή ανυσματικού πεδίου που ορίζεται σε ένα υλικό στοιχείο υπό την επίδραση ενός χωρικά και χρονικά εξαρτώμενου πεδίου ταχυτήτων. Στην περίπτωση της κινούμενης και παραμορφούμενης καμπύλης στο χώρο, τα εμπλεκόμενα πεδία καθορίζονται από τα δομικά ανύσματα ταχυτήτων, δηλαδή τις ταχύτητες του υλικού στοιχείου, μεταφορικά και γωνιακά, καθώς και τα ανύσματα των συνιστωσών της εσωτερικής φόρτισης (δυνάμεων και ροπών). Τα ανύσματα της εσωτερικής φόρτισης μεταβάλλονται στο χώρο και το χρόνο, με αποτέλεσμα ο ρυθμός μεταβολής τους να περιγράφεται από τις υλικές παραγώγους D/Ds και D/Dt, αντίστοιχα. 

			Έστω ότι το T ≡ T(X;t), όπου X = (u, n, b), συμβολίζει ένα τυχαίο ανυσματικό πεδίο, το οποίο μεταβάλλεται ως προς τη Lagrangian συντεταγμένη s και το χρόνο t. Επίσης, το T αναλύεται ως προς τις συνιστώσες του κατά τη διεύθυνση των μοναδιαίων ανυσμάτων (u, n, b):

			
				
					
					
				
				
					
							
							


T=T1u+T2n+T3b



						
							
							(2.13)

						
					

				
			

			Τότε, η υλική παράγωγος DT/Ds θα δίνεται από τη σχέση: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


DTDs=∂T∂s+∇T⋅∂X∂s



						
							
							(2.14)

						
					

				
			

			Αναλύοντας τον δεύτερο όρο του αριστερού μέρους της εξίσωσης (2.14), έχουμε τη σχέση:  

			
				
					
					
				
				
					
							
							


DTDs=∂T∂s+T1∂u∂s+T2∂n∂s+T3∂b∂s



						
							
							(2.15)

						
					

				
			

			η οποία, με χρήση των εξισώσεων (2.5), (2.9) και (2.11), παράγει άμεσα την:  

			
				
					
					
				
				
					
							
							


DTDs=∂T∂s-T21ρu+T11ρ-T31τn+T21τb=∂T∂s+Ω×T



						
							
							(2.16)

						
					

				
			

			Η περιγραφόμενη διαδικασία θα μπορούσε επίσης να καταδείξει την ισχύ των συμμετρικών ιδιοτήτων του ανύσματος Darboux, δηλαδή (Rahman, 1994):

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂u∂s=Ω×u,  ∂n∂s=Ω×n,  ∂b∂s=Ω×b



						
							
							(2.17)

						
					

				
			

			Για τη διατύπωση της υλικής παραγώγου ως προς το χρόνο, αναφέρεται, χωρίς περαιτέρω παραπομπές, ότι το ισοδύναμο του ανύσματος Darboux είναι το άνυσμα της κλασικής δυναμικής, δηλαδή: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


DTDt=∂T∂t+ω×T



						
							
							(2.18)

						
					

				
			

			όπου: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ω=ω1u+ω2n+ω3b



						
							
							(2.19)

						
					

				
			

			είναι το άνυσμα των γωνιακών ταχυτήτων.

			Οι εξισώσεις (2.16) και (2.18) είναι θεμελιώδεις και μπορούν να χρησιμοποιηθούν για οποιοδήποτε ανυσματικό πεδίο μεταβάλλεται στο χώρο και το χρόνο.

			2.2.2. Γωνίες Euler

			Οι γωνίες Euler χρησιμοποιούνται για τον καθορισμό του προσανατολισμού ενός απαραμόρφωτου σώματος στον τρισδιάστατο ευκλείδειο χώρο. Εδώ εφαρμόζονται για τον υπολογισμό του προσανατολισμού ενός στοιχείου της καμπύλης στο χώρο ή, ισοδύναμα, για τον υπολογισμό του προσανατολισμού του δεξιόστροφου συστήματος  (u, n, b), όπως φαίνεται στην Εικόνα 2.1, ως προς το αδρανειακό σύστημα συντεταγμένων. Υπάρχουν διάφοροι τρόποι για τον προσδιορισμό των γωνιών Euler, οι οποίοι εξαρτώνται από την επιλογή της ακολουθίας περιστροφών. Στο παρόν υιοθετήθηκε η μετατροπή ZYX. Η ακολουθία περιστροφών φαίνεται λεπτομερώς στην Εικόνα 2.2, όπου η αρχική τοποθέτηση του συστήματος (x, y, z) συμπίπτει με τον προσανατολισμό των μοναδιαίων ανυσμάτων (i, j, k). Η μετατροπή ZYX υποθέτει ότι το σύστημα εκτελεί αρχικά μια περιστροφή 

ϕ

 γύρω από τον άξονα k και λαμβάνει τη θέση που δεικνύεται από τα μοναδιαία ανύσματα (i´, j´, k´). Αυτό το σύστημα εκτελεί στη συνέχεια μια περιστροφή θ γύρω από τον άξονα j´´, η οποία σταματά στις θέσεις των μοναδιαίων ανυσμάτων (i´´, j´´, k´´). Η τελική θέση περιγράφεται από τον προσανατολισμό των μοναδιαίων ανυσμάτων (u, n, b) και επιτυγχάνεται με την περιστροφή του συστήματος (i´´, j´´, k´´) γύρω από το μοναδιαίο άνυσμα i´´, με γωνία ψ. Οι περιγραφόμενες περιστροφές μπορούν να εκφραστούν σε μητρωική μορφή ως εξής: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


xyz=Ε  XYZ



						
							
							(2.20)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Ε =cosϕcosθcosϕsinθsinψ-cosψsinϕsinϕsinψ+cosϕcosθcosψcosθsinϕcosϕcosψ+sinϕsinθsinψcosψsinϕsinθ-cosϕsinψ-sinθcosθsinψcosθcosψ



						
							
							(2.21)

						
					

				
			

			όπου [X, Y, Z] και [x, y, z] συμβολίζουν την αρχική και την τελική θέση του συστήματος, αντίστοιχα. 

			Εκτός από τον προσδιορισμό του προσανατολισμού του τοπικού συστήματος συντεταγμένων, το οποίο εδράζεται στο υλικό στοιχείο, σε σχέση με το αδρανειακό σύστημα συντεταγμένων, η εισαγωγή των γωνιών Euler επιτρέπει την έκφραση των ανυσμάτων των γωνιακών ταχυτήτων και των καμπυλοτήτων ως προς βαθμωτές περιστροφές.  

			[image: ]

			Εικόνα 2.2 Ακολουθία περιστροφών των γωνιών Euler.

			Αναφορικά με τις γωνιακές ταχύτητες, αυτές θα δίνονται από τις μεμονωμένες περιστροφές (Εικόνα 2.3) ∂ϕ/∂t, ∂θ/∂t και ∂ψ/∂t. Εντούτοις, αυτά τα ανύσματα δεν συνιστούν ορθοκανονική ομάδα ανυσμάτων, ήτοι το ∂ϕ/∂t είναι κατά μήκος των αξόνων k´, το ∂θ/∂t κατά μήκος των αξόνων j´, j´´ και το ∂ψ/∂t κατά μήκος των αξόνων i´´, u. Μπορούν όμως εύκολα αυτές οι περιστροφές να αναδιοργανωθούν, λαμβάνοντας τις συνιστώσες των γωνιακών ταχυτήτων γύρω από το τελικό σύστημα συντεταγμένων (u, n, b), χρησιμοποιώντας τις γωνίες Euler. Κατ’ αυτόν τον τρόπο, λαμβάνουμε (Crandall, 1956): 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ω1=∂ψ∂t-∂ϕ∂tsinθ



						
							
							(2.22)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ω2=∂θ∂tcosψ+∂ϕ∂tcosθsinψ



						
							
							(2.23)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ω3=∂ϕ∂tcosθcosψ-∂θ∂tsinψ



						
							
							(2.24)
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			Εικόνα 2.3 Γωνίες Euler και γωνιακές ταχύτητες.

			Ομοίως, οι καμπυλότητες εκφράζονται ως εξής: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Ω1=∂ψ∂s-∂ϕ∂ssinθ



						
							
							(2.25)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Ω2=∂θ∂scosψ+∂ϕ∂scosθsinψ



						
							
							(2.26)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Ω3=∂ϕ∂scosθcosψ-∂θ∂ssinψ



						
							
							(2.27)

						
					

				
			

			2.2.3. Η κινηματική ενός στοιχείου της παραμορφωμένης καμπύλης στο χώρο

			Θεωρείται ότι η καμπύλη της Εικόνας 2.1 κινείται συνεχώς στον τρισδιάστατο χώρο. Η δυναμική ισορροπία ολόκληρης της καμπύλης απαιτεί την εξέταση της κατάστασης ισορροπίας ενός τυχαίου στοιχείου της, το οποίο θα πρέπει, επιπρόσθετα, να είναι αυθαίρετα μικρό (Εικόνα 2.4). Γίνεται η υπόθεση ότι το απαραμόρφωτο μήκος αυτού του στοιχείο είναι ίσο με ds. Η καμπύλη έχει καταστεί, κατ’ αυτόν τον τρόπο, μια συμπαγής δομή, η οποία επιτρέπεται να επιμηκυνθεί, υπό την προϋπόθεση ότι ο όγκος της θα διατηρηθεί στη διάρκεια της αξονικής παραμόρφωσης (ισοτροπική επιμήκυνση). 

			Στην Εικόνα 2.4 παρουσιάζονται επίσης τα ανύσματα των εσωτερικών φορτίσεων (δυνάμεων και ροπών), τα οποία εφαρμόζονται στις άκρες του στοιχείου. Το τυχαίο διαφορικό μήκος του παραμορφωμένου στοιχείου συμβολίζεται με dp = (1 + e)ds, όπου e είναι η αξονική παραμόρφωση. Τα ανύσματα των εσωτερικών φορτίσεων T και M αναλύονται ως προς το τοπικό σύστημα συντεταγμένων (u, n, b): 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


T=Tu+Snn+Sbb



						
							
							(2.28)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


M=M1u+M2n+M3b



						
							
							(2.29)
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			Εικόνα 2.4 Ανύσματα εσωτερικών φορτίσεων σε στοιχείο καμπύλης που παραμορφώνεται στο χώρο. 

			Θεωρείται ότι το προς διερεύνηση στοιχείο υποβάλλεται στη δράση διανεμημένων δυνάμεων R, οι οποίες εφαρμόζονται στο παραμορφωμένο διαφορικό μήκος dp. Τέλος, ορίζουμε το άνυσμα των ταχυτήτων ως:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


V=uu+vn+wb



						
							
							(2.30)

						
					

				
			

			Εφαρμόζοντας το νόμο του Νεύτωνα στο παραμορφωμένο στοιχείο της καμπύλης, λαμβάνουμε:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


mpDVDt=DTDp+R



						
							
							(2.31)

						
					

				
			

			όπου mp είναι η μάζα ανά μονάδα παραμορφωμένου μήκους, η οποία συσχετίζεται με τη μάζα ανά μονάδα απαραμόρφωτου μήκους ως εξής:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


mpdp=mds



						
							
							(2.32)

						
					

				
			

			Ακολούθως, η εξίσωση κίνησης (2.31) εκφράζεται ως προς το απαραμόρφωτο διαφορικό μήκος ds και παράγεται η σχέση:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


mDVDt=DTDs+R(1+e)



						
							
							(2.33)

						
					

				
			

			Χρησιμοποιώντας τις εκφράσεις που ορίστηκαν μέσω των (2.16) και (2.18), η εξίσωση (2.33) γίνεται:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


m∂V∂t+ω×V=∂T∂s+Ω×T+R(1+e)



						
							
							(2.34)

						
					

				
			

			2.2.4. Ισορροπία ροπών

			Σε σχέση με τα στοιχεία του ανύσματος Darboux (το οποίο περιέχει τις καμπυλότητες), το άνυσμα των ροπών M [εξίσωση (2.29)] θα γράφεται: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


M=GIpΩ1u+EIΩ2n+EIΩ3b



						
							
							(2.35)

						
					

				
			

			όπου G είναι το μέτρο διάτμησης (shear modulus), E το μέτρο ελαστικότητας του Young, Ip η πολική ροπή αδράνειας και I η δεύτερη ροπή της διατομής.

			Περαιτέρω, ορίζουμε το μητρώο Ι των ροπών αδράνειας, ανά μονάδα απαραμόρφωτου μήκους:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


I=Ip000I000I



						
							
							(2.36)

						
					

				
			

			και διακρίνουμε ανάμεσα στην απαραμόρφωτη και την παραμορφωμένη κατάσταση. Το μητρώο των ροπών αδράνειας στην παραμορφωμένη κατάσταση συμβολίζεται με Ip. 

			Εφαρμόζουμε την ίδια διάκριση για το άνυσμα των ροπών και συμβολίζουμε με Mp το άνυσμα το οποίο αντιστοιχεί στην παραμορφωμένη κατάσταση. Κατά συνέπεια, λαμβάνουμε τις σχέσεις: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


M=Mp1+e2,  I=Ip1+e2



						
							
							(2.37)

						
					

				
			

			Με αναφορά στην Εικόνα 2.4 και λαμβάνοντας ροπές γύρω από το αριστερό μέρος του παραμορφωμένου στοιχείου, καταλήγουμε στην εξίσωση:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ρsDDtIpω=DMpDp+dr×R+drdp×T



						
							
							(2.38)

						
					

				
			

			όπου ρs είναι η πυκνότητα του υλικού. 

			Στη συνέχεια, η εξίσωση (2.38) ανάγεται στο απαραμόρφωτο στοιχείο και γίνεται:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ρs1+eDDtIω(1+e)2=DDsM(1+e)2+dr×R1+e+drds×T



						
							
							(2.39)

						
					

				
			

			Λαμβάνοντας, στο παραμορφωμένο στοιχείο, το όριο dr → 0 και χρησιμοποιώντας την εξίσωση (2.2), συνάγουμε ότι:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dr×R→0

 και   

drdp→u⇒11+edrds→u

 

						
							
							(2.40)

						
					

				
			

			Είναι προφανές ότι η αξονική παραμόρφωση e επηρεάζεται κυρίως από την αξονική φόρτιση και δεν μπορεί να θεωρηθεί ανεξάρτητη από τις εμπλεκόμενες ανεξάρτητες μεταβλητές t και s. Εντούτοις, η εξίσωση (2.39) μπορεί να απλοποιηθεί ελαφρώς, υποθέτοντας ότι το e είναι αρκετά μικρότερο της μονάδας και, κατά συνέπεια, το 1 + e είναι ανεξάρτητο των t και s. Επίσης, το μητρώο των ροπών αδράνειας I [εξίσωση (2.36)] είναι ανεξάρτητο του χρόνου. Οι προηγούμενες παρατηρήσεις και η εφαρμογή της εξίσωσης (2.40) απλοποιούν την εξίσωση (2.39) ως εξής:  

			
				
					
					
				
				
					
							
							


(1+e)ρsIDωDt=DMDs+u×T1+e3



						
							
							(2.41)
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1+eρsI∂ω∂t+ω×ω⏟=0=∂M∂s+Ω×M+u×T1+e3



						
							
							(2.42)

						
					

				
			

			2.2.5. Εξισώσεις συνέχειας

			Η λεπτόγραμμη κατασκευή, το στοιχείο της οποίας φαίνεται στην Εικόνα 2.4, πρέπει να μην έχει ασυνέχειες, ώστε να εξασφαλιστούν η συνέχεια και η συμβατότητα μεταξύ γειτονικών στοιχείων. Με όρους μαθηματικής αναπαράστασης, η απαιτούμενη συμβατότητα εκφράζεται μέσω της εξίσωσης της συνέχειας μιας συνάρτησης δύο ανεξάρτητων μεταβλητών. Ειδικότερα, θα πρέπει να ισχύει ότι (Hildebrand, 1976):

			
				
					
					
				
				
					
							
							


DDtDrDs=DDsDrDt



						
							
							(2.43)

						
					

				
			

			Επίσης, υπογραμμίζεται η ισχύς της ακόλουθης σχέσης, η οποία περιγράφει το άνυσμα ταχυτήτων του ανύσματος θέσης r: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


V=DrDt



						
							
							(2.44)

						
					

				
			

			Εφαρμόζοντας την υλική παράγωγο στο παραμορφωμένο στοιχείο, λαμβάνουμε:  

			
				
					
					
				
				
					
							
							


u=DrDp=11+eDrDs



						
							
							(2.45)

						
					

				
			

			Αντικαθιστώντας τις εξισώσεις (2.44) και (2.45) στην (2.43), συνάγουμε ότι: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


DDt(1+e)u=DVDs



						
							
							(2.46)

						
					

				
			

			ενώ, χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις (2.16) και (2.18), καταλήγουμε στην ακόλουθη εξίσωση συμβιβαστού σε ανυσματική μορφή:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂e∂tu+(1+e)ω×u=∂V∂s+Ω×V



						
							
							(2.47)

						
					

				
			

			Η παραγωγή της εξίσωσης συμβιβαστού έχει, επί της ουσίας, ολοκληρώσει το δυναμικό πρόβλημα του παραμορφωμένου στοιχείου στο χώρο των τριών διαστάσεων. Το πρόβλημα αυτό εκφράζεται μαθηματικά μέσω της εξίσωσης κίνησης (2.34), της εξίσωσης ισορροπίας των ροπών (2.42) και της εξίσωσης συμβιβαστού (2.47). Παρ’ όλα αυτά, θα πρέπει να επισημανθεί ότι, σύμφωνα με την προηγηθείσα ανάλυση, έχουμε χρησιμοποιήσει δύο όρους, για την περιγραφή της αξονικής φόρτισης του δομικού στοιχείου: την αξονική ένταση T και την αξονική παραμόρφωση e. Σε κάθε περίπτωση, υπάρχει πάντοτε μια απευθείας σχέση μεταξύ αυτών των δύο όρων, η οποία προσδιορίζεται, κατά μείζονα λόγο, από τις ιδιότητες του υλικού. Για παράδειγμα, σε μεταλλικές κατασκευές, η συστατική σχέση αξονικής έντασης - διαμήκους παραμόρφωσης θα είναι γραμμική, η οποία θα εξαρτάται από την ελαστική ακαμψία, ενώ, σε διαφορετικά υλικά, μπορεί να απαιτείται η χρήση μη γραμμικής σχέσης αξονικής έντασης - διαμήκους παραμόρφωσης. Προς χάριν όμως της γενικευμένης θεώρησης, η αξονική δύναμη (ένταση) θα πρέπει να θεωρείται γνωστή συνάρτηση της αξονικής παραμόρφωσης και να γράφεται ως T = f(e). 

			2.2.6. Διανεμημένες δυνάμεις

			Οι διανεμημένες δυνάμεις κατά μήκος της κατασκευής εξαρτώνται κυρίως από την εκάστοτε εφαρμογή. Θα μπορούσαν να θεωρηθούν τεχνηέντως διανεμημένες και μεταβαλλόμενες σε μέγεθος κατά το μήκος ενός λεπτόγραμμου στοιχείου ή θα μπορούσαν να προσδιορίζονται από περιβαλλοντολογικές δράσεις. Για παράδειγμα, σε μια κατασκευή πλήρως βυθισμένη μέσα σε ένα ρευστό περιβάλλον, η διανεμημένη δύναμη R θα πρέπει να περιλαμβάνει τη βαρύτητα, την υδροστατική πίεση, καθώς και τις υδροδυναμικές δυνάμεις. Οι τελευταίες θα προσδιορίζονται από τη δράση των κυματισμών και του ρεύματος. Με εξάρτηση από την εφαρμογή, ορισμένοι όροι των διανεμημένων δυνάμεων μπορούν να αμεληθούν. Εντούτοις, η προφανής συνεισφορά στις διανεμημένες δυνάμεις R προέρχεται από το βάρος της κατασκευής, η οποία θα συμβολίζεται με w0. Ο συγκεκριμένος όρος ορίζεται ανά μονάδα μη εκτεταμένου μήκους και, προφανώς, το w0(1+e) θα αντιστοιχεί στο αξονικά παραμορφωμένο διαφορικό μήκος. Το βάρος εφαρμόζεται κατά τη διεύθυνση –i (Εικόνα 2.3), με αποτέλεσμα το άνυσμα των διανεμημένων δυνάμεων λόγω της βαρύτητας Rg(1+e), εκφραζόμενο ως προς τις γωνίες Euler, θα γράφεται ως εξής: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Rg(1+e)=-w0sinϕcosθ u-w0cosϕ n-w0sinϕsinθ b



						
							
							(2.48)

						
					

				
			

			Επισημαίνεται ότι στην εξίσωση (2.48) η γωνία ϕ έχει αλλάξει, προκειμένου να ορίζεται ως προς την οριζόντιο, αντί της καθέτου. Η προσέγγιση αυτή είναι πιο κατάλληλη για την περίπτωση περίπλοκων γεωμετριών, όπως αυτή των αλυσοειδών καμπυλών, ενώ, ταυτόχρονα, δεν μεταβάλλει τις γωνιακές ταχύτητες και τις καμπυλότητες του ανύσματος Darboux. Τέλος, συμβολίζοντας τους υπόλοιπους όρους των διανεμημένων φορτίσεων, λόγω διαφορετικής φύσης επιδράσεων, με Rh(1+e), λαμβάνουμε την εξής έκφραση για τις διανεμημένες δυνάμεις: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Rh(1+e)=(-w0sinϕcosθ+Rh1 ) u+(-w0cosϕ+Rh2) n+(-w0sinϕsinθ+Rh3) b



						
							
							(2.49)

						
					

				
			

			όπου Rh1, Rh2 και Rh3 είναι οι συνιστώσες του ανύσματος Rh(1+e) στις διευθύνσεις του τοπικού συστήματος συντεταγμένων (u, n, b). 

			Οι συνιστώσες αυτές θα μπορούσαν, για παράδειγμα, να συμβολίζουν τις υδροδυναμικές δυνάμεις που ασκούνται σε πλήρως βυθισμένες κατασκευές σε θαλάσσιες εφαρμογές, την πρόσθετη αδράνεια και την πρόσθετη υδροδυναμική απόσβεση, καθώς και τις δυνάμεις αντίστασης, λόγω του θαλάσσιου ρεύματος ή του αέρα. Για θαλάσσιες εφαρμογές ειδικότερα, οι όροι Rh(1 + e) θα μπορούσαν να τροποποιηθούν κατάλληλα, ώστε να περιλαμβάνουν τις δυνάμεις διέγερσης, λόγω των φαινομένων περίθλασης, αν και αυτά θα μπορούσαν να θεωρηθούν ασήμαντα για λεπτόγραμμες κατασκευές, σε σύγκριση πάντοτε με τις μη συντηρητικές δυνάμεις της υδροδυναμικής αντίστασης. 

			2.2.7. Το κύριο δυναμικό σύστημα

			Το κύριο δυναμικό σύστημα θα παραχθεί αναλύοντας τα εξωτερικά γινόμενα των εξισώσεων (2.34), (2.42) και (2.47), και χρησιμοποιώντας τις γωνιακές ταχύτητες και τις καμπυλότητες, εκφραζόμενες σε σχέση με τις γωνίες Euler (2.22)-(2.27): 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


f′(e)∂e∂s+SbΩ2-SnΩ3-w0sinϕcosθ+Rh1-m∂u∂t-mw∂θ∂tcosψ+∂ϕ∂tcosθsinψ+mv∂ϕ∂tcosθcosψ-∂θ∂tsinψ=0



						
							
							(2.50)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂Sn∂s+Ω3f(e)-Ω1Sb-w0cosϕ+Rh2-m∂v∂t-mu∂ϕ∂tcosθcosψ-∂θ∂tsinψ+mw∂ψ∂t-∂ϕ∂tsinθ=0



						
							
							(2.51)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂Sb∂s+Ω1Sn-Ω2f(e)-w0sinϕsinθ+Rh3-m∂w∂t-mv∂ψ∂t-∂ϕ∂tsinθ+mu∂θ∂tcosψ+∂ϕ∂tcosθsinψ=0



						
							
							(2.52)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂u∂s+Ω2w-Ω3v-∂e∂t=0



						
							
							(2.53)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂v∂s+Ω3u-Ω1w-1+e∂ϕ∂tcosθcosψ+∂θ∂tsinψ=0



						
							
							(2.54)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂w∂s+Ω1v-Ω2u+1+e∂θ∂tcosψ+∂ϕ∂tcosθsinψ=0



						
							
							(2.55)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂GIpΩ1∂s-1+eρsIp∂2ψ∂t2-∂2ϕ∂t2sinθ-∂ϕ∂t∂θ∂tcosθ=0



						
							
							(2.56)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂EIΩ2∂s+GIp-EIΩ1Ω3-Sb1+e3-(1+e)ρsI∂2θ∂t2cosψ-∂θ∂t∂ψ∂tsinψ+∂2ϕ∂t2cosθsinψ-∂ϕ∂t∂θ∂tsinθsinψ+∂ϕ∂t∂ψ∂tcosθcosψ=0



						
							
							(2.57)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂EIΩ3∂s+EI-GIpΩ1Ω2+Sn1+e3-1+eρsI∂2ϕ∂t2cosθcosψ-∂ϕ∂t∂θ∂tsinθcosψ-∂ϕ∂t∂ψ∂tcosθsinψ-∂2θ∂t2sinψ-∂θ∂t∂ψ∂tcosψ=0



						
							
							(2.58)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂ψ∂s-∂ϕ∂ssinθ-Ω1=0



						
							
							(2.59)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂θ∂scosψ+∂ϕ∂scosθsinψ-Ω2=0



						
							
							(2.60)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂ϕ∂scosθcosψ-∂θ∂ssinψ-Ω3=0



						
							
							(2.61)

						
					

				
			

			Το προηγούμενο σύστημα συνίσταται από 12 εξισώσεις με ίσο αριθμό αγνώστων, οι οποίοι έχουν οριστεί προηγούμενα. Το σύστημα είναι γενικής μορφής, υπό την έννοια ότι μπορεί να περιγράψει το δυναμικό σύστημα οποιασδήποτε λεπτόγραμμης κατασκευής, ανεξάρτητα από την εφαρμογή. Τα ιδιαίτερα στοιχεία της εκάστοτε εφαρμογής προσδιορίζουν και τις λεπτομέρειες του προβλήματος οριακών τιμών. Επίσης, οι φυσικές και μηχανικές ιδιότητες του δομικού προτύπου είναι, εξ ορισμού, μεταβαλλόμενες, ενώ, επιπρόσθετα, λαμβάνεται υπόψη πιθανή μη γραμμική σχέση αξονικής έντασης - διαμήκους παραμόρφωσης, υπό την προϋπόθεση ότι είναι γνωστή η συνάρτηση f(e). Σε πολλές πρακτικές εφαρμογές, η τελευταία μπορεί να θεωρηθεί γραμμικά μεταβαλλόμενη ως προς την ελαστική ακαμψία  EA, γεγονός το οποίο οδηγεί στην e = T/EA, όπου T είναι η αξονική δύναμη και A η επιφάνεια της διατομής. Αυτή ακριβώς είναι και η προσέγγιση που θα μελετηθεί στη συνέχεια. Θα πρέπει να επισημανθεί ότι, για πλήρως βυθισμένες κατασκευές, που χρησιμοποιούνται σε θαλάσσιες εφαρμογές, όπως καλώδια, γραμμές αγκύρωσης, τένοντες και αγωγοί, το Τ αναπαριστά την ενεργό αξονική δύναμη, η οποία περιλαμβάνει επίσης τον υδροστατικό όρο που είναι υπεύθυνος για τη στατική αξονική παραμόρφωση της γραμμής.

			2.3. Στατική ισορροπία

			Η στατική διαμόρφωση μιας λεπτόγραμμης κατασκευής με τυχαία γεωμετρία στο χώρο αντιστοιχεί στο σχήμα της τη χρονική στιγμή t = 0 (Goodman και Breslin, 1976· Irvine, 1981). Υπολογίζεται μέσω του θεμελιώδους συστήματος των εξισώσεων (2.50)-(2.61), μετά την παράλειψη των όρων ταχύτητας και επιτάχυνσης. Είναι προφανές ότι όλοι οι στατικοί όροι (που στο παρόν θα συμβολίζονται με το δείκτη 0) είναι μονοδιάστατες συναρτήσεις της χωρικής μεταβλητής s. Κατά συνέπεια, το σύστημα των εξισώσεων που περιγράφει το πρόβλημα της στατικής ισορροπίας θα συντίθεται από τις σχέσεις: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dT(0)ds+Sb(0)Ω2(0)-Sn(0)Ω3(0)-w0sinϕ(0)cosθ(0)+Rh1(0)=0



						
							
							(2.62)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dSn(0)ds+Ω3(0)T(0)-Ω1(0)Sb(0)-w0cosϕ(0)+Rh2(0)=0



						
							
							(2.63)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dSb(0)ds+Ω1(0)Sn(0)-Ω2(0)T(0)-w0sinϕ(0)sinθ(0)+Rh3(0)=0



						
							
							(2.64)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂GIpΩ1(0)∂s=0



						
							
							(2.65)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dEIΩ2(0)ds+GIp-EIΩ1(0)Ω3(0)-Sb(0)1+e03=0



						
							
							(2.66)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dEIΩ3(0)ds+EI-GIpΩ1(0)Ω2(0)+Sn(0)1+e03=0



						
							
							(2.67)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dψ(0)ds-dϕ(0)dssinθ(0)-Ω1(0)=0



						
							
							(2.68)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dθ(0)dscosψ(0)+dϕ(0)dscosθ(0)sinψ(0)-Ω2(0)=0



						
							
							(2.69)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dϕ(0)dscosθ(0)cosψ(0)-dθ(0)dssinψ(0)-Ω3(0)=0



						
							
							(2.70)

						
					

				
			

			Επισημαίνεται ότι e0 = T(0)/EA. Η παραγωγή του στατικού συστήματος οδηγεί στο λογικό συμπέρασμα ότι η στατική στρεπτική ροπή είναι σταθερή και, κατά συνέπεια, η γωνία στρέψης θα μεταβάλλεται γραμμικά κατά μήκος της κατασκευής. Πρακτικά, αυτή η κατάσταση επιτυγχάνεται, για παράδειγμα, στρέφοντας  το ένα άκρο σταθερά για συγκεκριμένο χρονικό διάστημα και κρατώντας το άλλο άκρο ακίνητο. Εντούτοις, σε πραγματικές εφαρμογές, η επιβολή αρχικών στρεπτικών παραμορφώσεων δεν έχει κάποια αξία ή κάποιο πρακτικό νόημα. Κατά συνέπεια, οι στατικές στρεπτικές επιδράσεις μπορούν με ασφάλεια να αμεληθούν και να οδηγήσουν σε ένα απλοποιημένο στατικό μαθηματικό πρότυπο:  

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dT(0)ds+Sb(0)Ω2(0)-Sn(0)Ω3(0)-w0sinϕ(0)cosθ(0)+Rh1(0)=0



						
							
							(2.71)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dSn(0)ds+Ω3(0)T(0)-w0cosϕ(0)+Rh2(0)=0



						
							
							(2.72)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dSb(0)ds-Ω2(0)T(0)-w0sinϕ(0)sinθ(0)+Rh3(0)=0



						
							
							(2.73)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dEIΩ2(0)ds-Sb(0)1+e03=0



						
							
							(2.74)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dEIΩ3(0)ds+Sn(0)1+e03=0



						
							
							(2.75)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dθ(0)ds-Ω2(0)=0



						
							
							(2.76)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dϕ(0)dscosθ(0)-Ω3(0)=0



						
							
							(2.77)

						
					

				
			

			Το απλοποιημένο σύστημα των εξισώσεων (2.71)-(2.77) περιγράφει την αρχική (στατική) κατάσταση ισορροπίας μιας τυχαίας γραμμής στο χώρο. Η γραμμή μπορεί να είναι αυθαίρετα περίπλοκη, υπό την προϋπόθεση ότι είναι συνεχής (Εικόνα 2.1), ενώ η αρχική της διαμόρφωση επετεύχθη με την επιβολή αρχικών παραμορφώσεων κατά το μήκος της. Σε πραγματικές εφαρμογές και ειδικότερα σε μεγάλου μήκους κατασκευές, όπως αγωγούς, μπορούν να παρατηρηθούν καμπύλες διαμορφώσεις μόνο στο επίπεδο αναφοράς, υποθέτοντας ότι η κατασκευή διαθέτει μια τέλεια δισδιάστατη διαμόρφωση. Με τη σειρά του, αυτό θα οδηγήσει, λογικά, σε μηδενικές γωνίες, καμπυλότητες, ροπές και διατμητικές δυνάμεις στην εκτός του επιπέδου (δικαθέτου) διεύθυνση. Σε αυτήν την περίπτωση, το ήδη απλοποιημένο στατικό πρότυπο μπορεί να απλοποιηθεί περαιτέρω και να οδηγήσει στο δισδιάστατο σύστημα στατικής ισορροπίας. Αυτό θα γράφεται: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dT(0)ds-Sn(0)Ω3(0)-w0sinϕ(0)+Rh1(0)=0



						
							
							(2.78)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dSn(0)ds+Ω3(0)T(0)-w0cosϕ(0)+Rh2(0)=0



						
							
							(2.79)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dEIΩ3(0)ds+Sn(0)1+e03=0



						
							
							(2.80)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dϕ(0)ds-Ω3(0)=0



						
							
							(2.81)

						
					

				
			

			Η παραγωγή και η επίλυση του συστήματος στατικής ισορροπίας είναι απαραίτητες για συγκεκριμένους λόγους. Η λύση του παρέχει τις αρχικές συνθήκες για την περαιτέρω αντιμετώπιση του δυναμικού προβλήματος. Επιτρέπει, επίσης, τη μετατροπή του αρχικού δυναμικού συστήματος των εξισώσεων (2.50)-(2.61) ή των απλοποιημένων αντιστοίχων του, ώστε να εκφραστεί μόνο ως προς τους δυναμικούς του όρους. Τέλος, δίνει τη δυνατότητα περαιτέρω απλοποιήσεων του μη γραμμικού συστήματος, για την παραγωγή του αντίστοιχου γραμμικού. 

			Στα συστήματα που παρουσιάζονται στο παρόν κεφάλαιο, με 

Rhn(0)

, n = 1, 2, 3, θα συμβολίζονται οι διανεμημένες δυνάμεις κατά μήκος της κατασκευής. Σε πραγματικές εφαρμογές, οι σχετικοί όροι περιλαμβάνουν συγκεκριμένες συνεισφορές, οι οποίες προσδιορίζονται από τις περιβαλλοντικές καταστάσεις. Η πλέον σημαντική αυτών είναι η δύναμη αντίστασης, η οποία μπορεί να εκφραστεί μέσω της εμπειρικής σχέσης:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


FD=-12ρCDDU2



						
							
							(2.82)

						
					

				
			

			και ισχύει ακριβώς με τον ίδιο τρόπο τόσο για αεροδυναμικές, όσο και για υδροδυναμικές φορτίσεις. Εδώ, με ρ θα συμβολίζεται η πυκνότητα του μέσου, με D η χαρακτηριστική διάσταση (για κυλινδρικές διατομές, θα είναι η διάμετρος), με CD ο συντελεστής αντίστασης και με U η ταχύτητα του ρευστού, η οποία θεωρείται μεταβαλλόμενη ως προς την κατακόρυφο, με συνέπεια να θεωρείται μεταβαλλόμενη και ως προς την ανεξάρτητη Lagrangian χωρική μεταβλητή s. Η δύναμη αντίστασης που δίνεται μέσω της εξίσωσης (2.82) είναι η κάθετη δύναμη, ενώ συνήθως η εφαπτομενική της συνιστώσα αμελείται, εξαιτίας του πολύ μικρού της μεγέθους.

			Ακόμα και για το στατικό πρόβλημα, η λύση θα πρέπει να αναζητηθεί με τη χρήση αποτελεσματικών μεθόδων αριθμητικής ανάλυσης, όπως είναι η μέθοδος Runge-Kutta ή τα σχήματα Πεπερασμένων Διαφορών (Hoffman, 1993). Σε κάθε περίπτωση, το στατικό σύστημα θα πρέπει να συνοδεύεται από οριακές συνθήκες, οι οποίες είναι απαραίτητες για τη συμπλήρωση ενός συστήματος οριακών τιμών. Οι οριακές συνθήκες συνδέονται πάντοτε με τα χαρακτηριστικά του προβλήματος και ορίζονται από πρακτικές απαιτήσεις.

			[image: ]

			Εικόνα 2.5 Μεγέθη (στατικής) εντατικής κατάστασης κατά μήκος ενός αλυσοειδούς αγωγού, με τμήμα που επικάθεται στον πυθμένα. Τα αποτελέσματα έχουν διαιρεθεί με τη σχετιζόμενη μέγιστη τιμή.  Συνεχής γραμμή: καμπυλότητα 

Ω3(0)

 · διακεκομμένη γραμμή: αξονική δύναμη 

T(0)

 · αλυσοειδής γραμμή: διατμητική δύναμη 

Sn(0)

.

			Στην Εικόνα 2.5 δίνεται ένα παράδειγμα των μεταβολών που υφίστανται οι στατικοί όροι των εξισώσεων (2.78)-(2.81) για έναν αλυσοειδή αγωγό ως προς το αδιάστατο μήκος s/L, όπου με L συμβολίζεται το συνολικό μήκος του αγωγού. Το κατασκευαστικό πρότυπο έχει ληφθεί από την εργασία των Κατηφέογλου και Χατζηγεωργίου (Katifeoglou και Chatjigeorgiou, 2012). Τα αποτελέσματα υποθέτουν απλές στηρίξεις και στα δύο άκρα του αγωγού, ο οποίος είναι βυθισμένος σε ρευστό συγκεκριμένου βάθους. Επίσης έχει προδιαγραφεί η ένταση που επιβάλλεται στην κορυφή του αλυσοειδούς αγωγού. Στο συγκεκριμένο παράδειγμα, ένα τμήμα του αγωγού επικάθεται στον οριζόντιο (υποτίθεται) πυθμένα. Κατά μήκος αυτού του τμήματος, η ένταση είναι σταθερή και στη συνέχεια μεταβάλλεται περίπου γραμμικά. Η καμπυλότητα, η οποία είναι μέτρο της καμπτικής ροπής, λαμβάνει μη μηδενική τιμή λίγο πριν από το σημείο οριακής ανύψωσης, ενώ το μέγιστό της εμφανίζεται λίγο έπειτα από αυτό το σημείο. Τέλος, αναφορικά με τη διατμητική δύναμη, το σημείο οριακής ανύψωσης (Touch Down Point/TDP) αποτελεί ένα σημείο ασυνέχειας. Όπως αναφέρθηκε, τα εμφανιζόμενα αποτελέσματα εξήχθησαν επιλύοντας το πρόβλημα της δισδιάστατης στατικής ισορροπίας, όπως αυτό περιγράφεται μέσω των εξισώσεων (2.78)-(2.81). Είναι προφανές ότι το συγκεκριμένο κατασκευαστικό πρότυπο περιγράφεται πλήρως στο επίπεδο αναφοράς του, ενώ οι εκτός του επιπέδου εσωτερικές φορτίσεις είναι μηδενικές καθ’ όλο το μήκος της κατασκευής. 

			2.4. Δυναμική συμπεριφορά στον δισδιάστατο χώρο

			Ας εξετάσουμε τώρα το πρόβλημα της δυναμικής ισορροπίας μιας λεπτόγραμμης κατασκευής στο χώρο των δύο διαστάσεων. Προφανώς, αυτό εξάγεται από το πλήρες σύστημα των εξισώσεων (2.50)-(2.61), μετά την παράλειψη των όρων που περιγράφουν δυναμικά μεγέθη στην εκτός του επιπέδου αναφοράς διεύθυνση, δηλαδή των όρων που αφορούν τη δυναμική συμπεριφορά κατά τη διεύθυνση της δικαθέτου. Υπ’ αυτήν την προϋπόθεση, τα μεγέθη Sb, Ω2, θ και Rh3 εξισώνονται με το μηδέν. Για λόγους γενίκευσης, οι όροι που αφορούν τις στρεπτικές ταλαντώσεις δεν αμελούνται εξαρχής. Κατά συνέπεια, το βασικό δυναμικό σύστημα γίνεται:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂T∂s-SnΩ3-w0sinϕ+Rh1-m∂u∂t+mv∂ϕ∂tcosψ=0



						
							
							(2.83)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂Sn∂s+Ω3T-w0cosϕ+Rh2-m∂v∂t-mu∂ϕ∂tcosψ=0



						
							
							(2.84)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Ω1Sn-mv∂ψ∂t+mu∂ϕ∂tsinψ=0



						
							
							(2.85)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂u∂s-Ω3v-1EA∂T∂t=0



						
							
							(2.86)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂v∂s+Ω3u-1+e∂ϕ∂tcosψ=0



						
							
							(2.87)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Ω1v+1+e∂ϕ∂tsinψ=0



						
							
							(2.88)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂GIpΩ1∂s-1+eρsIp∂2ψ∂t2=0



						
							
							(2.89)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


(GIp-EI)Ω1Ω3-1+eρsI∂2ϕ∂t2sinψ+∂ϕ∂t∂ψ∂tcosψ=0



						
							
							(2.90)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂EIΩ3∂s+Sn1+e3-1+eρsI∂2ϕ∂t2cosψ-∂ϕ∂t∂ψ∂tsinψ=0



						
							
							(2.91)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂ψ∂s-Ω1=0



						
							
							(2.92)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂ϕ∂ssinψ=0



						
							
							(2.93)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂ϕ∂scosψ-Ω3=0



						
							
							(2.94)

						
					

				
			

			Γίνεται άμεσα προφανές ότι η παράλειψη της δικαθέτου και, κατά συνέπεια, των αντίστοιχων όρων οδηγεί μονοσήμαντα [μέσω της εξίσωσης (2.93)] στη μοναδική λύση 

ψ=0

 και, αντίστοιχα, στο Ω1=0. Το συμπέρασμα αυτό εξαλείφει επίσης τις εξισώσεις (2.85), (2.88)-(2.90) και (2.92). Επομένως, η δυναμική συμπεριφορά της κατασκευής στο δισδιάστατο επίπεδο αναφοράς θα περιγράφεται μόνο από έξι μερικές διαφορικές εξισώσεις, οι οποίες είναι: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂T∂s-SnΩ3-w0sinϕ+Rh1-m∂u∂t+mv∂ϕ∂t=0



						
							
							(2.95)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂Sn∂s+Ω3T-w0cosϕ+Rh2-m∂v∂t-mu∂ϕ∂t=0



						
							
							(2.96)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂u∂s-Ω3v-1EA∂T∂t=0



						
							
							(2.97)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂v∂s+Ω3u-1+e∂ϕ∂t=0



						
							
							(2.98)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂EIΩ3∂s+Sn1+e3-1+eρsI∂2ϕ∂t2=0



						
							
							(2.99)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂ϕ∂s-Ω3=0



						
							
							(2.100)

						
					

				
			

			Όπως αναμενόταν, η θεώρηση του προβλήματος στον υποθετικό (και απλοποιητικό) χώρο των δύο διαστάσεων (η οποία σε πρακτικές εφαρμογές έχει μόνο θεωρητική αξία) απαιτεί την παράλειψη των στρεπτικών ταλαντώσεων. Παρ’ όλα αυτά, η εξέτασή τους παραμένει δυνατή, αλλά μόνο αυτόνομα. Οι στρεπτικές ταλαντώσεις σ’ αυτήν την περίπτωση θα περιγράφονται μέσω των εξισώσεων (2.89) και (2.92), οι οποίες, συνδυαζόμενες, καταλήγουν στη γνωστή σχέση των στρεπτικών ταλαντώσεων [βλέπε, για παράδειγμα, την εξίσωση (5.90) στο κλασικό βιβλίο του Meirovitch (1986)]: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂∂sGIp∂ψ∂s-1+eρsIp∂2ψ∂t2=0



						
							
							(2.101)

						
					

				
			

			Υποθέτοντας τις ομοιόμορφες φυσικές και μηχανικές ιδιότητες G, Ip και ρs, η εξίσωση (2.101) μεταπίπτει στην κυματική εξίσωση.

			2.5. Τρισδιάστατη δυναμική συμπεριφορά μιας αρχικά επίπεδης δοκού χωρίς στρεπτικές επιδράσεις

			Η τρισδιάστατη δυναμική συμπεριφορά μιας αρχικά επίπεδης δοκού χωρίς στρεπτικές επιδράσεις θα εξεταστεί με τις ακόλουθες υποθέσεις, που εφαρμόζονται στο γενικό σύστημα των εξισώσεων (2.50)-(2.61): 

			
					Αμελείται η στρέψη. 

					Οι αξονικές παραμορφώσεις είναι πολύ μικρές (e = 0). 

					Η αξονική δύναμη μεταβάλλεται γραμμικά με την ελαστική ακαμψία EA. 

					Οι γωνιακές ταχύτητες και επιταχύνσεις αμελούνται. 

					Οι μη γραμμικοί όροι τρίτης τάξης και πάνω αμελούνται. 

			

			Μια επίπεδη δοκός μπορεί να διερευνηθεί ως ειδική περίπτωση της χωρικής καμπύλης (Εικόνα 2.5). Επομένως, στην κατάσταση στατικής ισορροπίας, μία από τις καμπτικές γωνίες (για παράδειγμα, η εκτός του επιπέδου αναφοράς γωνία θ) θα είναι μηδέν σε όλο το μήκος της δοκού. Είναι προφανές ότι οι στατικοί όροι θα δίνονται ως συναρτήσεις της χωρικής μεταβλητής, s ενώ οι δυναμικοί όροι θα περιγράφονται ως συναρτήσεις δύο μεταβλητών, του s και του χρόνου t. Πριν από τον ορισμό των όρων δυναμικής ενίσχυσης, γράφουμε το απλοποιημένο σύστημα, όπως αυτό παράγεται με την εφαρμογή των απλοποιητικών θεωρήσεων που αναφέρθηκαν στην αρχή του παρόντος κεφαλαίου. Επομένως, το βασικό σύστημα των εξισώσεων θα τροποποιείται ως εξής: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂T∂s+SbΩ2-SnΩ3-w0sinϕ+Rh1-m∂u∂t=0



						
							
							(2.102)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂Sn∂s+Ω3T-w0cosϕ+Rh2-m∂v∂t=0



						
							
							(2.103)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂Sb∂s-Ω2T-w0sinϕsinθ+Rh3-m∂w∂t=0



						
							
							(2.104)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂u∂s+Ω2w-Ω3v-1EA∂T∂t=0



						
							
							(2.105)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂v∂s+Ω3u-∂ϕ∂t=0



						
							
							(2.106)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂w∂s-Ω2u+∂θ∂t=0



						
							
							(2.107)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂EIΩ2∂s-Sb=0



						
							
							(2.108)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂EIΩ3∂s+Sn=0



						
							
							(2.109)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂θ∂s-Ω2=0



						
							
							(2.110)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂ϕ∂s-Ω3=0



						
							
							(2.111)

						
					

				
			

			[image: ]

			Εικόνα 2.6 Σκαριφηματική αναπαράσταση μιας παραμορφωμένης επίπεδης δοκού.

			Στη συνέχεια, υποτίθεται ότι οι όροι εσωτερικής φόρτισης, T, Sn, Sb, Ω2, Ω3, καθώς και οι γωνίες θ και ϕ δίνονται ως άθροισμα στατικών και δυναμικών αντιστοίχων (που συμβολίζονται με τους δείκτες 0 και 1, αντίστοιχα). Η απεικονιζόμενη διαμόρφωση (Εικόνα 2.6) απαιτεί

θ(0)=Ω2(0)=Sb(0)=0

. Για να μετατρέψουμε το παραπάνω σύστημα, προκειμένου να εκφράζεται ως προς τις μετατοπίσεις, και όχι ως προς τις ταχύτητες, γράφουμε u = ∂p/∂t, v = ∂q/∂t και w = ∂r/∂t, όπου με p, q και r συμβολίζονται οι αξονικές, οι κάθετες (στην εφαπτόμενη) και οι δικάθετες μετατοπίσεις, αντίστοιχα. Από μια σύντομη εξέταση των εξισώσεων συμβιβαστού (2.105)-(2.107), διαπιστώνουμε ότι δεν μπορούν να μετατραπούν άμεσα, ώστε να εκφράζονται ως προς τις οριζόμενες μετατοπίσεις, εξαιτίας της ύπαρξης μη γραμμικών όρων. Για να είναι εφικτή η άμεση ολοκλήρωση στο χρόνο, θα πρέπει να γραμμικοποιηθούν αμελώντας τους μη γραμμικούς όρους, οι οποίοι εμφανίζονται ως προϊόντα των καμπυλοτήτων. Υπ’ αυτές τις προϋποθέσεις, οι εξισώσεις συμβιβαστού γίνονται: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂p∂s-Ω3(0)q-1EAT(1)=0



						
							
							(2.112)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂q∂s+Ω3(0)p-ϕ(1)=0



						
							
							(2.113)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂r∂s+θ(1)=0



						
							
							(2.114)

						
					

				
			

			Οι εξισώσεις ισορροπίας των ροπών, καθώς και οι εξισώσεις (2.110)-(2.111) μπορούν άμεσα να διαχωριστούν σε στατικές και δυναμικές εξισώσεις, με τις τελευταίες να γράφονται ως εξής 

∂EIΩ2(1)/∂s-Sb(1)=0

, 

∂EIΩ3(1)/∂s+Sn(1)=0

, 

∂θ(1)/∂s=Ω2(1)

 και 

∂ϕ(1)/∂s=Ω3(1)

.

			Επίσης, μπορεί επίσης να γίνει η υπόθεση ότι οι όροι δυναμικής ενίσχυσης των γωνιών εντός και εκτός του επιπέδου αναφοράς είναι αρκετά μικρές, ώστε 

sinϕ(1)=ϕ(1),  cosϕ(1)=1

,

 sinθ(1)=θ(1),  cosθ(1)=1

. Χρησιμοποιώντας τα παραπάνω, μπορούμε να απλοποιήσουμε το αρχικό σύστημα των εξισώσεων (2.102)-(2.111) σε μόνο τρεις εξισώσεις, με αγνώστους τις μετατοπίσεις p, q και r. Εντούτοις, εξαιτίας της ύπαρξης της μεταβαλλόμενης στατικής καμπυλότητα

 Ω3(0)

ς, το τελικό σύστημα θα είναι αρκετά περίπλοκο. Σαφώς, η κατάσταση απλοποιείται για μια ευθεία δοκό (όχι απαραίτητα οριζόντια ή κατακόρυφη), για την οποία οι στατικές γωνίες, καθώς και οι διατμητικές δυνάμεις θα είναι μηδέν σε όλο το μήκος της δοκού. Κατά συνέπεια, το τελικό σύστημα γίνεται:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


mp¨=EAp′′+EIr″′r″+EIq″′q″-w0cosϕ(0)q′+Rh1(1)



						
							
							(2.115)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


mq¨=-EIq″″+T(0)q″+EAp′q″+w0sinϕ(0)q′+Rh2(1)



						
							
							(2.116)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


mr¨=-EIr″″+T(0)r″+EAp′r″+w0cosϕ(0)q′r′+Rh3(1)



						
							
							(2.117)

						
					

				
			

			Οι τελείες και οι τόνοι συμβολίζουν διαφορίσεις ως προς το χρόνο, t, και τη χωρική μεταβλητή, s, αντίστοιχα. Επιπρόσθετα, τα 

Rhn(1)

, n = 1, 2, 3, θα συμβολίζουν τα δυναμικά τμήματα των διανεμημένων δυνάμεων, όπως τις υδροδυναμικές μάζες και τις χρονικά μεταβαλλόμενες δυνάμεις αντίστασης. Είναι προφανές ότι οι μη γραμμικές εξισώσεις (2.115)-(2.177) μπορούν να απλοποιηθούν περαιτέρω, για παράδειγμα, υποθέτοντας ομοιόμορφες μηχανικές ιδιότητες ή μια πλήρως οριζόντια δοκό, για την οποία η στατική γωνία ϕ(0) στην αρχή των χρόνων θα είναι μηδέν. Το ίδιο σύστημα μπορεί να αναχθεί στο χώρο των δύο διαστάσεων, αμελώντας την εξίσωση (2.117), όπως επίσης τις εκτός του επιπέδου μετατοπίσεις και τις παραγώγους τους από τις εξισώσεις (2.115)-(2.116). Οι εξισώσεις (2.115) και (2.117) συνθέτουν το γνωστό μη γραμμικό σύστημα, το οποίο περιγράφει τις μη γραμμικές συζευγμένες αξονικές και καμπτικές ταλαντώσεις για ευθείες δοκούς. Αποδείχθηκε ότι αυτό το σύστημα λαμβάνεται απευθείας (αλλά, όχι άμεσα) από το γενικευμένο σύστημα των εξισώσεων (2.102)-(2.111) μετά την εφαρμογή αρκετών απλοποιήσεων. Παρ’ όλα αυτά, η μη γραμμική αναπαράσταση των εξισώσεων (2.115) και (2.117) συνεχίζει να περιλαμβάνει τις πλέον σημαντικές μη γραμμικές συνεισφορές, όπως οι όροι που είναι κυρίαρχα υπεύθυνοι για τον μη γραμμικό δυναμικό λυγισμό (buckling), δηλαδή τους EAp′q″, EAp′r″.  Σε μελέτες που σχετίζονται με το συγκεκριμένο αντικείμενο, συνήθως οι συγγραφείς εισάγουν τεχνηέντως έναν γραμμικό όρο συνεκτικής απόσβεσης, ώστε να λαμβάνουν υπόψη τη δομική απόσβεση (βλέπε, για παράδειγμα, Pai και Nayfeh, 1990· Avramov, 2002). Σε πραγματικές εφαρμογές όμως, οι όροι απόσβεσης (που εδώ ενσωματώνονται στις διανεμημένες δυνάμεις 

Rhn(1)

, n = 1, 2, 3) είναι πολύ πιο περίπλοκοι, είναι ισχυρά μη γραμμικοί και επιτρέπουν την αντιμετώπισή τους μόνο στο πεδίο των χρόνων. Για να εισαχθούν στο μαθηματικό μοντέλο ως γραμμικοί όροι, θα πρέπει να υποστούν ισοδύναμη γραμμικοποίηση.

			2.6. Το γραμμικοποιημένο σύστημα

			Το σύστημα της τρισδιάστατης γραμμικής ισορροπίας μιας λεπτόγραμμης κατασκευής αναπαριστώμενης από μια καμπύλη στο χώρο προέρχεται από το αρχικό μη γραμμικό σύστημα των εξισώσεων (2.50)-(2.61) μετά την παράλειψη των μη γραμμικών όρων και γραμμικοποιώντας τις δυνάμεις αντίστασης. Κατά συνέπεια, το ισοδύναμο γραμμικό σύστημα παρέχει μόνο τους όρους δυναμικής ενίσχυσης και επιτρέπει την επεξεργασία του στο πεδίο των συχνοτήτων, υποθέτοντας αρμονικές διεγέρσεις. Η γραμμική δυναμική συμπεριφορά συνιστά, αναμφίβολα, μια απλοποίηση του πραγματικού φαινομένου. Παρ’ όλα αυτά, η εξέτασή του είναι απαραίτητη για διάφορους λόγους, καθώς: 

			
					παρέχει τις ιδιοσυχνότητες και τις ιδιομορφές της εξεταζόμενης διαμόρφωσης, 

					δίνει τη δυνατότητα ταχύτερων υπολογισμών των συναρτήσεων μεταφοράς όλων των εμπλεκόμενων δυναμικών παραμέτρων,

					προσεγγίζει στις περισσότερες περιπτώσεις, με επαρκή ακρίβεια, τα τελικά μεγέθη των εξεταζόμενων μεταβλητών. 

			

			Οι μη γραμμικοί όροι, οι οποίοι συνήθως αποκαλούνται και μη γραμμικότητες, δηλαδή τα γινόμενα χρονικά μεταβαλλόμενων όρων, είναι, κατά μείζονα λόγο, υπεύθυνοι για ακραίες ενισχύσεις σε μη γραμμικούς συντονισμούς και, σε πρώτη προσέγγιση, θα μπορούσαν να αμεληθούν. 

			Η ανάλυση που πραγματοποιείται σε αυτό το κεφάλαιο στοχεύει στην παραγωγή του γραμμικοποιημένου ισοδύναμου του γενικού συστήματος των εξισώσεων (2.50)-(2.61). Περιλαμβάνει τη στρέψη, αλλά αμελεί πιθανές αρχικές στρεπτικές παραμορφώσεις, δηλαδή ορίζει 

ψ(0)=Ω1(0)=0

. Επίσης, όπως ήδη αναφέρθηκε, υποτίθεται γραμμική σχέση αξονικής έντασης - διαμήκους παραμόρφωσης, ενώ θεωρείται ότι οι αξονικές παραμορφώσεις (στατικές και δυναμικές) είναι αμελητέες (e = 0). 

			Οι δυναμικοί και οι στατικοί όροι των μεταβλητών του προβλήματος γράφονται, αντίστοιχα, σε ανυσματική μορφή ως εξής

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Y(1)(s;t)=T(1)Sn(1)Sb(1)pqrΩ1(1)Ω2(1)Ω3(1)ψ(1)θ(1)ϕ(1)T



						
							
							(2.118)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Y(0)(s)=T(0)Sn(0)Sb(0)000Ω1(0)Ω2(0)Ω3(0)ψ(0)θ(0)ϕ(0)T



						
							
							(2.119)

						
					

				
			

			ενώ υπενθυμίζεται ότι 

ψ(0)=Ω1(0)=0

. 

			Το άθροισμα των παραπάνω παρέχει τη συνολική φόρτιση που ασκείται στην καμπύλη μαζί με τις μετατοπίσεις (μεταφορικές και γωνιακές):

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Y(s;t)=TSnSbpqrΩ1Ω2Ω3ψθϕT



						
							
							(2.120)

						
					

				
			

			Στη συνέχεια, μετά την εισαγωγή των εξισώσεων (2.118)-(2.120) στο αρχικό σύστημα των εξισώσεων (2.50)-(2.61) και την παράλειψη των μη γραμμικών όρων, καθώς και των όρων που περιγράφουν τη στατική ισορροπία, θα εξαχθεί το σύστημα το οποίο θα περιλαμβάνει μόνο τους όρους δυναμικής ενίσχυσης. Αυτό θα γράφεται σε ανυσματική μορφή ως εξής: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂∂sAY+BY+Γ∂2∂t2Y+F=0



						
							
							(2.121)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


F=Rh1(1)Rh2(1)Rh3(1)000000000T



						
							
							(2.122)

						
					

				
			

			το οποίο θα συμβολίζει το άνυσμα των δυναμικών τμημάτων των διανεμημένων δυνάμεων. Τα 12 × 12 μητρώα A, B και Γ δίνονται λεπτομερώς μέσω των ακόλουθων εξισώσεων (2.123)-(2.125). 

			Η εξίσωση (2.121) εκφράζει το γραμμικό δυναμικό σύστημα μιας μη εκτεινόμενης καμπύλης στο χώρο, με τυχαία τρισδιάστατη διαμόρφωση και μεταβαλλόμενες φυσικές και μηχανικές ιδιότητες κατά το μήκος της. Ακόμα και το γραμμικό σύστημα είναι ισχυρά συζευγμένο. Η σύζευξη οφείλεται στη συμπερίληψη της στρέψης και της υπόθεσης ότι η καμπύλη έχει αρχικές παραμορφώσεις, τόσο στο επίπεδο αναφοράς της, όσο και στην εκτός του επιπέδου αυτού διεύθυνση. Η αποσύζευξη μεταξύ των επίπεδων και εκτός του επιπέδου γραμμικών ταλαντώσεων επιτυγχάνεται μόνο αν αμεληθεί η στρέψη και, επιπρόσθετα, αν η καμπύλη υποτεθεί ότι έχει μια τέλεια δισδιάστατη αρχική διαμόρφωση, η οποία φαίνεται στην Εικόνα 2.5 (βλέπε, επίσης, Chatjigeorgiou, 2010)

			
				
					
					
				
				
					
							
							


A=100000000000010000000000001000000000000100000000000010000000000001000000000000GIp000000000000EI000000000000EI00000000000010-sinθ(0)00000000001000000000000cosθ(0)



						
							
							(2.123)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


B=0-Ω3(0)Ω2(0)0000Sb(0)-Sn(0)0w0sinθ(0)sinϕ  (0)-w0cosθ(0)cosϕ  (0)Ω3(0)00000-Sb(0)0T(0)00w0sinϕ  (0)-Ω2(0)00000Sn(0)-T(0)00-w0cosθ(0)sinϕ  (0)-w0sinθ(0)cosϕ  (0)-1/EA000-Ω3(0)Ω2(0)000000000Ω3(0)0000000-cosθ(0)000-Ω2(0)0000001000000000000000-1000(GIp-EI)Ω3(0)00000010000(EI-GIp)Ω2(0)00000000000-1000-cosθ(0)dϕ  (0)/dscosθ(0)dθ  (0)/ds0000000-10cosθ(0)dϕ  (0)/ds0000000000-1-dθ(0)/ds-sinθ(0)dϕ  (0)/dssinθ(0)dθ  (0)/ds



						
							
							(2.124)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Γ=-m000000000000-m000000000000-m000000000000000000000000000000000000000000000000000000-ρsIp0-ρsIpsinθ(0)0000000000-ρsI000000000000-ρsIcosθ(0)000000000000000000000000000000000000



						
							
							(2.125)

						
					

				
			

			2.7. Αποσυζευγμένες επίπεδες και εκτός του επιπέδου ταλαντώσεις μιας αρχικά επίπεδης δοκού

			Η αποσύζευξη των δύο διευθύνσεων οδηγεί στα εξής δυναμικά συστήματα, που περιγράφουν τη δυναμική συμπεριφορά μιας αρχικά επίπεδης δοκού στο χώρο των δύο διαστάσεων: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


m∂2p∂t2=∂T(1)∂s-Sn(1)Ω3(0)-Sn(0)Ω3(1)-w0cosϕ(0)ϕ(1)+Rh1(1)



						
							
							(2.126)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


m∂2q∂t2=∂Sn(1)∂s+T(1)Ω3(0)+T(0)Ω3(1)+w0sinϕ(0)ϕ(1)+Rh2(1)



						
							
							(2.127)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


T(1)=EA∂p∂s-Ω3(0)q



						
							
							(2.128)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ϕ(1)=∂q∂s+Ω3(0)p



						
							
							(2.129)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


EI∂Ω3(1)∂s=-Sn(1)



						
							
							(2.130)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂ϕ(1)∂s=Ω3(1)



						
							
							(2.131)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


m∂2r∂t2=∂Sb(1)∂s-Sn(0)Ω3(0)+w0sinϕ(0)θ1-T(0)Ω2(1)+Rh2(1)



						
							
							(2.132)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂θ(1)∂s=Ω2(1)



						
							
							(2.133)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂r∂s=-θ(1)



						
							
							(2.134)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


EI∂Ω2(1)∂s-EIΩ3(0)θ(1)=Sb(1)



						
							
							(2.135)

						
					

				
			

			Στις εξισώσεις (2.126)-(2.135) έχει υποτεθεί ότι η λεπτή δοκός έχει ομοιόμορφες φυσικές και μηχανικές ιδιότητες. Οι εξισώσεις (2.126)-(2.131) περιγράφουν τις επίπεδες γραμμικές ταλαντώσεις και οι εξισώσεις (2.132)-(2.135) τις γραμμικές ταλαντώσεις στη δικάθετη (εκτός του επιπέδου αναφοράς) διεύθυνση. Αν και η αποσύζευξη των δύο συστημάτων επετεύχθη με την επιβολή αρκετών απλοποιητικών παραδοχών, τα εν λόγω συστήματα συνεχίζουν να είναι περίπλοκα, εξαιτίας κυρίως της θεωρούμενης τυχαίας στατικής διαμόρφωσης. Περαιτέρω απλοποιήσεις απαιτούν τη θεώρηση μιας αρχικά ευθείας δοκού ή την υπόθεση πολύ μικρών στατικών μεταβολών των στατικών καμπυλοτήτων και των διατμητικών δυνάμεων 

Sn(0)=Ω3(0)=0

. Ακολούθως, οι προηγούμενες εξισώσεις μπορούν να συνδυαστούν, για να παραγάγουν συμπαγείς σχέσεις, που να περιγράφουν τη δυναμική συμπεριφορά στις δύο εξεταζόμενες διευθύνσεις, δηλαδή στην εντός του επιπέδου αναφοράς και στην εκτός (δικαθέτου) του επιπέδου αναφοράς. Αυτές είναι: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


m∂2p∂t2=EA∂2p∂s2-w0cosϕ(0)∂q∂s+Rh1(1)



						
							
							(2.136)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


m∂2q∂t2=-EI∂4q∂s4+T(0)∂2q∂s2+w0sinϕ(0)∂q∂s+Rh2(1)



						
							
							(2.137)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


m∂2r∂t2=-EI∂4r∂s4+T(0)∂2r∂s2+w0sinϕ(0)∂r∂s+Rh3(1)



						
							
							(2.138)

						
					

				
			

			Όπως αναμενόταν, η δυναμική της δοκού στην κάθετη (στην εφαπτόμενη) διεύθυνση, καθώς και στη δικάθετη διεύθυνση θα περιγράφεται από ίδια μαθηματικά μοντέλα. Εντούτοις, υπό τις συγκεκριμένες συνθήκες, στις οποίες η δοκός θεωρήθηκε ευθεία (αλλά όχι απαραίτητα οριζόντια ή κατακόρυφη), οι αξονικές ταλαντώσεις (οι οποίες αναφέρονται και ως ελαστικές) θα εξαρτώνται και από τους κάθετους (στην εφαπτόμενη) όρους. Πράγματι, το μαθηματικό πρότυπο το οποίο περιγράφεται από τις εξισώσεις (2.136)-(2.138) αφορά μια κεκλιμένη δοκό με μη μηδενική στατική γωνία κλίσης στο επίπεδο αναφοράς που ορίζεται από τα μοναδιαία ανύσματα t και n. Ανάλογο συμπέρασμα μπορεί να εξαχθεί αν η τέλεια δισδιάστατη διαμόρφωση υποτεθεί στο επίπεδο που ορίζουν τα μοναδιαία ανύσματα (t, b), αντί σε αυτό που ορίζουν τα (t, n). Στην πρώτη περίπτωση, το ∂q/∂s στην εξίσωση (2.136) θα πρέπει να αντικατασταθεί από το ∂r/∂s. Το γραμμικό σύστημα για μια κεκλιμένη λεπτή δοκό μπορεί να απλοποιηθεί περαιτέρω, υποθέτοντας ότι είναι πλήρως οριζόντια ή κατακόρυφη. Στην πρώτη περίπτωση, όπου  ϕ(0) = π/2 κατά μήκος του πλήρους μήκους της δοκού, παρατηρείται πλήρης αποσύζευξη της ταλαντωτικής συμπεριφοράς της δοκού. 

			2.8. Η τελευταία απλοποίηση: Ελεύθερες καμπτικές ταλαντώσεις οριζόντιων ή κατακόρυφων δοκών

			Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζονται κάποια αρχικά αποτελέσματα των ταλαντώσεων των απλούστερων προτύπων δοκών. Η ανάλυση και τα αποτελέσματα που παρουσιάζονται εδώ σταματούν στην αντιμετώπιση του προβλήματος οριακών τιμών. Η μαθηματική διατύπωση γίνεται με τη βοήθεια των εξισώσεων (2.136)-(2.138), για την οποία είναι σημαντικό να κάνουμε μια ανακεφαλαίωση των υποθέσεων που έγιναν και των απλοποιήσεων που εφαρμόστηκαν. Ειδικότερα, για τα παρακάτω, έγιναν οι ακόλουθες θεωρήσεις: 

			
					Το πρόβλημα τέθηκε στο γραμμικό πεδίο. 

					Η στρέψη αμελήθηκε. 

					Δεν ελήφθησαν υπόψη αρχικές παραμορφώσεις. 

					Η αξονική παραμόρφωση αμελήθηκε. 

					Η σχέση μεταξύ αξονικής έντασης και διαμήκους παραμόρφωσης υποτέθηκε ότι είναι γραμμική. 

					Η κατασκευή υποτέθηκε ότι είναι ομοιόμορφη, γεγονός το οποίο δηλώνει σταθερές φυσικές και μηχανικές ιδιότητες σε όλο το μήκος της (ήτοι EA, EI, m, w0). 

					Για τα προβλήματα ιδιοτιμών, δεν ελήφθησαν υπόψη διανεμημένες δυνάμεις.  

			

			2.8.1. Ελεύθερες ελαστικές ταλαντώσεις ράβδων

			Στην ενότητα αυτή κάνουμε διάκριση μεταξύ «δοκών» και «ράβδων». Οι ράβδοι υποτίθεται ότι είναι αβαρείς κατασκευές, που δέχονται μόνο ελαστικές παραμορφώσεις. Κατά συνέπεια, η εξίσωση (2.136) απλοποιείται στην:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


m∂2p∂t2=EA∂2p∂s2



						
							
							(2.139)

						
					

				
			

			η οποία είναι γνωστή και ως κυματική εξίσωση. 

			Εφαρμόζοντας τη δημοφιλή μέθοδο του χωρισμού των μεταβλητών, υποθέτουμε αρμονικές κινήσεις, με κυκλική συχνότητα ω, και λαμβάνουμε:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


p(s,t)=P(s)sin(ωt)



						
							
							(2.140)

						
					

				
			

			Η εξίσωση (2.140) οδηγεί τελικά στην: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


d2Pds2+ω2mEAP=0



						
							
							(2.141)

						
					

				
			

			η οποία αποδέχεται την εξής λύση: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


P(s)=C1cos(β s)+C2sin(β s)



						
							
							(2.142)

						
					

				
			

			όπου β2 = ω2m/EA και C1, C2 είναι τυχαίες σταθερές. 

			Οι σταθερές της εξίσωσης (2.141) υπολογίζονται με την εφαρμογή κατάλληλων οριακών συνθηκών, οι οποίες άπτονται του εξεταζόμενου προβλήματος. Για παράδειγμα, στα ακίνητα άκρα, που αποτελούν την απλούστερη περίπτωση οριακών συνθηκών για το συγκεκριμένο πρόβλημα, οι ιδιοσυχνότητες θα υπολογίζονται από τη σχέση: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ωn=nπLEAm



						
							
							(2.143)

						
					

				
			

			2.8.2. Ελεύθερες ελαστικές ταλαντώσεις δοκών

			Υπό την προϋπόθεση ότι ισχύουν οι υποθέσεις και οι απλοποιήσεις που εφαρμόστηκαν, τόσο οι κάθετες (στην εφαπτόμενη), όσο και οι δικάθετες καμπτικές ταλαντώσεις θα εκφράζονται επίσης με τον ίδιο τρόπο. Ας εξετάσουμε μόνο τις κάθετες ταλαντώσεις, οι οποίες, μετά την παράλειψη των εξωτερικών διεγέρσεων, ώστε να επικεντρωθούμε στις ελεύθερες αποκλειστικά ταλαντώσεις, θα περιγράφονται από την εξίσωση: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


m∂2q∂t2=-EI∂4q∂s4+T(0)∂2q∂s2+w0sinϕ(0)∂q∂s



						
							
							(2.144)

						
					

				
			

			Θα πρέπει και πάλι να διακρίνουμε ανάμεσα στην οριζόντια και την κατακόρυφη δοκό. Στην τελευταία περίπτωση, η εξίσωση (2.144) θα απλοποιηθεί περαιτέρω, καθώς ο τελευταίος της όρος θα παραληφθεί. Οι κατακόρυφες δομές με μη μηδενικό βάρος ανά μονάδα μήκους είναι πιο ενδιαφέρουσες και από μηχανική, αλλά και από μαθηματική άποψη, δεδομένου ότι καταλήγουν σε πιο περίπλοκες διαμορφώσεις, Επιπρόσθετα, έχουν πολλές πρακτικές εφαρμογές (π.χ. κατακόρυφοι αγωγοί για θαλάσσιες εφαρμογές). Έτσι, υποθέτοντας ότι στην κορυφή της δοκού (μήκους L) εφαρμόζεται προένταση Tp, η οποία υπερβαίνει το βάρος της, η εξίσωση (2.144) θα μετατραπεί στην:  

			
				
					
					
				
				
					
							
							


m∂2q∂t2=-EI∂4q∂s4+(Tp-w0L)∂2q∂s2+w0∂∂ss∂q∂s=0



						
							
							(2.145)

						
					

				
			

			Είναι προφανές ότι, για μια ελεύθερα κρεμασμένη δοκό, ο δεύτερος όρος του δεξιού τμήματος εξαλείφεται. Επιπλέον, υποθέτοντας ξανά ταλαντώσεις με κυκλική συχνότητα ω, γράφουμε:  

			
				
					
					
				
				
					
							
							


q(s,t)=Q(s)sin(ωt)



						
							
							(2.146)

						
					

				
			

			και η εξίσωση (2.145) γίνεται:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


-EI∂4Q∂s4+(Tp-w0L)∂2Q∂s2+w0∂∂ss∂Q∂s+mω2Q=0



						
							
							(2.147)

						
					

				
			

			Άμεσες αναλυτικές λύσεις αναφορικά με τις ιδιομορφές της καμπτικής ταλάντωσης της εξίσωσης (2.147) είναι εφικτές υπό συγκεκριμένες προϋποθέσεις. Αν, για παράδειγμα, υποτεθεί ότι οι ιδιομορφές μπορούν να προσεγγιστούν από αυτές μιας κατακόρυφης χορδής υπό προένταση, για την οποία η καμπτική ακαμψία EI → 0, τότε ο σχετικός όρος θα αμελείται και η παραγόμενη εξίσωση θα δέχεται την εξής λύση: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Qs=C1J02mω2(Tp-w0L+w0s)w02+C2Y02mω2(Tp-w0L+w0s)w02



						
							
							(2.148)

						
					

				
			

			όπου J0 και Y0 είναι οι συναρτήσεις Bessel μηδενικής τάξης και πρώτου και δευτέρου είδους, αντίστοιχα. 

			Για μια λεπτομερή ανάλυση των ιδιοτήτων των συναρτήσεων Bessel (και των τροποποιημένων συναρτήσεων Bessel), ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης μπορεί να ανατρέξει στα κλασικά βιβλία του Watson (1966) και των Abramowitz και Stegun (1970).

			Απευθείας αναλυτική λύση για την εξίσωση (2.147) μπορούμε να λάβουμε επίσης εάν διατηρήσουμε την καμπτική ακαμψία, αλλά υποθέσουμε ότι η κατασκευή είναι αβαρής. Επομένως, μπορούμε επίσης να υποθέσουμε ότι η ένταση κατά μήκος της κατασκευής είναι σταθερή, γεγονός που οδηγεί στην: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


-EI∂4Q∂s4+Tp∂2Q∂s2+mω2Q=0



						
							
							(2.149)

						
					

				
			

			Οι ιδιομορφές της εξίσωσης (2.149) λαμβάνονται υποθέτοντας εκθετικές λύσεις της μορφής Aexp(λs) και επιλύοντας τη χαρακτηριστική εξίσωση ως προς την παράμετρο λ. Η τελική λύση θα λαμβάνεται ως ο γραμμικός συνδυασμός των τεσσάρων ανεξάρτητων λύσεων. Η μέθοδος είναι τετριμμένη και δεν θα δοθούν περισσότερες πληροφορίες σχετικά. Αντίθετα, αναφέρεται ότι είναι δυνατόν να υπολογιστούν λύσεις κλειστής μορφής για την εξίσωση (2.147), στην πλήρη της μορφή, χωρίς την εφαρμογή οποιασδήποτε απλοποιητικής υπόθεσης. Παρ’ όλα αυτά, οι λύσεις θα πρέπει να αναζητηθούν με τη χρήση προηγμένων υπολογιστικών μεθόδων, όπως είναι η τεχνική των διαταραχών (Triantafyllou και Triantafyllou, 1991∙ Chatjigeorgiou, 2008). 
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			Κεφάλαιο 3

			Διανεμημένες δυνάμεις – Υδροδυναμικές φορτίσεις

			Σύνοψη 

			Το κεφάλαιο αυτό επικεντρώνεται στις διανεμημένες δυνάμεις που ασκούνται στους αγωγούς στο θαλάσσιο περιβάλλον κατά την κίνησή τους μέσα στο ρευστό. Εξηγούνται οι μηχανισμοί που τις επάγουν και ο τρόπος δράσης τους. Γίνεται αναλυτική περιγραφή της εξίσωσης Morison και περιγράφεται η σχετική σημασία των επιμέρους συνιστωσών. Αναλύεται η χρήση της εξίσωσης Morison, για τον υπολογισμό βίαιων υδροδυναμικών φορτίσεων. Ο υπολογισμός των δυνάμεων αντίστασης εξετάζεται σε συναρτησιακή σχέση με τον αριθμό Keulegan-Carpenter και τον αριθμό Stokes. Ιδιαίτερη αναφορά γίνεται στα φαινόμενα πρόκλησης υψίσυχνων ταλαντώσεων, λόγω αποκόλλησης φύλλων στροβιλότητας, και εμπλοκής, που προσδιορίζεται μέσω του αριθμού Strouhal. Εξηγούνται οι βασικές αρχές του ταλαντωτή Van der Pol, που χρησιμοποιείται για την προσομοίωση της ταλάντωσης των στροβίλων. 

			Προαπαιτούμενη γνώση 

			Ο αναγνώστης απαιτείται να έχει βασικές γνώσεις ρευστομηχανικής και υδροδυναμικής, αλλά και να έχει εξοικειωθεί με τις βασικές αρχές της δυναμικής ταλαντωτικών συστημάτων, για την κατανόηση της συμπεριφοράς συζευγμένων ταλαντωτών. 

			3.1. Περιγραφή των διανεμημένων δυνάμεων

			Διανεμημένες ονομάζονται οι δυνάμεις που  «διανέμονται» κατά μήκος μιας λεπτόγραμμης κατασκευής, όπως ενός αγωγού. Ορίζονται κύρια ως φορτίσεις ανά μονάδα μήκους της κατασκευής. Η θεώρηση της κατανομής τους κατά μήκος του αγωγού επιβάλλεται και από φυσική, αλλά και από μαθηματική άποψη. Από φυσική άποψη, είναι δυνατόν να ασκούνται διαφορετικά μεγέθη δυνάμεων σε διαφορετικά τμήματα ενός αγωγού πολύ μεγάλου μήκους, όπως συμβαίνει σε θαλάσσιες εφαρμογές. Από μαθηματική άποψη, όπως περιεγράφηκε στο Κεφάλαιο 2 του παρόντος, το σύστημα που διέπει τη δυναμική συμπεριφορά ενός αγωγού είναι ένα σύστημα μερικών διαφορικών εξισώσεων, του οποίου η παραγωγή επιβάλλει τη θεώρηση εξωτερικών φορτίσεων, δηλαδή διανεμημένων, σε διαφορικά τμήματα του αγωγού. 

			Στο θαλάσσιο περιβάλλον, οι (διανεμημένες) δυνάμεις που ασκούνται κατά μήκος ενός αγωγού ποικίλλουν, και ως προς τη γέννησή τους, αλλά και ως προς τη φύση τους. Προφανώς, το αντικείμενο είναι περισσότερο περίπλοκο σε σχέση με τα συμβαίνοντα. Για παράδειγμα, στον αέρα, οι εξωτερικές δυνάμεις οφείλονται, κατά μείζονα λόγο, στη δράση του ανέμου, του οποίου η ταχύτητα θα μπορούσε, σε πρώτη προσέγγιση, να θεωρηθεί σταθερή και, σε κάθε περίπτωση, χωρίς έντονες διακυμάνσεις. Το θαλάσσιο περιβάλλον είναι, κατά κοινή ομολογία, ιδιαίτερα εχθρικό για οποιαδήποτε κατασκευή λειτουργεί σε αυτό και επάγει πολλές και απρόβλεπτες συνήθως δράσεις. Στο παρόν κεφάλαιο θα εξεταστούν μόνο οι προφανείς φορτίσεις σε καταστάσεις που άπτονται της συνήθους λειτουργίας των αγωγών, έστω και αν αυτές οι φορτίσεις θα μπορούσαν να χαρακτηριστούν ακραίες, αποκλείοντας ιδιαίτερες συνθήκες, όπως σεισμικές δράσεις, οι οποίες θα επηρέαζαν, προφανώς, το τμήμα του αγωγού που επικάθεται στον πυθμένα. 

			Η πρώτη, προφανής, διανεμημένη δύναμη κατά μήκος ενός αγωγού είναι το βάρος (ανά μονάδα μήκους) του. Στο σημείο αυτό είναι σημαντικό να αναφερθεί ότι σε θαλάσσιες εφαρμογές ορίζεται το «βυθισμένο» (submerged) βάρος του αγωγού, το οποίο υπολογίζεται από το ισοδύναμο βάρος στον αέρα μείον την άντωση, λόγω των υδροστατικών πιέσεων. Στο «βυθισμένο» βάρος θα πρέπει να προστεθεί και το βάρος ανά μονάδα μήκους του μεταφερόμενου ρευστού. Η διανεμημένη δύναμη του βάρους μπορεί να μεταβάλλει τιμές κατά μήκος του αγωγού, λόγω, για παράδειγμα, διαφορετικών γεωμετρικών χαρακτηριστικών κατά το μήκος, αν και το τελευταίο έχει μόνο θεωρητική αξία. Επίσης, η πιθανή ύπαρξη ανωστικών σωμάτων κατά μήκος του αγωγού μεταβάλλει την κατακόρυφη δύναμη που ασκείται εκεί και την καθιστά συνάρτηση της Lagrangian μεταβλητής s (βλέπε Κεφάλαιο 2, στο παρόν). Επισημαίνεται ότι στην περίπτωση αγωγών, συνήθως η πρακτική ενσωμάτωσης ανωστικών σωμάτων επιτυγχάνεται με την τοποθέτηση τους σε συγκεκριμένο μήκος, μέσω της τροποποίηση της γεωμετρίας τους. Χαρακτηριστικό παράδειγμα είναι οι αγωγοί μεταφοράς ρευστών τύπου Steep wave (Εικόνα 3.1). Αντίθετα, στην περίπτωση γραμμών αγκύρωσης, τα ανωστικά σώματα (buoys) τοποθετούνται σημειακά, αποτελώντας σημεία ασυνέχειας, τόσο της γεωμετρίας της αλυσοειδούς καμπύλης, όσο και των εντατικών χαρακτηριστικών της (π.χ. της αξονικής δύναμης).

			[image: ]

			Εικόνα 3.1 Αγωγός riser τύπου Steep wave.

			Οι διανεμημένες δυνάμεις ασκούνται λόγω της δράσης του θαλάσσιου  περιβάλλοντος και είναι, κατά μείζονα λόγο, υδροδυναμικές. Προκαλούνται λόγω της επίδρασης των θαλάσσιων κυματισμών και του θαλάσσιου ρεύματος, και μεταβάλλονται καθ’ ύψος. Στην περίπτωση των θαλάσσιων κυματισμών, μειώνονται εκθετικά προς τον πυθμένα, ενώ, στην περίπτωση του θαλάσσιου ρεύματος, δεν μεταβάλλονται συνήθως με συγκεκριμένο τρόπο. Το θαλάσσιο ρεύμα περιγράφεται στις περισσότερες περιπτώσεις με τη βοήθεια του όρου της χωρίς χρονική μεταβολή σταθερής ταχύτητας, η οποία μπορεί, όμως, να μεταβάλλεται καθ’ ύψος (από την επιφάνεια προς τον πυθμένα). Οι θαλάσσιοι κυματισμοί (κυματισμοί βαρύτητας), είτε κανονικοί (regular) περιοδικοί είτε τυχαίοι, οι οποίοι περιγράφονται με απλή γραμμική υπέρθεση άπειρων αρμονικών κυματισμών διαφορετικής περιόδου, ύψους και φάσης, προκαλούν την εφαρμογή υδροδυναμικών φορτίσεων κατά μήκος των αγωγών. Οι τελευταίες υπολογίζονται αριθμητικά μέσω της ολοκλήρωσης των αντίστοιχων υδροδυναμικών πιέσεων στη βρεχόμενη επιφάνεια των αγωγών. Η γενικά αποδεκτή (και επικρατούσα) πρακτική βασίζεται στη χρήση της θεωρίας δυναμικού (Laplace domain), για τον υπολογισμό του πεδίου ταχυτήτων γύρω από τον αγωγό, αν και στην περίπτωση των λεπτόγραμμων κατασκευών οι περισσότερες παράμετροι αμελούνται.

			Γενικά, αναφέρεται ότι η θεωρία δυναμικού, με τη θεώρηση ασυμπίεστου, μη συνεκτικού ρευστού και αστρόβιλης ροής, καταλήγει σε τρία θεμελιώδη προβλήματα της υδροδυναμικής στην περίπτωση αλληλεπίδρασης θαλάσσιων κυματισμών με κατασκευές: το πρόβλημα του απλού αρμονικού προοδευτικού κυματισμού, το πρόβλημα της περίθλασης (diffraction) και το πρόβλημα της ακτινοβολίας (radiation). Τα δύο τελευταία αναφέρονται, συνήθως, συνολικά ως πρόβλημα σκέδασης (scattering). Στο πρόβλημα του απλού αρμονικού κυματισμού, το πεδίο ροής δεν παραμορφώνεται από την κατασκευή, ενώ οι αντίστοιχες δυνάμεις υπολογίζονται βάσει των πιέσεων στη θέση του αγωγού στο αδρανειακό σύστημα συντεταγμένων, με χρήση μόνο του αντίστοιχου δυναμικού ταχυτήτων. Το πρόβλημα περίθλασης περιγράφεται φυσικά από τη διαταραχή, λόγω της αλληλεπίδρασης των κυματισμών με την κατασκευή (εν προκειμένω, τον αγωγό), και διατυπώνεται μαθηματικά με τη βοήθεια άπειρων όρων «κυματισμών», οι οποίοι στη βιβλιογραφία αναφέρονται ως evanescent modes και φθίνουν μακριά από την κατασκευή. Τέλος, το φαινόμενο της ακτινοβολίας περιγράφει τους κυματισμούς που «ακτινοβολούνται», λόγω των κινήσεων της κατασκευής, και, επίσης, φθίνουν μακριά από αυτήν (προς το άπειρο). 

			Οι αναφορές της παραπάνω παραγράφου είναι γενικές, δεδομένου ότι στην περίπτωση των αγωγών, λόγω της μικρής χαρακτηριστικής τους διάστασης σε σχέση με το μήκος (αλλά και το ύψος) των συνήθων θαλάσσιων κυματισμών, δεν είναι σε θέση να προκαλέσουν σημαντικές διαταραχές του πεδίου ταχυτήτων, με αποτέλεσμα να αμελείται το φαινόμενο της περίθλασης. Κατ’ επέκταση, με μεγάλη ακρίβεια μπορεί να θεωρηθεί ότι οι κυματισμοί δεν παραμορφώνονται από την κατασκευή και το τελικό φαινόμενο μπορεί να περιγραφεί μόνο από τον απλό αρμονικό κυματισμό και τις αντίστοιχες δυνάμεις, τις γνωστές ως δυνάμεις Froude-Krylov. Τέλος, το φαινόμενο της ακτινοβολίας λαμβάνεται υπόψη μόνο μέσω της πρόσθετης αδράνειας, η οποία περιγράφεται μαθηματικά με τον όρο της πρόσθετης μάζας (υδροδυναμική μάζα). Επισημαίνεται, τέλος, ότι το πρόβλημα της ακτινοβολίας παράγει και έναν όρο υδροδυναμικής απόσβεσης (πρόσθετης απόσβεσης), ο οποίος είναι γραμμικός. Και αυτός όμως ο όρος είναι μικρού μεγέθους και η συμπερίληψή του στο μοντέλο της δυναμικής συμπεριφοράς του αγωγού δεν μεταβάλλει τα τελικά αποτελέσματα. 

			Η σημαντικότερη συνεισφορά στις διανεμημένες δυνάμεις κατά μήκος των θαλάσσιων αγωγών προέρχεται από τις δυνάμεις αντίστασης. Οι μη συντηρητικές αυτές δυνάμεις απορροφούν ενέργεια, περιορίζοντας τις κινήσεις της κατασκευής. Είναι, εκ φύσεως μη γραμμικές, εξαρτώνται από τους τετραγωνικούς όρους της ταχύτητας και περιορίζουν σε μέγιστο βαθμό τις κινήσεις της κατασκευής κατά το μήκος της, μεταβάλλοντας δραστικά την εντατική της κατάσταση.

			Διανεμημένες θα μπορούσαν να χαρακτηριστούν επίσης οι δυνάμεις που προκαλούνται λόγω της αλληλεπίδρασης της κατασκευής με τον θαλάσσιο πυθμένα. Αυτές προκαλούνται περιοδικά και είναι, επί της ουσίας, δυνάμεις αντίστασης αντίδρασης (reaction) του υλικού του πυθμένα στην τάση του αγωγού να εισχωρήσει σε αυτόν. Ασκούνται σε περιορισμένη περιοχή του αγωγού γύρω από το χρονικά μεταβαλλόμενο σημείο οριακής επαφής του με τον πυθμένα (Touch Down Point/TDP) και η αντίστοιχη ζώνη αναφέρεται στη βιβλιογραφία ως Ζώνη Οριακής Ανύψωσης (Touch Down Zone/TDZ). Το συγκεκριμένο φαινόμενο θα μας απασχολήσει στο Κεφάλαιο 7 του παρόντος.

			Επισημαίνοντας ότι θα ήταν άτοπο να θεωρήσουμε την ύπαρξη διανεμημένων ροπών πάνω σε έναν αγωγό, λόγω της δράσης του θαλάσσιου περιβάλλοντος, αναφέρεται ότι το τελευταίο φαινόμενο που προκαλεί την εφαρμογή διανεμημένων δυνάμεων είναι το φαινόμενο vortex-induced vibrations (viv). Το συγκεκριμένο φαινόμενο αναλύεται στην Ενότητα 3.4 του παρόντος κεφαλαίου, αλλά εδώ, αναφέρεται εν συντομία, ότι αφορά υψίσχυχνες κινήσεις, που εκτελούνται από τον αγωγό με διεύθυνση κάθετη στη διεύθυνση διάδοσης του θαλάσσιου ρεύματος. Οφείλεται στην αποκόλληση του ομόρου της ροής που απαντάται σε συγκεκριμένα εύρη του αριθμού Reynolds. To φαινόμενο viv είναι δυνητικά καταστροφικό και μπορεί να προκαλέσει αστοχίες λόγω κόπωσης. Στην πραγματικότητα, εμφανίζεται όταν μία από τις (άπειρες) ιδιοσυχνότητες του αγωγού (θεωρούμενου ως συνεχούς μέσου) συμπέσει με τη χαρακτηριστική συχνότητα Strouhal, όποτε και εμφανίζεται το φαινόμενο εμπλοκής (lock-in). Το φαινόμενο viv είναι εξαιρετικά περίπλοκο και δεν είναι τυχαίο το γεγονός ότι τα τελευταία χρόνια έχει υπάρξει αμέτρητος αριθμός δημοσιεύσεων και εργασιών, με σκοπό την κατανόησή του. Η περιπλοκότητα του φαινομένου εντείνεται από το γεγονός ότι η κατασκευή είναι κινούμενη, με αποτέλεσμα τη μεταβολή των χαρακτηριστικών του ομόρου (στην περιοχή όπου εμφανίζονται οι δίνες). 

			3.2. Η εξίσωση Morison

			3.2.1. Περιγραφή

			Η εξίσωση Morison έλαβε το όνομά της από τον πρώτο συγγραφέα της αντίστοιχης εργασίας, που παρουσιάστηκε πρώτη φορά το 1950 (Morison κ.ά., 1950). Περιγράφει κατά βάση εμπειρικά τις δυνάμεις που ασκούνται σε μια κυλινδρική κατασκευή (ανά μονάδα μήκους της), η οποία δέχεται τη δράση μιας ταλαντευόμενης ροής (oscillatory flow), όπως είναι η ροή που αντιστοιχεί σε απλούς αρμονικούς κυματισμούς βαρύτητας. Επί της ουσίας, η συνολική δύναμη διαχωρίζεται σε δύο τμήματα, στο αδρανειακό τμήμα και στο τμήμα της αντίστασης. Παρ’ όλη την κριτική που έχει δεχθεί, σχετικά με την κατά μια έννοια αυθαίρετη άθροιση αδρανειακών όρων και όρων αντίστασης, έχει αποδειχθεί εξαιρετικά αξιόπιστη για τον υπολογισμό των υδροδυναμικών φορτίσεων σε κυλινδρικές κατασκευές στη θάλασσα. Είναι σημαντικό να αναφερθεί ότι η εξίσωση Morison έχει περιορισμούς στο πεδίο εφαρμογής της. Επίσης, αφορά αποκλειστικά λεπτόγραμμες κατασκευές, με χαρακτηριστική διάσταση (διάμετρο) πολύ μικρή σε σχέση με το μήκος κύματος του διεγείροντος κυματισμού, και παράγει δυνάμεις που ασκούνται κάθετα στον άξονα συμμετρίας του κυλινδρικού στοιχείου. Πιο συγκεκριμένα, η εξίσωση Morison δίνεται από τη σχέση: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dFdz=ρCmπD24u˙+12ρCdDuu
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			όπου F είναι η συνολική δύναμη, z η συντεταγμένη κατά μήκος του κυλίνδρου, ρ η πυκνότητα του νερού, D η εξωτερική διάμετρος του κυλίνδρου, u η ταχύτητα των σωματιδίων του ρευστού, υπολογιζόμενη με χρήση της θεωρίας δυναμικού, και, τέλος, Cm και Cd ο αδρανειακός συντελεστής και ο συντελεστής αντίστασης, αντίστοιχα, οι οποίοι, ορθότερα, λαμβάνονται μέσω πειραματικών μετρήσεων. Η τελεία στον πρώτο όρο της εξίσωσης (3.1) συμβολίζει χρονική παραγώγιση και, κατά συνέπεια, 

u˙

 είναι η επιτάχυνση της ροής. 

			Στην περίπτωση της χρονικά αμετάβλητης ροής (π.χ. αποκλειστικά λόγω θαλάσσιου ρεύματος, με σταθερή ταχύτητα U), είναι προφανές ότι ο αδρανειακός όρος μηδενίζεται, ενώ ο δεύτερος όρος εκφυλίζεται στη γνωστή δύναμη αντίστασης ανά μονάδα μήκους 1/2ρCdDU2.  Το μέτρο στον όρο της δύναμης αντίστασης εξασφαλίζει το γεγονός ότι αυτή είναι μη γραμμική και ταυτόχρονα αλλάζει πρόσημο, με εξάρτηση από την κατεύθυνση της ταχύτητας της ταλαντευόμενης ροής. 

			Ο αδρανειακός όρος στην εξίσωση (3.1) περιλαμβάνει τις συνεισφορές των υδροδυναμικών πιέσεων, λόγω του απλού αρμονικού κυματισμού, αλλά και την πρόσθετη αδράνεια, λόγω της υδροδυναμικής (πρόσθετης) μάζας. Με άλλα λόγια, ο αντίστοιχος συντελεστής γράφεται Cm = 1+Ca, όπου Ca είναι ο συντελεστής πρόσθετης (δισδιάστατης) μάζας, ο οποίος επίσης υπολογίζεται μέσω πειραματικών μετρήσεων. 

			Η εξίσωση Morison ισχύει επίσης στην περίπτωση της σχετικής κίνησης, πάντοτε κάθετης στον άξονα συμμετρίας του κυλινδρικού στοιχείου, και λαμβάνει τη μορφή: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dFdz=ρπD24u˙+ρCaπD24u˙-v˙+12ρCdDu-vu-v
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			όπου v είναι η ταχύτητα του κυλίνδρου, η οποία επίσης μεταβάλλεται κατά μήκος του (με εξάρτηση από το z). Ο πρώτος όρος στην εξίσωση (3.2) περιγράφει τις δυνάμεις λόγω της δράσης του απλού αρμονικού κυματισμού, οι οποίες, υπολογιζόμενες με το αντίστοιχο δυναμικό, είναι γνωστές στη βιβλιογραφία ως δυνάμεις Froude-Krylov. Σε γενικές γραμμές και για λείες λεπτόγραμμες κατασκευές, η (δισδιάστατη) πρόσθετη μάζα του κυλίνδρου μπορεί να θεωρηθεί ίση με τη μάζα του εκτοπιζόμενου ρευστού. Επομένως, μια καλή προσέγγιση για τον συντελεστή πρόσθετης μάζας είναι Ca = 1.  

			Η περιοχή εφαρμογής της εξίσωσης Morison για κυλινδρικές κατασκευές υποβαλλόμενες στη δράση κυματισμών φαίνεται στην Εικόνα 3.2. Στην εικόνα παρουσιάζονται, επίσης, οι περιοχές καθοριστικής σημασίας όλων των υδροδυναμικών φαινομένων (σε βαθύ νερό) που επενεργούν σε μια κυλινδρική κατασκευή. Οι επισημαινόμενες περιοχές περιγράφονται συναρτησιακά με το ύψος και το μήκος του κυματισμού σε σχέση με τη χαρακτηριστική διάσταση του κυλινδρικού στοιχείου, δηλαδή τη διάμετρό του. Είναι προφανές ότι η εξίσωση Morison δεν ισχύει στην περίπτωση θραύσης των κυματισμών, στην οποία δεν έχουν εφαρμογή οι κυματισμοί βαρύτητας, παρ’ όλο που μπορεί να χρησιμοποιηθεί (υπό προϋποθέσεις) η θεωρία δυναμικού. Η θραύση των κυματισμών προκαλείται όταν το ύψος κύματος τείνει στο 1/7 του αντιστοίχου μήκους. 

			Τα φαινόμενα περίθλασης είναι καθοριστικά για ογκώδεις κατασκευές με μεγάλη χαρακτηριστική διάσταση [Περιοχή (1)]. Για μικρότερες κατασκευές και έως το όριο Η/D = 1, είναι καθοριστικά τα αδρανειακά φαινόμενα [Περιοχή (2)]. Στο όριο Η/D = 1, οι δυνάμεις αντίστασης συνεισφέρουν, κατ’ εκτίμηση, το 10% της συνολικής δύναμης που ασκείται στο κυλινδρικό στοιχείο, με τη συνεισφορά τους να αυξάνεται για ακόμα μεγαλύτερα ύψη κύματος. Στις Περιοχές (3) και (4), τα φαινόμενα περίθλασης μπορούν να αμεληθούν, λόγω του μικρού μεγέθους της κατασκευής. Στην Περιοχή (4), δηλαδή για κυλινδρικά στοιχεία μικρής διαμέτρου σε σχέση με το μήκος κύματος, η συνολική δύναμη που ασκείται μπορεί με μεγάλη ακρίβεια να προσεγγιστεί μόνο από τον όρο των δυνάμεων αντίστασης της εξίσωσης Morison. 

			Επισημαίνεται, ότι η Εικόνα 3.2 υποθέτει την ύπαρξη κυματισμών. Στην περίπτωση αγωγών των οποίων η διάμετρος των οποίων είναι, εξ αντικειμένου, πολύ μικρή σε σχέση με το μήκος κύματος, η σημαντικότερη συνεισφορά στις διανεμημένες δυνάμεις προέρχεται από τη δύναμη αντίστασης λόγω του ρεύματος (η ύπαρξη του οποίου αμελείται στην Εικόνα 3.2), καθώς και από τις δυνάμεις αντίστασης που ασκούνται λόγω των κινήσεων της κατασκευής μέσα στο ρευστό περιβάλλον.

			[image: ]

			Εικόνα 3.2 Περιοχή σχετικής σημασίας διαφόρων τύπων δυνάμεων που ασκούνται σε κυλινδρικά στοιχεία, σε άπειρο βάθος νερού, ως συνάρτηση του ύψους, H, και του μήκους, λ, του κυματισμού (D: διάμετρος του κυλίνδρου). Περιοχή (1): καθοριστικά τα φαινόμενα περίθλασης. Περιοχή (2): καθοριστικές οι αδρανειακές δυνάμεις. Περιοχή (3): πεδίο εφαρμογής της εξίσωσης Morison. Περιοχή (4): καθοριστικές οι δυνάμεις αντίστασης. Πηγή: Αναπαραγωγή από το Μαυράκος (1999). 

			3.2.2. Οι δυνάμεις αντίστασης

			Ίσως το σημαντικότερο τμήμα της εξίσωσης Morison σε συσχέτιση με τους αγωγούς μεταφοράς ρευστών είναι το τμήμα των δυνάμεων αντίστασης. Εξ αντικειμένου, η εξίσωση Morison αμελεί τα φαινόμενα περίθλασης, λόγω του μικρού μεγέθους (διαμέτρου) της κατασκευής. Για τον ίδιο λόγο (και με μεγάλη ακρίβεια), θα μπορούσαν να αμεληθούν και οι δυνάμεις Froude-Krylov, με αποτέλεσμα η εξίσωση Morison να περιορίζεται σε δύο μόνο όρους, δηλαδή της πρόσθετης αδράνειας λόγω της υδροδυναμικής μάζας και των δυνάμεων αντίστασης. Επιπρόσθετα, ο τρόπος ελέγχου της κατασκευαστικής επάρκειας λεπτόγραμμων μεγάλου μήκους αγωγών βασίζεται, συνήθως, στην ανάλυση της δυναμικής τους συμπεριφοράς, υποθέτοντας επιβαλλόμενες κινήσεις στο άνω μέρος τους, δηλαδή στο σημείο πρόσδεσης με την πλωτή κατασκευή, η οποία και προκαλεί τη διέγερση. Στην περίπτωση αυτή και εν απουσία δρώντος αρμονικού κυματισμού, η εξίσωση Morison μεταπίπτει στην: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dFdz=-ρCaπD24v˙-12ρCdDvv
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			Το αρνητικό πρόσημο μπροστά από τον αδρανειακό όρο της εξίσωσης (3.3) δεν πρέπει να παρερμηνευτεί, δεδομένου ότι η δύναμη τοποθετείται στο δεύτερο μέρος της εξίσωσης ισορροπίας, ακολουθώντας νευτώνεια (Newtonian) παραγωγή, με τελικό αποτέλεσμα η πρόσθετη μάζα να αθροίζεται με τη φυσική μάζα της κατασκευής, αποδίδοντας την ενεργό μάζα της [βλέπε και εξισώσεις (2.50)-(2.52) του Κεφαλαίου 2]. 

			Είναι άμεσα προφανές ότι η εξίσωση (3.3) περιλαμβάνει έναν γραμμικό και έναν μη γραμμικό όρο, αυτόν των δυνάμεων αντίστασης. Η εξίσωση (3.3) μπορεί να χρησιμοποιηθεί στη συγκεκριμένη μορφή μόνο για μεθόδους προσέγγισης της λύσης στο πεδίο των χρόνων. Για αντίστοιχες αναλύσεις στο πεδίο των συχνοτήτων, απαιτείται ισοδύναμη γραμμικοποίηση των δυνάμεων αντίστασης (Krolikowski και Gay, 1980). Προς τούτο, χρησιμοποιείται η μέθοδος της ανάπτυξης του ταλαντευόμενου μη γραμμικού όρου |v|v σε σειρά Fourier (Meirovitch, 1986) και της διατήρησης μόνο του γραμμικού όρου. Για παράδειγμα, αν η ταχύτητα v μεταβάλλεται αρμονικά, όπως πράγματι συμβαίνει, υποθέτοντας αρμονική διέγερση, ως 

v=v1cos(ωt+ψ1)

, όπου v1 το πλάτος της ταχύτητας, ω η κυκλική συχνότητα της διέγερση, t ο χρόνος και ψ1 η φάση, τότε, μέσω του αναπτύγματος σε σειρά Fourier και της διατήρησης μόνο του πρώτου όρου της σειράς, έχουμε την: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


vv=v12cosωt+ψ1cos(ωt+ψ1)=83πv12cosωt+ψ1+⋯
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			Ως επιπλέον παράδειγμα αναφέρεται η περίπτωση μη γραμμικών αποκρίσεων (τάξεως 2ω), οι οποίες προκαλούνται λόγω μονοχρωματικών διεγέρσεων (τάξεως ω). Στην αντίστοιχη περίπτωση, ο μη γραμμικός (και προς γραμμικοποίηση) όρος θα εμφανίζεται στη μορφή 

f(θ)=cosθcos(2θ+ψ)

, ο οποίος, μέσω του αναπτύγματος σε σειρά Fourier, μπορεί να γραφτεί ως:1 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


cosθcos2θ+ψ=⋯+2πcos2θ+ψ-215πcos2θ-ψ+⋯
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			Πληροφοριακά, αναφέρεται ότι το ανάπτυγμα σε σειρά Fourier υποθέτει ότι οποιαδήποτε περιοδική συνάρτηση μπορεί να εκφραστεί ως άθροισμα άπειρων αρμονικών όρων με συχνότητες ακέραια πολλαπλάσιες της βασικής (θεμελιώδους) συχνότητας. Το συγκεκριμένο ανάπτυγμα έχει εφαρμογή και σε μη περιοδικά σήματα, υποθέτοντας ότι η θεμελιώδης περίοδος Τ → ∞, με αποτέλεσμα η βασική συχνότητα να συγκλίνει στο μηδέν. Θεωρητικά, μπορεί πράγματι να εφαρμοστεί και για τυχαία σήματα, υπό την προϋπόθεση ότι θα ληφθούν υπόψη (και θα διατηρηθούν) άπειροι όροι του αναπτύγματος.    

			3.2.3. Μια πρόσθετη σημαντική εφαρμογή της εξίσωσης Morison

			Μόλις πρόσφατα σχετικά, η εξίσωση Morison έχει μια πρόσθετη εφαρμογή, την οποία επ’ ουδενί δεν είχαν φανταστεί οι εμπνευστές της. Αυτή είναι η πρόσθεση στην εξίσωση (3.1) ενός όρου που αφορά την πιθανότητα βίαιης δράσης κυματισμών κατά τη θραύση τους (Wienke και Oumeraci, 2005). Οι εν λόγω κυματισμοί δεν έχουν ουσιαστική συσχέτιση με τους συνήθεις ανεμογεννείς κυματισμούς. Ανεξάρτητα από τον τρόπο δημιουργίας τους (θέμα το οποίο δεν θα εξεταστεί στο παρόν βιβλίο), περιγράφονται ως μάζα νερού με περίπου κατακόρυφο προφίλ (Εικόνα 3.3) και με μεγάλη ταχύτητα διάδοσης. Η δράση τους είναι σχεδόν στιγμιαία και ασκεί μεγάλου μεγέθους υδροδυναμικές φορτίσεις. Η χείριστη κατάσταση φόρτισης είναι αυτή στην οποία εμπλέκεται το κατακόρυφο προφίλ (steep wave impact). 

			[image: ]

			Εικόνα 3.3 Κυλινδρικό στοιχείο δεχόμενο τη δράση θραυόμενου κυματισμού.

			Στην περίπτωση των αγωγών μεταφοράς ρευστών, η συγκεκριμένη επίδραση αφορά το ανώτερο μέρος τους, αυτό το οποίο εξέρχεται της ελεύθερης επιφάνειας, στην περιοχή σύνδεσης με την πλωτή φέρουσα κατασκευή, υπό την προϋπόθεση ότι είναι εκτεθειμένο στη δράση του περιβάλλοντος. Σε κάθε περίπτωση, οι βίαιες προσκρούσειςαφορούν οποιαδήποτε λεπτόγραμμη, σχετικά, κατασκευή που διέρχεται της ελεύθερης επιφάνειας, όπως είναι οι πυλώνες στήριξης ανεμογεννητριών ή τα σωληνοειδή στοιχεία χωροδικτυωμάτων (π.χ. πλατφόρμες τύπου jacket). 

			Υπό τις ανωτέρω προϋποθέσεις, στην εξίσωση Morison (3.1) προστίθεται ένας όρος και γίνεται f = fI+fD+fS, όπου το f συμβολίζει τη δύναμη ανά μονάδα μήκους, ενώ οι δείκτες I, D και S αντιστοιχούν στις αδρανειακές δυνάμεις, τις δυνάμεις αντίστασης και τις δυνάμεις λόγω της βίαιης πρόσκρουσης των θραυόμενων κυματισμών. Στην Εικόνα 3.3, σύμφωνα με τον Goda κ.ά (1966), η συνολική δύναμη που ασκείται στην προσβαλλόμενη περιοχή ύψους ληb μπορεί να υπολογιστεί από την: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


FSt=ληbπρ RV21-VRt
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			όπου V είναι η ταχύτητα διάδοσης του κυματισμού, R η ακτίνα του κυλίνδρου και t ο χρόνος. 

			Είναι προφανές ότι η εξίσωση (3.6) έχει εφαρμογή για περιορισμένο χρονικό διάστημα t → 0+. Η αντίστοιχη δύναμη, ανηγμένη στη μονάδα μήκους του κυλίνδρου fS, εξάγεται από την εξίσωση (3.6), παραλείποντας τον όρο ληb. Η ανά μονάδα μήκους δύναμη fS είναι γνωστή στη διεθνή βιβλιογραφία ως line force, την οποία στη συνέχεια θα ονομάζουμε «δύναμη πρόσκρουσης». Από την εξίσωση (3.6) συνάγεται ότι η μέγιστη δύναμη πρόσκρουσης ασκείται στην αρχή των χρόνων, όταν t = 0, και στη συνέχεια μειώνεται γραμμικά μ’ αυτόν. Η μέγιστη τιμή της δύναμης παρέχεται από τη θεωρία του Von Kármán (1929). Σε κάθε χρονικό σημείο της πρόσκρουσης, ο κύλινδρος προσομοιώνεται από έναν επίπεδο δίσκο (Εικόνα 3.4)

			[image: ]

			Εικόνα 3.4 Δισδιάστατη πρόσκρουση σε επίπεδο δίσκο – ορισμοί.

			Εντούτοις, η πραγματική ροή γύρω από το δίσκο, με την υπόθεση εφαρμογής της θεωρίας λωρίδων (strip theory), εμφανίζεται στην Εικόνα 3.4. Η ελεύθερη επιφάνεια, η, παραμορφώνεται, όπως φαίνεται στην Εικόνα 3.4, λόγω του φαινομένου pile-up, σύμφωνα με το οποίο η «βύθιση» του κυλίνδρου γίνεται νωρίτερα. Κατά συνέπεια, η διάρκεια της πρόσκρουσης αυξάνεται, όπως αυξάνεται και η δύναμη πρόσκρουσης. Σύμφωνα με τον Wagner (1932), ο οποίος και εισήγαγε πρώτος το συγκεκριμένο μοντέλο παραμόρφωσης της ελεύθερης επιφάνειας, η μέγιστη δύναμη πρόσκρουσης είναι: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


fS=2πρ RV2
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			και είναι διπλάσια απ’ αυτήν που υπολογίζεται με εφαρμογή της θεωρίας του Von Kármán (1929). 

			Πολύ συχνά, η μέγιστη δύναμη πρόσκρουσης δίνεται ως συνάρτηση του συντελεστή βίαιης πρόσκρουσης (slamming) CS, ως: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


fS=CSρ RV2
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			όπου CS = π, σύμφωνα με τον Von Kármán (1929), και CS  =  2π, σύμφωνα με τον Wagner (1932). Έχουν προταθεί διάφορες εμπειρικές τιμές για τον συντελεστή CS, αλλά, κατά κοινή ομολογία, το θέμα παραμένει ανοιχτό. 

			3.3. Μεταβολή του αδρανειακού συντελεστή και του συντελεστή αντίστασης

			Ένα εξόχως σημαντικό θέμα όσον αφορά τους συντελεστές Cm (ή Ca) και Cd [εξισώσεις (3.1) και (3.2)] σχετίζεται με τον τρόπο μεταβολής του αδρανειακού συντελεστή και του συντελεστή αντίστασης. Είθισται σε αριθμητικές εφαρμογές, οι συντελεστές αυτοί να λαμβάνονται σταθεροί, όπως για λεπτόγραμμους αγωγούς (με την υπόθεση λείας επιφάνειας) Cm = 2 (Ca = 1) και Cd = 1. Εντούτοις, στην πραγματικότητα οι συντελεστές αυτοί μεταβάλλονται και ο τρόπος μεταβολής τους, όπως και οι παράμετροι που την επηρεάζουν, αποτελούν αντικείμενο της ανάλυσης που ακολουθεί. 

			Η κύρια εξάρτηση προέρχεται από το γεγονός της ταλαντευόμενης ροής, είτε αυτή διαθέτει το συγκεκριμένο χαρακτηριστικό εν τη γενέσει είτε προκαλείται λόγω επιβαλλόμενης ταλαντωτικής διέγερσης στην κατασκευή και, εν προκειμένω, στον κυλινδρικό αγωγό. Μαθηματικά, η συγκεκριμένη εξάρτηση περιγράφεται μέσω του αριθμού Keulegan-Carpenter (KC), ο οποίος ορίζεται ως εξής (Keulegan και Carpenter, 1958): 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


KC=UmTD
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			όπου Um είναι η μέγιστη ταχύτητα της ταλαντωτικής κίνησης ή της ταλαντωτικής ροής (στην περίπτωση διέγερσης, για παράδειγμα, από περιοδικό κυματισμό), Τ η περίοδος και D  η διάμετρος του κυλίνδρου. Στην περίπτωση μονοχρωματικής διέγερσης, ο αριθμός KC είναι βολικό να εκφράζεται ως 2πa/D, όπου a είναι το πλάτος της κίνησης.

			Η επίδραση της συνεκτικότητας λαμβάνεται υπόψη μέσω του αριθμού Reynolds, ο οποίος στη συγκεκριμένη περίπτωση γράφεται ως: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Re=UmDν



						
							
							(3.10)

						
					

				
			

			όπου ν είναι η κινηματική συνεκτικότητα του μέσου. 

			Οι αριθμοί KC και Re παράγουν συνδυαζόμενοι τον αριθμό Stokes: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


β=Re/KC=D2νT



						
							
							(3.11)

						
					

				
			

			Κατά συνέπεια, γίνεται προφανές ότι οι αδρανειακοί συντελεστές και οι συντελεστές αντίστασης του τύπου Morison αποτελούν συναρτήσεις της χαρακτηριστικής διάστασης της κατασκευής, της συνεκτικότητας του μέσου, καθώς και της ταχύτητας και της περιόδου της κίνησης (ή της ροής). Είθισται για κυλινδρικές κατασκευές σε θαλάσσιες εφαρμογές η εξεταζόμενη εξάρτηση να περιγράφεται μέσω και των αριθμών KC και β, παραλείποντας τον αριθμό Reynolds. Τέλος, θα πρέπει να υπογραμμιστεί και η προφανής εξάρτηση από την τραχύτητα της βρεχόμενης επιφάνειας του κυλίνδρου. Η επίδραση της ταχύτητας στις αδρανειακές δυνάμεις, αλλά και στις δυνάμεις αντίστασης, μέσω των εμπλεκόμενων συντελεστών, υπονοεί ότι αυτές θα μεταβάλλονται κατά μήκος του κυλίνδρου. Η μεταβολή αναμένεται να είναι εντονότερη όσον αφορά, για παράδειγμα, έναν μεγάλου μήκους αγωγό, όπως είναι οι αγωγοί risers, των οποίων η δυναμική συμπεριφορά σε πλείστες περιπτώσεις χαρακτηρίζεται από εντονότατες μεταβολές στην κατά μήκος κίνησή τους. 

			Ο Stokes (1851) απέδειξε πρώτος ότι η δύναμη η οποία ασκείται σε έναν κύλινδρο ή σε μια σφαίρα που ταλαντώνεται αρμονικά σε ένα ιξώδες ρευστό εξαρτάται από τους αριθμούς KC και Re (ή β). Στην περίπτωση ενός σταθερού κυλίνδρου σε μια αρμονικά ταλαντευόμενη ροή, η δύναμη Stokes μπορεί να εκφραστεί με την εξίσωση Morison. Έχει, επίσης, αποδεχθεί (Rosenhead, 1963) ότι οι συντελεστές αντίστασης και αδράνειας μπορούν να προσεγγιστούν ως εξής:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Cd=3π32KCπβ-1/2+πβ-1+Oπβ-3/2



						
							
							(3.12)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Cm=2+4πβ-1/2+Oπβ-3/2



						
							
							(3.13)

						
					

				
			

			Οι εξισώσεις (3.12) και (3.13) ισχύουν μόνο για μεγάλες τιμές του β. Ο Wang (1968) επεξέτεινε τη σχετική ανάλυση, λαμβάνοντας υπόψη τον όρο O(πβ)-3/2, με χρήση εσωτερικών και εξωτερικών αναπτυγμάτων. Η λύση που πρότεινε ισχύει για KC << 1 και β >> 1 και είναι: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Cd=3π32KCπβ-1/2+πβ-1-14πβ-3/2
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Cm=2+4πβ-1/2+πβ-3/2
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			Οι εξισώσεις (3.12)-(3.13) διαφέρουν από τις εξισώσεις (3.14)-(3.15) μόνο ως προς τον τελευταίο τους όρο. Οι λύσεις των Stokes και Wang παράγουν ταυτόσημα αποτελέσματα στο διάστημα ισχύος τους, δηλαδή για μεγάλους αριθμούς Stokes β. 

			Αν και οι περιπτώσεις KC << 1 και β >> 1 αφορούν κυρίως κυλίνδρους με μεγάλη χαρακτηριστική διάσταση, υποβαλλόμενους σε κυματισμούς μεγάλου μήκους και όχι λεπτόγραμμους αγωγούς, είναι σημαντικό να αναφερθεί ότι τα συγκεκριμένα διαστήματα επιτρέπουν την παραγωγή αναλυτικών σχέσεων προσέγγισης των συντελεστών της εξίσωσης Morison [εξισώσεις (3.12)-(3.15)]. Πειραματικές μετρήσεις που πραγματοποιήθηκαν για μικρούς αριθμούς KC [Honji (1981), για 70 < β < 700 και 0 < KC < 4] μαρτυρούν ότι η ροή οριοθετείται από τρεις περιοχές σε συσχέτιση με το ζεύγος τιμών (KC, β): μια περιοχή για σχετικά μικρούς αριθμούς KC, που παραμένει ευσταθής και δυσδιάστατη, στην οποία δεν παρατηρείται αποκόλληση της ροής, μια περιοχή στην οποία η ροή γίνεται ασταθής, με την εμφάνιση στροβίλων σε σχήμα «μανιταριού», και, τέλος, μια περιοχή στην οποία δεν διακρίνονται ξεκάθαρα οι στροβιλισμοί, επειδή η ροή γίνεται τυρβώδης. Σύμφωνα με τον Honji (1981), η δεύτερη περιοχή (ασταθής ροή) οφείλεται στις φυγόκεντρες δυνάμεις.

			Σύμφωνα με τον Hall (1984), η διάκριση ανάμεσα στην πρώτη (ευσταθής ροή) και στη δεύτερη (ασταθής ροή) περιοχή γίνεται μέσω του κρίσιμου αριθμού KC, τον οποίο προσδιόρισε ως: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


KCcr=Recr/β=5.778β-1/4(1+0.205β-1/4+⋯)
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			Σύμφωνα με τον Sarpkaya (1986), ο αριθμός KC, στον οποίο ο συντελεστής αντίστασης Cd μεταβάλλεται αιφνίδια σε σχέση με την τιμή που δίνεται από τη θεωρία των Stokes-Wang, σχεδόν συμπίπτει με την κρίσιμη τιμή KCcr.

			Τα περιγραφόμενα στις παραπάνω παραγράφους αφορούν κυρίως μικρούς αριθμούς KC. Για μεγάλες τιμές του KC, τα δεδομένα μεταβάλλονται σημαντικά. Συγκεκριμένα, ο Sarpkaya (1986) παρουσίασε αποτελέσματα πειραματικών μετρήσεων για κυλίνδρους στο εύρος τιμών 0.4 < KC < 20, για τρεις διαφορετικές τιμές του αριθμού Stokes β: 1035, 1380 και 11240. Σύμφωνα με αυτά, η τιμή του συντελεστή Cm παραμένει σταθερή και περίπου ίση με το 2 μέχρι την τιμή KC = 6, ενώ στη συνέχεια μειώνεται δραστικά. Αναφορικά με τον συντελεστή αντίστασης, μπορεί να ειπωθεί, συμπερασματικά, ότι μειώνεται σχεδόν γραμμικά από την τιμή περίπου Cd = 2 μέχρι την τιμή Cd = 1 στο εύρος 0.4 < KC < 1.5. Στη συνέχεια,  εμφανίζει αύξουσα τάση, η οποία ξαναφτάνει περίπου την τιμή Cd = 2, για KC = 10, όπου και σταθεροποιείται. Σύμφωνα πάντα με τον Sarpkaya, η τραχύτητα δεν επηρεάζει τον αδρανειακό συντελεστή, ενώ μεταβάλλει σημαντικά τον συντελεστή αντίστασης ο οποίος, για τραχύτητα k/D = 100, ξεκινά από την τιμή Cd = 5, για KC = 0.5, και βαίνει μειούμενος μέχρι την τιμή KC = 2, όπου και σταθεροποιείται περίπου, στις τιμές Cd = [1, 2]. Όλα αυτά καταδεικνύουν τη σημασία της μεταβολής, πρωτίστως του συντελεστή αντίστασης με βάση τον αριθμό KC (και β). Ειδικότερα, όσον αφορά τους αγωγούς για τους οποίους τα φαινόμενα αντίστασης είναι καθοριστικά, η έντονη μεταβολή της δομικής τους ταχύτητας κατά το μήκος τους επιφέρει και διακυμάνσεις στη δύναμη αντίστασης. Κατά συνέπεια, θα πρέπει να επισημανθεί ότι η θεώρηση σταθερού συντελεστή αντίστασης θα πρέπει να χρησιμοποιείται ως αναφορά, με την επιφύλαξη πιθανών διακυμάνσεων, λόγω της συναρτησιακής εξάρτησης του Cd από τον αριθμό Keulegan-Carpenter. Το μειονέκτημα της ανάγκης εκτέλεσης πειραματικών μετρήσεων, για την ακριβή εκτίμηση του συντελεστή αντίστασης, παραμένει.2 

			Όπως έχει ήδη αναφερθεί, οι εξισώσεις (3.12)-(3.15) έχουν το μειονέκτημα ότι ισχύουν για μικρούς αριθμούς KC. Κατά συνέπεια, το πεδίο εφαρμογής τους μπορεί να είναι επαρκές για μεγάλες κυλινδρικές κατασκευές, δεχόμενες τη δράση κυματισμών μεγάλου σχετικά μήκους, αλλά, εξ αντικειμένου, αποτυγχάνουν για λεπτόγραμμες κατασκευές (αγωγούς μεγάλου μήκους), με μικρή χαρακτηριστική διάσταση και μεγάλες ταχύτητες απόκρισης. Η σημασία της ταχύτητας της απόκρισης για αγωγούς riser, ιδιαίτερα στις περιπτώσεις κατακόρυφης (heaving) φόρτισης υποβαλλόμενης στην κορυφή τους, συζητήθηκε διεξοδικά στις εργασίες των Passano και Larsen (2006) και Χατζηγεωργίου κ.ά. (Chatjigeorgiou κ.ά., 2007). Σύμφωνα με τους Passano και Larsen, η ταχύτητα της απόκρισης επηρεάζει ιδιαίτερα τη συμπεριφορά του τμήματος του αγωγού που επικάθεται στον πυθμένα.
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			Εικόνα 3.5 Εγκάρσια ταχύτητα v κατά μήκος ενός αγωγού στη διάρκεια μιας περιόδου προσομοίωσης της μη γραμμικής δυναμικής του συμπεριφοράς, μετά την επίτευξη της μόνιμης (steady-state) κατάστασης. Ο αγωγός υποτέθηκε διεγειρόμενος στην κορυφή του κατακόρυφα, με πλάτος αρμονικής κίνησης 2 m και κυκλική συχνότητα 1.4 rad/s. Πηγή: Chatjigeorgiou, 2008.

			Η Εικόνα 3.5 δείχνει εμμέσως για ποιο λόγο ο συντελεστής αντίστασης Cd στην εξίσωση Morison δεν θα πρέπει να θεωρείται σταθερός. Το δεδομένο της εξάρτησης του συντελεστή αντίστασης από τη μέγιστη ταχύτητα σε έναν κύκλο απόκρισης, μέσω του αριθμού KC, υποδηλώνει τη συναρτησιακή συσχέτιση του Cd και με τη συντεταγμένη του μήκους του αγωγού. Όπως φαίνεται και στην Εικόνα 3.5, οι μέγιστες τιμές της δομικής ταχύτητας του αγωγού παρουσιάζουν έντονες διακυμάνσεις συναρτησιακά με τη Lagrangian  μεταβλητή s. Επισημαίνεται ότι στην Εικόνα 3.5 παρουσιάζεται η εγκάρσια ταχύτητα (κάθετη στην εφαπτομένη κατά μήκος του αγωγού), η οποία συνδέεται άμεσα με την εξίσωση Morison. Γίνεται σαφές, κατά συνέπεια, ότι o συντελεστής Cd, όσον αφορά τους λεπτόγραμμους αγωγούς για θαλάσσιες εφαρμογές, θα πρέπει να αναζητείται ως συνάρτηση του τύπου Cd(KC, β, s).    

			Ολοκληρώνοντας τη σύντομη περιγραφή της εξίσωσης Morison και της συναρτησιακής της εξάρτησης από τους αδιάστατους αριθμούς KC, Re και β, γίνεται αναφορά στην εφαπτομενική δύναμη αντίστασης, της οποίας κάθετη είναι η δύναμη αντίστασης των εξισώσεων (3.2) και (3.3). Η εφαπτομενική δύναμη αντίστασης ανά μονάδα μήκους του αγωγού εξαρτάται από την περίμετρο της κυλινδρικής τομής και γράφεται ως: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Ft=-12πρDCdtv1rv1r



						
							
							(3.17)

						
					

				
			

			όπου ο δείκτης t χρησιμοποιείται για να δηλώσει την εφαπτομενική διεύθυνση της δύναμης, Cdt είναι ο συντελεστής αντίστασης στην ίδια διεύθυνση και v1r η εφαπτομενική σχετική (δομική) ταχύτητα. 

			Η αναφορά στην εξίσωση (3.17) γίνεται για λόγους πληρότητας της παρουσίασης, δεδομένου ότι ο αντίστοιχος συντελεστής αντίστασης είναι πολύ μικρός, τάξης μεγέθους περίπου 1/100 του αντίστοιχου συντελεστή στην εγκάρσια (κάθετη στην εφαπτόμενη) διεύθυνση. Κατά συνέπεια, η δύναμη αντίστασης της εξίσωσης (3.17) δεν συνεισφέρει σημαντικά στη δυναμική των αγωγών και, στις περισσότερες περιπτώσεις, παραλείπεται.

			3.4. Υψίσυχνες ταλαντώσεις  λόγω αποκόλλησης φύλλων στροβιλότητας – Φαινόμενο Vortex-Induced-Vibrations 

			3.4.1. Γενικά

			Το φαινόμενο vortex-induced-vibrations (viv) είναι γνωστό ότι προκαλεί ταλαντώσεις με μεγάλη συχνότητα σε κατασκευές (όχι απαραίτητα με κυκλική διατομή) που αλληλεπιδρούν με μετακινούμενο ρευστό, όπως το θαλάσσιο ρεύμα. Επί της ουσίας, το φαινόμενο viv προκαλεί ταλαντωτικές κινήσεις κάθετες στη διεύθυνση (και ταχύτητα) διάδοσης του ρευστού μέσου. Η δύναμη που συσχετίζεται με αυτές τις κινήσεις ονομάζεται (όχι πολύ δόκιμα) δύναμη ανύψωσης (lift force). Η αντίστοιχη δύναμη, που είναι παράλληλη με τη διεύθυνση διάδοσης του ρευστού, ονομάζεται δύναμη αντίστασης (drag force).  

			Το φαινόμενο viv επηρεάζει τη δυναμική συμπεριφορά διαφόρων κατασκευών που αλληλεπιδρούν με το νερό ή τον αέρα, όπως είναι οι κοινοί στύλοι, οι καμινάδες, τα καλώδια κρεμαστών γεφυρών, τα ρευματοφόρα καλώδια στον αέρα, οι σωληνώσεις και οι αγωγοί (risers) στο θαλάσσιο περιβάλλον (Facchinetti κ.ά., 2004). Σε πάρα πολλές περιπτώσεις, είναι απαραίτητο να λαμβάνεται υπόψη στη σχεδίαση των αντίστοιχων κατασκευών, λόγω της αστοχίας που δυνητικά μπορεί να προκληθεί από την κόπωση. Ειδικότερα, όσον αφορά τους λεπτόγραμμους αγωγούς που λειτουργούν στο θαλάσσιο περιβάλλον, το φαινόμενο viv είναι εξέχουσας σημασίας για πολλούς λόγους. Πιο συγκεκριμένα, τα φαινόμενα κόπωσης εντείνονται, λόγω των υψίσυχνων κινήσεων που προκαλούνται∙ οι αγωγοί για ναυτικές εφαρμογές απαιτείται να έχουν μεγάλη διάρκεια ζωής, η οποία συνδέεται, αναπόφευκτα, με τη μακροχρόνια κόπωση και με πιθανές αστοχίες∙ η συντήρηση ή η επισκευή μεγάλου μήκους αγωγών σε μεγάλα βάθη νερού είναι πάρα πολύ δύσκολη (εάν όχι σχεδόν αδύνατη)∙ πιθανές αστοχίες αγωγών στη θάλασσα συνδέονται με τεράστιες οικονομικές απώλειες (διαφυγόντα κέρδη και κόστη επισκευής ή αντικατάστασης) και με δυνητικά καταστροφικές επιπτώσεις στο θαλάσσιο οικοσύστημα. Ανεξάρτητα από τις πιθανές καταστροφικές επιδράσεις όμως, έχουν γίνει προτάσεις για την εκμετάλλευση του φαινομένου στην παραγωγή ενέργειας με χρήση συγκροτημάτων ελαστικά εδραζόμενων σωληνώσεων (Bernitsas κ.ά., 2008) ή για την παραγωγή ενέργειας με εκμετάλλευση των ταλαντώσεων καλωδίων (Grouthier κ.ά., 2014). Τέλος, επισημαίνεται ότι το φαινόμενο viv στη θάλασσα (το περιβάλλον που θα μας απασχολήσει αποκλειστικά στο παρόν) θα πρέπει να αποσυνδέεται από φαινόμενα που επίσης προκαλούν υψίσυχνες πλευρικές κινήσεις σε αγωγούς, όπως είναι το φαινόμενο Heave-Induced Lateral Motions (HILM) (π.χ. Le Cunff κ.ά., 2005), το οποίο σχετίζεται με επιβαλλόμενες διεγέρσεις στην κάθετη διεύθυνση στη θέση σύνδεσης των αγωγών με τη φέρουσα πλωτή κατασκευή.

			3.4.2. Περιγραφή του φαινομένου viv

			Ο τρόπος με τον οποίο αναπτύσσεται η ροή στα κατάντι  μιας κυλινδρικής διατομής για διάφορες ταχύτητες του ρευστού καταλογοποιείται στην Εικόνα 3.6 (βλέπε, επίσης, Blevins, 1990). Η ταχύτητα εδώ περιγράφεται μέσω του αριθμού Reynolds, που δίνεται από την εξίσωση (3.10), αντικαθιστώντας την ταχύτητα Um με την ταχύτητα διάδοσης του ρεύματος U. 
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			Εικόνα 3.6 Διαμορφώσεις της ροής στα κατάντι μιας κυλινδρικής διατομής, για μεταβαλλόμενους αριθμούς Reynolds.

			Συγκεκριμένα, για μικρούς αριθμούς Reynolds, Re < 5, η ροή μπορεί να προσεγγιστεί με αυτήν που περιγράφεται βάσει της θεωρίας δυναμικού. Οι γραμμές ροής καμπυλώνουν γύρω από την κυκλική διατομή και δεν παρατηρείται καμία διαταραχή, όπως επιβάλλεται από τη θεωρία δυναμικού, που αμελεί τα φαινόμενα στροβιλότητας. Για μεγαλύτερους αριθμούς Reynolds στο διάστημα [5.15, 40], λόγω της ιξώδους υφής του ρευστού, αρχίζει να αναπτύσσεται οριακό στρώμα (boundary layer), με συνέπεια να εμφανίζονται δύο σταθερές δίνες στον ομόρου. Για ακόμα μεγαλύτερους αριθμούς Reynolds [40, 150], αρχίζει να γίνεται ασύμμετρη η ροή στον ομόρου και προκαλείται στρωτή διάδοση δινών, γνωστή ως Von Kármán vortex street. Ένα παράδειγμα διαδρομής δινών παρουσιάζεται στην Εικόνα 3.7. Η διαδρομή στη συγκεκριμένη περίπτωση είναι πιο περίπλοκη αυτής της απλής διαδρομής δινών Von Kármán, δεδομένου ότι αφορά τομή αγωγού που εκτελεί σύνθετη ταλάντωση με συνιστώσες στην οριζόντια (in-plane) και την κατακόρυφη (out-of-plane) διεύθυνση. Η διαδρομή των δινών που απεικονίζονται στο Σχήμα 3.7 οφείλεται στο διαχωρισμό τους (vortex-splitting), φαινόμενο που προκαλεί τη συνύπαρξη ζευγών δινών. 

			Στο εύρος των αριθμών Reynolds [150, 3 × 105], το στρωτό οριακό στρώμα διατηρείται έως το σημείο αποκόλλησης, ενώ ο ομόρους αρχίζει να γίνεται τυρβώδης. H περιοχή Reynolds ϵ [3 × 105, 3.5 × 105] είναι η περιοχή μετάβασης προς τον τυρβώδη ομόρου, ο οποίος αναπτύσσεται πλήρως για μεγαλύτερους αριθμούς Reynolds. 
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			Εικόνα 3.7 Διαδρομή δινών Von Kármán. Πηγή: Δόθηκε προσωπικά από τον καθηγητή ΕΜΠ Γ. Τριανταφύλλου. 

			Φαινόμενα viv σε κυλίνδρους με κυκλική διατομή έχουν παρατηρηθεί σε όλο το εύρος των αριθμών Reynolds > 400, με εξαίρεση τη μεταβατική περιοχή από τη στρωτή στην τυρβώδη ροή (Raghavan και Bernitsas, 2011). Αντιστοιχίζοντας αυτά τα δεδομένα με τα περιγραφόμενα στην Εικόνα 3.6, παρατηρούμε ότι τα φαινόμενα viv εμφανίζονται στην  τέταρτη κατά σειρά περιοχή, εξαιρώντας την πέμπτη περιοχή. Η επίδραση του αριθμού Reynolds στο διάστημα συγχρονισμού και εύρους των ταλαντώσεων λόγω viv εκτιμάται, κατά μείζονα λόγο, με πειραματικές μετρήσεις. Η επίδραση για μικρά εύρη τιμών έχει διερευνηθεί επαρκέστατα μέσω πειραμάτων.3 

			Η λειτουργία του φαινομένου στο εύρος των αριθμών Reynolds που ήδη αναφέρθηκε επεξηγείται με τη βοήθεια της Εικόνας 3.8. Όταν ο αριθμός Reynolds υπερβεί την περιοχή στην οποία εμφανίζονται τα ζεύγη δινών και η ροή αρχίσει να γίνεται τυρβώδης, εμφανίζεται δίνη στη μια πλευρά του ομόρου, συνοδευόμενη από αποκόλληση της ροής (εμφάνιση φύλλων στροβιλότητας) στην άλλη πλευρά. Το γεγονός ότι η ροή αποκολλάται προκαλεί την άσκηση δύναμης ανύψωσης (lift force) προς τη διεύθυνση στην οποία εμφανίζονται τα φύλλα στροβιλότητας. Η συνεχής εναλλαγή των θέσεων των δινών και, κατ’ αντιστοιχία, της περιοχής αποκόλλησης προκαλεί την ταλαντωτική κίνηση της κατασκευής σε διεύθυνση κάθετη στη διεύθυνση διάδοσης του θαλάσσιου ρεύματος. Εν ολίγοις, το φαινόμενο viv συνδέεται με περιοδικές αταξίες στον ομόρου της ροής.  

			3.4.3. Η κατάσταση εμπλοκής

			Η έναρξη του φαινομένου viv προϋποθέτει το συνδυασμό συγκεκριμένων συνθηκών, οι οποίες εξαρτώνται από τα χαρακτηριστικά της ροής και της ίδιας της κατασκευής. Κατάσταση εμπλοκής (lock-in), κατά την οποία η διατομή (και, κατά συνέπεια, ο αγωγός) αρχίζει να κινείται ταλαντωτικά κάθετα στη διεύθυνση διάδοσης του ρεύματος, δηλαδή εκτός του επιπέδου αναφοράς (out-of-plane motions), προκύπτει όταν η συχνότητα εμφάνισης των δινών (shedding frequency) συμπέσει με μία από τις ιδιοσυχνότητες της κατασκευής. Η συχνότητα εμφάνισης των δινών μπορεί να υπολογιστεί μέσω του αριθμού Strouhal, ο οποίος δίνεται από τη σχέση:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


St=fstDU



						
							
							(3.18)

						
					

				
			

			όπου fst είναι η συχνότητα εμφάνισης των δινών (ή συχνότητα Strouhal), D η εξωτερική διάμετρος του κυλίνδρου και U η ταχύτητα της ροής. 

			Ο αριθμός Strouhal μπορεί να προσεγγιστεί με την τιμή περίπου 0.2, για μεγάλο εύρος ταχυτήτων ροής. Συγκεκριμένα, μπορεί να χρησιμοποιηθεί η εμπειρική σχέση:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


St=0.1981-19.7Re



						
							
							(3.19)

						
					

				
			

			η οποία τείνει, πράγματι, για μεγάλους αριθμούς Reynolds στην τιμή περίπου 0.2. Γενικά, η εξίσωση αυτή ισχύει για Re > 250, δηλαδή για την περιοχή στην οποία εμφανίζονται τα φαινόμενα viv. 

			Σύμφωνα με τον Williamson (1996), για αριθμούς Re έως την τιμή Re =1000, μπορεί να χρησιμοποιηθεί η σχέση:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


St=0.2417-0.8328Ree-0.00189Re



						
							
							(3.20)

						
					

				
			

			η οποία τείνει ασυμπτωτικά για μεγάλους αριθμούς Reynolds στην τιμή 0.2417. 
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			Εικόνα 3.8 Σκαριφηματική αναπαράσταση του φαινομένου viv.

			Προφανέστατα, κατάσταση εμπλοκής προκύπτει σχεδόν πάντοτε, δεδομένου ότι οι ιδιοσυχνότητες ενός αγωγού είναι άπειρες (Meirovitch, 1986). Και αυτό συμβαίνει γιατί είναι συνεχές μέσο. Επομένως, είναι πάρα πολύ πιθανό η συχνότητα Strouhal να συμπέσει με μία από τις ιδιοσυχνότητες του αγωγού ή να βρεθεί πολύ κοντά σε μία από τις άπειρες ιδιοσυχνότητες. Επισημαίνεται επίσης ότι οι ιδιοσυχνότητες παρόμοιων κατασκευών βρίσκονται πολύ κοντά η μία στην άλλη. Επομένως, για την εκτίμηση της κατάστασης εμπλοκής, είναι απαραίτητος ο ορθός και ακριβής υπολογισμός των ιδιοσυχνοτήτων (που προσδιορίζουν και τις ιδιομορφές της κίνησης), ο οποίος πραγματοποιείται με την επίλυση του γραμμικοποιημένου δυναμικού προβλήματος του αγωγού, αμελώντας ταυτόχρονα τις μη συντηρητικές δυνάμεις της αντίστασης (πρόβλημα ελεύθερης ταλάντωσης). Οι τιμές των ιδιοσυχνοτήτων, όπως και οι διαμορφώσεις των ιδιομορφών (mode shapes), εξαρτώνται όχι μόνο από τα φυσικά και γεωμετρικά χαρακτηριστικά του αγωγού, αλλά και από τη διαμόρφωσή του στη στατική θέση, αλλά και από την ύπαρξη ροής ή μη στο εσωτερικό του. Επίσης, θα πρέπει να γίνει διάκριση μεταξύ των ταλαντώσεων εντός του επιπέδου (in-plane) και των ταλαντώσεων εκτός του επιπέδου (out-of-plane) αναφοράς. Όπως θα δούμε στο Κεφάλαιο 5 του παρόντος, τα δύο αυτά προβλήματα μελετώνται ξεχωριστά, δεδομένου ότι η ισοδύναμη γραμμικοποίηση των εξισώσεων δυναμικής ισορροπίας προκαλεί αποσύζευξη των δυναμικών χαρακτηριστικών στις δύο κατευθύνσεις (εντός και εκτός του επιπέδου αναφοράς). Το γεγονός ότι οι συνήθεις διαμορφώσεις των αγωγών για θαλάσσιες εφαρμογές, στη στατική κατάσταση ισορροπίας, είναι γενικά περίπλοκες και με ασυνέχειες, αν υπάρχει, για παράδειγμα, τμήμα που επικάθεται στον πυθμένα ή ανωστικά σώματα κατά μήκος του αγωγού, ωθεί στην εφαρμογή αριθμητικών μεθόδων, για την προσέγγιση της λύσης.   

			3.4.4. Κινήσεις σε κατάσταση εμπλοκής – Ο ταλαντωτής Van der Pol

			Ο αριθμητικός υπολογισμός της δυναμικής συμπεριφοράς ενός μεγάλου μήκους αγωγού εγκατεστημένου σε μεγάλο βάθος νερού, δηλαδή των κινήσεών του λόγω των φαινομένων viv, αποτελεί εξαιρετικά δύσκολο έργο. Κυριότερος λόγος είναι η αδυναμία εξαγωγής αριθμητικών προβλέψεων σε εύλογο χρόνο για τις φορτίσεις που ασκούνται μέσω της επίλυσης των εξισώσεων Navier-Stokes στο πεδίο του χρόνου για τυρβώδη ροή, δεδομένου ότι τα φαινόμενα viv εμφανίζονται, όπως ήδη επεξηγήθηκε, για μεγάλους αριθμούς Reynolds. Στον τρισδιάστατο χώρο, η αριθμητική επίλυση στο πεδίο του χρόνου των εξισώσεων Navier-Stokes απαιτεί την πολύ λεπτή διακριτοποίηση του πεδίου του ρευστού, όπως και της ίδιας της κατασκευής. Κατά συνέπεια, για μεγάλου μήκους κατασκευές, εγκατεστημένες σε πρακτικά άπειρο πεδίο, απαιτείται ο ορισμός ενός εξαιρετικά πολυπληθούς πλέγματος στοιχείων, γεγονός το οποίο απαιτεί τεράστιες υπολογιστικές δυνατότητες και διαθέσιμο χρόνο. Εναλλακτικά, έχουν προταθεί προσεγγιστικές μέθοδοι υπολογισμού των φαινομένων viv και των επακόλουθων κινήσεων των αγωγών στο πεδίο των συχνοτήτων, ορισμένες μάλιστα από τις οποίες έχουν υλοποιηθεί και σε εμπορικά διαθέσιμα πακέτα. 

			Αντίθετα, στο χώρο των δύο διαστάσεων, όπου αντικείμενο ελέγχου είναι μόνο η κυκλική διατομή του κυλίνδρου, τα αποτελέσματα του φαινομένου viv μπορούν να εκτιμηθούν μέσω της επίλυσης των εξισώσεων Navier-Stokes, και πάλι όμως για σχετικά μικρούς αριθμούς Reynolds. Ως παραδείγματα αναφέρονται οι αριθμητικές μέθοδοι επίλυσης των εξισώσεων Navier-Stokes: Direct Numerical Simulation (DNS), Reynolds Averaged Navier-Stokes (RANS) και Large Eddy Simulation (LES). Χαρακτηριστικά, γίνεται μνεία στις εργασίες του Ευαγγελινού κ.ά. (Evangelinos κ.ά., 2000), οι οποίοι εφάρμοσαν τη μέθοδο DNS, για Re = 1000, των Al-Jamal και Dalton (2004), για την εφαρμογή της μεθόδου LES, για Re = 8000, όπως επίσης του Pan κ.ά. (2007), για τη χρήση της μεθόδου RANS, στην περιοχή Re = [3400, 7700].

			Ο υπολογισμός των κινήσεων μιας κυλινδρικής κατασκευής υποβαλλόμενης στα επακόλουθα της κατάστασης εμπλοκής απαιτεί τη γνώση των δυνάμεων που προκαλούνται λόγω της αποκόλλησης της ροής (δύναμης αντίστασης και ανύψωσης). Ιδιαίτερη σημασία έχει η τελευταία, επειδή αυτή προκαλεί τις υψίσυχνες ταλαντωτικές κινήσεις. Ταυτόχρονα, ταλάντωση εκτελεί (εκτός από την κατασκευή) και ο ομόρους ύστερα από αυτήν. Αναπόφευκτα, υπάρχει σύζευξη μεταξύ των δύο ταλαντωτικών συμπεριφορών, δηλαδή της κατασκευής και του ομόρου, και γι’ αυτό να πρέπει να μελετώνται συζευγμένα (Facchinetti κ.ά., 2004∙ Gabbai και Benaroya, 2008∙ Ogink και Metrikine, 2010). Αυτή είναι, άλλωστε, και η πιο δημοφιλής μέθοδος μελέτης του φαινομένου, η οποία (κυρίαρχα στη βιβλιογραφία) υποθέτει τη μορφή του ταλαντωτή Van der Pol (Nayfeh και Mook, 1979∙ Nayfeh, 1993), για την προσομοίωση του ταλαντωτή του ομόρου. 

			Παρ’ όλο που στο παρόν εξετάζεται μόνο ο ταλαντωτής Van der Pol, για την πληρότητα της παρουσίασης, θα πρέπει να αναφερθεί ότι έχουν προταθεί και άλλες μέθοδοι προσομοίωσης των δυνάμεων λόγω του ταλαντωτή του ομόρου. Ορισμένες μάλιστα από τις σχετικές προσπάθειες έχουν υλοποιηθεί και σε ολοκληρωμένους υπολογιστικούς κώδικες. Συγκεκριμένα, αναφέρονται τα λογισμικά Shear 7 (www.shear7.com), VIVA (www.jdmarineus.com/viva) και VIVANA (www.sintef.no). Η μεθοδολογία που υλοποιείται αριθμητικά βασίζεται στη θεωρία λωρίδων, όπου σε κάθε τομή του αγωγού χρησιμοποιούνται πειραματικά δεδομένα για την προσομοίωση των δυνάμενων του ομόρου (βλέπε, για παράδειγμα, Triantafyllou, 1998). 

			3.4.4.1 Ταλαντωτής της κατασκευής

			Όπως φαίνεται στην Εικόνα 3.9, η κατασκευή (κύλινδρος διαμέτρου D) διαμορφώνεται ως ταλαντωτής ενός βαθμού ελευθερίας κίνησης, του οποίου οι κινήσεις περιορίζονται στην εκτός του επιπέδου διεύθυνση, λόγω της δράσης ρεύματος με σταθερή ταχύτητα U. Οι διαστασιοποιημένες εκτός που επιπέδου κινήσεις συμβολίζονται με Y και υπολογίζονται με την κλασική εξίσωση του γραμμικού ταλαντωτή ενός βαθμού ελευθερίας κίνησης (Meirovitch, 1986) με απόσβεση:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


mY¨+cY˙+kY=S



						
							
							(3.21)

						
					

				
			

			όπου S είναι η δύναμη που προκαλείται λόγω του φαινομένου viv. Οι τελείες πάνω από τα σύμβολα δηλώνουν την παραγώγιση ως προς το χρόνο. Η μάζα ανά μονάδα μήκους m περιλαμβάνει και την υδροδυναμική μάζα [βλέπε εξίσωση (3.1)] και σε αδιάστατη μορφή γράφεται μ = m/ρD2. Επίσης, η απόσβεση c περιλαμβάνει, εκτός από τον ιξώδη αποσβεστήρα, και τη γραμμική υδροδυναμική απόσβεση, η οποία υπολογίζεται μέσω της επίλυσης του προβλήματος ακτινοβολίας. Η συνολική απόσβεση μπορεί να γραφτεί ως: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


c=cs+cf



						
							
							(3.22)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


cf=γωρD2



						
							
							(3.23)

						
					

				
			

			όπου γ είναι η παράμετρος ακινησίας (stall parameter), ρ η πυκνότητα και ω η κυκλική συχνότητα αναφοράς. Σε ακίνητο ρευστό, ω είναι η κυκλική συχνότητα της κίνησης της κατασκευής, ενώ η παράμετρος ακινησίας γ είναι συνάρτηση του πλάτους της ταλάντωσης και συσχετίζεται με το συντελεστή αντίστασης της κατασκευής Cd. Στην κατάσταση εμπλοκής, η κυκλική συχνότητα της ταλάντωσης ω ισούται με τη συχνότητα Strouhal [βλέπε εξίσωση (3.18)], δηλαδή ω = ωst = 2πStU/D. 

			Ορίζοντας την ιδιοσυχνότητα 

ωs2=k/m

 και τον γραμμικοποιημένο συντελεστή απόσβεσης 

cs/m=2ζωn

, η εξίσωση (3.21) λαμβάνει τη μορφή:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Y¨+2ζωn+γμωstY˙+ωs2Y=S/m



						
							
							(3.24)

						
					

				
			

			[image: ]

			Εικόνα 3.9 Μοντέλο σύζευξης ταλαντωτών ομόρου και κατασκευής.

			3.4.4.2 Ταλαντωτής του ομόρου

			Οι ταλαντωτικές διακυμάνσεις της διαδρομής των δινών μοντελοποιούνται ως μη γραμμικός ταλαντωτής, ο οποίος ικανοποιεί την εξίσωση Van der Pol (Nayfeh, 1993):

			
				
					
					
				
				
					
							
							


q¨+εωstq2-1q˙+ωst2q=F



						
							
							(3.25)

						
					

				
			

			Η αδιάστατη μεταβλητή q του ομόρου (Εικόνα 3.9) μπορεί να σχετίζεται με τον μεταβαλλόμενο συντελεστή ανύψωσης (lift coefficient) της κατασκευής, όπως γίνεται στις περισσότερες δημοσιευμένες εργασίες. Εναλλακτικά, μπορεί να θεωρηθεί ότι σχετίζεται με την ανηγμένη μέση τιμή της εγκάρσιας συνιστώσας της ροής (υπόθεση Blevins, 1990) ή να υποτεθεί ότι είναι ανάλογη της εγκάρσιας ταχύτητας μιας αντιπροσωπευτικής μάζας μέσα στον ομόρου (Krenk και Nielsen, 1999). Στην εξίσωση (3.24), η ποσότητα F προσδιορίζει τις επιδράσεις της κίνησης του κυλίνδρου στον ομόρου. Όταν F = 0, για 0 < 1 << ε, ο ταλαντωτής της εξίσωσης (3.24) παρέχει μια σταθερή ημιαρμονική ταλάντωση, με πεπερασμένο πλάτος q0 = 2, στη συχνότητα Strouhal ωst (Nayfeh, 1993). 

			Αν ο όρος της ιξώδους απόσβεσης ληφθεί στη μορφή 

εωstq˙2-1  q˙

, αντί στη μορφή που εμφανίζεται στην εξίσωση (3.24), τότε αναφερόμαστε σε ταλαντωτή Rayleigh (Hartlen και Currie, 1970). Ο όρος της ιξώδους απόσβεσης μπορεί, επίσης, να ληφθεί σε μορφή που συνδυάζει ταλαντωτές Van der Pol και Rayleigh, δηλαδή: 

εωstq2+q˙2-1 q˙

 (Krenk και Nielsen, 1999). 

			3.4.4.3 Σύζευξη των ταλαντωτών

			Εισάγοντας τις αδιάστατες μεταβλητές του χρόνου και της κίνησης 

t=τωst

 και 

y=Y/D

, οι εξισώσεις (3.22), (3.23) και (3.24) οδηγούν στο συζευγμένο σύστημα αλληλεπίδρασης ρευστού-αγωγού, το οποίο θα γράφεται σε αδιάστατη πάντα μορφή ως εξής:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


y¨+2ζδ+γμy˙+δ2y=s



						
							
							(3.26)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


q¨+εq2-1q˙+q=f



						
							
							(3.27)

						
					

				
			

			όπου 

δ=ωs/ωst

 είναι η φυσική συχνότητα της κατασκευής εκφραζόμενη ως προς τη συχνότητα Strouhal, η οποία θα σχετίζεται με την ανηγμένη ταχύτητα της ροής Ur, μέσω των σχέσεων: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


δ=ωs2πSt(U/D)=1StUr



						
							
							(3.28)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Ur=2πUωsD



						
							
							(3.29)

						
					

				
			

			Οι υπόλοιποι αδιάστατοι όροι των εξισώσεων (3.26) και (3.27) θα είναι: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


s=SDωst2m=SD4π2St2U2m



						
							
							(3.30)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


f=FDωst2=FD4π2St2U2



						
							
							(3.31)

						
					

				
			

			Οι τελείες πάνω από τα σύμβολα θα δηλώνουν πλέον παραγώγιση ως προς τον αδιάστατο χρόνο t. 

			Το σύστημα των εξισώσεων (3.26) και (3.27) είναι η βασική μορφή του φαινομενολογικού μοντέλου για viv με χρήση του ταλαντωτή Van der Pol (Facchinetti κ.ά., 2004). Για την απλοποίηση του εξεταζόμενου μοντέλου, μπορεί να θεωρηθεί ότι οι όροι των δυνάμεων λόγω της αλληλεπίδρασης ρευστού-αγωγού είναι γραμμικές συναρτήσεις των q και y, καθώς και των χρονικών παραγώγων τους.  

			Για τη μορφοποίηση των όρων των δυνάμεων που ασκούνται λόγω της αλληλεπίδρασης ρευστού-αγωγού [δεξιά τμήματα των εξισώσεων (3.26) και (3.27)], έχουν προταθεί διάφορες ιδέες. Επίσης, σε ορισμένα μοντέλα προστίθενται μη γραμμικοί όροι στα αριστερά μέρη των εξισώσεων (3.26) και (3.27), σε μια προσπάθεια ικανοποίησης ευρημάτων προερχόμενων από πειράματα. Η δράση του ρεύματος στην κατασκευή έχει επικρατήσει να υπολογίζεται ως δύναμη αντίστασης στη μορφή: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


S=12ρU2DCL



						
							
							(3.32)

						
					

				
			

			Επισημαίνεται ότι ο συντελεστής ανύψωσης 

CL

 δεν αντιστοιχεί στον συνολικό (στιγμιαίο) συντελεστή ανύψωσης, επειδή το S αναπαριστά τη δύναμη που ασκείται μόνο από τις δίνες του ομόρου. Οι Govardhan και Williamson (2000) διαχωρίζουν αυτόν το συντελεστή από τον συνολικό συντελεστή ανύψωσης 

CLtot

. Κατόπιν, η μεταβλητή q του ομόρου ερμηνεύεται ως ανηγμένος συντελεστής ανύψωσης 

q=2CL/CL0

, όπου 

CL0

 είναι ο συντελεστής ανύψωσης που αντιστοιχεί σε μια ακίνητη κατασκευή, λόγω αποκόλλησης της ροής. Κατ’ επέκταση, ο λόγος  

K=q/2=CL/CL0

 περιγράφει την ενίσχυση του συντελεστή ανύψωσης (και, επομένως, της δύναμης στην εγκάρσια διεύθυνση), σε σύγκριση με μια σταθερή κατασκευή. Σε αδιάστατη μορφή, η δύναμη της εξίσωσης (3.32) θα γράφεται: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


s=Mq



						
							
							(3.33)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


M=CL0218π2St2μ



						
							
							(3.34)

						
					

				
			

			Δεδομένου ότι το μ είναι η αδιάστατη μάζα, και το Μ θα αντιπροσωπεύει έναν μαζικό αριθμό, που θα περιγράφει την επίδραση του ομόρου στην κατασκευή. 

			Σε αντίθεση με τη δύναμη S, δηλαδή την επίδραση του ομόρου στην κατασκευή, για την επίδραση της κίνησης της κατασκευής στον ομόρου μπορούν να γίνουν διάφορες θεωρήσεις. Οι Hartlen και Currie (1970) υπέθεσαν ότι  η δύναμη 

f

 είναι γραμμική συνάρτηση της ταχύτητας 

f=Ay˙

, σε αντίθεση με τους Krenk και Nielsen (1999), που θεώρησαν ότι είναι ισοδύναμη σταθερά ελατηρίου 

f=Ay

. Τέλος, ο Facchinetti κ.ά. (2004) την εξέλαβαν ως ισοδύναμη αδρανειακή δύναμη, δηλαδή 

f=Ay¨

. 

			3.4.4.4 Τιμές των παραμέτρων του συζευγμένου μοντέλου σε κατάσταση εμπλοκής (locked-in)

			Στο δυναμικό μαθηματικό πρότυπο του αγωγού, εξεταζόμενου τοπικά (εννοώντας τις διατομές του), ο γραμμικοποιημένος συντελεστής απόσβεσης ζ θεωρείται γνωστή παράμετρος. Η ανηγμένη συχνότητα δ [εξίσωση (3.28)] είναι επίσης γνωστή, δεδομένου ότι εξαρτάται μόνο από τον αριθμό Strouhal, St, και την ανηγμένη ταχύτητα, Ur. Είναι κοινή πρακτική να υποθέτουμε ότι στο διάστημα 300 < Re < 1.5×105, St = 0.2, όπως άλλωστε μπορεί να προσεγγιστεί από τις εξισώσεις (3.19) και (3.20) (βλέπε, επίσης, Blevins, 1990). Κατ’ αναλογία, η αδιάστατη ενεργός μάζα μ μπορεί να υπολογιστεί άμεσα, θεωρώντας σταθερό συντελεστή πρόσθετης μάζας Ca, ο οποίος μπορεί να υπολογιστεί με χρήση της θεωρίας δυναμικού. Όπως έχει ήδη αναφερθεί για τους λείους κυλίνδρους, μια καλή προσέγγιση για το συντελεστή πρόσθετης μάζας είναι Ca = 1 (Ενότητα 3.2.1). Ο μαζικός αριθμός Μ υπολογίζεται στη συνέχεια μέσω της εξίσωσης (3.29). Ο συντελεστής ανύψωσης που χρησιμοποιείται ως παράμετρος αναφοράς 

CL0

 λαμβάνεται συνήθως ίσος με 0.3 (Blevins, 1990). Κατ’ επέκταση, με χρήση της εξίσωσης (3.34), λαμβάνεται Μ = 0.05/μ. Η μόνη παράμετρος που μένει να εκτιμηθεί αναφορικά με τον ταλαντωτή του αγωγού είναι η υδροδυναμική απόσβεση γ, η οποία σχετίζεται άμεσα με το συντελεστή αντίστασης της κατασκευής (Blevins, 1990), μέσω της σχέσης: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


γ=Cd4π St



						
							
							(3.35)

						
					

				
			

			Για ακίνητους κυλίνδρους στο διάστημα ταχυτήτων 300 < Re < 1.5 × 105 (υποκριτική περιοχή), μπορούμε να υποθέσουμε ότι 

Cd0=1.2

. Επίσης, μπορεί να ληφθεί υπόψη ένας παράγοντας ενίσχυσης της αντίστασης στην εγκάρσια διεύθυνση κίνησης, λόγω της ταλάντωσης που προκαλείται από το φαινόμενο viv. Ο παράγοντας αυτός συναρτάται με το πλάτος της κίνησης 

y0

, ως 

1+2y0

, με αποτέλεσμα ο ισοδύναμος συντελεστής αντίστασης να γίνεται 

(1+2y0)Cd0

. Η παραδοχή αυτή έχει επακόλουθο την παραγωγή ενός μη γραμμικού όρου στον ταλαντωτή του αγωγού. Ωστόσο, για λόγους απλοποίησης, μπορεί να θεωρηθεί ότι τελικά ο συνολικός (ενεργός) συντελεστής αντίστασης είναι ίσος με 

Cd=2

, έτσι ώστε, από την εξίσωση (3.35), η παράμετρος γ να λαμβάνει περίπου την τιμή 0.8. 

			Υπό αυτές τις συνθήκες και την προϋπόθεση της γνώσης των παραμέτρων ε και f στην εξίσωση του ταλαντωτή του ομόρου (3.27), το αντίστοιχο πεπλεγμένο σύστημα των δύο εξισώσεων θα μπορούσε να επιλυθεί στο πεδίο των χρόνων με μεθόδους αριθμητικής επίλυσης, όπως με τη μέθοδο Runge-Kutta ή τη μέθοδο Newmark (Bathe, 1996). Στο σημείο αυτό, περατώνεται η αναλυτική ή, έστω, εμπειρική προσέγγιση του φαινομένου. Στις περισσότερες εργασίες που πραγματεύονται φαινόμενα viv με χρήση του ταλαντωτή Van der Pol, οι παράμετροι A και ε [βλέπε εξισώσεις (3.26) και (3.27)] προσεγγίζονται μέσω πειραματικών μετρήσεων. Για παράδειγμα, ο Facchinetti κ.ά. (2004) συνδύασαν τον ταλαντωτή Van der Pol με τα πειραματικά αποτελέσματα των Vickery και Watkins (1962), Bishop και Hassan (1968), King (1977), Griffin (1980) και Πανταζόπουλου (Pantazopoulos, 1994), και κατέληξαν στο συμπέρασμα ότι ο λόγος Α/ε μπορεί να ληφθεί περίπου ίσος με 40, προτείνοντας συγκεκριμένα τις τιμές ε = 0.3 και Α = 12.   

			Ολοκληρώνοντας την περιγραφή των φαινομένων viv, γίνεται μνεία και σε μια ελαφρώς τροποποιημένη μορφή του ταλαντωτή Van der Pol, όπως και του ταλαντωτή του κυλίνδρου. Συγκεκριμένα, αυτή προτάθηκε από τους Gabbai και Benaroya (2005), και περιγράφεται, με χρήση των ήδη ορισμένων παραμέτρων, από τις εξισώσεις:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


y¨+2ζωsy˙+ωs2y=μωs2CL



						
							
							(3.36)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


C¨L-ωsGCL02-43C˙Lωs2C˙L+ωs21-43HC˙L2CL=ωsFy˙



						
							
							(3.37)

						
					

				
			

			Στην εξίσωση (3.36), μ = ρLD2/8π2St2m είναι η παράμετρος που αναπαριστά το  λόγο  της εκτοπιζόμενης μάζας του ρευστού προς τη μάζα του κυλίνδρου, όπου L είναι το μήκος του κυλίνδρου. 

			Στο μοντέλο viv των Gabbai και Benaroya δεν υπάρχει η πρόσθετη υδροδυναμική απόσβεση από τον ταλαντωτή του κυλίνδρου, ενώ ο ταλαντωτής του ομόρου εκφράζεται ως προς το συντελεστή ανύψωσης. Επιπρόσθετα, στον ταλαντωτή Van der Pol του ομόρου, οι ισοδύναμοι συντελεστές απόσβεσης και επαναφοράς είναι προφανώς μη γραμμικοί. Ο ισοδύναμος συντελεστής απόσβεσης προσιδιάζει περισσότερο με αυτόν του ταλαντωτή Van der Pol-Rayleigh. Τέλος, και σε αυτό το μοντέλο, οι παράμετροι G, H, καθώς και η επίδραση των ταλαντώσεων του κυλίνδρου στον ομόρου 

Fy˙

, υπολογίζονται πειραματικά.

			3.5. Ενεργός ένταση κατά μήκος του αγωγού

			Ένταση νοείται η αξονική δύναμη που ασκείται κατά μήκος ενός αγωγού. Δεν αποτελεί αυστηρά διανεμημένη δύναμη, υπό την έννοια ότι δεν οφείλεται σε εξωτερικές επιδράσεις, όπως είναι το θαλάσσιο ρεύμα ή οι κυματισμοί. Εντούτοις, μεταβάλλεται κατά το μήκος του, λόγω, για παράδειγμα, του βάρους της κατασκευής (στην στατική κατάσταση) ή των μεταβαλλόμενων δυναμικών επιδράσεων κατά το μήκος του αγωγού. Η ενεργός ένταση αποτελείται από ένα στατικό και ένα δυναμικό τμήμα. Προφανώς, το τελευταίο συναρτάται με την ύπαρξη δυναμικών (χρονικά μεταβαλλόμενων) φαινομένων. Στο θαλάσσιο περιβάλλον, λόγω των ισχυρών υδροστατικών πιέσεων, η αξονική δύναμη που ασκείται στον αγωγό είναι η ενεργός ένταση, η οποία διαφέρει από την αντίστοιχη αξονική δύναμη που θα ασκούνταν, για παράδειγμα, στην ίδια κατασκευή, με τα ίδια χαρακτηριστικά και τον ίδιο τρόπο εγκατάστασης, στον αέρα. 

			Για να κατανοήσουμε τη διαφορά μεταξύ ενεργούς έντασης και έντασης (ή, απλώς, τάσης), θα πρέπει να λάβουμε υπόψη μας τις υδροστατικές φορτίσεις, οι οποίες μεταβάλλονται κατά το βάθος (και ανάλογα με αυτό). Κατά συνέπεια, μεταβάλλονται κατά μήκος του αγωγού, όταν αυτός συνδέει, για παράδειγμα, τον πυθμένα με ένα πλοίο επιφανείας. 

			 [image: ]

			Εικόνα 3.10 Ενεργός ένταση και υδροστατικές πιέσεις.

			Είναι γνωστό ότι οποιαδήποτε διανεμημένη δύναμη ανά μονάδα μήκους που ασκείται κάθετα σε μια λεπτόγραμμη κατασκευή προκαλεί, στη γενική περίπτωση, επιμήκυνσή της και, κατά συνέπεια, μεταβολή της αξονικής της δύναμης. Η Εικόνα 3.10 αποτελεί μια απλοποιημένη αναπαράσταση του φαινομένου, η οποία θα μας βοηθήσει όμως να το κατανοήσουμε καλύτερα. Στην πραγματικότητα, καμία διατομή ενός βυθισμένου αγωγού δεν βρέχεται από το περιβάλλον ρευστό. Κάθε διαφορικό τμήμα του ισορροπεί είτε στατικά είτε δυναμικά, όπως φαίνεται στο αριστερό μέρος της «εξίσωσης» της Εικόνας 3.10. Η ένταση στην κατώτερη διατομή είναι Τ και μεταβάλλεται στην ανώτερη διατομή σε T + dT. Πλευρικά του αγωγού ασκούνται οι υδροστατικές πιέσεις, πάντα κάθετα στον άξονά του.

			Κάνουμε στη συνέχεια την απλή υπόθεση ότι η διαμόρφωση (i) οφείλεται στην υπέρθεση των (ii) και (iii) (Εικόνα 3.10). Η διαμόρφωση (ii) περιγράφει το διαφορικό μήκος, ωσάν να είναι πλήρως βυθισμένο (συμπεριλαμβανομένων των διατομών του). Η διαμόρφωση (ii) περιγράφει, στην πραγματικότητα, την άντωση που ασκείται στο διαφορικό τμήμα και υπολογίζεται μέσω της ολοκλήρωσης των υδροστατικών πιέσεων. Η συγκεκριμένη δύναμη (η οποία για διαφορικά μήκη είναι δύναμη ανά μονάδα μήκους) αφαιρείται από το βάρος (στον αέρα) ανά μονάδα μήκους του αγωγού, αποδίδοντας το «βυθισμένο» βάρος.

			Σύμφωνα με τη διαμόρφωση (iii) στις διατομές του αγωγού, ασκούνται πλέον, πέραν των αξονικών δυνάμεων (εντάσεων), και οι αντίστοιχες δυνάμεις που οφείλονται στις υδροστατικές πιέσεις. Οι αντίστοιχες δυνάμεις προκαλούν επιπλέον επιμήκυνση της κατασκευής, η οποία συμπίπτει με την επιμήκυνση που στην πραγματικότητα προκαλείται λόγω της εφαρμογής των υδροστατικών πιέσεων στην πλευρική επιφάνεια του αγωγού. Οι δυνάμεις που ασκούνται στις διατομές προφανώς μεταβάλλονται, επειδή ακριβώς μεταβάλλονται και οι υδροστατικές πιέσεις. Αν λοιπόν στην κατώτερη διατομή η δύναμη λόγω της υδροστατικής πίεσης είναι pA (p η πίεση και Α η διατομή), τότε στην ανώτερη θα γίνει  pA + d(pA) και η επιπλέον μεταβολή θα οφείλεται στην καθ’ ύψος διαφορά μεταξύ των δύο διατομών. Κατ’ επέκταση, η συνολική δύναμη που ασκείται στην κατώτερη διατομή θα είναι Te = T + pA και στην ανώτερη T + dT + pA + d(pA) = T + pA + d(T + pA) = Te + dTe, όπου  με Te θα συμβολίζεται η ενεργός ένταση (αξονική δύναμη) που ασκείται στον αγωγό.
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					1 Για περισσότερες πληροφορίες σχετικά με τις μη γραμμικές (διχρωματικές) αποκρίσεις λεπτόγραμμων κατασκευών υποβαλλόμενων σε μονοχρωματικές διεγέρσεις και, κατ’ επέκταση, στην αντίστοιχη γραμμικοποίησητων δυνάμεων αντίστασης της εξίσωσης του Morisonβλέπε Chatjigeorgiou, 2013.

				

				
					2 Για περισσότερες λεπτομέρειες αναφορικά με το συγκεκριμένο θέμα, βλέπε, επίσης, τα αποτελέσματα των πειραματικών μετρήσεων στα Chaplin, 2000· Chaplin και Retzler, 2001· Chaplin και Subbiah, 1998· Johanning κ.ά., 2001.

				

				
					3 Μία ανασκόπηση των συγκεκριμένων προσπαθειών μπορεί να βρεθεί στη δημοσίευση των Williamson και Govardhan (2004). Αντίθετα, λιγότερες είναι οι εργασίες για μεγάλους αριθμούς Reynolds (π.χ. Moe κ.ά., 1994∙ Vikestad, 1998∙ Ding κ.ά., 2004∙ Raghavan και Bernitsas, 2008).

				

			

		

	
		
			Κεφάλαιο 4

			Μοντέλα εσωτερικής ροής

			Σύνοψη 

			Στο κεφάλαιο αυτό παρέχονται πληροφορίες για τα χρησιμοποιούμενα μοντέλα εσωτερικής ροής, πληροφορίες που είναι άκρως απαραίτητες, καθώς οι θαλάσσιοι αγωγοί χρησιμοποιούνται για τη μεταφορά ρευστών. Επίσης, τροποποιούνται οι εξισώσεις δυναμικής ισορροπίας που εξήχθησαν στο Κεφάλαιο 2 του παρόντος, ώστε να συμπεριλάβουν την επίδραση της ροής εντός του αγωγού. Η μέθοδος εξαγωγής των εξισώσεων ισορροπίας γίνεται ξανά με νευτώνεια παραγωγή και χρήση διαφορικών στοιχείων, για τη δομή του αγωγού και του εσωτερικού ρευστού. Το τελικό σύστημα εξάγεται με συνδυασμό της δυναμικής συμπεριφοράς των δύο διακριτών στοιχείων. Αναλύονται το μοντέλο ροής σταθερού προφίλ ταχύτητας, το μοντέλο ροής που περιγράφεται με θεωρία δυναμικού και το μοντέλο διφασικής ροής υγρού-αερίου. Ειδικά για το τελευταίο, έμφαση δίνεται στη διφασική ροή σταθερής κατάστασης και στην παραγωγή σχέσεων σε κλειστή μορφή για το προφίλ του φιλμ του ρευστού εντός του αγωγού.   

			Προαπαιτούμενη γνώση 

			Ο αναγνώστης απαιτείται να έχει μελετήσει το Κεφάλαιο 2 του παρόντος και να έχει, επίσης, βασικές γνώσεις ρευστομηχανικής και θεωρίας δυναμικού. Απαραίτητη είναι, τέλος, η γνώση συνήθων και μερικών διαφορικών εξισώσεων και η μεθοδολογία επίλυσής τους με χρήση της μεθόδου χωρισμού των μεταβλητών. 

			4.1. Γενικά

			Οι εσωτερικές ροές που θα μας απασχολήσουν στον παρόν είναι ροές ρευστών μέσα σε κυλινδρικούς αγωγούς. Από την πλευρά της μηχανικής, σε πρακτικές εφαρμογές, ιδιαίτερη σημασία έχουν συγκεκριμένες μορφές ροής, οι οποίες ενσωματώνονται στο δυναμικό πρότυπο της κατασκευής. Τα συνήθη μοντέλα είναι, κατά μείζονα λόγο, μονοφασικά (ροή μιας φάσης), ενώ σχετικά περιορισμένες είναι οι αναφορές σε διφασικά μοντέλα. Στην Εικόνα 4.1 παρουσιάζονται ορισμένα χαρακτηριστικά παραδείγματα διαμόρφωσης της ροής εντός ενός αγωγού. Από τα αριστερά προς τα δεξιά, απεικονίζονται τα εξής μοντέλα: ροή με σταθερό προφίλ ταχύτητας (plug), το διφασικό κρουστικό μοντέλο (slug), το μοντέλο ροής με αναταράξεις, το μοντέλο της δακτυλιοειδούς ροής και το μοντέλο της δακτυλιοειδούς ροής με αποκολλήσεις φύλλων ρευστού. Από τα μοντέλα αυτά το σημαντικότερο είναι το slug. Συνοπτικά, αναφέρεται ότι, κατά τη ροή ενός υγρού εντός του αγωγού, ανεξαρτήτως της ύπαρξης ή της μη ύπαρξης φυσαλίδων, η ροή χαρακτηρίζεται από την ύπαρξη ελεύθερης επιφάνειας. Επίσης, λόγω της επιφανειακής τάσης, προκαλούνται συγκεντρώσεις του υγρού τοπικά (τα slugs), οι οποίες καλύπτουν όλη τη διάμετρο. Κατά τη μορφοποίηση των slugs, ασκούνται ισχυρές κρουστικές δυνάμεις στο κέλυφος του αγωγού. Το μοντέλο slug θα μας απασχολήσει στο τέλος του παρόντος κεφαλαίου. 

			[image: ]

			Εικόνα 4.1 Χαρακτηριστικά παραδείγματα διαμόρφωσης της εσωτερικής ροής σε έναν κυλινδρικό αγωγό. Από τα αριστερά προς τα δεξιά: ροή σταθερού προφίλ (plug) ή διφασική ροή (slug), ροή με αναταράξεις, δακτυλιοειδής ροή και δακτυλιοειδής ροή με αποκολλήσεις. 

			Το συνηθέστερο εν χρήσει μοντέλο εσωτερικής ροής είναι το plug flow (Εικόνα 4.2α), σύμφωνα με το οποίο το ρευστό εντός του αγωγού θεωρείται ότι καλύπτει πλήρως την εσωτερική του επιφάνεια και κινείται με σταθερή ταχύτητα. Το μοντέλο plug flow συνιστά, κατά βάση, προσέγγιση της πραγματικότητας, όμως είναι, εντούτοις, αξιόπιστο και ιδιαιτέρως απλό στη χρήση του. Στην περίπτωση πλήρους ανάπτυξης οριακού στρώματος (Εικόνα 4.2β), το μοντέλο ροής είναι γνωστό ως σωληνοειδής ροή (pipe flow). Επιπρόσθετα, όταν η ροή είναι στρωτή, το προφίλ της ταχύτητας είναι παραβολικό. 

			[image: ]

			Εικόνα 4.2 (α) Μοντέλο plug flow. (β) Στρωτή ροή με οριακό στρώμα και παραβολικό προφίλ.

			Η δυναμική συμπεριφορά λεπτόγραμμων αγωγών μεταφοράς ρευστών, λαμβάνοντας υπόψη την αλληλεπίδραση με την εσωτερική ροή, αποτελεί αντικείμενο έρευνας εδώ και δεκαετίες.4 Οι πολυάριθμες υπάρχουσες επιστημονικές εργασίες αντιμετωπίζουν πληθώρα τεχνικών αντικειμένων. Αναμφίβολα, από τα πλέον απαιτητικά αντικείμενα είναι η συμπεριφορά καμπύλων αγωγών μεταφοράς, ρευστών στο θαλάσσιο περιβάλλον (π.χ. αγωγοί riser), οι οποίοι, πλέον της επίδρασης της εσωτερικής ροής, υποβάλλονται και σε εξωτερικές διεγέρσεις. 

			Ενδεικτικά παραδείγματα εργασιών που αντιμετωπίζουν το πρόβλημα της δυναμικής συμπεριφοράς καμπύλων αγωγών μεταφοράς ρευστών είναι οι δημοσιεύσεις των Misra κ.ά. (1988α, β), Jain και Jayaraman (1990), Dupuis και Rousselet (1992), Semler κ.ά. (1994), Πετράκης και Καραχάλιος (Petrakis και Karahalios, 1997), Qiao κ.ά. (2006) και Lin κ.ά. (2007). Οι περισσότερες εργασίες αφορούν κυρίως δισδιάστατες διαμορφώσεις, ενώ υπάρχουν και εργασίες με αναφορά στο χώρο των τριών διαστάσεων, όπως αυτές των Chai και Varyani (2006) και Wadham-Gagnon κ.ά. (2007). 

			Ένα από τα χαρακτηριστικά των αγωγών που χρησιμοποιούνται σε θαλάσσιες εφαρμογές είναι η μεταβαλλόμενη καμπυλότητα. Συνηθέστατα, οι θαλάσσιοι αγωγοί είναι κατασκευές πολύ μεγάλου μήκους και υποβάλλονται σε ακραίες καταστάσεις φόρτισης, οι οποίες προδιαγράφονται από τις εξωτερικά επιβαλλόμενες διεγέρσεις με μεταβλητά πλάτη και συχνότητες. Επιπρόσθετα, χαρακτηρίζονται με τη μικρή ισοδύναμη ελαστικότητά τους EA/L, λόγω του μεγάλου μήκους τους. Αναλογικά, πιθανά φαινόμενα αστάθειας της συμπεριφοράς τους είναι δύσκολο να διαπιστωθούν, λόγω της δραστικής συνεισφοράς των δυνάμεων αντίστασης. Η αντιμετώπιση του προβλήματος στις δύο διαστάσεις είναι, αναμφίβολα, ελλιπής προσέγγιση, δεδομένου ότι αυτού του είδους οι κατασκευές υφίστανται υψηλόσυχνες κυκλικές φορτίσεις, λόγω των εξωτερικά επιβαλλόμενων διεγέρσεων από τις κινήσεις της φέρουσας πλωτής κατασκευής (LeCunff κ.ά., 2005∙ Chatjigeorgiou κ.ά., 2007). Σε αντίστοιχες καταστάσεις, η δυναμική συμπεριφορά των αγωγών κυριαρχείται από τις επιβαλλόμενες κινήσεις, οι οποίες ασκούνται στο ένα τους άκρο. Σε κάθε περίπτωση όμως, το φαινόμενο είναι συζευγμένο, δεδομένης και της εσωτερικής ροής, η οποία δεν μπορεί να αμεληθεί. 

			Στις περισσότερες εργασίες αναφορικά με τη δυναμική συμπεριφορά των αγωγών (για μια γενική ανασκόπηση, βλέπε Chakrabarti και Frampton, 1982∙ Jain, 1994, Patel και Seyed, 1995) παραλείπεται η επίδραση της εσωτερικής ροής. Επιπλέον, αναφορικά με την επίδραση της εσωτερικής ταχύτητας, διαπιστώνεται ότι ιδιαίτερη σημασία δίνεται στις διατυπώσεις στο χώρο των δύο διαστάσεων. Χαρακτηριστικά παραδείγματα είναι οι εργασίες των Wu και Lou (1991), Bar-Avi (2000), Chucheepsakul κ.ά. (2003), Kuiper κ.ά. (2004), Χατζηγεωργίου και Μαυράκος (Chatjigeorgiou και Mavrakos, 2005), Kaewunruen κ.ά. (2005), Kuiper και Metrikine (2005), Monprapussorn κ.ά. (2007) και Kuiper κ.ά. (2008). Υπάρχουν επίσης αναφορές οι οποίες εξετάζουν ειδικά φαινόμενα που προκαλούνται λόγω της εσωτερικής ροής, όπως ταλαντώσεις λόγω φαινομένων VIV (Guo και Lou, 2008) ή φαινόμενα «μαστιγώματος» (whipping) (Bordalo κ.ά., 2008).  

			4.2. Μαθηματική διατύπωση της δυναμικής του αγωγού με εσωτερική ροή

			Ορισμένες από τις πληροφορίες που παρέχονται στο συγκεκριμένο κεφάλαιο έχουν ήδη παρατεθεί στο Κεφάλαιο 2 του παρόντος. Για την πληρότητα της παρουσίασης, κρίνεται σκόπιμο να επαναληφθούν. Το σύστημα δυναμικής ισορροπίας μοντελοποιείται με τις ακόλουθες υποθέσεις: 

			
					Το ρευστό στον αγωγό θεωρείται ασυμπίεστο και μη συνεκτικό και η ροή αστρόβιλη∙ με αυτά τα δεδομένα μπορεί να περιγραφεί με βάση είτε το μοντέλο plug flow είτε τη θεωρία δυναμικού. 

					Ο αγωγός συμπεριφέρεται ως μη γραμμική δοκός Euler-Bernoulli. 

					Ο κεντρικός άξονας του αγωγού μπορεί να εκταθεί, υπακούοντας σε γραμμική σχέση αξονικής έντασης-διαμήκους παραμόρφωσης. 

					Η διάτμηση, η κάμψη και η στρέψη λαμβάνονται υπόψη στο μαθηματικό πρότυπο περιγραφής. 

					Ο αγωγός θεωρείται περίπου ευθύς, με μικρή μεταβολή της καμπυλότητας κατά το μήκος του και χωρίς σημαντικές μεταβολές της γεωμετρίας του από την ευθεία. 

			

			Η μάζα του ρευστού ανά μονάδα μήκους του αγωγού (στη στατική θέση ισορροπίας) συμβολίζεται με M. Επιπλέον, με m συμβολίζεται η μάζα, με ma η πρόσθετη μάζα, με w0 το βάρος στο νερό, με do η εξωτερική διάμετρος, με A η επιφάνεια της διατομής, με Ip η πολιτική ροπή αδράνειας και με I η δεύτερη ροπή αδράνειας του αγωγού. Όλα τα μεγέθη αναφέρονται στη μη παραμορφωμένη (unstretched) κατάσταση (πριν από την έκταση του αγωγού). Με rc συμβολίζεται η πυκνότητα του υλικού αγωγού, με E το μέτρο ελαστικότητας του Young και με G το μέτρο διάτμησης. Η ισορροπία των συνιστωσών της εσωτερικής φόρτισης (ροπές και δυνάμεις) παρουσιάζεται στην Εικόνα 4.3. 

			Η δυναμική ισορροπία του συστήματος «στοιχείο αγωγού-στοιχείο ρευστού» ικανοποιείται υπερθέτοντας τις δύο διαμορφώσεις. Το αξονικά παραμορφωμένο διαφορικό μήκος κάθε στοιχείου είναι (1+e)ds, όπου ds είναι το μη παραμορφωμένο διαφορικό μήκος, e η αξονική παραμόρφωση, ενώ με s συμβολίζεται η συντεταγμένη Lagrange, η οποία λαμβάνει τιμές κατά μήκος του απαραμόρφωτου αξονικά στοιχείου του. Όλες οι μεταβλητές ορίζονται ως προς το τοπικό σύστημα συντεταγμένων Lagrange, που φαίνεται στην Εικόνα 4.3, με τα μοναδιαία ανύσματα 

t^

, 

n^

 και 

b^

. Το μοναδιαίο άνυσμα 

t^

 είναι εφαπτόμενο στον άξονα του αγωγού, το 

n^

 είναι κάθετο στο 

t^

 και το δικάθετο μοναδιαίο άνυσμα 

b^

 ορίζεται έτσι ώστε το σύστημα να είναι ορθογώνιο και δεξιόστροφο. Πρακτικά, το σύστημα των ανυσμάτων (

t^

, 

n^

, 

b^

) αντιστοιχεί στο σύστημα των ανυσμάτων (u, n, b), που ορίστηκε στο Κεφάλαιο 2 του παρόντος. 

			Στην Εικόνα 4.3, με 

T→p=Tt^+Snn^+Sbb^

 ορίζεται το άνυσμα της δύναμης και με 

M→p=M1t^+M2n^+M3b^

 το άνυσμα της ροπής, ενώ 

p~

 ×A

t^

 είναι η αξονική δύναμη λόγω της δυναμικής πίεσης μέσα στον αγωγό. Επιπρόσθετα, T, Sn, Sb, M1, M2, M3 ορίζονται η ένταση, οι εντός και οι εκτός επιπέδου διατμητικές δυνάμεις, η ροπή στρέψης και οι εκτός και οι εντός επιπέδου (out-of-plane και in-plane) καμπτικές ροπές, αντίστοιχα. Τέλος, με 

∑R→p

 και με 

∑R→f

 συμβολίζονται τα ανυσματικά αθροίσματα των διανεμημένων δυνάμεων που ασκούνται στα στοιχεία του αγωγού και στα στοιχεία του ρευστού, αντίστοιχα. Τα αθροίσματα αυτά αντιστοιχούν στο παραμορφωμένο μήκος του αγωγού. Το πρώτο άθροισμα συνίσταται από τις δυνάμεις βαρύτητας και άντωσης, 

R→pw

, τις αδρανειακές δυνάμεις λόγω της υδροδυναμικής μάζας, 

R→pa

, και τις δυνάμεις αντίστασης, 

R→pd

. Οι διανεμημένες δυνάμεις στο στοιχείο του ρευστού περιλαμβάνουν μόνο τις βαρυτικές συνιστώσες. Επισημαίνεται ότι από την ανάλυση έχουν αμεληθεί οι δυνάμεις τριβής μεταξύ του ρευστού και της εσωτερικής επιφάνειας του αγωγού. Η προσέγγιση αυτή μπορεί να είναι αποδεκτή για το εξεταζόμενο μοντέλο ροής (plug flow ή βάσει της θεωρίας δυναμικού), αλλά δεν μπορεί να εφαρμοστεί στην περίπτωση ροής slug. Κατά συνέπεια, γράφεται:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∑R→p=R→pw+R→pa+R→pd



						
							
							(4.1)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∑R→f=R→fw



						
							
							(4.2)

						
					

				
			

			Οι απαραίτητοι μαθηματικοί ορισμοί και μετασχηματισμοί έχουν ήδη αναπτυχθεί στην Ενότητα 2.2 του Κεφαλαίου 2. Επομένως, προχωράμε στην εφαρμογή του νευτώνειου μοντέλου παραγωγής του συστήματος δυναμικής ισορροπίας. 

			[image: ]

			Εικόνα 4.3 (α) Δυνάμεις και ροπές ασκούμενες στο παραμορφωμένο (αξονικά) στοιχείο του αγωγού. (β) Δυνάμεις ασκούμενες στο αντίστοιχο διαφορικό στοιχείο του ρευστού

			4.2.1. Δυναμική ισορροπία του διαφορικού στοιχείου του αγωγού

			Εφαρμόζοντας το νόμο του Νεύτωνα στο αξονικά παραμορφωμένο στοιχείο του αγωγού, λαμβάνουμε: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


mDV→pDt=DT→pDs+∑R→p1+e



						
							
							(4.3)

						
					

				
			

			Στη συνέχεια, αναπτύσσουμε τις υλικές παραγώγους στο τοπικό σύστημα συντεταγμένων, ώστε: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


m∂V→p∂t+ω→×V→p=∂T→p∂s+Ω→×T→p+(R→pw+R→pa+R→pd)(1+e)



						
							
							(4.4)

						
					

				
			

			Στις εξισώσεις (4.3) και (4.4), με 

V→p

 συμβολίζεται το άνυσμα των ταχυτήτων, το οποίο εκφράζεται όπως δηλώνει η εξίσωση (2.30). Η εξίσωση ισορροπίας των ροπών περιγράφεται από τη σχέση (2.39) του Κεφαλαίου 2 και γράφεται (βλέπε, επίσης, Tjavaras κ.ά., 1998):

			
				
					
					
				
				
					
							
							


11+eDDtρcIω→=11+e2DM→pDs+t^×T→p1+e



						
							
							(4.5)

						
					

				
			

			Αναπτύσσοντας ξανά τις υλικές παραγώγους, λαμβάνουμε: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ρcI1+e∂ω→∂t+ω→×ω→=11+e2∂M→p∂s+Ω→×M→p+t^×T→p1+e



						
							
							(4.6)

						
					

				
			

			Τέλος, η εξίσωση συμβιβαστού λαμβάνεται από την εξίσωση (2.47) του Κεφαλαίου 2 και γράφεται για γραμμική σχέση αξονικής έντασης-διαμήκους παραμόρφωσης e = T/EA ως εξής: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


1EA∂T∂tt^+(1+e)ω→×t^=∂V→p∂s+Ω→×V→p



						
							
							(4.7)

						
					

				
			

			4.2.2. Δυναμική ισορροπία του διαφορικού στοιχείου του ρευστού

			Με αναφορά στην Εικόνα 4.3(β), οι εξισώσεις κίνησης γράφονται σύμφωνα με την ανυσματική μορφή:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


MDV→fDt=D(-p~⋅At^)Ds+∑R→f1+e



						
							
							(4.8)

						
					

				
			

			όπου 

V→f

 είναι το άνυσμα της ταχύτητας του ρευστού και δίνεται από τη σχέση: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


V→f=Ut^+vn^+wb^



						
							
							(4.9)

						
					

				
			

			ενώ 

p~

 είναι η πίεση του ρευστού στο εσωτερικό του αγωγού. 

			Στην εξίσωση (4.9), με U συμβολίζεται η ταχύτητα του ρευστού στο εσωτερικό του αγωγού. Στη γενική περίπτωση, αυτός ο όρος είναι συνάρτηση και των δύο ανεξάρτητων μεταβλητών s και t, δηλαδή U ≡ U(s, t). Η εξίσωση (4.9) είναι σύμφωνη με τη απαίτηση της συζευγμένης κίνησης αγωγού-ρευστού, δεδομένου ότι υποθέτει πως το ρευστό κινείται μαζί με τον αγωγό. Η μεταβολή του U με βάσει τις ανεξάρτητες μεταβλητές είναι εντονότερη για περισσότερο περίπλοκες γεωμετρίες του αγωγού, οι οποίες αποκλίνουν, ενδεχομένως, σημαντικά από την ευθεία, είτε αρχικά (π.χ. ελικοειδείς αγωγοί) είτε στιγμιαία, υπό την επιβολή εξωτερικών φορτίσεων, οι οποίες μπορούν να προκαλέσουν ισχυρές ταλαντώσεις και να οδηγήσουν σε μεγάλες παραμορφώσεις στην κάθετη και δικάθετη διεύθυνση ως προς τον άξονα του αγωγού. Στην πραγματικότητα, το μοντέλο ροής που θα πρέπει να υιοθετηθεί προσδιορίζεται από τη διαμόρφωση του αγωγού, είτε στατική είτε δυναμική. Για παράδειγμα, όσον αφορά εξαιρετικά περίπλοκες διαμορφώσεις, για τις οποίες ακόμα και τα στρεπτικά φαινόμενα μπορεί να είναι σημαντικά, η ροή δεν μπορεί να θεωρηθεί αστρόβιλη (Germano, 1982∙ Kao, 1987).   

			Ολοκληρώνοντας, αναπτύσσουμε τις υλικές παραγώγους στην εξίσωση (4.8) και λαμβάνουμε: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


M∂V→f∂t+ω→×V→f=∂(-p~⋅At^)∂s+Ω→×(-p~⋅At^)+R→fw1+e



						
							
							(4.10)

						
					

				
			

			Η ροή στο εσωτερικό του αγωγού δεν έχει καμία επίδραση στην ισορροπία των ροπών. Κατά συνέπεια, μόνο οι εξισώσεις συμβιβαστού, οι οποίες σχετίζονται με την απουσία ασυνεχειών, θα πρέπει να ληφθούν υπόψη. Αναφορικά με το στοιχείο του ρευστού, η εξίσωση συμβιβαστού γράφεται [βλέπε και εξισώσεις (2.46) και (2.47)]:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


DDt1+e⋅t^=DV→fDs



						
							
							(4.11)

						
					

				
			

			Το μήκος του στοιχείου του ρευστού είναι ίσο με το παραμορφωμένο μήκος του στοιχείου του αγωγού, δηλαδή (1+e)ds. Παρ’ όλα αυτά, είναι απαραίτητο να υποθέσουμε ότι δεν γίνεται επιμήκυνση, λόγω της εσωτερικής πίεσης. Επομένως, η αξονική παραμόρφωση e στην εξίσωση (4.11) θα πρέπει να θεωρηθεί ανεξάρτητη του χρόνου. Με βάση αυτήν την παρατήρηση και την ανάπτυξη των υλικών παραγώγων, η εξίσωση (4.11) παράγει: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


(1+e)ω→×t^=∂V→f∂s+Ω→×V→f



						
							
							(4.12)

						
					

				
			

			4.3. Διαφορικές εξισώσεις δυναμικής ισορροπίας

			4.3.1. Εξισώσεις κίνησης

			Η δυναμική ισορροπία του στοιχείου του αγωγού, σε συνδυασμό με αυτήν του στοιχείου του ρευστού, περιγράφεται από τις εξισώσεις (4.4), (4.6), (4.7), (4.10) και (4.12). Οι εξισώσεις που σχετίζονται με τη δυναμική ισορροπία του στοιχείου του ρευστού συνδυάζονται εισάγοντας την εξίσωση (4.12) στην (4.10), η οποία μετατρέπεται στην:  

			
				
					
					
				
				
					
							
							


M∂V→f∂t+MU1+e∂V→f∂s+Ω→×V→f+Mvω→×n^+wω→×b^=-∂(p~⋅A)∂st^-p~⋅AΩ→×t^+R→fw1+e



						
							
							(4.13)

						
					

				
			

			Στη συνέχεια, θα πρέπει να γίνει συνδυασμός των δυναμικών συστημάτων του αγωγού και του ρευστού. Αυτό επιτυγχάνεται με την άθροιση των εξισώσεων (4.4) και (4.13). Το παραγόμενο αποτέλεσμα θα έχει τη μορφή: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


m∂V→p∂t+ω→×V→p+M∂V→f∂t+MU1+e∂V→f∂s+Ω→×V→f+Mvω→×n^+wω→×b^=∂T→p∂s+Ω→×T→p-∂(p~⋅A)∂st^-p~⋅AΩ→×t^+(R→pw+R→fw+R→pa+R→pd)1+e



						
							
							(4.14)

						
					

				
			

			4.3.2. Διανεμημένες δυνάμεις

			Πριν γράψουμε το τελικό σύστημα των διαφορικών εξισώσεων, το οποίο λαμβάνεται αναπτύσσοντας τα εξωτερικά γινόμενα των εξισώσεων (4.14), (4.7) και (4.6), και εξισώνοντας τους όρους που αντιστοιχούν τα μοναδιαία ανύσματα 

t^

, 

n^

 και 

b^

, είναι απαραίτητο να αναφερθούμε στις διανεμημένες δυνάμεις. Αυτές γράφονται  ως εξής:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


(R→pw+R→fw)1+e=-(w0+Mg)sinϕcosθ t^-(w0+Mg)cosϕ  n^-(w0+Mg)sinϕsinθ b^



						
							
							(4.15)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


R→pa1+e=-ma∂v2r∂t  n^-ma∂v3r∂tb^



						
							
							(4.16)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


R→pd1+e=Rdt t^+Rdn  n^+Rdb b^



						
							
							(4.17)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Rdt=-12πρdoCdtv1rv1r1+e



						
							
							(4.18)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Rdn=-12ρdoCdnv2rv2r2+v3r21+e



						
							
							(4.19)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Rdb=-12ρdoCdbv3rv2r2+v3r21+e



						
							
							(4.20)

						
					

				
			

			όπου g είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας, r η πυκνότητα του περιβάλλοντος ρευστού, v1r, v2r και v3r οι σχετικές ταχύτητες στην περίπτωση παρουσίας θαλάσσιου ρεύματος (διαφορετικά, αντικαθίστανται από τις ταχύτητες u, v και w, αντίστοιχα), Rdt, Rdn και Rdb είναι οι δυνάμεις αντίστασης (με βάση την εξίσωση του Morison) στις τρεις διευθύνσεις του τοπικού συστήματος συντεταγμένων και, τέλος, με Cdt, Cdn και Cdb συμβολίζονται οι αντίστοιχοι συντελεστές αντίστασης, οι οποίοι εδώ λαμβάνονται σταθεροί, ενώ, για κυλινδρικούς αγωγούς, είναι προφανές ότι Cdn = Cdb = Cd. 

			4.3.3. Τελικό σύστημα

			4.3.3.1 Εξισώσεις κίνησης

			Αναπτύσσοντας τα εξωτερικά γινόμενα της εξίσωσης (4.14), εξάγουμε τις ακόλουθες διαφορικές:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


m∂u∂t+M∂U∂t+M+mω2w-ω3v+MU1+e∂U∂s+MU1+eΩ2w-Ω3v=∂(T-p~⋅A)∂s+SbΩ2-SnΩ3-w0+Mgsinϕcosθ+Rdt



						
							
							(4.21)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


m+M∂v∂t+mω3u-ω1w-Mω1w+MU1+e∂v∂s+MU21+eΩ3-MU1+ewΩ1+ma∂v2r∂t=∂Sn∂s+Ω3T-p~⋅A-Ω1Sb-w0+Mgcosϕ+Rdn



						
							
							(4.22)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


(m+M)∂w∂t+mω1v-ω2u+Mω1v+MU1+e∂w∂s-MU21+eΩ2+MU1+evΩ1+ma∂v3r∂t=∂Sb∂s+Ω1Sn-Ω2T-p~⋅A-w0+Mgsinϕsinθ+Rdb



						
							
							(4.23)

						
					

				
			

			4.3.3.2 Εξισώσεις συμβιβαστού για τον αγωγό

			Εργαζόμενοι παρόμοια, με χρήση της εξίσωσης (4.7), παράγουμε: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


1EA∂T∂t=∂u∂s+Ω2w-Ω3v



						
							
							(4.24)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


1+eω3=∂v∂s+Ω3u-Ω1w



						
							
							(4.25)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


-1+eω2=∂w∂s+Ω1v-Ω2u



						
							
							(4.26)

						
					

				
			

			4.3.3.3 Εξισώσεις ισορροπίας ροπών

			Τέλος, οι εξισώσεις ισορροπίας των ροπών παράγονται με το ανάπτυγμα των εξωτερικών γινομένων της εξίσωσης (4.6). Αυτές γράφονται:  

			
				
					
					
				
				
					
							
							


1+eρcIp∂ω1∂t=GIp∂Ω1∂s



						
							
							(4.27)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


1+eρcI∂ω2∂t=EI∂Ω2∂s+(GIp-EI)Ω1Ω3-Sb1+e3



						
							
							(4.28)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


1+eρcI∂ω3∂t=EI∂Ω3∂s+(EI-GIp)Ω1Ω2+Sn1+e3



						
							
							(4.29)

						
					

				
			

			Για την παραγωγή των εξισώσεων (4.21)-(4.29), υποτέθηκε ότι τα μεγέθη EI και GIp είναι σταθερά και ανεξάρτητα του s. Αυτές οι εξισώσεις συνιστούν ένα σύστημα 9 διαφορικών εξισώσεων με 14 αγνώστους, δηλαδή τα δυναμικά μεγέθη T, Sn, Sb, u, v, w, ω1, ω2, ω3, W1, W2, W3, U και p×A. Εντούτοις, επισημαίνεται ότι, σύμφωνα με τις εξισώσεις (2.22)-(2.27), οι γωνιακές ταχύτητες και οι τοπικές καμπυλότητες μπορούν να εκφραστούν σε σχέση με τις γωνίες Euler f, q και y. Επομένως, οι εξισώσεις (2.22)-(2.24) εισάγονται στις εξισώσεις (4.21)-(4.29), ενώ ταυτόχρονα το σύστημα εμπλουτίζεται μέσω των εξισώσεων των τοπικών καμπυλοτήτων (2.25)-(2.27). Ως αποτέλεσμα, παράγεται ένα σύστημα 12 διαφορικών εξισώσεων, με αγνώστους τα μεγέθη T, Sn, Sb, u, v, w, W1, W2, W3, y, q , f, U και 

p~

 A. 

			4.3.3.4 Μοντέλο ροής plug flow

			Στο μοντέλο ροής plug flow, όπου υποτίθεται πως η ταχύτητα είναι σταθερή κατά μήκος του αγωγού και φυσικά ανεξάρτητη του χρόνου, αντί της αξονικής δύναμης Τ, άγνωστος του προβλήματος είναι η ενεργός ένταση 

(T-p~⋅A)

, με δεδομένο ότι η πίεση μπορεί να θεωρηθεί ανεξάρτητη του χρόνου [βλέπε σχετικούς όρους στις εξισώσεις (4.21)-(4.24)]. Επιπρόσθετα, 

∂U/∂t=∂U/∂s=0

 και το σύστημα απλοποιείται αμελώντας τους εμπλεκόμενους όρους. 

			Η περιπλοκότητα του συστήματος είναι άμεσα προφανής. Ανεξάρτητα όμως τούτου, θα πρέπει να επισημανθεί η ιδιαίτερη συνεισφορά της εσωτερικής ροής μέσω της παρουσίας δύο όρων, οι οποίοι προκαλούν και αντίστοιχα φαινόμενα: (i) η εσωτερική ροή προκαλεί «συμπιεστική φόρτιση» και (ii) η εσωτερική ροή εισάγει δυνάμεις Coriolis στο σύστημα. Η συμπιεστική φόρτιση αναπαρίσταται μέσω των όρων MU2Ω3 και MU2Ω2 στην εντός και εκτός του επιπέδου δυναμική κατάσταση. Οι δυνάμεις Coriolis [όροι MU∂v/∂s και MU∂w/∂s στις εξισώσεις (4.22) και (4.23), αντίστοιχα] είναι σε θέση να εισαγάγουν πρόσθετη απόσβεση στο σύστημα, λόγω της ροής ενέργειας μέσω των ορίων του αγωγού. 

			Η επίδραση της συμπιεστικής φόρτισης δεν θα πρέπει να θεωρείται σημαντική, δεδομένης της μικρής ταχύτητας του ρευστού μέσα στον αγωγό και της καθοριστικής επίδρασης των δυνάμεων αντίστασης. Θα πρέπει στο σημείο αυτό να επισημανθεί ότι, υπό διαφορετικές συνθήκες (οι οποίες αφορούν κυρίως το υλικό του αγωγού), θα μπορούσε ο όρος της συμπιεστικής φόρτισης να υπερβεί την ενεργό ακαμψία της κατασκευής (μηδενίζοντάς την ή καθιστώντας την αρνητική), γεγονός το οποίο θα μπορούσε να οδηγήσει σε φαινόμενα αστάθειας.  

			Πρέπει να επισημανθεί ότι οι δυνάμεις Coriolis θα μπορούσαν να έχουν σημαντική επίδραση στη δυναμική του αγωγού, της οποίας η φύση δεν είναι απαραίτητα σαφής, δεδομένου ότι δεν προκαλούν απαραίτητα πρόσθετη διάχυση ενέργειας. Στο βιβλίο του Païdoussis (1998) αναφέρεται ότι, για έναν απλά στηριζόμενο αγωγό (με αρθρώσεις στα άκρα του), πριν από τον δυναμικό λυγισμό, οι δυνάμεις Coriolis προκαλούν περιοδική διάχυση ενέργειας. Εντούτοις, δεδομένου ότι το κατασκευαστικό πρότυπο μελετάται στο χώρο των τριών διαστάσεων, οι δυνάμεις Coriolis ασκούνται και εντός και εκτός του επιπέδου αναφοράς (στην κάθετη και δικάθετη διεύθυνση). Κατά συνέπεια, η φύση της συνεισφοράς τους στις δύο αυτές διευθύνσεις μπορεί να εξαχθεί μόνο μέσω της ανάλυσης των αριθμητικών προβλέψεων. 

			4.4. Μοντέλο ροής που περιγράφεται μέσω της θεωρίας δυναμικού

			Η επίδραση της εσωτερικής ροής στη δυναμική συμπεριφορά του αγωγού περιγράφεται μέσω των συναρτήσεων της αξονικής ταχύτητας του ρευστού U και της δυναμικής πίεσης 

p~A

. Αυτές εμπεριέχονται μόνο στις εξισώσεις της κίνησης (4.21)-(4.23) και υπολογίζονται συνδυάζοντας τις δομικές ταχύτητες του αγωγού και τις ταχύτητες της εσωτερικής ροής στο επίπεδο αναφοράς, που ορίζεται από τα μοναδιαία ανύσματα 

n^

 και 

b^

. Η σχετική διαδικασία περιγράφεται περιληπτικά στη συνέχεια. 

			Το ρευστό θεωρείται ασυμπίεστο και μη συνεκτικό και η ροή αστρόβιλη, επιτρέποντας την εφαρμογή της γραμμικής θεωρίας δυναμικού (Kellogg, 1929). Επίσης, η κατασκευή θεωρείται σχεδόν ευθεία, έτσι ώστε το δυναμικό ταχυτήτων της ροής να προσεγγίζεται ως V∙s, όπου V είναι η σταθερή ταχύτητα της εσωτερικής ροής. Το συνολικό δυναμικό μέσα στον αγωγό συμβολίζεται με Φ και συνίσταται από το δυναμικό της μόνιμης ροής και το δυναμικό της διαταραχής ϕ: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Φ=Vs+ϕ



						
							
							(4.30)

						
					

				
			

			Στη γενική περίπτωση, τα δυναμικά Φ και ϕ είναι, προφανώς, χρονικά μεταβαλλόμενα. Επιπρόσθετα, το δυναμικό της διαταραχής θα πρέπει να ικανοποιεί την εξίσωση του Laplace, η οποία γράφεται ως προς το πολικό σύστημα συντεταγμένων (

r,ϑ,s

) (Moon και Spencer, 1971) της τομής του αγωγού (Εικόνα 4.4):

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂2ϕ∂r2+1r∂ϕ∂r+1r2∂2ϕ∂ϑ2+∂2ϕ∂s2=0



						
							
							(4.31)
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			Εικόνα 4.4 Διατομή του αγωγού: ακτινική συντεταγμένη r και αζιμουθιανή γωνία ϑ.

			Για την επίλυση της εξίσωσης (4.31), χρησιμοποιείται η μέθοδος χωρισμού των μεταβλητών. Επομένως, υποτίθεται ότι: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ϕ(r,ϑ,s,t)=R(r)Θ(ϑ)S(s)ξ(t)



						
							
							(4.32)

						
					

				
			

			Εισάγοντας την εξίσωση (4.32) στην (4.31) και χρησιμοποιώντας ξεχωριστές λύσεις για κάθε μεταβλητή (separable solutions), μπορεί να δειχθεί ότι το δυναμικό της διαταραχής ϕ αποδέχεται λύση της μορφής:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ϕ=∑n=0∞∑j=1∞Antcosnϑ+BntsinnϑCnjtcosβjs+Dnjtsinβjs In(βjr)



						
							
							(4.33)

						
					

				
			

			όπου In είναι η τροποποιημένη συνάρτηση Bessel πρώτου είδους και n τάξης, ενώ οι συντελεστές An(t), Bn(t), Cnj(t) και Dnj(t) είναι άγνωστες χρονικά μεταβαλλόμενες συναρτήσεις, που πρέπει να υπολογιστούν με εφαρμογή των κατάλληλων οριακών συνθηκών. Επισημαίνεται επίσης ότι η διαδικασία επίλυσης για τη συνάρτηση R(r) καταλήγει στην τροποποιημένη συνάρτηση Bessel, η οποία έχει λύσεις τις τροποποιημένες συναρτήσεις Bessel πρώτου και δευτέρου είδους, και n τάξης In και Kn, αντίστοιχα. Παρ’ όλα αυτά, η συνάρτηση Kn αμελείται, δεδομένου ότι, για r → 0, συμπεριφέρεται ως ~

-ln(βjr)

, για n = 0, και 

∝1/2Γ(n)(βjr)-n

, για n > 0, δηλαδή για κάθε τάξη τείνει στο άπειρο, γεγονός που την καθιστά μη αποδεκτή.5 

			Για τον υπολογισμό των άγνωστων χρονικά μεταβαλλόμενων μεταβλητών, θα πρέπει να γίνει υπόθεση συγκεκριμένων οριακών συνθηκών. Καταρχάς, υποτίθεται ότι τα άκρα του αγωγού είναι ανοιχτά. Αυτό παραπέμπει σε μηδενικές πιέσεις (και, άρα, δυναμικά). Επομένως: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ϕs=0=ϕs=L=0



						
							
							(4.34)

						
					

				
			

			Εννοείται ότι L είναι το μήκος του αγωγού. Οι εξισώσεις (4.34) καταλήγουν στην απαίτηση Cnj(t) = 0 και, επιπρόσθετα, παρέχουν τις ιδιοτιμές βj των ιδιοσυναρτήσεων sinβjs, λαμβάνοντας ως δεδομένο ότι sinβjL = 0. Άρα, βj = jπ/L. Με αυτές τις παρατηρήσεις, η εξίσωση (4.33) γίνεται:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ϕ=∑n=0∞∑j=1∞Anjtcosnϑ+BnjtsinnϑsinjπsLInjπrL



						
							
							(4.35)

						
					

				
			

			όπου τα γινόμενα An(t)Dnj(t) και Bn(t)Dnj(t) αντικαταστάθηκαν από τους συντελεστές Anj(t) και Bnj(t), αντίστοιχα. Αυτοί θα υπολογιστούν με εφαρμογή της κινηματικής συνθήκης στο κέλυφος του αγωγού στο r = Ri (Εικόνα 4.4). Η συνθήκη αυτή απαιτεί η ακτινική ταχύτητα στο κέλυφος του αγωγού εσωτερικά στο σημείο r = Ri, λόγω της εσωτερικής ροής, να είναι ίση με τη συνιστώσα της κάθετης και της δικάθετης ταχύτητας v και w, αντίστοιχα στην ίδια διεύθυνση. Πιο συγκεκριμένα:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂Φ∂rr=Ri=∂ϕ∂rr=Ri=vn^+wb^⋅r^=vsinϑ+wcosϑ



						
							
							(4.36)

						
					

				
			

			Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις (4.35) και (4.36), συνάγεται ότι η μόνη αποδεκτή λύση είναι αυτή που αντιστοιχεί στο n = 1. Αυτό αποδεικνύεται με χρήση της ιδιότητας της ορθογωνικότητας των ημιτόνων και συνημιτόνων στο πεδίο ορισμού του 

ϑ∈[0, 2π]

. Επιπρόσθετα, χρησιμοποιώντας την ιδιότητα της  ορθογωνικότητας των συναρτήσεων sinβjs, εξάγεται για το συνολικό δυναμικό ταχύτητας Φ η σχέση:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Φ=Vs+∑j=1∞A1jtcosϑ+B1jtsinϑLjπsinjπsLI1jπr/LI′1jπRi/L



						
							
							(4.37)

						
					

				
			

			όπου ο τόνος συμβολίζει παραγώγιση ως προς το όρισμα, ενώ: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


A1jt=2L∫0Lws,tsinjπsLds



						
							
							(4.38)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


B1jt=2L∫0Lvs,tsinjπsLds



						
							
							(4.39)

						
					

				
			

			Η δυναμική πίεση στο εσωτερικό του αγωγού δίνεται από τη μη γραμμική εξίσωση του Bernoulli και είναι: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


p~=-ρf∂Φ∂t-12ρf∇Φ⋅∇Φ



						
							
							(4.40)

						
					

				
			

			όπου ρf είναι η πυκνότητα του ρευστού. Η τελική σχέση που παρέχει την πίεση είναι αρκετά εκτενής και για το λόγο αυτό παραλείπεται. Στην εργασία του Chatjigeorgiou (2010) εξηγείται ότι το δυναμικό της διαταραχής έχει ελάχιστη επίδραση στη δυναμική συμπεριφορά του ταλαντευόμενου αγωγού. Πρακτικά, η μόνη συνιστώσα που παρέχει μη μηδενική αξονική δύναμη λόγω της εσωτερικής πίεσης είναι ο δευτεροτάξιος (μη γραμμικός) όρος της εξίσωσης του Bernoulli. Και ο όρος αυτός παρέχει, όμως, πολύ μικρές τιμές για τον παράγοντα 

p~A

, υπονοώντας ότι μπορεί να αμεληθεί χωρίς απώλεια της ακρίβειας. Για την πληρότητα της παρουσίασης, αναφέρεται ότι η πρόσθετη δύναμη λόγω της εσωτερικής πίεσης υπολογίζεται με ολοκλήρωση της τελευταίας στην εσωτερική επιφάνεια του αγωγού, δηλαδή: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


F=∬S0p~t^dS=∫0Ri∫02πp~t^rdϑdr



						
							
							(4.41)

						
					

				
			

			όπου S0 είναι η επιφάνεια της διατομής του αγωγού, η οποία καλύπτεται πλήρως από το μεταφερόμενο ρευστό.

			4.5. Μοντέλο ροής σταθερής κατάστασης «slug flow»

			Το μοντέλο ροής «slug flow» προσομοιάζει ροή δύο φάσεων, οι οποίες, αναφορικά με τους αγωγούς για θαλάσσιες εφαρμογές μεταφοράς (π.χ. μεταφορές υδρογονανθράκων), είναι υγρό καύσιμο και αέριο. Κατά τη μεταφορά του υλικού, η ύπαρξη ελεύθερης επιφάνειας εντός του αγωγού προκαλεί, λόγω των επιφανειακών τάσεων, ανύψωση της επιφάνειας του υγρού, εις βάρος αυτής του αερίου, η οποία εντέλει προσκρούει στην εσωτερική επιφάνεια του αγωγού, ασκώντας μεγάλου μεγέθους και μικρής διάρκειας φορτίσεις. Το μοντέλο ροής «slug flow» μπορεί να εξεταστεί είτε ως μοντέλο σταθερής κατάστασης (steady slug flow) είτε ως μοντέλο μη σταθερής κατάστασης (unsteady slug flow), εξαρτώμενο από την πιθανότητα να είναι η ταχύτητα της ροής χρονικά μεταβαλλόμενη. Προφανέστατα, η σταθερή κατάσταση της ροής συνιστά απλοποίηση της πραγματικότητας, εξισορροπώντας όμως πιθανές απώλειες στην ακρίβεια με την απλότητα της διατύπωσης. Στο παρόν, θα μας απασχολήσουν κυρίως τα μοντέλα σταθερής κατάστασης. Στα μοντέλα μη σταθερής κατάστασης μπορούν να καταταχθούν αυτά που εξετάστηκαν, για παράδειγμα, από τους Issa και Kempf (2003), Bonizzi και Issa (2003), και πρόσφατα τον Kjeldby κ.ά. (2013). 

			4.5.1. Διφασική ροή σταθερής κατάστασης

			Συνήθως, τα μοντέλα ροής σταθερής κατάστασης που προσομοιάζουν την κρουστική διφασική ροή «slug» αναλύουν την περίπτωση είτε οριζόντιων αγωγών είτε κάθετων αγωγών. Ορισμένα εξετάζουν την περίπτωση κεκλιμένων αγωγών, που έχει, προφανώς, ιδιαίτερο ενδιαφέρον για τις θαλάσσιες εφαρμογές. Για οριζόντιους αγωγούς, τα πλέον λεπτομερή μοντέλα παρουσιάστηκαν από του Dukler και Hubbard (1975) και Nicholson κ.ά. (1978). Για κατακόρυφα μοντέλα με ροή προς τα επάνω, οι πλέον πλήρεις εργασίες παρουσιάστηκαν από τους Fernandes κ.ά. (1983), Sylvester (1987), Orell και Rembrand (1986). Η περίπτωση κεκλιμένου αγωγού εξετάστηκε από τους Bonnecaze κ.ά. (1971). Στην παρούσα ανάλυση θα βασιστούμε κυρίως στο μοντέλο που αναπτύχθηκε από τους Taitel και Barnea (1990). 

			Σκαριφηματικά, η γεωμετρία της διφασικής ροής παρουσιάζεται στην Εικόνα 4.5. Ο πυρήνας της ροής που μας ενδιαφέρει χωρίζεται σε δύο κύρια μέρη: τη ζώνη του ρευστού (ζώνη slug), με μήκος 

ls

, και τη ζώνη του φιλμ του ρευστού, με μήκος 

lf

. Αν και η ζώνη του ρευστού μπορεί να περιέχει φυσαλίδες, δεν μπορεί να διεισδυθεί από το αέριο που εμπεριέχεται πάνω από το φιλμ. Η επιφάνεια της διατομής που καταλαμβάνεται από το υγρό στη ζώνη «slug» συμβολίζεται με 

Rs

. Η μέση ταχύτητα του ρευστού στη ζώνη «slug» θα συμβολίζεται με 

uL

, ενώ με 

ub

 θα συμβολίζεται η μέση αξονική ταχύτητα των φυσαλίδων. Αξίζει να σημειωθεί ότι οι ταχύτητες 

uL

 και 

ub 

δεν είναι απαραίτητα ίσες, αν και για οριζόντια ροή μπορεί να θεωρηθεί ότι πράγματι είναι ίσες. Η ζώνη του ρευστού φιλμ συνίσταται από το ίδιο το φιλμ και μια επιμήκη περιοχή αερίου. Για οριζόντιες και κεκλιμένες ροές, η περιοχή του αερίου βρίσκεται στην επάνω πλευρά του αγωγού. Για κατακόρυφες ροές, η περιοχή του αερίου βρίσκεται στο κέντρο του αγωγού, θεωρώντας πλήρη συμμετρία. Σε αυτήν την περίπτωση, η μεγάλη φυσαλίδα (η επιμήκης περιοχή του αερίου) ονομάζεται φυσαλίδα του Taylor και το φιλμ του ρευστού ονομάζεται ζώνη της φυσαλίδας του Taylor. Η ταχύτητα της επιμήκους φυσαλίδας θα συμβολίζεται με 

ut

, ενώ με 

uG 

και 

uf

 θα συμβολίζονται οι ταχύτητες του αερίου και του ρευστού φιλμ, αντίστοιχα. Επισημαίνεται ότι, ενώ η περιοχή του ρευστού «slug» θεωρείται αξονικά ομογενής, οι ταχύτητες του ρευστού και του αερίου στη ζώνη του φιλμ μεταβάλλονται κατά μήκος του αγωγού, λόγω της μεταβολής του πάχους του φιλμ 

hf(z)

 πίσω από την περιοχή του ρευστού «slug». 

			\[image: ]

			Εικόνα 4.5 Γεωμετρία της διφασικής ροής.

			4.5.1.1 Ισορροπία μαζών

			Ακολουθεί ανάλυση που βασίζεται στην υπόθεση ότι και το υγρό και το αέριο είναι ασυμπίεστα. Για αγωγούς μεγάλου μήκους, όπου η πυκνότητα δεν είναι σταθερή, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι είναι πράγματι σταθερή (έστω τοπικά), έτσι ώστε να έχει εφαρμογή η θεώρηση ροής σταθερής κατάστασης. Η ισορροπία της μάζας μέσα στην περιοχή του υγρού «slug» μπορεί να καταστρωθεί με δύο τρόπους, με την ολοκλήρωση της παροχής σε συγκεκριμένη διατομή και με την εξέταση του όγκου του ρευστού μέσα σε μια μονάδα «slug» [ως μονάδα «slug» θα ονομάζεται το τμήμα εντός του αγωγού με μήκος 

lu

 (Εικόνα 4.5)]. Προφανώς, και οι δύο μέθοδοι θα πρέπει να δίνουν τα ίδια αποτελέσματα. 

			Χρησιμοποιώντας την πρώτη προσέγγιση, λαμβάνουμε: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


WL=1tuuLARsρLts+∫0tfufARfρLdt



						
							
							(4.42)

						
					

				
			

			όπου 

WL

 είναι η παροχή του υγρού, 

ρL

 η πυκνότητά του, Α η επιφάνεια της διατομής και 

Rf

 το ποσοστό της επιφάνειας της διατομής που καταλαμβάνεται από το υγρό μέσα στη ζώνη του φιλμ. Επίσης, 

tu

, 

ts

 και 

tf

 είναι, αντίστοιχα, τα χρονικά σημεία της διόδου από μια συγκεκριμένη διατομή όλης της μονάδας μήκους 

lu

 (όπως φαίνεται στην Εικόνα 4.5), της περιοχής της ζώνης «slug» και της ζώνης του φιλμ. Δεδομένου ότι 

ts=ls/ut

 και 

tf=lf/ut

, η εξίσωση (4.42) παίρνει τη μορφή:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


WL=uLARsρLlslu+1lu∫0lfufARfρLdx



						
							
							(4.43)

						
					

				
			

			Με χρήση της δεύτερης προσέγγισης, λαμβάνουμε τη σχέση: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


WL=1tuρLARsls+∫0lfρLARfdx-X



						
							
							(4.44)

						
					

				
			

			Ο όρος μέσα στην παρένθεση είναι η μάζα του υγρού μέσα στη μονάδα «slug». Ας υποθέσουμε ότι μια μονάδα «slug» κινείται μέσα σε έναν αγωγό με ταχύτητα 

ut

 και η χρονική στιγμή κατά την οποία διέρχεται από έναν συγκεκριμένο σημείο μέσα στον αγωγό είναι 

tu=lu/ut

. Σε αυτό το χρονικό σημείο, το τμήμα του υγρού μέσα στο φιλμ κινείται προς τα πίσω, σε σχέση με την επιφάνεια επαφής (διεπαφή) υγρού-αερίου, και τελικά πιάνεται από τη ζώνη «slug» που ακολουθεί. Αυτή η ποσότητα ρευστού συμβολίζεται με X και δίνεται από τη σχέση:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


X=ut-uLρLARs=ut-ufρLARf



						
							
							(4.45)

						
					

				
			

			Χρησιμοποιώντας την εξίσωση (4.45), μπορεί πράγματι να αποδειχθεί ότι οι εξισώσεις (4.43) και (4.44) είναι  ίδιες. Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (4.43) και (4.45), λαμβάνουμε: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


uLS=uLRs+ut1-Rslflu-utlu∫0lfαfdx



						
							
							(4.46)

						
					

				
			

			Στην εξίσωση (4.46), με 

αf

 συμβολίζεται το κενό που εμπεριέχεται μέσα στη ζώνη του φιλμ του ρευστού, εκφραζόμενο ως συνάρτηση της κατά μήκος του αγωγού συντεταγμένης x. Επίσης, με 

uLS

 θα συμβολίζεται η υποθετική (superficial), τεχνητά οριζόμενη ταχύτητα του ρευστού, η οποία υπολογίζεται με την υπόθεση ότι  η συγκεκριμένη φάση είναι η μόνη που υπάρχει σε μια συγκεκριμένη διατομή του αγωγού. Αντίστοιχη διαδικασία μπορεί να εφαρμοστεί και για την ισορροπία της μάζας του αερίου. Εντούτοις, είναι πιο βολικό να χρησιμοποιήσουμε την ισορροπία της μάζας μόνο για το ένα είδος απ’ ό,τι για το μείγμα. Με βάση μια απλοποιητική παραδοχή, μπορεί να θεωρηθεί ότι, για σταθερές πυκνότητες του υγρού και του αερίου, η ογκομετρική παροχή διαμέσου οποιασδήποτε διατομής παραμένει σταθερή. Εφαρμόζοντας αυτήν την υπόθεση σε μια διατομή της υγρής ζώνης «slug», συνάγεται ότι: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


us=uLS+uGS=uLRs+ubαs



						
							
							(4.47)

						
					

				
			

			όπου 

us

 είναι η ταχύτητα του μείγματος μέσα στη ζώνη «slug», 

uGS

 η υποθετική (superficial) ταχύτητα του αερίου, με τον τρόπο που ορίστηκε παραπάνω, και αs ο κενός χώρος μέσα στη ζώνη του ρευστού «slug». 

			4.5.1.2 Κενός χώρος

			Η μέση τιμή του κενού χώρου μέσα στη μονάδα «slug» (μήκους 

lu

) ορίζεται ως: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


αu=αsls+∫0lfαfdx/lu



						
							
							(4.48)

						
					

				
			

			Χρησιμοποιώντας την εξίσωση (4.46), για να εξαλείψουμε το ολοκλήρωμα από την εξίσωση (4.48), λαμβάνουμε: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


αu=-uLS+uLRs+utαs/ut



						
							
							(4.49)

						
					

				
			

			Στη συνέχεια, χρησιμοποιώντας την εξίσωση (4.47), ο ρυθμός ροής του υγρού 

uLS

 μπορεί να αντικατασταθεί από το 

uGS

, έτσι ώστε: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


αu=uGS-ubαs+utαs/ut



						
							
							(4.50)

						
					

				
			

			Οι εξισώσεις (4.49) και (4.50) παρουσιάζουν ένα πολύ ενδιαφέρον αποτέλεσμα (Barnea, 1990). Δείχνουν ότι η μέση τιμή του κενού χώρου σε μια μονάδα «slug» εξαρτάται μόνο από τους ρυθμούς ροής του υγρού και του αερίου 

(uGS,uLS)

, την ταχύτητα των φυσαλίδων 

ub

, τη μεταφορική ταχύτητα 

ut

 και τον κενό χώρο μέσα στη ζώνη «slug». Επίσης, η μέση τιμή του κενού χώρου είναι ανεξάρτητη από το σχήμα των φυσαλίδων, το μήκος τους και το πάχος του φιλμ. Αυτό είναι ένα πολύ σημαντικό και χρήσιμο συμπέρασμα, δεδομένου ότι δείχνει πως η πτώση της πίεσης μπορεί να υπολογιστεί ανεξάρτητα από τη γεωμετρία της μονάδας «slug». Για την απλή περίπτωση στην οποία η ζώνη «slug» δεν εμπεριέχει φυσαλίδες, 

Rs=1

, η εξίσωση (4.50) καταλήγει στο απλό αποτέλεσμα 

αu=uGS/ut

. 

			4.5.1.3 Υδροδυναμική συμπεριφορά του υγρού φιλμ

			Το μήκος του υγρού φιλμ 

lf

, το σχήμα του 

hf(z)

, το προφίλ της ταχύτητας κατά μήκος του υγρού φιλμ 

uf(z)

 και, ειδικότερα, το πάχος του φιλμ και η ταχύτητά του 

hfe

 και 

ufe

, αντίστοιχα, λίγο πριν αυτό παραληφθεί από τη ζώνη του ρευστού «slug» (Εικόνα 4.5), είναι πολύ σημαντικοί παράγοντες, για τον υπολογισμό της πτώσης της πίεσης και της μεταφοράς της μάζας κατά τη ροή «slug». Η μορφή του υγρού φιλμ είναι πολύ περίπλοκη, ιδιαίτερα κοντά στο πίσω μέρος του υγρού «slug». Στην πραγματικότητα, είναι ένα τρισδιάστατο πρόβλημα, με ελεύθερη επιφάνεια και τυρβώδη ροή. Μια λογική προσέγγιση του προβλήματος βασίζεται στη μονοδιάστατη υπόθεση της θεωρίας ροής μέσα σε δίαυλο (channel). 

			Για τον προσδιορισμό λύσεων όσον αφορά την ταχύτητα του φιλμ του υγρού 

uf

 και της περιεκτικότητας του υγρού μέσα στη ζώνη του φιλμ 

Rf

, θα εξετάσουμε την ισορροπία της ορμής στη ζώνη του φιλμ. Με αναφορά στην Εικόνα 4.5, οι εξισώσεις της ορμής για το υγρό φιλμ και του αερίου πάνω από αυτό, ως προς σύστημα συντεταγμένων που κινείται με ταχύτητα 

ut

, είναι: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ρLvf∂vf∂z=-∂P∂z+τfSfAf-τiSiAf+ρLgsinβ-ρLgcosβ∂hf∂z



						
							
							(4.51)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ρGvG∂vG∂z=-∂P∂z+τGSGAG+τiSiAG+ρGgsinβ-ρGgcosβ∂hf∂z



						
							
							(4.52)

						
					

				
			

			όπου 

vf=ut-uf

 και 

vG=ut-uG

. Επίσης, P είναι η πίεση, 

τf

, 

τG

 και 

τi

 οι διατμητικές τάσεις που αναπτύσσονται μεταξύ του υγρού και του αγωγού, μεταξύ του αερίου και του αγωγού και μεταξύ του υγρού και του αερίου στην επιφάνεια της διεπαφής, αντίστοιχα. Τέλος, 

Sf

, 

SG

 και 

Si

 είναι, αντίστοιχα, οι περιφέρειες του υγρού, του αερίου και της διεπαφής στη θέση της εξεταζόμενης τομής, ενώ 

Af

 και  

AG

 οι επιφάνειες που καταλαμβάνονται από το υγρό και το αέριο, αντίστοιχα, στην εξεταζόμενη τομή του υγρού φιλμ. Επισημαίνεται ότι, παρ’ όλο που οι εξισώσεις (4.51) και (4.52) εκφράζονται ως προς τις σχετικές ταχύτητες 

vf

 και 

vG

, οι διατμητικές τάσεις δίνονται ως προς τις πραγματικές ταχύτητες: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


τf=12ffρLufuf



						
							
							(4.53)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


τG=12fGρGuGuG



						
							
							(4.54)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


τi=12fiρGuG-ufuG-uf



						
							
							(4.55)

						
					

				
			

			όπου 

ff

, 

fG

 και 

fi

 είναι, αντίστοιχα, οι συντελεστές τριβής μεταξύ του υγρού και του αγωγού, του αερίου και του αγωγού, και του αερίου και του υγρού στην επιφάνεια της διεπαφής. Οι ταχύτητες 

uf

 και

 uG

 θεωρούνται θετικές κατά τη διεύθυνση της ροής (κατά τον x). Για λείους αγωγούς, μπορεί να χρησιμοποιηθεί η σχέση του Blasius: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ff=CfDhufνLn



						
							
							(4.56)

						
					

				
			

			όπου 

Dh=4Af/Sf

 και 

νL

 είναι η κινηματική συνεκτικότητα του υγρού. 

			Παρόμοια σχέση μπορεί να χρησιμοποιηθεί και για το αέριο, με τη διαφορά ότι η υδραυλική διάμετρος του αερίου λαμβάνεται ως 

Dh=4AG/(SG+Si)

 (Taitel και Dukler, 1976). Για στρωτή ροή 

Cf=16

 και 

n=-1

, ενώ για τυρβώδη ροή 

Cf=0.046

 και 

n=-0.2

. 

			Για μη λείους αγωγούς, θα πρέπει να λαμβάνεται υπόψη και η τραχύτητα, ε. Ως παράδειγμα παρατίθεται η σαφής σχέση (Hall, 1957): 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ff=0.0013751+2×104εDh+106Re1/3



						
							
							(4.57)

						
					

				
			

			Περισσότερο προβληματικός είναι ο υπολογισμός του συντελεστή τριβής της διεπαφής fi. Για μικρές ταχύτητες του υγρού και του αερίου, μπορεί να χρησιμοποιηθεί ο συντελεστής τριβής για λείους αγωγούς. Όταν η διεπαφή είναι κυματοειδής, ο συντελεστής τριβής επηρεάζεται από την κυμάτωση. Δυστυχώς, λόγω της περιπλοκότητας της κυμάτωσης, ο συντελεστής τριβής της διεπαφής δεν μπορεί να υπολογιστεί με ακρίβεια και, κατά συνέπεια, θα πρέπει να γίνουν κάποιες χονδροειδείς συσχετίζεις και υποθέσεις. Η φύση της διεπαφής (λεία ή κυματοειδής) μπορεί να προσδιοριστεί στη βάση του σχεδίου της ροής, θεωρώντας ότι η ζώνη του φιλμ είναι στρωματοποιημένη ροή, με τις κατάλληλες παροχές για το υγρό και το αέριο. 

			Για κυματοειδή στρωματοποιημένη ροή όσον αφορά οριζόντιους και κεκλιμένους αγωγούς, έχει προταθεί ο σταθερός συντελεστής 

fi=0.014

 (Shoham και Taitel, 1984). Για κατακόρυφους αγωγούς, μπορεί να χρησιμοποιηθεί η σχέση (Wallis, 1969): 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


fi=0.0051+300δD



						
							
							(4.58)

						
					

				
			

			όπου με δ συμβολίζεται το πάχος του φιλμ. 

			Οι υπάρχουσες πληροφορίες σχετικά με την τάση της διεπαφής είναι περιορισμένες. Ευτυχώς, η ακρίβεια της τριβής στη διεπαφή δεν είναι σημαντική, δεδομένου ότι στις περισσότερες περιπτώσεις η διατμητική τάση στη ζώνη του φιλμ είναι αμελητέα. 

			Απαλείφοντας την πίεση από τις εξισώσεις (4.51) και (4.52), καταλήγουμε στη σχέση: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ρLvf∂vf∂z-ρGvG∂vG∂z=τfSfAf-τGSGAG-τiSi1Af+1AG+(ρL-ρG)gsinβ-ρL-ρGgcosβ∂hf∂z



						
							
							(4.59)

						
					

				
			

			Χρησιμοποιώντας την εξίσωση (4.45), οι σχετικές ταχύτητες 

vf

 και 

vG

 θα γραφτούν: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


vf=ut-uf=ut-uLRs/Rf



						
							
							(4.60)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


vG=ut-uG=ut-ubαs/αf



						
							
							(4.61)

						
					

				
			

			Δεδομένου ότι τα 

Rf

 και 

αf

 είναι συναρτήσεις του 

hf

, αντικαθιστώντας αυτές τις τιμές στην εξίσωση (4.59), παράγεται μια διαφορική εξίσωση με άγνωστο το 

hf

, ως συνάρτηση της συντεταγμένης z. Συγκεκριμένα: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dhfdz=τfSfAf-τGSGAG-τiSi1Af+1AG+(ρL-ρG)gsinβρL-ρGgcosβ-ρLvf(ut-uL)Rf2dRfdhf-ρGvG(ut-ub)(1-Rs)(1-Rf)2dRfdhf



						
							
							(4.62)

						
					

				
			

			όπου, στην περίπτωση στρωματοποιημένου φιλμ: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dRfdhf=4πD1-2hfD-12



						
							
							(4.63)

						
					

				
			

			Η διαφορική εξίσωση (4.62) επιλύεται αριθμητικά, για τον υπολογισμό του 

hf(z)

, και η αντίστοιχη ταχύτητα 

uf(z)

 υπολογίζεται με χρήση της ισορροπίας της μάζας, που περιγράφεται μέσω της εξίσωσης (4.60). Η ολοκλήρωση εφαρμόζεται μέχρι να ικανοποιηθεί η ισορροπία που περιγράφεται από την εξίσωση (4.46). Κατ’ αυτό τον τρόπο, υπολογίζονται το μήκος του φιλμ 

lf

, η περιεκτικότητα 

Rfe

 και η ταχύτητα 

ufe

 στην άκρη του φιλμ του υγρού, λίγο πριν αυτό πιαστεί από τη ζώνη του υγρού «slug». Για μεγάλα z, η οριακή τιμή 

hfe

 είναι η στάθμη του υγρού 

hE

, η οποία υπολογίζεται όταν 

dhfe/dz=0

, δηλαδή όταν ο παρονομαστής της εξίσωσης (4.62) ισούται με μηδέν. 

			Για υγρές ζώνες «slug», οι οποίες εμπεριέχουν θύλακες αερίου, η ταχύτητα του αερίου στις επιμήκεις φυσαλίδες υπερβαίνει, συνήθως, την ταχύτητα των θυλάκων μέσα στη ζώνη «slug». Επιπρόσθετα, το υγρό φιλμ φαίνεται ότι δεν εμπεριέχει μικρές φυσαλίδες. Σύμφωνα με τη φυσική εικόνα, η οποία είναι συμβατή με αυτή την περιγραφή, οι διασκορπισμένες φυσαλίδες στη ζώνη του υγρού «slug» ενώνονται με τη μύτη της επιμήκους φυσαλίδας, ενώ οι φυσαλίδες του αερίου ξαναπαρασύρονται μέσα στη ζώνη του υγρού «slug». Έτσι, η περιεκτικότητα του υγρού στο μπροστινό μέρος του φιλμ 

Rfi

 ισούται με την τιμή του 

Rs

 και η ταχύτητα 

ufi

 ισούται με την ταχύτητα 

uL

 ∙ με 

hs

 συμβολίζεται η στάθμη του υγρού που αντιστοιχεί στο 

Rs

. Έτσι, η ολοκλήρωση της εξίσωσης (4.62) ξεκινά με αρχικές τιμές 

hf=hfi=hs

 για z=0 και το 

hf

 μειώνεται 

(dhf/dz<0)

 από την τιμή 

hs

 προς το όριο 

hE

.

			Εντούτοις, υπό ορισμένες προϋποθέσεις, το 

dhf/dz

 μπορεί να είναι θετικό. Αυτό συμβαίνει όταν η κρίσιμη στάθμη του υγρού 

hc<hs

 , όπου 

hc

 είναι η στάθμη που κάνει τον παρονομαστή της εξίσωσης (4.62) να ισούται με το μηδέν. Σε αυτήν την περίπτωση, η στάθμη του υγρού μειώνεται «στιγμιαία» μέχρι την κρίσιμη στάθμη και η ολοκλήρωση για το 

hf

 ξεκινά με 

hfi=hc

, για z = 0. Μπορούμε, επιπρόσθετα, να σημειώσουμε πως, όταν το 

hc

 ή το 

hs

 είναι μικρότερο από τη στάθμη ισορροπίας 

hE

, τότε η στάθμη ισορροπίας 

hE

 επιτυγχάνεται άμεσα. Για κατακόρυφους αγωγούς, ο παρονομαστής δεν μηδενίζεται ποτέ και, κατά συνέπεια, δεν υπάρχει κρίσιμη τιμή για το πάχος του φιλμ. 

			Η εξίσωση (4.62) είναι η πιο λεπτομερής μορφή της μονοδιάστατης προσέγγισης της ροής μέσα σε δίαυλο. Η μονοδιάστατη προσέγγιση μπορεί να απλοποιηθεί περαιτέρω, υποθέτοντας μηδενική πτώση της πίεσης μέσα στη ζώνη του φιλμ (Dukler και Hubbard, 1975∙ Nicholson κ.ά., 1978). Υπ’ αυτή την προϋπόθεση, η εξίσωση (4.59) λαμβάνει τη μορφή:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ρLvf∂vf∂z=τfSfAf+ρLgsinβ-ρLgcosβ∂hf∂z



						
							
							(4.64)

						
					

				
			

			Η εξίσωση (4.64) είναι επίσης διαφορική εξίσωση και πρέπει να ολοκληρωθεί αριθμητικά. Η παράλειψη της πτώσης της πίεσης κατά μήκος της επιμήκους φυσαλίδας του αερίου, παρ’ όλο που μπορεί συνήθως να δικαιολογηθεί, ενδέχεται, ωστόσο, να αποτελέσει λανθασμένη προσέγγιση για φιλμ μεγάλου μήκους. Επιπρόσθετα, μπορούν να γίνουν επιπλέον απλοποιήσεις, ώστε να αμεληθεί η αριθμητική ολοκλήρωση. Με βάση την πιο κοινή προσέγγιση, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι το φιλμ του υγρού έχει σταθερό πάχος. Αυτή η στάθμη είναι πράγματι η λύση για το  

hE

. Σε αυτήν την περίπτωση, η συγκεκριμένη στάθμη h θα πρέπει να ικανοποιεί τη σχέση: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


τfSfAf-τGSGAG-τiSi1Af+1AG+(ρL-ρG)gsinβ=0



						
							
							(4.65)

						
					

				
			

			Η Εικόνα 4.6 εμφανίζει ως παράδειγμα τη γεωμετρία του φιλμ στη μονάδα «slug», για διφασική ροή εντός κεκλιμένου αγωγού. Σε αυτό περιλαμβάνονται δύο γεωμετρίες που αντιστοιχούν σε δύο διαφορετικές κλίσεις του αγωγού. Τα αποτελέσματα προέκυψαν από την επίλυση της εξίσωσης (4.62), με τη μέθοδο Runge-Kutta τέταρτης τάξης. Στην εικόνα γίνονται άμεσα εμφανείς οι παραβολικές μορφές της επιφάνειας του φιλμ (διεπιφάνεια) και οι διαφοροποιήσεις που προκαλούνται λόγω της αλλαγής κλίσης του αγωγού. Στις εξεταζόμενες περιπτώσεις δεν έχει πλήρως αναπτυχθεί η ροή «slug», υπό την έννοια ότι η επιφάνεια του εσωτερικού ρευστού δεν έχει έρθει σε επαφή με την άνω επιφάνεια του αγωγού. 

			4.5.2. Διφασική ροή μη σταθερής κατάστασης

			Το μοντέλο διφασικής ροής μη σταθερής κατάστασης βασίζεται στη διατύπωση των εξισώσεων διατήρησης της μάζας και της ορμής για καθεμία από τις δύο φάσεις. Η μονοδιάσταστη μορφή του μοντέλου λαμβάνεται ολοκληρώνοντας τις ιδιότητες της ροής στην επιφάνεια της διατομής της. Η μεταφορά της ορμής και της ενέργειας μεταξύ της εσωτερικής επιφάνειας του αγωγού και των δύο ρευστών, όπως και η μεταφορά των ίδιων παραμέτρων στη διεπιφάνεια λαμβάνονται υπόψη μέσω εμπειρικών αλληλοσυσχετίσεων (Ishii και Mishima, 1984· Jones και Prosperetti, 1985). Τα αντίστοιχα εμπειρικά πρότυπα επηρεάζουν σημαντικά τα χαρακτηριστικά της ροής, ενώ μπορούν να προκαλέσουν και την εμφάνιση φαινομένων αστάθειας στη διεπεαφή (Drew, 1983· Ishii και Mishima, 1984). 

			Εδώ θα παρουσιάσουμε τις εξισώσεις μεταφοράς για ισοθερμική ροή, οι οποίες συνίστανται, όπως αναφέρθηκε ήδη, από τις εξισώσεις διατήρησης μάζας και ορμής, για την υγρή και την αέρια φάση. Για μονοδιάστατη στρωματοποιημένη (stratified) ροή «slug», το αντίστοιχο σύστημα θα γράφεται (Issa και kempf, 2003):

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂(ρGaG)∂t+∂(ρGaGuG)∂x=-m˙b



						
							
							(4.66)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂(ρLaf)∂t+∂(ρLafuf)∂x=-m˙b



						
							
							(4.67)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂(ρGaGuG)∂t+∂(ρGaGuG2)∂x=-aG∂P∂x+ρGaGgsinβ+τG+τi



						
							
							(4.68)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂(ρLafuf)∂t+∂(ρLafuf2)∂x=-af∂P∂x-ρLafg∂h∂xcosβ+ρLafgsinβ+τf-τi



						
							
							(4.69)

						
					

				
			

			όπου aG + af = 1, με τα aG και af να συμβολίζουν τα ποσοστά της αέριας και της υγρής φάσης στην τομή του αγωγού, αντίστοιχα, ενώ το 

m˙b

 να συμβολίζει την παροχή. Τα υπόλοιπα σύμβολα που χρησιμοποιούνται στις εξισώσεις (4.66)-(4.69) έχουν ήδη επεξηγηθεί. Οι εξισώσεις (4.66) και (4.67) είναι οι εξισώσεις διατήρησης της μάζας, ενώ οι εξισώσεις (4.68) και (4.69) είναι οι εξισώσεις διατήρησης της ορμής (ανά ζεύγη για την αέρια και την υγρή φάση, αντίστοιχα). Το σύνολο των εξισώσεων (4.66)-(4.69) συνιστούν ένα σύστημα μερικών διαφορικών εξισώσεων, το οποίο επιτρέπει μόνο αριθμητική λύση, όπως μέσω της μεθόδου των πεπερασμένων όγκων. Στο παρόν δεν θα μας απασχολήσει η πλήρης αριθμητική διαδικασία επίλυσης του εν λόγω συστήματος. Για περισσότερες πληροφορίες σχετικά με την εφαρμογή της μεθόδου των πεπερασμένων όγκων, βλέπε Issa και kempf (2003)· Kjeldby κ.ά. (2013). Παραδείγματα των μορφών του φιλμ που αναπτύσσονται μέσα στον αγωγό, για διφασική ροή σταθερής κατάστασης και για δύο γωνίες κλίσης, παρουσιάζονται στην Εικόνα 4.6. Τα αποτελέσματα προήλθαν από την αριθμητική επίλυση της εξίσωσης (4.62). Στην Εικόνα 4.6, η αρχή των αξόνων συμπίπτει με τη θέση της μέγιστης ανύψωσης του υγρού slug μέσα στον αγωγό.  

			[image: ]

			Εικόνα 4.6 Παραδείγματα γεωμετρίας του φιλμ σε ροή «slug» εντός αγωγού εσωτερικής διαμέτρου 0.385 m. Υποθετικές (superficial) ταχύτητες uLS = 0.2 m/s, uGS = 2 m/s. Η διφασική ροή αφορά αργό πετρέλαιο και μεθάνιο. 
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					5 Για περισσότερες πληροφορίες σχετικά με αναφερόμενα στις ειδικές συναρτήσεις Bessel, βλέπε τα κλασικά βιβλία των Watson (1966) και Abramowitz και Stegun (1970).

				

			

		

	
		
			Κεφάλαιο 5

			Γραμμική και μη γραμμική δυναμική συμπεριφορά

			Σύνοψη 

			Στο κεφάλαιο αυτό αναλύονται οι αρχές της γραμμικής και της μη γραμμικής συμπεριφοράς, όπως ορίζονται από τα συστήματα των διαφορικών εξισώσεων της δυναμικής ισορροπίας των θαλάσσιων αγωγών. Αναλύεται η αρχή της ελεύθερης ταλάντωσης των αγωγών, για τον υπολογισμό των ιδιοσυχνοτήτων και των ιδιομορφών της ταλάντωσης, γίνεται επεξεργασία των γραμμικοποιημένων συστημάτων στην εκτός και εκτός του επιπέδου του αγωγού διευθύνσεις, παρουσιάζονται τα αποτελέσματα για τις ιδιομορφές της ελεύθερης ταλάντωσης και αναλύεται η μέθοδος Galerkin, για την επίλυση σχετικών δυναμικών συστημάτων. Τέλος, παρουσιάζεται μια μέθοδος επίλυσης για τη μη γραμμική δυναμική συμπεριφορά θαλάσσιων αγωγών, με χρήση τεχνικών στο πεδίο των συχνοτήτων. 

			Προαπαιτούμενη γνώση 

			Ο αναγνώστης απαιτείται να έχει γνώσεις συνήθων και μερικών διαφορικών εξισώσεων, μεθόδων επίλυσης, γραμμικής άλγεβρας και θεωρίας πινάκων, ελεύθερων ταλαντώσεων δυναμικών συστημάτων, θεωρίας διαταραχών και μετασχηματισμών Fourier. 

			5.1. Γενικά

			Δυναμική (δομική) συμπεριφορά μιας κατασκευής νοείται η συμπεριφορά της στο πεδίο του χρόνου, δηλαδή η χρονικά μεταβαλλόμενη απόκριση της δεδομένης μιας μεταβαλλόμενης (εννοείται, χρονικά) διέγερσης. Η διάκριση μεταξύ γραμμικής και μη γραμμικής συμπεριφοράς έχει μόνο θεωρητική βάση, εννοώντας κύρια τη μαθηματική περιγραφή του δομικού προτύπου, η οποία, στη γενική της μορφή, συνίσταται από σύστημα διαφορικών εξισώσεων. Με άλλα λόγια, κατά τη μελέτη της μη γραμμικής συμπεριφοράς, λαμβάνονται υπόψη οι μη γραμμικοί όροι, δηλαδή τα προϊόντα ανώτερης τάξης (γινόμενα κτλ.), ενώ κατά τη μελέτη της γραμμικής συμπεριφοράς, οι όροι αυτοί αμελούνται ή γραμμικοποιούνται ισοδύναμα. 

			Πράγματι, όλα τα δυναμικά συστήματα στη φύση είναι μη γραμμικά στη γενική τους μορφή. Εντούτοις, η μελέτη της γραμμικής συμπεριφοράς παρέχει τις περισσότερες φορές μια πολύ ακριβή προσέγγιση του δυναμικού φαινομένου, χωρίς να απαιτείται επεξεργασία πολύπλοκων δυναμικών συστημάτων. Τα μη γραμμικά φαινόμενα έχουν σημασία συνήθως υπό προϋποθέσεις και η συνεισφορά τους ενισχύεται με αύξηση του πλάτους της απόκρισης. Σε κάθε περίπτωση, τα πάντα εξαρτώνται από τη διαμόρφωση και τα χαρακτηριστικά του ίδιου του δυναμικού συστήματος. Για παράδειγμα, αναφέρεται  ότι σε κάθε περίπτωση περιστρεφόμενοι δοκοί (με μεγάλη ταχύτητα) διεγείρουν μη γραμμικά φαινόμενα, ενώ η τελική απόκρισή τους μπορεί να είναι χαοτική (Chatjigeorgiou, 2013α). 

			Η μελέτη των μη γραμμικών φαινομένων είναι κατ’ ομολογία δύσκολος στόχος. Προς αυτή την κατεύθυνση θα μπορούσε να συμβάλει η ισοδύναμη γραμμικοποίησή τους, ώστε να επιλυθεί μόνο το μη γραμμικό πρότυπο. Και πάλι όμως, ισοδύναμη γραμμικοποίηση είναι εφικτή μόνο υπό προϋποθέσεις και για μη γραμμικούς όρους απλής μορφής. Αναλυτικές προσεγγίσεις των μη γραμμικών φαινομένων της απόκρισης είναι επίσης εφικτές, αλλά μόνο για απλά μη γραμμικά συστήματα.6 

			Η επίλυση των μη γραμμικών δυναμικών προτύπων συναρτάται με τη μελέτη του αντικειμένου στο πεδίο του χρόνου. Στις περισσότερες περιπτώσεις, τα μη γραμμικά δυναμικά συστήματα περιγράφονται από περίπλοκες διαφορικές εξισώσεων, με αποτέλεσμα η μόνη αποτελεσματική διαδικασία να είναι η προσέγγιση της λύσης μέσω της εφαρμογής αριθμητικών μεθόδων επίλυσης. Αριθμητικές μέθοδοι επίλυσης μπορούν να εφαρμοστούν και για τα γραμμικά συστήματα, μόνο που στη συγκεκριμένη περίπτωση η επίτευξη της λύσης γίνεται ταχύτερα σε σύγκριση με τα μη γραμμικά συστήματα. 

			Η ενδεδειγμένη ανάλυση ενός δυναμικού συστήματος, γραμμικού ή μη γραμμικού, θα πρέπει να ξεκινά με την επίλυση του προβλήματος των ιδιοτιμών, το οποίο παρέχει τις ιδιοσυχνότητες και τις ιδιομορφές της λύσης (ή, κατ’ αντιστοιχία, του δυναμικού συστήματος). Η γνώση των ιδιοτιμών (ή ιδιοσυχνοτήτων/ιδιοπεριόδων) και των ιδιομορφών του δυναμικού συστήματος είναι εξέχουσας σημασίας, δεδομένου ότι: 

			
					προσδιορίζει τις περιοχές στις οποίες θα μπορούσαν να εμφανιστούν απλοί ή μη γραμμικοί συντονισμοί και 

					επιτρέπει, μέσω των ιδιομορφών, την προσέγγιση της λύσης με χρήση της μεθόδου υπέρθεσης των εμπλεκόμενων αρμονικών (Galerkin).

			

			5.2. Ελεύθερες ταλαντώσεις λεπτόγραμμων κατασκευών

			Εδώ εξετάζεται το πρόβλημα των ελεύθερων ταλαντώσεων λεπτόγραμμων κατασκευών που προσομοιάζονται με δοκούς Euler-Bernoulli (χαρακτηριστική διάσταση πολύ μικρότερη από το μήκος τους). Η ανάλυση ξεκινά από το απλό δομικό πρότυπο ενός ευθύ αγωγού και καταλήγει στη γενική περίπτωση ενός αλυσοειδούς αγωγού. Το πρόβλημα των ελεύθερων ταλαντώσεων παρέχει τις ιδιοσυχνότητες και τις ιδιομορφές του αντίστοιχου δυναμικού συστήματος. Αυτές οι παράμετροι εξαρτώνται από τα φυσικά και μηχανικά χαρακτηριστικά του κατασκευαστικού προτύπου, τη γεωμετρία του και τον τρόπο στήριξής του, δηλαδή τις οριακές συνθήκες. Στις περιπτώσεις των λεπτόγραμμων αγωγών, το πρόβλημα των οριακών τιμών προσδιορίζεται αποκλειστικά από τις οριακές συνθήκες των άκρων του, υπό την προϋπόθεση φυσικά ότι δεν υπάρχουν ασυνέχειες τις γεωμετρίας του. Για το λόγο αυτό, και τα αντίστοιχα προβλήματα οριακών τιμών είναι γνωστά και ως προβλήματα δύο σημείων (two point boundary value problems).

			5.2.1. Ελεύθερες ταλαντώσεις, ευθείας, κοίλης, αβαρούς δοκού με εσωτερική ροή

			Πιο συγκεκριμένα, η δυναμική συμπεριφορά μιας ευθείας δοκού υπό ένταση και με εσωτερική ροή στο εσωτερικό της, με σταθερή ταχύτητα U και μάζα ανά μονάδα μήκους του εσωτερικού ρευστού M, θα περιγράφεται από τη σχέση: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


m∂2y∂t2=-EI∂4y∂x4+T0∂2y∂x2-MU2∂2y∂x2
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			όπου x είναι η κατά μήκος της δοκού οριζόντια συντεταγμένη, y(x, t) οι εγκάρσιες κινήσεις της κατασκευής (καμπτικές ταλαντώσεις), T0 η αξονική ένταση κατά μήκος της, θεωρούμενη σταθερή, m η μάζα ανά μονάδα μήκους της δοκού και ΕΙ η καμπτική της ακαμψία. Η αξονική ένταση θα μπορούσε να θεωρηθεί μεταβαλλόμενη κατά μήκος της δοκού-αγωγού, αλλά σε μια τέτοια περίπτωση θα έπρεπε να αποκλείσουμε την πιθανότητα εξαγωγής αναλυτικής λύσης. Η εξίσωση (5.1) διαφέρει από την εξίσωση (2.144), καθώς έχει προστεθεί η εσωτερική ροή, ενώ έχει αμεληθεί το βάρος. Η συμπερίληψη του βάρους μεταβάλλει, επί της ουσίας, τη γεωμετρία της δοκού και, κατά συνέπεια, τη συνάρτηση της αξονικής έντασης T0, η οποία δεν θα μπορεί πλέον να θεωρηθεί σταθερή και ανεξάρτητη του x7. 

			Για την προσέγγιση της λύσης του προβλήματος της ελεύθερης ταλάντωσης, θα πρέπει να υποθέσουμε αρμονικές κινήσεις μεταβαλλόμενες, π.χ. ως 

y(x,t)=Y(x)sin(ωt)

, με ω να συμβολίζει τη συχνότητα της ελεύθερης ταλάντωσης. Κατ’ επέκταση, η εξίσωση (5.1) μεταπίπτει στην: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


-mω2Y=-EId4Ydx4+(T0-MU2)d2Ydx2
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			Αν θέσουμε 

λ=(T0-MU2)/EI

 και 

β=ω2m/EI

, τότε η λύση της συνήθους διαφορικής εξίσωσης (5.2) θα είναι: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Y(x)=C1e-iλ1x+C2eiλ1x+C3e-λ2x+C4eλ2x
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			όπου:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


λ1=122λ2+4β-2λ1/2

 και 

λ2=122λ2+4β+2λ1/2



						
							
					

				
			

			Οι συντελεστές Ci, i = 1-4 της εξίσωσης (5.3) υπολογίζονται εφαρμόζοντας τις οριακές συνθήκες. Θα προχωρήσουμε στην επίλυση του προβλήματος των ιδιοτιμών, για την απλούστερη περίπτωση στήριξης, δηλαδή με αρθρωμένα άκρα, αφήνοντας την επίλυση αντίστοιχων προβλημάτων με διαφορετικές στηρίξεις ως πιθανές ασκήσεις.8 Αρθρωμένα άκρα σημαίνει μηδενικές κινήσεις και καμπτικές ροπές (ή, αντίστοιχα, μηδενικές δεύτερες παραγώγους των ιδιομορφών). Η δεύτερη παράγωγος της εξίσωσης (5.3) θα γραφτεί: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Y′′(x)=-λ12C1e-iλ1x-λ12C2eiλ1x+λ22C3e-λ2x+λ22C4eλ2x
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			Θέτοντας τις (5.3) και (5.4) ίσες με μηδέν, για x = 0 και x = L, όπου L είναι το μήκος της δοκού, λαμβάνουμε, καταρχάς, για την πρώτη απαίτηση x = 0,  την: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


C3+C4λ22/λ12+1=0
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			Αυτό σημαίνει ότι θα μηδενίζεται μία εκ των δύο παρενθέσεων. Μηδενισμός του όρου  

λ22/λ12+1

 δεν είναι αποδεκτός, διότι οδηγεί στην εξαγωγή της σχέσης 

λ2=-4β

, και με βάση τους ορισμούς για τα 

λ,β

 σε φανταστικές τιμές για τις ιδιοσυχνότητες ω. Κατά συνέπεια, η μόνη αποδεκτή λύση της εξίσωσης (5.5) είναι η 

C3=-C4

, που, με τη σειρά της, εξασφαλίζει ότι 

C1=-C2

. Κατά συνέπεια, η εξίσωση (5.3) απλοποιείται ως: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Yx=2isin(λ1x)C2+2sinh(λ2x)C4
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			Εφαρμόζοντας πλέον τις οριακές συνθήκες 

Y(L)=Y′′(L)=0

, παράγουμε το γραμμικό σύστημα: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


isinλ1Lsinhλ2L-iλ12sinλ1Lλ22sinhλ2LC2C4=0
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			Το γραμμικό σύστημα της εξίσωσης (5.7), για να έχει λύση διάφορη της τετριμμένης, θα πρέπει η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων να είναι ίση με μηδέν ή, αλλιώς: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


sin(λ1L)sinh(λ2L)λ12+λ22=0
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			Από τις πιθανότητες μηδενισμού της (5.8), αποδεκτή είναι μόνο η 

sin(λ1L)=0

, διότι η θεώρηση 

sinh(λ2L)=0

 ή 

λ12+λ22=0

 οδηγεί σε λύσεις ασύμβατες με το φυσικό φαινόμενο. Κατά συνέπεια, οι ιδιοσυχνότητες μπορούν να υπολογιστούν από τη 

λ1L=nπ

, όπου το n ανήκει στο σύνολο των φυσικών αριθμών. Υπολογίζοντας πλέον την εξίσωση (5.6), για x = L, εξάγεται άμεσα ότι C4 = 0 και, κατά συνέπεια, ότι οι ιδιομορφές θα απλοποιούνται σημαντικά, εξαγόμενες από την απλή σχέση: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Y(x)=Csinλ1x



						
							
							(5.9)

						
					

				
			

			με C να συμβολίζει μια αυθαίρετη σταθερά, η οποία θα εξαρτάται πλέον από τις αρχικές συνθήκες του προβλήματος. 

			Ας δεχτούμε στη συνέχεια ότι η λύση (5.9) είναι δεδομένη για τις ιδιομορφές και ας την εισαγάγουμε στην εξίσωση (5.2), προκειμένου να απλοποιήσουμε τη διαδικασία υπολογισμού των ιδιοσυχνοτήτων, θεωρώντας ότι το 

λ1

 είναι άγνωστο. Εκτελώντας τις παραγωγίσεις, λαμβάνουμε για τις ιδιοσυχνότητες τη σχέση:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ω2=EImnπL4+T0-MU2  nπL2



						
							
							(5.10)

						
					

				
			

			Η εξίσωση (5.10) εμφανίζει ένα πολύ ενδιαφέρον αποτέλεσμα. Καταρχάς, η εφαρμογή της αξονικής έντασης όταν T0≠0 αυξάνει τις τιμές των ιδιοσυχνοτήτων, με αποτέλεσμα μικρότερες πιθανότητες πρόκλησης συντονισμών. Αυτό φυσικά εξαρτάται από τη διεύθυνση της αξονικής έντασης. Για παράδειγμα, αν η φορά της είναι αρνητική, τότε μειώνει τη συνολική καμπτική ακαμψία, που περιγράφεται από τον πρώτο όρο του δεξιού μέρους της εξίσωσης (5.10), με αντίθετα αποτελέσματα. Επιπρόσθετα, η εμφάνιση του όρου MU2 δηλώνει ότι η εσωτερική ροή μειώνει σε κάθε περίπτωση την καμπτική ακαμψία, με αποτέλεσμα και υπό προϋποθέσεις να είναι πολύ πιθανή η αστάθεια της κατασκευής. Αυτό συμβαίνει διότι, αν το δεξί μέρος της εξίσωσης (5.10) γίνει αρνητικό, τότε οι ιδιομορφές από αρμονικές γίνονται εκθετικές. 

			5.2.2. Ελεύθερες ταλαντώσεις αλυσοειδών, κυλινδρικών αγωγών

			Στην περίπτωση αλυσοειδών αγωγών, λαμβάνοντας υπόψη όλες τις πιθανές επιδράσεις, φυσικά της μάζας, των μηχανικών ιδιοτήτων του υλικού τους και του βάρους τους, η εφαρμογή μεθόδων που κατατείνουν στην επίλυση του προβλήματος ιδιοτιμών σε κλειστή μορφή, όπως στο προηγούμενο παράδειγμα, δεν είναι εφικτή. Εντούτοις, θα πρέπει να αναφερθεί ότι έχουν παρουσιαστεί προσπάθειες σ’ αυτή την κατεύθυνση, οι οποίες και πάλι όμως βασίζονται σε ορισμένες απλοποιητικές παραδοχές (βλέπε, για παράδειγμα, Chatjigeorgiou, 2008β). 

			Η γενική θεώρηση της δυναμικής συμπεριφοράς ενός κοίλου αλυσοειδούς αγωγού, με ή χωρίς εσωτερική ροή, επιβάλλει την εξέταση του προβλήματος στις τρεις διαστάσεις. Το βασικό δυναμικό πρότυπο έχει ήδη εξαχθεί και αποτελείται από τις εξισώσεις (4.21)-(4.29). Το πρότυπο αυτό μπορεί να περιοριστεί με τις εξής απλοποιητικές θεωρήσεις: 

			
					υπόθεση σταθερής ταχύτητας και προφίλ ταχύτητας (plug-flow), με αποτέλεσμα την εξάλειψη των όρων της πίεση, όπως και της χρονικής παραγώγου της, 

					παράλειψη των στρεπτικών φαινομένων, ως αμελητέων, 

					παράλειψη των στρεπτικών ροπών, 

					εφαρμογή της υπόθεσης ότι τα συνολικά δυναμικά μεγάλη υπολογίζονται ως άθροισμα ενός στατικού και ενός δυναμικού (χρονικά μεταβαλλόμενου) όρου,

					παράλειψη των μη γραμμικών όρων. Με τον τρόπο αυτό, παράγεται το γραμμικό σύστημα δυναμικής ισορροπίας, στο οποίο οι μόνοι μη γραμμικοί όροι που περιλαμβάνονται είναι οι δυνάμεις αντίστασης σε διευθύνσεις κάθετες στον άξονα του αγωγού (

n^

 και 

b^

 στην Εικόνα 4.3). Όπως όμως έχει ήδη αναφερθεί (Ενότητα 3.2.2), οι δυνάμεις αυτές μπορούν να γραμμικοποιηθούν με την εφαρμογή του αναπτύγματος σε σειρές Fourier. Το τελικό γραμμικοποιημένο δυναμικό σύστημα στον τρισδιάστατο χώρο θα περιγράφεται από τις εξισώσεις [βλέπε και Chatjigeorgiou (2010α, β)]:
	

m∂2p∂t2-MUΩ30∂p∂t=∂T1∂s-Sn1Ω30-Sn0Ω31-(w0+Mg)cosϕ0ϕ1


	(5.11)


	

m+ma+M∂2q∂t2+MU∂2q∂s∂t+MU2Ω31=∂Sn1∂s+T1Ω30+Ω31T0+(w0+Mg)sinϕ0ϕ1-cωq∂q∂t


	(5.12)


	

T1=EA∂p∂s-Ω30q


	(5.13)


	

ϕ1=∂q∂s+Ω30p


	(5.14)


	

EI∂Ω31∂s=-Sn1


	(5.15)


	

∂ϕ1∂s=Ω31


	(5.16)


	

m+ma+M∂2r∂t2+MU∂2r∂s∂t-MU2Ω21=∂Sb1∂s-Sn0Ω30θ1-T0Ω21-(w0+Mg)sinϕ0θ1-cωr∂r∂t


	(5.17)


	

θ1=-∂r∂s


	(5.18)


	

EI∂Ω21∂s-EIΩ30θ1=Sb1


	(5.19)


	

∂θ1∂s=Ω21


	(5.20)


Υπενθυμίζεται ότι με τους δείκτες 0 και 1 συμβολίζονται στατικά και δυναμικά μεγέθη, αντίστοιχα. Επίσης, με p, q, r συμβολίζονται οι εφαπτομενικές, κάθετες εντός του επιπέδου και κάθετες εκτός του επιπέδου, κινήσεις, αντίστοιχα, ενώ T είναι η αξονική ένταση Sn και Sb οι δύο διατμητικές δυνάμεις, εντός και εκτός του επιπέδου, αντίστοιχα, Ω3,  ϕ και Ω2, θ οι καμπυλότητες και οι γωνίες, εντός και εκτός του επιπέδου, αντίστοιχα. Αναφορικά με τις φυσικές παραμέτρους του προβλήματος, m είναι η μάζα, ma η πρόσθετη μάζα, Μ η μάζα του εσωτερικού ρευστού (όλες ανά μονάδα μήκους), w0 το βάρος στο νερό, U η σταθερή ταχύτητα του εσωτερικού ρευστού, g η επιτάχυνση της βαρύτητας, ΕΙ και ΕΑ η ελαστική και η καμπτική ακαμψία, αντίστοιχα, και ω η συχνότητα της διέγερσης. Τέλος, με c συμβολίζεται ο συντελεστής της ισοδύναμης γραμμικοποίησης των δυνάμεων αντίστασης, ο οποίος θα ισούται με c = (4/3π)ρCddΟ, όπου ρ είναι η πυκνότητα του περιβάλλοντος ρευστού, Cd ο συντελεστής αντίστασης του τύπου του Morison και dO η εξωτερική διάμετρος του κυλινδρικού αγωγού. 
Από μια σύντομη εξέταση των εξισώσεων (5.11)-(5.20), αποκαλύπτεται ότι η εντός του επιπέδου 

t^,n^

 δυναμική συμπεριφορά είναι, ουσιαστικά, πλήρως αποσυζευγμένη από την εκτός του επιπέδου 

t^,b^

 δυναμική συμπεριφορά. Για το λόγο αυτό, έγινε και αναδιάταξη των γραμμικοποιημένων εξισώσεων δυναμικής ισορροπίας, ώστε οι πρώτες έξι, (5.11)-(5.16), να ορίζονται στο επίπεδο 

t^,n^

 και οι υπόλοιπες στο επίπεδο που ορίζεται από τα μοναδιαία ανύσματα 

t^,b^

. Η αποσύζευξη είναι αποτέλεσμα αφενός της παράλειψης των στρεπτικών φαινομένων και αφετέρου της ισοδύναμης γραμμικοποίησης του συστήματος δυναμικής ισορροπίας, μέσω της παράλειψης και της γραμμικοποίησης των μη γραμμικών όρων (Chatjigeorgiou, 2010α). 
Για τη μελέτη του προβλήματος των ώσεων, αμελούνται οι μη συντηρητικές δυνάμεις (στη συγκεκριμένη περίπτωση, οι δυνάμεις αντίστασης). Αυτό σχετίζεται με το γεγονός ότι οι συγκεκριμένες δυνάμεις μπορούν να θεωρηθούν επιβαλλόμενες από εξωγενείς παράγοντες (συγκεκριμένα, λόγω της αλληλεπίδρασης με το περιβάλλον ρευστό). Είναι επίσης προφανές ότι η εισαγωγή της εσωτερικής ροής στο δυναμικό σύστημα, εκτός από την αλλαγή των φυσικών χαρακτηριστικών, μέσω της αύξησης της μάζας και του βάρους του αγωγού, παράγει επιπλέον όρους. Συγκεκριμένα, στην εξίσωση (5.11) εμφανίζεται ο όρος  

MUΩ30∂p/∂t

, στην εξίσωση (5.12) το άθροισμα 

MU∂2q/∂s∂t+MU2Ω31

 και στην εξίσωση (5.17) το άθροισμα 

MU∂2r/∂s∂t+MU2Ω21

. Οι όροι που εξαρτώνται από το τετράγωνο της ταχύτητας της εσωτερικής ροής προκαλούν «συμπιεστική φόρτιση» (compressive loading) και μπορούν να οδηγήσουν σε αστάθεια της κατασκευής, όταν η μηχανική ακαμψία είναι μικρή (Ενότητα 5.2.1). Θα πρέπει όμως να αναφερθεί ότι πραγματική αστάθεια, υπό την έννοια της ανεξέλεγκτης μεγέθυνσης των κινήσεων σε πραγματικές εφαρμογές, είναι απίθανο να παρατηρηθεί, δεδομένης της πολύ μεγάλης μηχανικής ακαμψίας των αγωγών, αλλά και της καθοριστικής επίδρασης των φαινομένων αντίστασης. Οι όροι που περιλαμβάνουν τις δομικές ταχύτητες του αγωγού (χρονικές παραγώγους) περιγράφουν τα φαινόμενα Coriolis. Οι αντίστοιχες δυνάμεις Coriolis θα μπορούσαν να έχουν σημαντική επίδραση, η οποία δεν μπορεί να προσδιοριστεί εξαρχής, καθώς αυτές δεν προκαλούν απαραίτητα πρόσθετη διάχυση της ενέργειας. Η φύση της επίδρασης των δυνάμεων Coriolis εξαρτάται από τις οριακές συνθήκες του προβλήματος (Païdoussis, 1998).
Όπως ήδη αναφέρθηκε, για την εξέταση των ελεύθερων ταλαντώσεων, υποθέτουμε αρμονικές διεγέρσεις. Το αντίστοιχο σύστημα λαμβάνεται αμελώντας ταυτόχρονα τις δυνάμεις αντίστασης και, στην περίπτωση ύπαρξης εσωτερικής ροής, των δυνάμεων Coriolis. Κατά συνέπεια, τα αποσυζευγμένα συστήματα των ελεύθερων ταλαντώσεων στα επίπεδα 

t^,n^

 και 

t^,b^

 παράγονται από την απλοποίηση των συστημάτων των εξισώσεων (5.11)-(5.16) και (5.17)-(5.20). Για την υποβοήθηση της εν συνεχεία ανάλυσης, τα δύο διακριτά δυναμικά συστήματα (εντός και εκτός του επιπέδου) θα γραφτούν σε πινακοποιημένη μορφή. Αυτά είναι: 
	

ddsT1Sn1ϕ1pqΩ31=0Ω30-ω2m0Sn0(w0+Mg)cosϕ0-Ω3000-ω2(m+ma+M)MU2-T0-(w0+Mg)sinϕ0000010T1EA00Ω300000-Ω300010-1EI0000T1Sn1ϕ1pqΩ31


	(5.21)


	

ddsSb1θ1rΩ21=0-ω2m+ma+MT0-MU2(w0+Mg)sinϕ0+Sn0Ω300010000-11EI01Ω30 Sb1θ1rΩ21


	(5.22)


Οι εξισώσεις (5.21) και (5.22) αντιστοιχούν στα επίπεδα 

t^,n^

 και 

t^,b^

. Επισημαίνεται ότι, με την υπόθεση των αρμονικών κινήσεων, όλα τα στοιχεία των ανυσμάτων 

T1Sn1ϕ1pqΩ31T

 και 

Sb1θ1rΩ21T

 αποτελούν συναρτήσεις της ανεξάρτητης Lagrangian μεταβλητής s κατά μήκος του αλυσοειδούς αγωγού. Για λόγους απλοποίησης, διατηρήθηκαν οι ίδιοι συμβολισμοί με αυτούς των εξισώσεων (5.11)-(5.20), στις οποίες όμως τα μεγέθη αυτά είναι συναρτήσεις του s, αλλά και του χρόνου t. Είναι προφανές ότι και τα στατικά μεγέθη στα μητρώα των εξισώσεων (5.21) και (5.22) είναι συναρτήσεις της μεταβλητής s.
Τα συστήματα των εξισώσεων (5.21) και (5.22) μπορούν να χρησιμοποιηθούν για την επίλυση της δυναμικής συμπεριφοράς των αντίστοιχων συστημάτων, με την υπόθεση της απουσίας δυνάμεων αντίστασης και δυνάμεων Coriolis, θεωρώντας ότι αυτά τα συστήματα διεγείρονται από εξωτερικά αίτια. Μπορούν επίσης να χρησιμοποιηθούν στην επίλυση των προβλημάτων των ελεύθερων ταλαντώσεων, για τον υπολογισμό των ιδιοσυχνοτήτων και των ιδιομορφών των δυναμικών μεγεθών. Και τα δύο προβλήματα, των ελεύθερων και των εξαναγκασμένων ταλαντώσεων, αφορούν τις οριακές τιμές. Η λύση και για τα δύο προβλήματα μπορεί να προσεγγιστεί μόνο αριθμητικά, δεδομένης της εξάρτησης και των στατικών και των δυναμικών μεγεθών από τη μεταβλητή s και της μεταβολής των στατικών μεγεθών κατά μήκος του αγωγού. 
Στην Ενότητα αυτή θα ασχοληθούμε μόνο με το πρόβλημα των ελεύθερων ταλαντώσεων. Η ανάλυσή μας θα επικεντρωθεί στο σύστημα (5.21), με τη σημείωση ότι η ίδια ακριβώς μεθοδολογία μπορεί να χρησιμοποιηθεί και για το σύστημα (5.22). 
Ας ορίσουμε αρχικά το άνυσμα 

y=yaybT=T1Sn1ϕ1pqΩ31T

, με 

ya=T1Sn1ϕ1T

 και 

yb=pqΩ31T

. Επίσης, ας ονοματίσουμε τον πίνακα 6 × 6 της εξίσωσης (5.21) με Α. Με την εφαρμογή της μεθόδου των πεπερασμένων διαφορών, και συγκεκριμένα του σχήματος των κεντρικών ή κεντροποιημένων διαφορών (centered differences) (Hoffman, 1993), η μητρωική συνήθης διαφορική εξίσωση (5.21) λαμβάνει τη μορφή: 
	

yk-yk-1Δs=Ak+Ak-12yk+yk-12


	(5.23)


Είναι προφανές ότι όλα τα μεγέθη υπολογίζονται στο σημείο k – 1/2, σε διακριτό σύστημα συνολικά Ν κόμβων, κατά μήκος του αλυσοειδούς αγωγού. Η εξίσωση (5.23) μπορεί να παράγει τα μεγέθη του ανύσματος yk ως: 
	

yk=I-Δs2Ak+Ak-12-1I+Δs2Ak+Ak-12yk-1


	(5.24)


όπου Ι είναι το μοναδιαίο μητρώο 6 × 6. 
Αν ονομάσουμε   

Bk=I-Δs2Ak+Ak-12-1I+Δs2Ak+Ak-12

, τότε, εφαρμόζοντας την εξίσωση (5.24) για όλους τους κόμβους k = 2, 3, …, Ν, θα λάβουμε τη σχέση:
	

yn=∏k=2NBky1


	(5.25)


Έχουμε, δηλαδή, παραγάγει μια σχέση με την οποία μπορούμε να υπολογίζουμε τα μεγέθη στον Ν κόμβο (στην κορυφή), μέσω των αντίστοιχων μεγεθών στο πρώτο σημείο της αλυσοειδούς. Στη συνέχεια, ορίζοντας: 
	

C=∏k=2nBk=C11C12C21C22


	(5.26)


η αρχική εξίσωση (5.21) μεταπίπτει στην:
	

yaNybN=C11C12C21C22ya1yb1


	(5.27)


όπου τα στοιχεία Cij είναι μητρώα 3 × 3. 
Για την επίλυση του προβλήματος των ελεύθερων ταλαντώσεων, θα πρέπει οι κινήσεις των άκρων να θεωρηθούν μηδενικές. Επίσης, για απλές στηρίξεις, οι καμπυλότητες είναι και αυτές μηδενικές. Κατά συνέπεια, συνάγεται ότι ybΝ = yb1 = 0, με αποτέλεσμα:
	

T1Sn1ϕ1k=NT=C11T1Sn1ϕ1k=1T


	(5.28)


	

0=C21T1Sn1ϕ1k=1T


	(5.29)


Στη δεύτερη εξίσωση, για να υπάρχει λύση διαφορετική της προφανούς, θα πρέπει η ορίζουσα του μητρώου C21 να είναι μηδέν. Η απαίτηση αυτή οδηγεί στον υπολογισμό των άπειρων ιδιοσυχνοτήτων. Οι τιμές των ιδιομορφών μπορούν να υπολογιστούν στη συνέχεια με τη βοήθεια της επαναληπτικής εξίσωσης (5.23), για καθεμία από τις ιδιοσυχνότητες ξεχωριστά. 
Η διαδικασία επίλυσης που ήδη αναφέρθηκε παρατίθεται ως ενδεικτική μεθοδολογία. Στη συγκεκριμένη μάλιστα περίπτωση, εξατομικεύεται στο συγκεκριμένο πρόβλημα. Υπάρχουν, προφανώς, και άλλες μέθοδοι για την επίλυση προβλημάτων οριακών τιμών δύο σημείων, συμπεριλαμβανομένων των προβλημάτων των ελεύθερων ταλαντώσεων. Ορισμένες από τις διαθέσιμες μεθόδους έχουν ενσωματωθεί σε διαθέσιμα πακέτα συμβολικών γλωσσών, όπως το δημοφιλές Matlab.
Στις Εικόνες 5.1-5.4 δίνονται υπό μορφή παραδειγμάτων οι μεταβολές των πρώτων τεσσάρων ιδιομορφών διαφόρων δυναμικών παραμέτρων ενός καμπύλου αλυσοειδούς αγωγού. Οι ιδιομορφές αντιστοιχούν στις τέσσερις πρώτες ιδιοσυχνότητες. Στη συγκεκριμένη περίπτωση, έχει υποτεθεί μηδενική ταχύτητα κίνησης του ρευστού στο εσωτερικό του αγωγού. Τα φυσικά και τα μηχανικά χαρακτηριστικά, όπως και η διαμόρφωση του αγωγού, έχουν ληφθεί από την εργασία του Chatjigeorgiou (2014). Όπως καταδεικνύεται στις εικόνες, το μήκος του αγωγού είναι περίπου 2000 m, ενώ αναφέρεται ότι έχει υποτεθεί εγκατεστημένος σε βάθος 1800 m υπό προένταση. Οι εν λόγω εικόνες αφορούν τις ταλαντώσεις στο επίπεδο του αλυσοειδούς αγωγού που ορίζεται από τα ανύσματα 

t^,n^

. Παραδείγματα ιδιομορφών των δυναμικών μεγεθών στην εκτός του επιπέδου τούτου διεύθυνση [επίπεδο 

t^,b^

] μπορούν να βρεθούν, μεταξύ άλλων, στην εργασία του Chatjigeorgiou (2010α).
Δεδομένης της παράθεσης των εικόνων, κρίνεται σκόπιμο να γίνει μια μικρή ανάλυση των χαρακτηριστικών της μεταβολής των ιδιομορφών. Όπως έχει ήδη αναφερθεί, πολλά χαρακτηριστικά της  συμπεριφοράς ενός δυναμικού συστήματος μπορούν να κριθούν (και να εντοπιστούν) μέσω της εξέτασης των ποιοτικών λεπτομερειών των ιδιομορφών. Σε αυτό το πλαίσιο, αξίζει να παρατηρηθεί ότι η δυναμική ένταση (Εικόνα 5.1) θα υφίσταται μεταβολές κατά το μήκος του αγωγού, ακόμα και εάν αυτός είναι επαρκώς τεντωμένος, μέσω της εφαρμογής μεγάλου μεγέθους στατικής έντασης (προέντασης). Οι σημαντικότερες μεταβολές εντοπίζονται στο κάτω μέρος του αλυσοειδούς αγωγού, όπου η στατική καμπυλότητα λαμβάνει μεγάλες τιμές. Η μορφή των ιδιομορφών της αξονικής έντασης συνδέεται άμεσα με αυτήν της εφαπτομενικής κίνησης, η οποία είναι, στην πραγματικότητα, η αξονική παραμόρφωση (stretching) του λεπτόγραμμου αγωγού και προκαλεί, προφανώς, την αύξηση της έντασης.
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Εικόνα 5.1 Τέσσερις πρώτες ιδιομορφές της αξονικής έντασης ενός αλυσοειδούς αγωγού.
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Εικόνα 5.2 Τέσσερις πρώτες ιδιομορφές της εφαπτομενικής κίνησης ενός αλυσοειδούς αγωγού.
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Εικόνα 5.3 Τέσσερις πρώτες ιδιομορφές της καμπυλότητας ενός αλυσοειδούς αγωγού.
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Εικόνα 5.4 Τέσσερις πρώτες ιδιομορφές της εγκάρσιας κίνησης (κάθετης στην εφαπτόμενη) ενός αλυσοειδούς αγωγού.
Η κύρια παράμετρος που επηρεάζει την καμπτική ροπή είναι η καμπυλότητα του αγωγού, της οποίας οι ιδιομορφές παρουσιάζονται στην Εικόνα 5.3. Όπως είναι άμεσα εμφανές, οι ιδιομορφές υφίστανται ακραίες ενισχύσεις, ξανά στο κάτω μέρος του αγωγού. Οι ενισχύσεις αυτές προκαλούν μεγάλες αυξήσεις της καμπτικής ροπής στο κάτω μέρος του αγωγού, όπου η στατική καμπτική ροπή λαμβάνει τις μέγιστες τιμές της. Αυτό σημαίνει ότι η ήδη μεγάλη καμπτική ροπή θα ενισχυθεί περαιτέρω με ισχυρές αυξήσεις της δυναμικής συνιστώσας. Είναι όμως σημαντικό να αναφερθεί ότι τα μέγιστα της δυναμικής καμπτικής ροπής δεν συμπίπτουν ακριβώς με τη θέση του μεγίστου της στατικής, αλλά, απλώς, εντοπίζονται στην ίδια περιοχή.  Τέλος, στην Εικόνα 5.4 παρουσιάζονται οι τέσσερις πρώτες ιδιομορφές της κάθετης κίνησης (κάθετης στην εφαπτομένη της κατασκευής). Οι κάθετες κινήσεις κυριαρχούνται από την πρώτη ιδιομορφή, εν αντιθέσει με τις καμπτικές ροπές, στις οποίες τα μεγέθη των υψηλότερων ιδιομορφών είναι μεγαλύτερα. Αξίζει, επίσης, να τονιστεί ότι οι ιδιομορφές των κάθετων κινήσεων παρουσιάζουν αριθμούς κόμβων ίσους με τον αύξοντα αριθμό της ιδιομορφής, σε αντίθεση, για παράδειγμα, με μια ευθεία και αβαρή δοκό ή τις ιδιομορφές στην εκτός του επιπέδου διεύθυνση [βλέπε και εξίσωση (5.22)]. Αυτό το χαρακτηριστικό μεταφράζεται ως μεγαλύτερη ευαισθησία σε έντονες μεταβολές της κίνησης στην κάθετη 

n^

 διεύθυνση. 
Τέλος, σημειώνεται, έστω και με τη μορφή απλής αναφοράς, ότι η εσωτερική ροή εντός του αγωγού δεν έχει (για συνήθεις στην πράξη τιμές της ταχύτητας) σημαντική επίδραση στη δυναμική συμπεριφορά του αγωγού στο επίπεδό του. Αυτό το γεγονός αντανακλάται στις τιμές των ιδιοσυχνοτήτων και στις ιδιομορφές, αλλά και στις συναρτήσεις μεταφοράς των δυναμικών μεγεθών. Σε αντίθεση όμως με τα δυναμικά μεγέθη στο επίπεδο 

t^,n^

, η εσωτερική ροή έχει πράγματι μη αμελητέα συνεισφορά στη δυναμική συμπεριφορά στην εκτός του επίπεδου διεύθυνση [επίπεδο 

t^,b^

] (Katifeoglou κ.ά., 2012). Συγκεκριμένα, η εσωτερική ροή επηρεάζει τις τιμές των ιδιοσυχνοτήτων, τις ιδιομορφές, αλλά και τις συναρτήσεις μεταφοράς, μέσω της διέγερσης των δυνάμεων Coriolis. 
Τα χαρακτηριστικά της ελεύθερης ταλάντωσης αλυσοειδών αγωγών μεταβάλλονται επίσης με κάθε μορφής ασυνέχεια, η οποία εισάγεται στη γεωμετρική διαμόρφωσή τους. Χαρακτηριστικά παραδείγματα είναι οι αγωγοί που διαθέτουν τμήμα του μήκους τους επικαθήμενο στον πυθμένα ή οι αγωγοί που διαθέτουν ανωστικά σώματα. Στην περίπτωση ύπαρξης τμήματος στον πυθμένα (ας υποτεθεί, οριζόντιου), το σημείο ασυνέχειας είναι το οριακό σημείο ανύψωσης από αυτόν, στο οποίο η γωνία που σχηματίζεται με την οριζόντιο παύει να είναι μηδενική. Επίσης, σημείο ασυνέχειας της γεωμετρίας και, κατ’ επέκταση, των εντατικών μεγεθών αποτελεί το σημείο σύνδεσης ενός ανωστικού σώματος με τον αγωγό. Εντούτοις, σε πραγματικές διαμορφώσεις, οι αγωγοί φέρουν σειρά από ανωστικά σώματα διανεμημένα σε συνεχές τμήμα τους, με αποτέλεσμα να διατηρείται η συνέχεια της γεωμετρίας, αλλά ταυτόχρονα να μεταβάλλεται το ενεργό βάρος ανά μονάδα μήκους, δεδομένου ότι η καθαρή άντωση των ανωστικών σωμάτων ενεργεί αντίθετα του βάρους. Η χρήση ανωστικών σωμάτων (buoys) θα μας απασχολήσει στο παρόν λίγο περισσότερο. 
Με την εισαγωγή ενδιάμεσων τμημάτων πρόσδοσης άντωσης, επιτυγχάνεται ρύθμιση των εντατικών μεγεθών (τάσεων, διατμητικών δυνάμεων, καμπτικών ροπών), όταν αυτό απαιτείται, ενώ ταυτόχρονα είναι εφικτή η πλήρης αλλαγή της γεωμετρίας του αγωγού, ώστε να μεταβάλλεται ο τρόπος σύνδεσής του με τον πυθμένα ή τη φέρουσα πλωτή κατασκευή. Χαρακτηριστικό παράδειγμα αναφέρεται ο αγωγός κάθετης πρόσβασης (Compliant Vertical Access Riser/CVAR) (Martins κ.ά., 2012), που παρουσιάζεται στην Εικόνα 5.5, ή ο αγωγός τύπου Steep wave, που ήδη παρουσιάστηκε στην Εικόνα 3.1. Με έμφαση στον αγωγό κάθετης πρόσβασης, γίνεται σαφές ότι με χρήση, εναλλακτικά, ανωστικών σωμάτων και επιπλέον βαρών διανεμημένων κατάλληλα κατά μήκος του αγωγού μπορεί να επιτευχθεί κάθετη πρόσβαση, τόσο με τον πυθμένα, όσο και με την πλωτή κατασκευή, ενώ ταυτόχρονα ο αγωγός να διατηρεί κάποιας μορφής αλυσοειδή (καμπύλη) διαμόρφωση. 
Ο τρόπος με τον οποίο μεταβάλλονται οι ιδιομορφές του προβλήματος της ελεύθερης ταλάντωσης ενός αγωγού με ενδιάμεσα ανωστικά σώματα μπορεί να διαπιστωθεί με τη βοήθεια των Εικόνων 5.7-5.10. Ο αγωγός είναι ο ίδιος με αυτόν που εξετάστηκε στις Εικόνες 5.1-5.4, με τη μόνη διαφορά ότι φέρει μετά τον 50ο κόμβο (σε πλέγμα 200 κόμβων) ανωστικά σώματα, καθένα εκ των οποίων προσφέρει καθαρή άντωση ίση με το 150% του βάρους ανά μονάδα μήκους. Στην Εικόνα 5.6 φαίνονται τα στατικά μεγέθη, δηλαδή η στατική διαμόρφωση και οι μεταβολές των στατικών εντατικών μεγεθών κατά μήκος του αγωγού. Τα μεγέθη των διαφόρων παραμέτρων έχουν αδιαστατοποιηθεί με τη μέγιστη αντίστοιχη τιμή, ενώ η συντεταγμένη s έχει αδιαστατοποιηθεί με το ολικό μήκος του αγωγού. Χωρίς την παροχή επιπλέον λεπτομερειών, είναι άμεσα προφανές ότι όλα τα εντατικά χαρακτηριστικά μεταβάλλονται, εμφανίζοντας σημαντικές ασυνέχειες κατά το μήκος του αγωγού. Στις Εικόνες 5.7-5.10 έχουν σχεδιαστεί οι τέσσερις πρώτες ιδιομορφές της ελεύθερης ταλάντωσης του αγωγού στο επίπεδό του. Αντιπαραβάλλοντας αυτές με τις αντίστοιχες ιδιομορφές των Εικόνων 5.1-5.4, συνάγεται ότι η τελική δυναμική συμπεριφορά του αγωγού με ανωστικά σώματα θα είναι πολύ διαφορετική σε σύγκριση με την περίπτωση μη ύπαρξης αυτών. Αξίζει να παρατηρηθεί ότι αναμένεται τα δυναμικά μεγέθη να εμφανίσουν τάση ενίσχυσης στα όρια του τμήματος τα ανωστικά σώματα. Σε κάθε περίπτωση όμως, επισημαίνεται ότι διαφορετικές καταστάσεις θα πρέπει να κρίνονται ad hoc, χωρίς να υπάρχει απαραίτητα ένα γενικό πλαίσιο ερμηνείας. 
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Εικόνα 5.5 Αγωγός κάθετης πρόσβασης.
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Εικόνα 5.6 Στατική διαμόρφωση και στατικά εντατικά μεγέθη κατά μήκος ενός αγωγού με ανωστικά σώματα (διαμόρφωση στο επίπεδο και αξονική ένταση, διατμητική δύναμη και καμπτική ροπή). 
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Εικόνα 5.7 Τέσσερις πρώτες ιδιομορφές της έντασης ενός αλυσοειδούς αγωγού που φέρει διανεμημένα ανωστικά σώματα κατά μήκος του.
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Εικόνα 5.8 Τέσσερις πρώτες ιδιομορφές της εφαπτομενικής κίνησης ενός αλυσοειδούς αγωγού που φέρει διανεμημένα ανωστικά σώματα κατά μήκος του.
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Εικόνα 5.9 Τέσσερις πρώτες ιδιομορφές της καμπυλότητας ενός αλυσοειδούς αγωγού που φέρει διανεμημένα ανωστικά σώματα κατά μήκος του.
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Εικόνα 5.10 Τέσσερις πρώτες ιδιομορφές της εγκάρσιας κίνησης (κάθετης στην εφαπτομένη) ενός αλυσοειδούς αγωγού που φέρει διανεμημένα ανωστικά σώματα κατά μήκος του.
5.3. Μέθοδος επίλυσης με τη βοήθεια αναπτύγματος σε σειρά ιδιομορφών
Όταν επιζητούμε τη λύση μη γραμμικών δυναμικών συστημάτων της μορφής που εξετάζουμε στο παρόν, η προφανής προσέγγιση είναι η εφαρμογή πλήρως αριθμητικών μεθόδων, εκτός από ελάχιστες περιπτώσεις απλοποιημένων συστημάτων, τα οποία επιτρέπουν σε κάποιο βαθμό την αναλυτική προσέγγιση της λύσης τους. Λύση στην προκειμένη περίπτωση σημαίνει εύρεση των συναρτήσεων (με χωρική και χρονική εξάρτηση) που περιγράφουν τις άγνωστες παραμέτρους, ήτοι κινήσεις, ταχύτητες, εσωτερικές δυνάμεις και ροπές. Μεταξύ της αναλυτικής λύσης και της πλήρως αριθμητικής υπάρχει και μια ενδιάμεση δυνατότητα, η οποία απαντά στη βιβλιογραφία με το χαρακτηρισμό ημι-αναλυτική. 
Συγκεκριμένα, η ημιαναλυτική προσέγγιση εκμεταλλεύεται τη γνώση των ιδιομορφών της ελεύθερης ταλάντωσης, με τη βοήθεια των οποίων κατασκευάζεται μια πιθανή λύση για τις άγνωστες συνιστώσες του προβλήματος. Βασικό συστατικό της είναι η συμπερίληψη των άπειρων ιδιομορφών, ώστε να συμμετέχουν όλα τα δυνατά χαρακτηριστικά της δυναμικής συμπεριφοράς. Είναι προφανές ότι, σε πραγματικούς υπολογισμούς, δυνατή είναι μόνο η συμμετοχή πεπερασμένου αριθμού ιδιομορφών, το οποίο υπονοεί, εξ αντικειμένου, ότι η σημασία των ανώτερων αρμονικών μειώνεται με την αύξηση του βαθμού τους. 
Το πλεονέκτημα της ημιαναλυτικής προσέγγισης αφορά το γεγονός ότι η χωρική μεταβολή των δυναμικών παραμέτρων είναι δεδομένη και έχει βρεθεί από την επίλυση του προβλήματος της ελεύθερης ταλάντωσης. Ταυτόχρονα, ικανοποιούνται οι οριακές συνθήκες, αφού οι ιδιομορφές έχουν υπολογιστεί κατ’ αυτό τον τρόπο. Το γεγονός αυτό είναι εξέχουσας σημασίας για αριθμητικούς υπολογισμούς και αίρει ένα σημαντικό μειονέκτημα των αμιγώς αριθμητικών μεθόδων, το οποίο είναι η εξασφάλιση συγκεκριμένων οριακών τιμών στα όρια του δυναμικού συστήματος (στη συγκεκριμένη περίπτωση, στα άκρα του αγωγού).   
Στο παρόν κεφάλαιο θα εφαρμόσουμε υπό μορφή παραδείγματος τη μέθοδο του αναπτύγματος της λύσης σε σειρά ιδιομορφών στο εκτός του επιπέδου δυναμικό σύστημα [εξισώσεις (5.17)-(5.20)]. Το συγκεκριμένο σύστημα είναι πράγματι γραμμικό, αλλά τα βήματα της μεθόδου είναι συγκεκριμένα, με αποτέλεσμα αυτή να μπορεί να εφαρμοστεί σε οποιοδήποτε γραμμικό ή μη γραμμικό σύστημα, όσο περίπλοκο και αν είναι.  
Ανάπτυγμα σημαίνει εφαρμογή της αρχής της γραμμικής υπέρθεσης για μια συνάρτηση, έστω, 

r(s,t)

, η οποία καταλήγει στη μορφή: 
	

r(s,t)=∑n=1∞Rn(t)ϕn(s)


	(5.30)


όπου ϕn(s) είναι οι ιδιομορφές του προβλήματος, οι οποίες υποτίθενται γνωστές, και 

Rn(t)

 οι άγνωστες χρονικά μεταβαλλόμενες συναρτήσεις (γενικευμένες μεταβλητές). Είναι σαφές ότι έγινε χρήση της μεθόδου χωρισμού των μεταβλητών. Όπως επίσης έχει ήδη αναφερθεί, σε πραγματικές εφαρμογές, η απειροσειρά θα πρέπει να περιοριστεί σε συγκεκριμένο πεπερασμένο αριθμό όρων. Zητείται η σειρά να είναι συγκλίνουσα. Έτσι, το πρόβλημα καταλήγει στην απαίτηση υπολογισμού των χρονικά μεταβαλλόμενων συναρτήσεων Rn(t). Το τελικό σύστημα που θα τις παρέχει δεν θα είναι πλέον σύστημα μερικών διαφορικών εξισώσεων, αλλά συνήθων διαφορικών εξισώσεων. 
Ας υποθέσουμε ότι εξετάζουμε το σύστημα των εξισώσεων (5.17)-(5.20). Για την απλοποίησή του, αμελούμε τους όρους 

Sn0Ω30θ1

 και 

EIΩ30θ1

, ως όρους ανώτερης τάξης και, γενικά, συγκριτικά αμελητέους. Το εν λόγω σύστημα μπορεί να συμπτυχθεί σε μόνο μία μερική διαφορική εξίσωση τέταρτου βαθμού, δηλαδή: 
	

m+ma+M∂2r∂t2+MU∂2r∂s∂t+MU2∂2r∂s2=-EI∂4r∂s4+T0∂2r∂s2+(w0+Mg)sinϕ0∂r∂s-cωr∂r∂t.


	(5.31)


Επίσης, έχουμε υποθέσει ότι το ΕΙ είναι σταθερό και ανεξάρτητο του s. Έτσι, η μόνο άγνωστη συνιστώσα είναι η εκτός του επιπέδου ταλάντωση r(s, t). Ας υποθέσουμε ότι γνωρίζουμε τις άπειρες ιδιομορφές του προβλήματος της ελεύθερης ταλάντωσης (και, φυσικά, τις ιδιοσυχνότητες), τις οποίες συμβολίζουμε με ϕn(s). Σε κάθε περίπτωση, αυτές ικανοποιούν τις ήδη προκαθορισμένες οριακές συνθήκες. Συγκεκριμένα, υποθέτουμε, για παράδειγμα, μηδενικές κινήσεις του αγωγού στο κάτω άκρο του (s = 0) και γνωστή χρονική μεταβολή των κινήσεων του ανωτέρω άκρου (s = L, συμβολίζοντας με L το μήκος του αγωγού), η οποία περιγράφεται μέσω της συνάρτησης ra(t). Τέλος, υποθέτουμε μηδενικές καμπτικές ροπές και στα δύο άκρα του αγωγού. Οι συγκεκριμένες οριακές συνθήκες είναι οι συνήθως χρησιμοποιούμενες σε πρακτικές εφαρμογές. Εδώ θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί οποιαδήποτε συνάρτηση ικανοποιεί αυτές τις οριακές συνθήκες, χωρίς να είναι απαραίτητη η χρήση των πραγματικών ιδιομορφών, που, όπως πολλές φορές αναφέρθηκε, προέρχονται από την επίλυση του προβλήματος της ελεύθερης ταλάντωσης. Για παράδειγμα, θα μπορούσε να οριστεί: 
	

ϕns=sinnπsL,    n=1,2,3,...


	(5.32)


η οποία πράγματι ικανοποιεί τις οριακές συνθήκες της ελεύθερης ταλάντωσης. 
Θα πρέπει όμως να σημειωθεί ότι οι ιδιομορφές (5.32) αντιστοιχούν στην εγκάρσια καμπτική ταλάντωση μιας αβαρούς δοκού, χωρίς άλλες επιδράσεις, όπως εσωτερική ροή, ύπαρξη ανωστικών σωμάτων ή τμήμα που να επικάθεται στον πυθμένα. Οι ιδιομορφές (5.32) συνιστούν, κατ’ επέκταση, προσέγγιση της πραγματικότητας και η χρήση τους συνεπάγεται, ενδεχομένως, απώλεια πολύτιμων πληροφοριών. Σε κάθε όμως περίπτωση, απλές ιδιομορφές όπως αυτές της εξίσωσης (5.32) οδηγούν σε σημαντική απλοποίηση του συστήματος, μέσω της χρήσης της ιδιότητας της ορθογωνικότητας την οποία ικανοποιούν. Σημειώνεται ότι η ιδιότητα της ορθογωνικότητας μονοδιάστατων συναρτήσεων ϕn(s) γράφεται ως: 
	

∫Cwsϕnsϕksds=Anδkn


	(5.33)


όπου C είναι το πεδίο ορισμού του s, An μια σταθερή τιμή, δkn  το δέλτα του Kroneker και w(s) η συνάρτηση «βάρους». 
Για παράδειγμα, όσον αφορά τις ιδιομορφές (5.32), ισχύει C = [0, 1], w(s) = 1 και An = L/2. Χωρίς να επικεντρωνόμαστε αποκλειστικά στις ιδιομορφές (5.32), κατασκευάζουμε μια λύση για τις κινήσεις κατά μήκος όλου του αγωγού της μορφής: 
	

rs,t=sLrat+∑n=1∞Rntϕns


	(5.34)


Επίσης, υπενθυμίζουμε ότι θα πρέπει: 


r(L,t)=ra(t),  r(0,t)=r′′(0,t)=r′′(L,t)=0 


Δεδομένου ότι οι ιδιομορφές ϕn(s) ικανοποιούν τις: 
	

ϕn(0)=Φn′′(L)=Φn′′(0)=Φn′′(L)=0


	

συνάγεται ότι, πράγματι, η λύση (5.34) ικανοποιεί τις οριακές συνθήκες. 
Το επόμενο στάδιο είναι η αντικατάσταση της (5.34) στην εξίσωση (5.31). Ενεργώντας κατ’ αυτό τον τρόπο, λαμβάνουμε, ως προς τις άγνωστες χρονικά μεταβαλλόμενες γενικευμένες μεταβλητές Rn(t), τη γενική εξίσωση:
	

(m+ma+M)∑n=1∞R¨n(t)ϕn(s)=Fs,ϕn(s),Rn(t),L,T0(s),ϕ0(s),M,U,m,ma,EI,c,ω,w0,g,ra(t)


	(5.35)


Η συνάρτηση 

Fs,ϕn(s),Rn(t),L,T0(s),ϕ0(s),M,U,m,ma,EI,c,ω,w0,g,ra(t)

 εξαρτάται από τις εμφανιζόμενες παραμέτρους και περιλαμβάνει παραγώγους έως τέταρτου βαθμού ως προς το s και δεύτερου βαθμού ως προς το χρόνο, t. Η συνάρτηση αυτή είναι αρκετά περίπλοκη και αμελούμε την πλήρη μορφή της. Για την επίλυση της εξίσωσης (5.35) και, κατά συνέπεια, για τον υπολογισμό των Rn(t), πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέρη της (5.35) με μια τυχαία ιδιομορφή, έστω, ϕk(s) και ολοκληρώνουμε στο διάστημα ορισμού του s. Σημειώνεται ότι, αν γνωρίζουμε ότι η ϕn(s) ικανοποιεί την ιδιότητα της ορθογωνικότητας, τότε η εξίσωση (5.35) απλοποιείται σημαντικά. Στη γενική όμως περίπτωση που επιλύουμε αριθμητικά το πρόβλημα της ελεύθερης ταλάντωσης, δεν είναι δυνατόν να γνωρίζουμε εάν αυτό ισχύει. Κατά συνέπεια, μετά την ολοκλήρωση, η εξίσωση (5.35) λαμβάνει τη μορφή: 
	

(m+ma+M)∑n=1∞R¨n(t)∫0Lϕn(s)ϕk(s)ds=∫0LFs,ϕn(s),Rn(t),L,T0(s),ϕ0(s),M,U,m,ma,EI,c,ω,w0,g,ra(t)ϕk(s)ds


	(5.36)


Αν υποθέσουμε ότι δεχόμαστε, έστω, αριθμό N όρων της σειράς (φυσικά πεπερασμένο), τότε η εξίσωση (5.36), εφαρμοζόμενη για k = 1, 2, …, N, περιγράφει ένα σύστημα Ν συνήθων διαφορικών εξισώσεων, με αγνώστους τις Ν γενικευμένες μεταβλητές Rn(t). Ένα τέτοιο σύστημα, το οποίο περιλαμβάνει μόνο χρονικά μεταβαλλόμενες μεταβλητές, μπορεί να υποστεί επεξεργασία με συνήθεις μεθόδους επίλυσης μη συνήθων μη γραμμικών διαφορικών εξισώσεων, όπως είναι η μέθοδος Newmark (Bathe, 1996), η μέθoδος Runge-Kutta, η μέθοδος πεπερασμένων διαφορών (Hoffman, 1993) κ.ά. 
5.4. Επίλυση μη γραμμικών συστημάτων στο πεδίο των συχνοτήτων
5.4.1. Εισαγωγή – Περιγραφή της μεθόδου του ταχύ μετασχηματισμού Fourier
Η μελέτη μη γραμμικών δυναμικών προβλημάτων που σχετίζονται με συνεχώς ταλαντευόμενα κατασκευαστικά συστήματα βασίζεται κυρίως στην εφαρμογή μεθόδων επίλυσης στο πεδίο του χρόνου. Οι μέθοδοι επίλυσης στο πεδίο του χρόνου μπορούν να αντιμετωπίσουν κάθε μορφής μη γραμμικότητες και κάθε είδους διεγέρσεις, από απλές αρμονικές έως τυχαία χρονικά σήματα. Οι τεχνικές στο πεδίο του χρόνου δεν ενδιαφέρονται για την ύπαρξη ή τη μη ύπαρξη μη γραμμικών όρων. Απλώς τους ενσωματώνουν, χωρίς όμως να είναι σε θέση να εξηγήσουν τα χαρακτηριστικά της συνεισφοράς τους. Τα παραγόμενα αποτελέσματα είναι συνήθως χρονικές ιστορίες των δυναμικών μεγεθών, ενώ περαιτέρω ανάλυση των χαρακτηριστικών της απόκρισης απαιτεί εργώδη μετεπεξεργασία (post-processing) των αποτελεσμάτων. Η προσέγγιση της ζητούμενης λύσης στο πεδίο του χρόνου απαιτεί την εφαρμογή πλήρως αριθμητικών μεθόδων (με μόνη εξαίρεση ορισμένα απλοποιημένα μη γραμμικά μαθηματικά συστήματα). Ταυτόχρονα, η μετεπεξεργασία των αποτελεσμάτων, δηλαδή των χρονικών ιστοριών των δυναμικών μεγεθών, απαιτεί την εφαρμογή προηγμένων μεθόδων αριθμητικής ανάλυσης, όπως είναι η μέθοδος ταχύ μετασχηματισμού Fourier (Fast Fourier Transformation/FFT). 
Για να εξηγήσουμε τι ακριβώς είναι η μέθοδος FFT, θα πρέπει, καταρχάς, να αναφέρουμε ότι στην πραγματικότητα υλοποιεί αριθμητικά το μετασχηματισμό Fourier (βλέπε, για παράδειγμα, Meirovitch, 1986). Ο συγκεκριμένος μετασχηματισμός αναπτύσσει ένα χρονικό σήμα σε (άπειρο) άθροισμα αρμονικών όρων (ημιτονοειδών και συνημιτονοειδών) με διαφορετικό πλάτος. Υποθέτει ότι το χρονικό σύστημα που αναλύεται είναι περιοδικό. Ωστόσο, μπορεί να αναλύσει οποιοδήποτε χρονικό σήμα, ακόμα και τυχαίο, με την υπόθεση ότι η περίοδός του είναι άπειρη. Στην περίπτωση αυτή, είναι προφανές ότι ο επιτυχής μετασχηματισμός του χρονικού σήματος σε ανάπτυγμα αρμονικών όρων απαιτεί και τον υπολογισμό άπειρου αριθμού αυτών. Δεδομένου ότι ο μετασχηματισμός Fourier εφαρμόζεται σε ταλαντωτικά συστήματα, υποθέτει ότι το αναλυόμενο χρονικό σήματα προσδιορίζεται ως υπέρθεση αρμονικών μεγεθών, τους οποίους και αναζητά. 
Για να κατανοήσουμε πληρέστερα τη χρήση της μεθόδου FFT, παρέχουμε το παράδειγμα της χρονικής ιστορίας, που παρουσιάζεται στην Εικόνα 5.11. Το χρονικό σήμα περιγράφει τη μεταβολή της δυναμικής έντασης ενός αλυσοειδούς αγωγού στο σημείο της μέγιστης στατικής καμπτικής ροπής, το οποίο βρίσκεται στο κάτω μέρος του, κοντά στο σημείο σύνδεσης με τον οριζόντιο πυθμένα. Στη συγκεκριμένη περίπτωση, ο αγωγός υποτέθηκε διεγειρόμενος με ένα διχρωματικό σήμα, με συχνότητες περίπου ω1 = 1.6 rad/s και ω2 = 0.99 rad/s. Η διέγερση εφαρμόστηκε στην κορυφή του αγωγού, με κατεύθυνση αξονική (με πλάτος 1 m). Η παρατήρηση της χρονικής ιστορίας, όσο προσεκτικά και αν γίνει, δεν παρέχει καμία ασφαλή πληροφόρηση, πέραν του συμπεράσματος ότι είναι μη γραμμική. Συνεπώς, για την περαιτέρω ανάλυση του σήματος της δυναμικής έντασης, μπορεί να εφαρμοστεί η τεχνική FFT, η οποία παρέχει το φασματικό περιεχόμενο κάθε συμμετέχουσας αρμονικής. Το αντίστοιχο φάσμα της απόκρισης φαίνεται στην Εικόνα 5.12. Ανεξαρτήτως των αριθμητικών μεγεθών, στην Εικόνα 5.12 παρατηρούνται τα πλάτη των αρμονικών του αναπτύγματος Fourier που υπολογίστηκαν με εφαρμογή της μεθόδου FFT. Τα πλάτη είναι διαφορετικού μεγέθους και εντοπίζονται σε διαφορετικές συχνότητες. Μια προσεκτικότερη ματιά στην εικόνα αποκαλύπτει ότι οι σημαντικότερες συνεισφορές προέρχονται από τις αρμονικές ω1 και ω2. Πέραν αυτών όμως, υπάρχουν επιπλέον (πρακτικά άπειρες) συνεισφορές από αρμονικές. Θα μπορούσαμε να διακρίνουμε ότι το χρονικό σήμα της δυναμικής έντασης περιλαμβάνει τελικά όρους με αρμονικές 2ω1, 2ω2, ω1 ± ω2 κτλ. Δεν μας παραξενεύει το γεγονός ότι οι σημαντικότεροι όροι είναι οι γραμμικοί (ω1 και ω2). Εντούτοις, οι ανώτερης τάξης όροι θα μπορούσαν, υπό προϋποθέσεις, να συνεισφέρουν σημαντικά και, σε ορισμένες περιπτώσεις, να υπερβούν τη συνεισφορά ακόμα και των γραμμικών όρων. Ανώτερης τάξης μη γραμμικοί όροι ορίζονται αυτοί των οποίων οι συχνότητες είναι ακέραια πολλαπλάσια των βασικών συχνοτήτων και τα αθροίσματα και οι διαφορές αυτών (π.χ. nω1 ± mω2, n, m = 1, 2, 3 …). 
Το ερώτημα αφορά τον τρόπο με τον οποίο θα μπορούσε κάποιος να υπολογίζει τους ανώτερης τάξης όρους χωρίς τη χρήση μεθόδων όπως η FFT, η οποία προβάλλει, ουσιαστικά, το πεδίο του χρόνου στο πεδίο των συχνοτήτων (το αντίστροφο γίνεται μέσω του αντίστροφου μετασχηματισμού Fourier). Το ερώτημα αυτό απαντάται στην επόμενη ενότητα. 
[image: ]
Εικόνα 5.11 Χρονική ιστορία της δυναμικής έντασης ενός αλυσοειδούς αγωγού στο σημείο της μέγιστης στατικής καμπτικής ροπής. Πηγή: Chatjigeorgiou, 2014.
5.4.2. Μη γραμμική δυναμική συμπεριφορά αγωγών – Επίλυση στο πεδίο των συχνοτήτων
Όπως ήδη περιγράφηκε ακροθιγώς, ένα μη γραμμικό ταλαντωτικό σύστημα (π.χ. ένας αγωγός μεταφοράς ρευστών), υποβαλλόμενο σε αρμονική διέγερση, με συγκεκριμένη συχνότητα, αποκρίνεται περισσότερο περίπλοκα σε σύγκριση με όσα ορίζει η απλή γραμμική προσέγγιση. Πιο συγκεκριμένα, το σήμα της απόκρισης θα περιλαμβάνει όρους της βασικής συχνότητας της διέγερσης και πρόσθετους όρους (μη γραμμικούς), οι οποίοι θα αντιστοιχούν σε πολλαπλάσια της βασικής συχνότητας. Επίσης, σε περίπτωση διχρωματικών ή πολυχρωματικών διεγέρσεων, η απόκριση θα περιλαμβάνει τις βασικές συχνότητες και όλους τους δυνατούς (άπειρους) συνδυασμούς τους.
Εδώ θα προσπαθήσουμε να επιλύσουμε το μη γραμμικό δυναμικό πρόβλημα ενός αλυσοειδούς αγωγού μεταφοράς ρευστών, με τη θεώρηση του προβλήματος στο πεδίο των συχνοτήτων. Πηγή της διέγερσης θα θεωρήσουμε το γενικότερο πρόβλημα ενός διχρωματικού κυματισμού με συχνότητες ω1 και ω2. Η ανάλυση θα γίνει στο χώρο των δύο διαστάσεων, και συγκεκριμένα στο επίπεδο του αγωγού (αμελώντας τις εκτός του επιπέδου ταλαντώσεις). 
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Εικόνα 5.12 Ανάλυση μέσω FFT της χρονικής ιστορίας της Εικόνας 5.11. Πηγή: Chatjigeorgiou, 2014.
Εξετάζοντας το πρόβλημα της διέγερσης με μονοχρωματικό κυματισμό και της αναζήτησης των μη γραμμικών όρων στο πεδίο των συχνοτήτων (Chatjigeorgiou, 2013β), αποδείχτηκε ότι ο μηχανισμός που διεγείρει τα δευτεροτάξια μη γραμμικά φαινόμενα διπλής συχνότητας μπορεί να θεωρηθεί μια κατανομή γενικευμένων ελατηρίων, τα οποία μαθηματικά περιγράφονται από γινόμενα γραμμικών όρων. Σε πρακτικές όμως εφαρμογές, και ειδικότερα στο θαλάσσιο περιβάλλον, η υπόθεση μονοχρωματικών διεγέρσεων είναι, κατά κάποιον τρόπο, απλοποιητική. Η κίνηση της πλωτής κατασκευής, η οποία στη συνέχεια κινεί και τον αγωγό, ακολουθεί την ανύψωση της ελεύθερης επιφάνειας, που μπορεί, με τη σειρά της, να προσεγγιστεί ως υπέρθεση πολλαπλών αρμονικών. Κατά συνέπεια, οι αγωγοί riser διεγείρονται από πολυχρωματικές κινήσεις, για τις οποίες η απλούστερη προσέγγιση είναι οι διχρωματικές. Για την επίλυση του μη γραμμικού προβλήματος στο πεδίο των συχνοτήτων, όπως περιγράφεται στη συνέχεια, έχει χρησιμοποιηθεί η μέθοδος της ανάλυσης σε σειρά διαταραχών. Θα πρέπει όμως να αναφερθεί ότι έχουν προταθεί και άλλες μέθοδοι για τον συγκεκριμένο σκοπό, όπως η μέθοδος της αρμονικής ισορροπίας (harmonic balance) (Stoykov και Ribeiro, 2011), η μέθοδος της αυξητικής αρμονικής ισορροπίας (incremental harmonic balance) (Sze κ.ά., 2005) και η μέθοδος shooting (Ribeiro, 2002). 
Το δυναμικό σύστημα που εξετάζεται εδώ αφορά την εκτός του επιπέδου (in-plane) δυναμική συμπεριφορά ενός αλυσοειδούς αγωγού. Το σύστημα των εξισώσεων δυναμικής ισορροπίας προέρχεται από την απλοποίηση του συστήματος των εξισώσεων (4.21)-(4.29), μέσω των εξής παραδοχών: 
	αμελούνται οι εκτός του επιπέδου ταλαντώσεις, με συνέπεια την επακόλουθη εξάλειψη των στρεπτικών φαινομένων, 
	αμελούνται οι μεταβολές της εσωτερικής πίεσης του ρευστού, 
	αμελούνται οι δυνάμεις αντίστασης στην εφαπτομενική διεύθυνση,
	αμελούνται οι αδρανειακοί όροι στις εξισώσεις ισορροπίας των ροπών, 
	οι ελαστικές παραμορφώσεις είναι περίπου μηδέν (e ≈ 0). 



			

			Υπό αυτές τις προϋποθέσεις, το εν λόγω σύστημα θα γράφεται: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂T∂s-S  Ω-wsinϕ-m∂u∂t+MUΩ  v=0
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∂S∂s+Ω  T-wcosϕ+R-(m+ma+M)∂v∂t-MU∂v∂s-MU2Ω=0



						
							
							(5.38)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂u∂s-Ω  v-1EA∂T∂t=0
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∂v∂s+Ω  u-∂ϕ∂t=0
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∂Ω∂s+1EIS=0



						
							
							(5.41)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂ϕ∂s-Ω=0



						
							
							(5.42)

						
					

				
			

			Υπενθυμίζεται ότι Τ είναι η ενεργός ένταση, S η διατμητική δύναμη, Ω η εντός του επιπέδου καμπυλότητα, u και v η εφαπτομενική και η κάθετη ταχύτητα, αντίστοιχα, και ϕ η γωνία που σχηματίζεται μεταξύ της εφαπτομένης και της οριζοντίου. Επιπρόσθετα, m είναι η μάζα, ma η πρόσθετη μάζα, M η μάζα του εσωτερικού ρευστού (όλα ανά μονάδα μήκους) και w το αντίστοιχο βάρος στο νερό (αφαιρούμενης της άντωσης και λαμβάνοντας υπόψη τη μάζα του ρευστού). Επίσης, ΕΑ και ΕΙ είναι η ελαστική και καμπτική ακαμψία, αντίστοιχα, s η χωρική κατά μήκος του αγωγού μεταβλητή και t ο χρόνος. Τέλος, U είναι η σταθερή ταχύτητα του ρευστού και R οι δυνάμεις αντίστασης στην κάθετη διεύθυνση. Αρχικά, γράφουμε τα άγνωστα (συνολικά) μεγέθη του προβλήματος σε ανυσματική μορφή Y ως εξής: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Y≡Ys,t=TSuvΩϕT



						
							
							(5.43)

						
					

				
			

			Επίσης, γράφουμε το άνυσμα των στατικών μεγεθών ως:  

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Y0≡Y0s=T(0)S(0)00Ω(0)ϕ(0)T



						
							
							(5.44)

						
					

				
			

			Κατά συνέπεια, το άνυσμα των δυναμικών μεγεθών Y1(s, t) θα υπολογίζεται από την προφανή συνθήκη: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Ys,t=Y0s+Y1s,t



						
							
							(5.45)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Y1≡Y1s,t=T1S1uvΩ1ϕ1T



						
							
							(5.46)

						
					

				
			

			Τα στοιχεία του παραπάνω ανύσματος είναι συναρτήσεις δύο μεταβλητών (s, t).

			Στη συνέχεια, οι εξισώσεις (5.43)-(5.46) εισάγονται στο αρχικό μη γραμμικό δυναμικό σύστημα των εξισώσεων (5.37)-(5.42) και από τα παραγόμενα αμελούμε τους όρους που ικανοποιούν το πρόβλημα της στατικής ισορροπίας (οι οποίοι αλληλοαναιρούνται, εξ ορισμού). Το τελικό σύστημα των εξισώσεων θα περιλαμβάνει μόνο χρονικά μεταβαλλόμενα μεγέθη και μπορεί να γραφτεί με την ακόλουθη ανυσματική αναπαράσταση:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


M∂Y1∂t+C∂Y1∂s+BY1+S=0
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			Τα μητρώα M, C, B και S είναι:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


M=00-m000000-(m+ma+M)00-1EA0000000000-1000000000000
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C=100000010-MU00001000000100000010000001
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B=0-Ω(0)0MUΩ(0)-S(0)-wcosϕ(0)Ω(0)000T0-MU2wsinϕ(0)000-Ω(0)0000Ω(0)00001EI00000000-10
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S=-S1Ω1+MUΩ1vΩ1T1+R1-Ω1vΩ1u00



						
							
							(5.51)

						
					

				
			

			5.4.2.1 Εφαρμογή της μεθόδου των διαταραχών9

			Για την εφαρμογή αυτής της μεθόδου, υποθέτουμε έναν πολύ μικρό αριθμό, έστω, ε, τον οποίο θεωρούμε μέτρο του πλάτους της απόκρισης. Ο αριθμός αυτός θα χρησιμοποιηθεί ως παράμετρος κλίμακας (scaling factor). Έτσι, όλα τα χρονικά μεταβαλλόμενα μεγέθη αναπτύσσονται σε σειρές διαταραχών, σύμφωνα με την εξίσωση:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Y1=εY1(1)+ε2Y1(2)+⋯



						
							
							(5.52)

						
					

				
			

			όπου, για k =1, 2:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Y1(k)≡Y1(k)s,t=T1(k)S1(k)u(k)v(k)Ω1(k)ϕ1(k)T
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			Το ίδιο ισχύει και για τη δύναμη αντίστασης, δηλαδή:  

			
				
					
					
				
				
					
							
							


R1=εR1(1)+ε2R1(2)+⋯
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			Κατά συνέπεια, τα 

Y1(2)

 θα περιλαμβάνουν τους όρους διπλής συχνότητας, καθώς και τους όρους αθροίσματος και διαφοράς συχνοτήτων. 

			Η εφαρμογή της μεθόδου των διαταραχών διασπά το αρχικό πρόβλημα σε μια σειρά προβλημάτων. Οι άγνωστοι των διαφόρων προβλημάτων θα είναι τα στοιχεία των ανυσμάτων 

εY1(1)

, 

ε2Y1(2)

, … Στην ανάλυση που ακολουθεί έχουν αμεληθεί οι όροι ε και ε2, για την απλοποίησή της. Εντούτοις, τα μεγέθη που υπολογίζονται είναι, πράγματι, τα 

εY1(1)

, 

ε2Y1(2)

.

			Η δύναμη αντίστασης λαμβάνεται στη μορφή που προτείνεται από την εξίσωση Morison και, κατά συνέπεια, οι όροι του αναπτύγματος σε σειρά διαταραχών θα είναι:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


R1(k)=-bvv(k)



						
							
							(5.55)

						
					

				
			

			όπου b = 1/2ρCdndO, ενώ με ρ και Cdn συμβολίζονται, αντίστοιχα, η πυκνότητα του νερού και ο συντελεστής αντίστασης στην κάθετη διεύθυνση. 

			Η εξίσωση (5.55) υποθέτει, εξ ορισμού, ότι δεν λαμβάνεται υπόψη πιθανή ύπαρξη θαλάσσιου ρεύματος με σταθερή ταχύτητα (και, κατά συνέπεια, δεν λαμβάνεται υπόψη σχετική ταχύτητα), το οποίο θα μπορούσε να προκαλέσει πρόσθετες υδροδυναμικές φορτίσεις. Επίσης, γίνεται η υπόθεση ότι οι δευτεροτάξιοι όροι είναι σημαντικά μικρότεροι από τα αντίστοιχα γραμμικά μεγέθη και, επομένως, το μέτρο της κάθετης ταχύτητας προσεγγίζεται μόνο από τον γραμμικό της όρο, δηλαδή |v(1)|.

			Στη συνέχεια, οι εξισώσεις (5.52)-(5.54) εισάγονται στη μητρωική εξίσωση (5.47). Αμελώντας τους όρους τρίτης τάξης O(ε3) και εξισώνοντας τους όρους ε και ε2, λαμβάνουμε τα εξής μαθηματικά συστήματα πρώτης και δεύτερης τάξης:

			5.4.2.2 Μαθηματικό σύστημα πρώτης τάξης O(ε)

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂T1(1)∂s-Ω(0)S1(1)-S(0)Ω1(1)-wcosϕ(0)ϕ1(1)-m∂u(1)∂t+MVΩ(0)v(1)=0



						
							
							(5.56)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂S1(1)∂s+Ω(0)T1(1)+T(0)Ω1(1)+wsinϕ(0)ϕ1(1)+R1(1)-(m+ma+M)∂v(1)∂t-MV∂v(1)∂s-MV2Ω1(1)=0



						
							
							(5.57)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂u(1)∂s-Ω(0)v(1)-1EA∂T1(1)∂t=0



						
							
							(5.58)

						
					

				
			

			 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂v(1)∂s+Ω(0)u(1)-∂ϕ1(1)∂t=0



						
							
							(5.59)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂Ω1(1)∂s+1EIS1(1)=0



						
							
							(5.60)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂ϕ1(1)∂s-Ω1(1)=0



						
							
							(5.61)

						
					

				
			

			5.4.2.3 Μαθηματικό σύστημα δεύτερης τάξης O(ε2)

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂T1(2)∂s-Ω(0)S1(2)-S(0)Ω1(2)-wcosϕ(0)ϕ1(2)-m∂u(2)∂t+MVΩ(0)v(2)=S1(1)Ω1(1)-MVΩ1(1)v(1)



						
							
							(5.62)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂S1(2)∂s+Ω(0)T1(2)+T(0)Ω1(2)+wsinϕ(0)ϕ1(2)+R1(2)-(m+ma+M)∂v(2)∂t-MV∂v(2)∂s-MV2Ω1(2)=-Ω1(1)T1(1)



						
							
							(5.63)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂u(2)∂s-Ω(0)v(2)-1EA∂T1(2)∂t=v(1)Ω1(1)



						
							
							(5.64)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂v(2)∂s+Ω(0)u(2)-∂ϕ1(2)∂t=-Ω1(1)u(1)



						
							
							(5.65)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂Ω1(2)∂s+1EIS1(2)=0



						
							
							(5.66)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂ϕ1(2)∂s-Ω1(2)=0



						
							
							(5.67)

						
					

				
			

			Τα συστήματα των εξισώσεων (5.56)-(5.61) και (5.62)-(5.67) αντιμετωπίζονται ξεχωριστά και διαδοχικά. Αυτό σημαίνει ότι το δευτεροτάξιο μαθηματικό σύστημα απαιτεί την επίλυση του (γραμμικού) συστήματος πρώτης τάξης. Στην πραγματικότητα, η διέγερση του δευτεροτάξιου συστήματος προέρχεται από γινόμενα γραμμικών όρων, όπως μαρτυρά η εξέταση των δεξιών τμημάτων των εξισώσεων (5.62)-(5.65). Η διέγερση για το γραμμικό πρόβλημα προέρχεται από τις εξωτερικές συνθήκες (π.χ. επιβαλλόμενες κινήσεις). Εν ολίγοις, για το δευτεροτάξιο μη γραμμικό δυναμικό πρόβλημα, η διέγερση μπορεί να θεωρηθεί εσωτερικό χαρακτηριστικό, το οποίο καθορίζεται από μη ομογενείς όρους που περιλαμβάνουν το γραμμικό τμήμα της καμπυλότητας 

Ω1(1)

. 

			5.4.2.4 Μιγαδική λύση

			Στο γραμμικό πρόβλημα, η κατασκευή θα αποκρίνεται με τη συχνότητα της επιβαλλόμενης διέγερσης. Επομένως, αν η διέγερση είναι διχρωματική (π.χ. με συχνότητες ω1 και ω2), τότε η συνολική απόκριση θα υπολογίζεται μέσω της υπέρθεσης των γραμμικών αποκρίσεων. Έτσι, το άνυσμα των αγνώστων πρώτης τάξης θα γράφεται:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Y(1)=Re∑j=12yj(1)eiωjt



						
							
							(5.68)

						
					

				
			

			Για την απλοποίηση των συμβολισμών, έχουμε αφαιρέσει το δείκτη (1) [εξισώσεις (5.56)-(5.61)], ο οποίος δεικνύει ότι τα στοιχεία του ανύσματος είναι χρονικά μεταβαλλόμενα. Αντίθετα, ο δείκτης j στην εξίσωση (5.68) συμβολίζει τη συχνότητα της απόκρισης. Θα πρέπει να επισημανθεί ότι τα μεγέθη 

yj(1)

 είναι μιγαδικές συναρτήσεις της συχνότητας της διέγερσης και της Lagrangian συντεταγμένης s. Στην πραγματικότητα, οι συναρτήσεις αυτές αναπαριστούν τις συναρτήσεις μεταφοράς των δυναμικών μεγεθών κατά μήκος του αλυσοειδούς αγωγού. Εναλλακτικά, η εξίσωση (5.68) γράφεται ως: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Y(1)=12y1(1)eiω1t+y-1(1)e-iω1t+y2(1)eiω2t+y-2(1)e-iω2t



						
							
							(5.69)

						
					

				
			

			όπου το σύμβολο «─» δεικνύει το ισοδύναμο μιγαδικό συζυγές μέγεθος. 

			Στη συνέχεια, επικεντρωνόμαστε στα γινόμενα δεξιά των εξισώσεων (5.62)-(5.65). Συμβολίζοντας με ξ(1) και ζ(1) δύο τυχαίους όρους πρώτης τάξης, αμελώντας ξανά το δείκτη (1), και χρησιμοποιώντας την εξίσωση (5.69), το γινόμενό τους γίνεται: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ξ(1)ζ(1)=14ξ1(1)ζ-1(1)+ξ2(1)ζ-2(1)+14ξ1(1)ζ1(1)e2iω1t+14ξ2(1)ζ2(1)e2iω2t+14ξ1(1)ζ2(1)+ξ2(1)ζ1(1)ei(ω1+ω2)t+14ξ1(1)ζ-2(1)+ξ-2(1)ζ1(1)ei(ω1-ω2)t+cc



						
							
							(5.70)

						
					

				
			

			όπου το cc δεικνύει τον ισοδύναμο μιγαδικό συζυγή όρο, ενώ οι δείκτες (1) και (2) αντιστοιχούν πλέον στις συχνότητες της διέγερσης ω1 και ω2. 

			Η κατανομή των γενικευμένων δυνάμεων για το πρόβλημα δεύτερης τάξης περιλαμβάνει έναν χρονικά αμετάβλητο όρο [ο πρώτος όρος της εξίσωσης (5.70)], ο οποίος αναμένεται να προκαλέσει στατικές μετατοπίσεις. Με άλλα λόγια, τα δευτεροτάξια μεγέθη θα ταλαντώνονται γύρω από μη μηδενικές μέσες τιμές.  

			Η εξίσωση (5.70) και το άνυσμα πρώτης τάξης (5.68) επιτρέπουν τη θεώρηση της εξής μορφής, για το δευτεροτάξιο άνυσμα της απόκρισης: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Y(2)=Rey0(2)+y11(2)e2iω1t+y22(2)e2iω2t+y12(2)+ei(ω1+ω2)t+y12(2)-ei(ω1-ω2)t



						
							
							(5.71)

						
					

				
			

			όπου οι δείκτες (0), (11), (22) και (12) συμβολίζουν, αντίστοιχα, τον σταθερό όρο, τους όρους διπλής συχνότητας που αντιστοιχούν στα ω1 και ω2 και στους όρους αθροίσματος και διαφοράς συχνοτήτων. Επίσης, τα μεγέθη y(2) στην εξίσωση (5.71) συμβολίζουν τις δευτεροτάξιες (ω, s) συναρτήσεις μεταφοράς  (quadratic transfer functions). Επιπρόσθετα, η εξίσωση (5.71) μετασχηματίζεται στην:  

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Y(2)=12y0(2)+y11(2)e2iω1t+y22(2)e2iω2t+y12(2)+ei(ω1+ω2)t+y12(2)-ei(ω1-ω2)t+cc



						
							
							(5.72)

						
					

				
			

			Η χρήση της εξίσωσης (5.70) και η αντικατάσταση της εξίσωσης (5.72) στο δευτεροτάξιο μαθηματικό σύστημα (5.62)-(5.67) επιτρέπουν την εξίσωση των σταθερών όρων, καθώς και των δυναμικών όρων, που μεταβάλλονται σύμφωνα με τα exp(2iω1t), exp(2iω2t), exp[i(ω1 + ω2)t] και exp[i(ω1 – ω2)t].10 Τα συστήματα αυτά θα περιγράφονται τελικά από τις εξισώσεις: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dT(2)±ds-Ω(0)S(2)±-S(0)Ω(2)±-wcosϕ(0)ϕ(2)±-im(ω1±ω2)u(2)±+MVΩ(0)v(2)±=12S1(1)Ω2(1)+S2(1)Ω1(1)-12MVv1(1)Ω2(1)+v2(1)Ω1(1)12S1(1)Ω-2(1)+S-2(1)Ω1(1)-12MVv1(1)Ω-2(1)+v-2(1)Ω1(1)



						
							
							(5.73)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dS(2)±ds+Ω(0)T(2)±+T(0)Ω(2)±+wsinϕ(0)ϕ(2)±-bvv(2)±-i(m+ma+M)(ω1±ω2)v(2)±-MVdv(2)±ds-MV2Ω(2)±=-12Ω1(1)T2(1)+Ω2(1)T1(1)-12Ω1(1)T-2(1)+Ω-2(1)T1(1)



						
							
							(5.74)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


du(2)±ds-Ω(0)v(2)±-i(ω1±ω2)EAT(2)±=12Ω2(1)v1(1)+Ω1(1)v2(1)12Ω-2(1)v1(1)+Ω1(1)v-2(1)



						
							
							(5.75)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dv(2)±ds+Ω(0)u(2)±-iω1±ω2ϕ(2)±=-12Ω2(1)u1(1)+Ω1(1)u2(1)-12Ω-2(1)u1(1)+Ω1(1)u-2(1)



						
							
							(5.76)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dΩ(2)±ds+1EIS(2)±=0



						
							
							(5.77)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dϕ(2)±ds-Ω(2)±=0



						
							
							(5.78)

						
					

				
			

			Τα σύμβολα «+» και «–» στις εξισώσεις (5.73)-(5.78) αντιστοιχούν σε μεγέθη αθροίσματος και διαφοράς συχνοτήτων. Επίσης, στα δεξιά τμήματα των εξισώσεων τα άνω και κάτω αθροίσματα γινομένων αντιστοιχούν στα προβλήματα αθροίσματος και διαφοράς συχνοτήτων. Τα ανύσματα 

y12(2)±

 θα συντίθενται πλέον από τους αγνώστους των συστημάτων των εξισώσεων (5.73)-(5.78), δηλαδή: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


y12(2)=T(2)±S(2)±u(2)±v(2)±Ω(2)±ϕ(2)±T



						
							
							(5.79)

						
					

				
			

			5.4.2.5 Γραμμικοποίηση των δυνάμεων αντίστασης

			Όπως έχει ήδη αναφερθεί, η επίλυση του προβλήματος δεύτερης τάξης απαιτεί τη γνώση των γραμμικών μεγεθών, τα οποία, με τη σειρά τους, προέρχονται από την επίλυση του γραμμικού προβλήματος. Αναφορικά με τις δυνάμεις αντίστασης πρώτης τάξης, η γραμμικοποίησή τους επιτυγχάνεται με τη μέθοδο που περιγράφηκε στο Κεφάλαιο 3 του παρόντος. Αντίστοιχη μέθοδος μπορεί να χρησιμοποιηθεί στην περίπτωση του μη γραμμικού προβλήματος διπλής συχνότητας. Στην παρούσα κατάσταση όμως, όταν αναζητείται η λύση του προβλήματος αθροίσματος και της διαφοράς συχνοτήτων, η διαδικασία γραμμικοποίησης των δυνάμεων αντίστασης είναι, αναπόφευκτα, περισσότερο περίπλοκη. 

			Συγκεκριμένα, αν στην εξίσωση (5.55) αμελήσουμε, για απλότητα, το δείκτη (1), τότε η δευτεροτάξια δύναμη αντίστασης θα γραφτεί:  

			
				
					
					
				
				
					
							
							


R(2)=-bvv(2)=-bv(1)v(2)



						
							
							(5.80)

						
					

				
			

			Χρησιμοποιώντας το ανάπτυγμα της εξίσωσης (5.72) και διατηρώντας μόνο τους όρους «±», η εξίσωση (5.80) θα γίνει:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


R(2)±=-bv(1)12v(2)±ei(ω1±ω2)t+cc



						
							
							(5.81)

						
					

				
			

			Στη συνέχεια, το μέτρο |v(1)| γράφεται στην πραγματική του μορφή, όπως επιβάλλεται από την εξίσωση (5.68), ως: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


v(1)=Rev1(1)eiω1t+v2(1)eiω2t



						
							
							(5.82)

						
					

				
			

			Χρησιμοποιώντας όρους μετατόπισης αντί ταχύτητας, δηλαδή 

vj(1)eiωjt=iωjqj(1)eiωjt

, η εξίσωση (5.82) θα μετασχηματιστεί στην:  

			
				
					
					
				
				
					
							
							


v(1)=∑j=12cjcos(ωjt+φj)



						
							
							(5.83)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


cj=ωjqjR(1)2+qjI(1)2



						
							
							(5.84)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


φj=arctan-qjR(1)/qjI(1)



						
							
							(5.85)

						
					

				
			

			Οι δείκτες R και I συμβολίζουν, αντίστοιχα, τα πραγματικά και φανταστικά μέρη των εξεταζόμενων μεταβλητών. 

			Για να γραμμικοποιήσουμε τη δύναμη αντίστασης (5.81), διατηρώντας μόνο τον όρο που μεταβάλλεται ως 

ω1±ω2

, το 

R(2)±

, θα εκφραστεί με χρήση του αναπτύγματος σε σειρά Fourier, ως προς τη θεμελιώδη συχνότητα  

ω1±ω2

, και θα γίνει:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


R(2)±=-b∑j=12cjcosωjt+φj12v(2)±ei(ω1±ω2)t+cc=∑n=1∞c^n2ein(ω1±ω2)t+cc



						
							
							(5.86)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


c^n=1T∫-T/2T/2-b∑j=12cjcosωjt+φjv(2)±ei(ω1±ω2)te-in(ω1±ω2)tdt , n=0,1,2,3,...



						
							
							(5.87)

						
					

				
			

			και με T συμβολίζεται η θεμελιώδης περίοδος T = 2π/(ω1 ± ω2). 

			Θα πρέπει να σημειωθεί ότι η υπόθεση του αναπτύγματος σε σειρά Fourier για τη δύναμη αντίστασης δεν λαμβάνει πλήρως υπόψη την ενέργεια που διαχέεται ανά περίοδο, δεδομένου ότι η πραγματική απόσβεση προσεγγίζεται μόνο από όρους ιξώδους απόσβεσης. Εντούτοις, αυτή η υπόθεση θα πρέπει να γίνει αποδεκτή, καθώς η προσέγγιση στο πεδίο των συχνοτήτων απαιτεί τη γραμμικοποίηση των δυνάμεων αντίστασης. 

			Η ισοδύναμη γραμμικοποίηση της δύναμης αντίστασης επιβάλλει τη διατήρηση μόνο του πρώτου όρου, δηλαδή, για n = 1. Η αντίστοιχη σταθερά θα γίνει: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


c^1=-bω1±ω22πv(2)±∫-T/2T/2∑j=12cjcosωjt+φjdt



						
							
							(5.88)

						
					

				
			

			Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (5.86) και (5.88), φαίνεται ότι το χωρικό τμήμα της κάθετης δύναμης αντίστασης που εμφανίζεται στην εξίσωση (5.74) μπορεί να προσεγγιστεί ως: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


-bvv(2)±=b±v(2)±



						
							
							(5.89)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


b±=-bω1±ω22π∫-T/2T/2∑j=12cjcosωjt+φjdt



						
							
							(5.90)

						
					

				
			

			Το ολοκλήρωμα της εξίσωσης (5.90) μπορεί να υπολογιστεί με χρήση μιας αριθμητικής μεθόδου (π.χ. τραπεζίου, spline κ.ά.). 

			Τέλος, χρησιμοποιώντας όρους μετατόπισης αντί ταχύτητας και διαχωρίζοντας τα πραγματικά και φανταστικά μέρη των εξισώσεων (5.73)-(5.78), μπορεί να παραχθεί ένα σύστημα 12 συνήθων διαφορικών εξισώσεων με ίδιο αριθμό αγνώστων. Οι άγνωστοι του προβλήματος θα συνθέτουν το άνυσμα:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


F(2)±=TR(2)±TI(2)±SR(2)±SI(2)±pR(2)±pI(2)±qR(2)±qI(2)±ΩR(2)±ΩI(2)±ϕR(2)±ϕI(2)±T



						
							
							(5.91)

						
					

				
			

			όπου ξανά οι δείκτες R και I θα δεικνύουν τα πραγματικά και φανταστικά μέρη των μιγαδικών συναρτήσεων μεταφοράς. 

			5.4.2.6 Οριακές συνθήκες

			Καταρχάς, θα πρέπει να επισημανθεί ότι το τελικό σύστημα προς επίλυση, είτε για το άθροισμα είτε για τη διαφορά συχνοτήτων, είναι αυτό των εξισώσεων (5.73)-(5.78), το οποίο περιλαμβάνει μόνο συνήθεις διαφορικές εξισώσεις, ενώ σε αυτό οι άγνωστοι εμφανίζονται ως συναρτήσεις μόνο μιας μεταβλητής (της χωρικής), δεδομένου ότι η χρονική τους μεταβολή έχει ήδη περιγραφεί. Είναι προφανές ότι το συγκεκριμένο σύστημα δεν μπορεί να επιλυθεί αναλυτικά, παρά μόνο εφαρμόζοντας μια αριθμητική μέθοδο. Η πλέον πρόσφορη για το σκοπό αυτό είναι η μέθοδος των πεπερασμένων διαφορών, και συγκεκριμένα το σχήμα των κεντροποιημένων διαφορών (centred differences) (βλέπε, για παράδειγμα, Hoffman, 1993). 

			Ειδικότερα, το σύστημα των εξισώσεων (5.73)-(5.78) μπορεί να επιλυθεί με αγνώστους είτε τις δομικές ταχύτητες είτε τις κινήσεις, αντί των ταχυτήτων. Οι άλλοι άγνωστοι παραμένουν οι ίδιοι. Για παράδειγμα, αν επιλεγούν ως άγνωστοι οι ταχύτητες, στη συνέχεια οι κινήσεις μπορούν να υπολογιστούν από τις τελευταίες, δεδομένου ότι η χρονική μεταβολή των δυναμικών μεγεθών είναι συγκεκριμένη, όπως έχει ήδη ειπωθεί. Το ίδιο ισχύει αν ως άγνωστοι επιλεγούν οι κινήσεις. Σε κάθε περίπτωση όμως, το προς επίλυση σύστημα θα πρέπει να συμπληρωθεί με τις κατάλληλες οριακές συνθήκες στα δύο άκρα της κατασκευής. 

			Εδώ θα πρέπει να ξεχωρίσουμε το γραμμικό πρόβλημα και το πρόβλημα δεύτερης τάξης. Και στις δύο περιπτώσεις θα υποθέσουμε ότι το κάτω άκρο της κατασκευής είναι ακίνητο. Αυτό προσδιορίζει άμεσα τις οριακές συνθήκες στο συγκεκριμένο άκρο, δηλαδή μηδενικές κινήσεις. Επιπρόσθετα, αν θεωρήσουμε ότι και τα δύο άκρα της κατασκευής έχουν απλές στηρίξεις, τότε μπορούμε να θεωρήσουμε ότι οι καμπυλότητες στα σημεία αυτά (και, αντίστοιχα, οι καμπτικές ροπές) είναι μηδενικές. Αναφορικά με το ανώτερο άκρο, αυτό δέχεται επιβαλλόμενες κινήσεις και στην περίπτωση που εξετάζουμε διχρωματικές διεγέρσεις. Κατ’ επέκταση, οι οριακές συνθήκες για το γραμμικό πρόβλημα ορίζονται νομοτελειακά, δηλαδή θα είναι τα πλάτη των επιβαλλόμενων κινήσεων. Για το μη γραμμικό πρόβλημα όμως, οι κινήσεις (ή οι ταχύτητες) και στο άνω άκρο θα πρέπει να θεωρηθούν μηδενικές. Ως αποτέλεσμα, η διέγερση για το δευτεροτάξιο πρόβλημα θεωρείται η διανομή των γενικευμένων ελατηρίων, τα οποία περιγράφονται μαθηματικά από γινόμενα πρωτοτάξιων όρων. 

			Στη συνέχεια, παρουσιάζονται ορισμένα ενδεικτικά αποτελέσματα αναφορικά με τη φόρτιση ενός αγωγού στον οποίο επιβάλλεται διχρωματική διέγερση. Στις Εικόνες 5.13 και 5.14 περιγράφονται τα χαρακτηριστικά του αγωγού. Στη συγκεκριμένη περίπτωση, θεωρήθηκε ότι ο αγωγός διεγείρεται στην κορυφή του από έναν διχρωματικό κυματισμό, με ίδιο πλάτος και στις δύο συχνότητες (1 m) και στην εφαπτομενική διεύθυνση. Επίσης, απεικονίζονται οι ισοβαρείς της έντασης και της καμπυλότητας, για διάφορους συνδυασμούς συχνοτήτων της διχρωματικής διέγερσης. Συγκεκριμένα, παρουσιάζονται τα αποτελέσματα για το άθροισμα συχνοτήτων ω1 + ω2. Εξετάζεται το σημείο της μέγιστης στατικής καμπτικής ροπής κοντά στο κάτω μέρος του αγωγού. Η ένταση έχει αδιαστοποιηθεί με το συνολικό (βυθισμένο) βάρος της κατασκευής και η καμπυλότητα με τη διάμετρο.  Οι συχνότητες έχουν αδιαστατοποιηθεί ως προς την πρώτη ιδιοσυχνότητα, η οποία είναι, στην προκειμένη περίπτωση, 0.0935 rad/s. Οι δύο άξονες των Εικόνων 5.13 και 5.14 δείχνουν τη μεταβολή των συχνοτήτων ω1 και ω2. Όπως αναμενόταν, οι ισοβαρείς είναι συμμετρικές ως προς τη διαγώνιο, ενώ αξίζει να παρατηρηθεί η σημαντική αύξηση των εντατικών μεγεθών για μεγάλες συχνότητες, δηλαδή γρήγορες κινήσεις. Σε ορισμένες μάλιστα περιπτώσεις, τα μη γραμμικά μεγέθη μπορούν να ξεπεράσουν σε μέγεθος τα γραμμικά. 
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			Εικόνα 5.13 Παράδειγμα μεταβολής της έντασης αθροίσματος συχνοτήτων ω1 + ω2 για έναν αλυσοειδή αγωγό υπό διχρωματική διέγερση επιβαλλόμενη στην κορυφή του. Πηγή: Chatjigeorgiou, 2014.
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			Εικόνα 5.14 Παράδειγμα μεταβολής της καμπυλότητας αθροίσματος συχνοτήτων ω1 + ω2 για έναν αλυσοειδή αγωγό υπό διχρωματική διέγερση επιβαλλόμενη στην κορυφή του. Πηγή: Chatjigeorgiou, 2014.
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			Κεφάλαιο 6

			Τοπικές ασυνέχειες – Ανωστικά σώματα

			Σύνοψη 

			Στο κεφάλαιο αυτό εξετάζονται ασυνέχειες που μπορεί να εμφανίζονται κατά μήκος μιας λεπτόγραμμης κατασκευής, όπως είναι τα καλώδια και οι αγωγοί μεταφοράς ρευστών. Εξηγείται η χρήση του όρου «ασυνέχεια της γεωμετρίας» και συνδυάζεται με την ύπαρξη τμήματος της κατασκευής επικαθήμενο στον πυθμένα ή την πρόσδεση ανωστικών σωμάτων σε αυτήν. Αναλύονται τα αποτελέσματα των ασυνεχειών στη δυναμική συμπεριφορά της κατασκευής, με τη βοήθεια υπολογισμών για τις ιδιομορφές των δυναμικών παραμέτρων. Όσον αφορά την ύπαρξη ανωστικών σωμάτων, γίνεται διάκριση μεταξύ διανεμημένων και σημειακών, με έμφαση στα τελευταία, για τα οποία παρουσιάζονται επίσης οι εξισώσεις ισορροπίας τους. Γίνεται αναφορά στον τρόπο υπολογισμού των δυνάμεων αντίστασης και των υδροδυναμικών μαζών συγκεκριμένων γεωμετρικών μορφών ανωστικών σωμάτων. Επίσης, αναλύονται το φαινόμενο της πρόσθετης απόσβεσης, λόγω της διάχυσης ενέργειας κατά την κίνηση των λεπτόγραμμων κατασκευών μέσα στο νερό, και η επίδραση των ανωστικών σωμάτων. Τέλος, παρουσιάζονται οι μέθοδοι υπολογισμού της απόσβεσης στο πεδίο των συχνοτήτων και στο πεδίο του χρόνου.

			Προαπαιτούμενη γνώση 

			Ο αναγνώστης απαιτείται να έχει στοιχειώδεις γνώσεις μηχανικής των ρευστών, δυναμικής του απόλυτου στερεού, με έμφαση στα ταλαντωτικά συστήματα, όπως επίσης θεωρίας δυναμικού και υδροδυναμικής. Τέλος, απαιτούνται η εξοικείωση με την ορολογία της επιστήμης του ναυπηγού μηχανικού και η κατανόηση των μεθόδων αριθμητικής ανάλυσης, για τον αριθμητικό υπολογισμό ολοκληρωμάτων και την εφαρμογή του μετασχηματισμού Fourier.

			6.1. Γενικά

			Με τον όρο «τοπικές ασυνέχειες κατά μήκος αγωγών» εννοούμε ασυνέχειες της γεωμετρίας του που μπορεί να προκαλούνται από ηθελημένους ή αθέλητους καταναγκασμούς. Δύο είναι οι κυριότεροι λόγοι ύπαρξης ασυνεχειών:

			
					τμήμα του αγωγού επικαθήμενο στον πυθμένα και 

					πρόσδεση ανωστικών σωμάτων ή βαρών κατά μήκος του αγωγού.

			

			Στην πρώτη περίπτωση, η γεωμετρία του αγωγού (η καμπύλη του) ακολουθεί την τοπογραφία του πυθμένα. Για παράδειγμα, εάν υπάρχουν διαδοχικές ανυψώσεις (σε βραχώδη ανώμαλα εδάφη, ενδεχομένως), που δημιουργούν ελεύθερα κρεμάμενα μήκη (free spans), τότε τα σημεία επαφής του αγωγού με τις ανυψώσεις του πυθμένα αποτελούν σημεία ασυνέχειας. Ακόμα και στην περίπτωση ομαλού οριζόντιου πυθμένα, δημιουργείται ένα σημείο ασυνέχειας το οποίο συμπίπτει με το σημείο οριακής ανύψωσης του αγωγού (Touch Down Point/TDP). Και αυτό διότι, ενώ το επικαθήμενο τμήμα σχηματίζει με τον οριζόντιο πυθμένα γωνία 0ο, από το σημείο TDP και έπειτα η γωνία παύει να είναι μηδενική. 

			Όταν κατά μήκος του αγωγού προστίθενται ενδιάμεσα σώματα (πρόσδοσης πρόσθετης άνωσης ή βάρους), τότε σαφώς η γεωμετρία της καμπύλης του αλλάζει. Η πρόσδεση ενδιάμεσων σωμάτων μπορεί να γίνει είτε για την αλλαγή των στατικών και δυναμικών παραμέτρων της εντατικής κατάστασης του αγωγού είτε απλώς και μόνο για πρακτικούς λόγους, όπως για να επιτευχθεί κάθετη διασύνδεση του αγωγού με τον πυθμένα ή με την πλωτή κατασκευή (Εικόνα 3.1). 
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			Εικόνα 6.1 Ιδιομορφές αξονικής κίνησης αγωγού με τμήμα που επικάθεται στον πυθμένα.

			Η ύπαρξη ασυνεχειών τροποποιεί τα δυναμικά χαρακτηριστικά του αγωγού, τις κατανομές των παραμέτρων της εντατικής του κατάστασης, των κινήσεων και, φυσικά, των ταχυτήτων του. Το ίδιο ακριβώς συμβαίνει με τις παραμέτρους της ελεύθερης ταλάντωσής του. Με μορφή παραδείγματος, παρατίθενται οι Εικόνες 6.1-6.3, στις οποίες παρουσιάζονται, αντίστοιχα, οι πέντε πρώτες ιδιομορφές της αξονικής κίνησης, της κάθετης κίνησης και της διατμητικής δύναμης ενός αγωγού μήκους 1000 m, ο οποίος διαθέτει τμήμα περίπου 200 m επικαθήμενο σε οριζόντιο πυθμένα. Το σημείο ασυνέχειας στη θέση οριακής ανύψωσης φαίνεται άμεσα στην Εικόνα 6.1 (στις ιδιομορφές της αξονικής κίνησης). Τα αποτελέσματα υπονοούν ότι το επικαθήμενο τμήμα δεν θα υπόκειται σε αξονική παραμόρφωση (ή αυτή θα είναι αμελητέα). Αντίθετα, η ύπαρξη επικαθήμενου τμήματος (και, κατά συνέπεια, η ύπαρξη ασυνέχειας στη γεωμετρία του αγωγού στο επίπεδο αναφοράς του) δεν φαίνεται να έχει καμία επίδραση στις κάθετες ιδιομορφές (Εικόνα 6.2). Με άλλα λόγια, υπό την προϋπόθεση ότι ο πυθμένας είναι οριζόντιος και άκαμπτος, το επικαθήμενο τμήμα θα εκτελεί ελεύθερα κατακόρυφες κινήσεις, γεγονός το οποίο έχει αποδειχθεί και πειραματικά (Chatjigeorgiou κ.ά., 2007, 2008). Το σημείο όμως της ασυνέχειας της γεωμετρίας του αγωγού εμφανίζεται σαφέστατα στις ιδιομορφές της διατμητικής δύναμης (Εικόνα 6.3). Το γεγονός καταδεικνύει την επίδραση της αλλαγής στη γεωμετρία πάνω στις παραμέτρους της εντατικής κατάστασης. 

			Το αντικείμενο των ασυνεχειών που σχηματίζει ο αγωγός με τον πυθμένα και, εν γένει, το φαινόμενο της αλληλεπίδρασης με αυτόν, είναι πολύ πιο περίπλοκα από την παρούσα εισαγωγική προσέγγιση. Για το λόγο αυτό, το συγκεκριμένο θέμα εξετάζεται διεξοδικά στο Κεφάλαιο 7 του παρόντος, στο οποίο αναλύεται το πραγματικό πρόβλημα διείσδυσης του αγωγού στο υλικό του εδάφους και αποκόλλησής του από αυτό. 
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			Εικόνα 6.2 Ιδιομορφές της κάθετης κίνησης αγωγού με τμήμα που επικάθεται στον πυθμένα.
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			Εικόνα 6.3 Ιδιομορφές της διατμητικής δύναμης αγωγού με τμήμα που επικάθεται στον πυθμένα.

			6.2. Ανωστικά σώματα τοποθετημένα κατά μήκος αγωγού

			6.2.1. Γενικά

			Τα ανωστικά σώματα μπορούν να προσαρμόζονται πάνω στους αγωγούς:

			
					διανεμημένα κατά το μήκος τους, 

					σημειακά. 

			

			Στην πρώτη περίπτωση, λαμβάνονται οι διαμορφώσεις Steep wave, Lazy wave, Steep-S, Lazy-S (βλέπε Εικόνα 1.5, Κεφάλαιο 1, στο παρόν). Τα διανεμημένα σώματα είναι δακτυλιοειδή κυλινδρικά και ο αγωγός διαπερνά την εσωτερική τους διάμετρο. Μπορούν να θεωρηθούν ενσωματωμένα πάνω στον αγωγό, δημιουργώντας μια λεπτόγραμμη διάταξη, με μεταβαλλόμενα φυσικά και μηχανικά χαρακτηριστικά κατά μήκος της. Οι μέθοδοι μαθηματικής διατύπωσης του προβλήματος δυναμικής ισορροπίας που έχουν αναπτυχθεί στα προηγούμενα κεφάλαια μπορούν να ενσωματώσουν αυτήν τη μεταβολή, δηλαδή τη θεώρηση ότι οι φυσικές και μηχανικές παράμετροι του εξεταζόμενου λεπτόγραμμου σώματος είναι συναρτήσεις της Lagrangian συντεταγμένης s, που λαμβάνει τιμές κατά μήκος του αγωγού. Το γεγονός ότι η διανομή ανωστικών σωμάτων σε ένα συγκεκριμένο μήκος του αγωγού τροποποιεί τα δυναμικά του χαρακτηριστικά αποδεικνύεται καταφανώς από το πεπλεγμένο σχήμα των ιδιομορφών στις Εικόνες 5.7-5.10 (βλέπε Κεφάλαιο 5, στο παρόν).

			Στην περίπτωση σημειακής διασύνδεσης του ανωστικού σώματος με τον αγωγό (ή τη λεπτόγραμμη κατασκευή), θα πρέπει να εξεταστεί χωριστά η δυναμική ισορροπία του σώματος. Σε αντίστοιχες καταστάσεις, ο αγωγός διακρίνεται σε τμήματα τα οποία γεωμετρικά προσδιορίζονται από τα μήκη μεταξύ διαδοχικών ανωστικών σωμάτων ή μεταξύ των σωμάτων και του πυθμένα/κορυφής. Η δυναμική συμπεριφορά κάθε μεμονωμένου τμήματος μπορεί να εξεταστεί ξεχωριστά, αλλά τα διακριτά προβλήματα θα πρέπει να είναι συμβατά. Αυτό επιτυγχάνεται θεωρώντας ότι τα κινηματικά μεγέθη πριν από και μετά το ανωστικό σώμα (ακριβώς στο σημείο πρόσδεσής του) είναι ίσα μεταξύ τους. Επίσης, μπορεί με ακρίβεια να υποτεθεί ότι τα καμπτικά φαινόμενα (διατμητικές δυνάμεις και ροπές) ακριβώς στο σημείο διασύνδεσης δεν επιδρούν στη δυναμική συμπεριφορά του σώματος. 

			6.2.2. Σημειακή διασύνδεση ανωστικών σωμάτων

			Με αναφορά στην Εικόνα 6.4, συμβολίζουμε με Ti και Ti+1 τις αξονικές δυνάμεις που ασκούνται αριστερά και δεξιά του ανωστικού σώματος i. Οι δυνάμεις αυτές προέρχονται από τις εντάσεις του αγωγού και ασκούνται εφαπτομενικά στο σημείο πρόσδεσης. Οι αντίστοιχες γωνίες είναι ϕi και ϕi+1. Με Dx και Dz συμβολίζονται η οριζόντια και η κατακόρυφη δύναμη αντίστασης.
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			Εικόνα 6.4 Ανωστικό σώμα τοποθετημένο σημειακά κατά μήκος αγωγού. Πηγή: Chatjigeorgiou και Mavrakos, 1997.

			Επίσης, με Max και Maz συμβολίζουμε τις πρόσθετες μάζες του σώματος στις διευθύνσεις x και z, αντίστοιχα, ενώ B0 είναι η καθαρή άντωση (δύναμη άντωσης μείον το βάρος στον αέρα) που προσφέρει το ανωστικό σώμα στον αγωγό. Υπ’ αυτές τις συνθήκες, οι εξισώσεις ισορροπίας του ανωστικού σώματος στις δύο διευθύνσεις του καρτεσιανού συστήματος συντεταγμένων θα γράφονται:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


(M+Max)x¨b=Ti+1cosϕi+1-Ticosϕi+Dx
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(M+Maz)z¨b=Ti+1sinϕi+1-Tisinϕi+Dz+B0



						
							
							(6.2)

						
					

				
			

			Οι δυνάμεις αντίστασης μπορούν να υπολογιστούν από τους παραδοσιακούς τύπους: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Dx=12ρCbxAxUrU-x˙b



						
							
							(6.3)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Dz=12ρCbzAzUrz˙b



						
							
							(6.4)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Ur=U-x˙b2+z˙b2



						
							
							(6.5)

						
					

				
			

			όπου Ax και Az είναι οι προβεβλημένες επιφάνειες τους σώματος στις διευθύνσεις (x, z), Cbx και Cbz οι αντίστοιχοι συντελεστές αντίστασης, xb και zb οι οριζόντιες και κατακόρυφες κινήσεις, θεωρώντας το σώμα απλό σημείο, U η ταχύτητα του ρεύματος που ασκείται μόνο στην οριζόντια διεύθυνση (το οποίο μπορεί να είναι μεταβαλλόμενο με το βάθος, αλλά, σε κάθε περίπτωση, ανεξάρτητο του χρόνου), ρ η πυκνότητα του νερού και Ur το μέτρο της σχετικής ταχύτητας του ανωστικού σώματος. 

			6.2.3. Δυνάμεις αντίστασης

			Η σημαντικότερη παράμετρος που επηρεάζει τον ακριβή υπολογισμό των δυνάμεων αντίστασης είναι ο ομώνυμος συντελεστής. Για την εξάρτηση αυτού από τον αριθμό Keulegan-Carpenter (KC), σχετικές πληροφορίες δίνονται στο Κεφάλαιο 3 του παρόντος, στο οποίο η ανάλυση αφορά κυλινδρικές κατασκευές με διεύθυνση ροής κάθετη στον άξονα του κυλίνδρου. Κατά συνέπεια, τα δεδομένα που παρατίθενται μπορεί να είναι εφαρμόσιμα για αγωγούς (οι οποίοι είναι κυλινδρικοί), με στόχο τον υπολογισμό της αντίστασης σε διεύθυνση κάθετη στον άξονά του, όχι όμως απαραίτητα για άλλες γεωμετρικές μορφές. Για παράδειγμα, ένα κυλινδρικό ανωστικό σώμα θα έχει διαφορετικούς συντελεστές αντίστασης στις (x, z) διευθύνσεις, δεδομένου ότι στη διεύθυνση x η ροή θα είναι κάθετη στον άξονα του κυλίνδρου (και, επομένως, μπορούν να εφαρμοστούν τα δεδομένα του Κεφαλαίου 5), ενώ στη διεύθυνση z η ροή θα ασκείται κάθετα σε επίπεδη επιφάνεια. Σε κάθε περίπτωση όμως, η τιμή του συντελεστή αντίστασης θα εξαρτάται από τον αριθμό KC. Σύμφωνα με τον Faltinsen (1990), για μικρούς αριθμούς KC, θα ισχύουν: 

			
					

Cb∝KC-1/2

 (για επίπεδη πλάκα), 

					

Cb∝

 σταθερό (για τετραγωνικό πλαίσιο),

					

Cb∝KC

 (για κύλινδρο).

			

			Αυτές οι μεταβολές βρίσκονται σε αρκετά καλή συμφωνία με πειραματικές μετρήσεις για KC < 10 (Graham, 1980). Τα πειραματικά δεδομένα για επίπεδα πλαίσια, με μέτωπο στη ροή, αναθεωρήθηκαν από τον Bearman κ.ά. (1984). Σύμφωνα με τις μετρήσεις τους:

			
					

Cb≅8.0KC-1/2

 (για επίπεδη πλάκα),

					

Cb≅5.0

 (για διαγώνιο τετραγωνικό πλαίσιο),

					

Cb≅3.0

 (για τετραγωνικό πλαίσιο με μέτωπο στη ροή),

					

Cb≅0.2KC

 (για κύλινδρο).

			

			Για την περίπτωση σφαιρικού ανωστικού σώματος, μια πρώτη προσέγγιση σχετικά με τον συντελεστή αντίστασης (ο οποίος θα είναι σταθερός σε όλες τις διευθύνσεις) αφορά τη χρήση του συντελεστή που αντιστοιχεί σε κυλίνδρους.

			6.2.4. Πρόσθετες μάζες

			Οι πρόσθετες μάζες του ανωστικού σώματος στις διευθύνσεις αναφοράς της Εικόνας 6.4 θα εξαρτώνται και πάλι από τη γεωμετρία του. Γενικά, η πρόσθετη μάζα υπολογίζεται εξετάζοντας την υδροδυναμική δύναμη που ασκείται σε ένα σώμα καθώς αυτό επιταχύνει σε μια διεύθυνση. Εκτός από τις «διαγώνιες» πρόσθετες μάζες, δηλαδή αυτές που εκφράζουν την υδροδυναμική δύναμη σε μια διεύθυνση, λόγω της επιτάχυνσης του σώματος στην ίδια διεύθυνση, ορίζονται και οι συζευγμένες πρόσθετες μάζες, που, κατ’ αντιστοιχία, υπολογίζουν την υδροδυναμική δύναμη σε μια διεύθυνση, λόγω της επιτάχυνσης του σώματος σε μια άλλη διεύθυνση. Για συμμετρικά όμως σώματα, όπως είναι τα σώματα που χρησιμοποιούνται για να προσδώσουν πρόσθετη άντωση σε αγωγούς, οι τελευταίες είναι αμελητέες ή μηδενικές, και δεν θα μας απασχολήσουν στο παρόν.

			Η πρόσθετη μάζα εκφράζει ποσοτικά την επιπλέον απαιτούμενη αδρανειακή δύναμη για να επιταχυνθεί το ρευστό που περιβάλλει το σώμα και υπολογίζεται ολοκληρώνοντας την υδροδυναμική πίεση που ασκείται στο σώμα. Συγκεκριμένα:  

			
				
					
					
				
				
					
							
							


F→x=∫pdA→x



						
							
							(6.6)

						
					

				
			

			όπου 

F→x

 είναι η ζητούμενη υδροδυναμική δύναμη και p η υδροδυναμική πίεση, η οποία υπολογίζεται από τη μη γραμμική εξίσωση του Bernoulli:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


p=-ρ∂Φ∂t+12∇→Φ2



						
							
							(6.7)

						
					

				
			

			Με Φ εκφράζεται το δυναμικό ταχυτήτων για ασυμπίεστο, μη συνεκτικό ρευστό και αστρόβιλη ροή. Επίσης, ρ είναι η πυκνότητα του νερού και t ο χρόνος. 

			Στη συνέχεια, θα εξετάσουμε πώς εφαρμόζεται η εξίσωση (6.6), για τον υπολογισμό της πρόσθετης μάζας μιας σφαίρας που επιταχύνει μέσα σε ρευστό, με επιτάχυνση 

U˙

 (με U συμβολίζεται η ταχύτητα, ενώ η τελεία δηλώνει παραγώγιση ως προς το χρόνο). Με αναφορά στην Εικόνα 6.5, γράφουμε:

			


dA→x=cosθdA,  dA=2πrds,  r=Rsinθ,  ds=Rdθ 



			[image: ]

			Εικόνα 6.5 Σφαιρικό σώμα και κυλινδρικό σώμα επιταχυνόμενα μέσα σε ρευστό.

			Το δυναμικό ταχυτήτων για αξονοσυμμετρική ροή γύρω από τη σφαίρα θα είναι: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Φ=UcosθR32r2



						
							
							(6.8)

						
					

				
			

			με αποτέλεσμα: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂Φ∂tr=R=U˙R2cosθ



						
							
							(6.9)

						
					

				
			

			Επίσης, ο δευτεροτάξιος όρος της πίεσης στην εξίσωση του Bernoulli θα γράφεται: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


12∇→Φ2r=R=12-UcosθR3r3,-UsinθR32r32r=R=12U2cos2θ+14U2sin2θ



						
							
							(6.10)

						
					

				
			

			Μπορούμε, τέλος, να υπολογίσουμε την υδροδυναμική δύναμη ως εξής: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Fx=∫0π-ρ∂Φ∂t+12∇→Φ2cosθ2πR2sinθdθ=-23ρπR3U˙



						
							
							(6.11)

						
					

				
			

			Το αρνητικό πρόσημο στο αποτέλεσμα δεικνύει ότι η δύναμη που ασκείται αντίθετα από τη διεύθυνση κίνησης του σώματος είναι αρνητική. Επομένως, το σώμα θα πρέπει να ασκήσει αυτή την επιπλέον δύναμη. Άρα, η πρόσθετη μάζα θα είναι: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Ma=23ρπR3



						
							
							(6.12)

						
					

				
			

			Για την περίπτωση κυλίνδρου επιταχυνόμενου μέσα σε ρευστό, σε διεύθυνση κάθετη στον άξονα συμμετρίας του, θα έχουμε (Εικόνα 6.5):

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dA→x=cosθdA



						
							
							(6.13)

						
					

				
			

			, 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


dA=Lds



						
							
							(6.14)

						
					

				
			

			, 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ds=Rdθ



						
							
							(6.15)

						
					

				
			

			.

			Για ροή γύρω από κύλινδρο, το δυναμικό ταχυτήτων θα γραφτεί: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Φ=UcosθR2r



						
							
							(6.16)

						
					

				
			

			Επομένως: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂Φ∂tr=R=U˙Rcosθ



						
							
							(6.17)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


12∇→Φ2r=R=12-UcosθR2r2,-UsinθR2r22r=R=12U2



						
							
							(6.18)

						
					

				
			

			Τέλος:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Fx=∫02π-ρ∂Φ∂t+12∇→Φ2cosθRLdθ=-ρπR2LU˙



						
							
							(6.19)

						
					

				
			

			Για τον κύλινδρο λοιπόν, η πρόσθετη μάζα, σε διεύθυνση κάθετη στον άξονα συμμετρίας του, θα είναι ίση με τη μάζα του ρευστού που εκτοπίζεται.

			Για άλλες γεωμετρικές μορφές, ο υπολογισμός των πρόσθετων μαζών θα απαιτεί την επίλυση του υδροδυναμικού προβλήματος ακτινοβολίας, για τον υπολογισμό της ροής (μέσω του δυναμικού ταχυτήτων) γύρω από το σώμα, θεωρώντας ότι αυτό επιταχύνσεται σε συγκεκριμένη διεύθυνση (Lamb, 1932· Wehausen και Laitone, 1960· Newman, 1977). Συνήθως, για σώματα με πεπλεγμένη γεωμετρία, υπολογίζονται οι δισδιάστατες πρόσθετες μάζες σε μια διεύθυνση, ενώ η συνολική εξάγεται ολοκληρώνοντάς τες σε όλο το μήκος του σώματος στη συγκεκριμένη διεύθυνση. Για παράδειγμα, η πρόσθετη μάζα ενός πλοίου για κίνηση στην κατακόρυφη διεύθυνση (heave) απαιτεί πρώτα τον υπολογισμό των δισδιάστατων πρόσθετων μαζών διακριτών τομών του πλοίου (νομέων) κατά μήκος του, δημιουργώντας έτσι μια συνάρτηση ως προς την κατά μήκος του συντεταγμένη x. Η συνολική πρόσθετη μάζα θα υπολογιστεί μέσω της ολοκλήρωσης αυτής της συνάρτησης ως προς x. Για απόλυτα ορθογωνικές διατομές, μπορεί προσεγγιστικά να χρησιμοποιηθεί η Εικόνα 6.6, με στόχο τον υπολογισμό των δισδιάστατων πρόσθετων μαζών (Faltinsen, 1990· Μαυράκος, 1999). Η προσεγγιστική αυτή μεθοδολογία μπορεί, για παράδειγμα, να χρησιμοποιηθεί για κυλινδρικό ανωστικό σώμα σε διεύθυνση κάθετη στις άνω και κάτω κυκλικές επίπεδες επιφάνειές του. 

			Τέλος, θα πρέπει να επισημανθεί ότι οι πρόσθετες μάζες επηρεάζονται σημαντικά από το βάθος του νερού (π.χ. Chatjigeorgiou και Miloh, 2015). Σε πραγματικές όμως εφαρμογές ανωστικών σωμάτων, μπορεί με ακρίβεια να θεωρηθεί ότι το πεδίο υπολογισμού είναι ρευστό απείρου βάθους.  

			[image: ]

			Εικόνα 6.6 Δισδιάστατες πρόσθετες μάζες για ορθογωνικές διατομές σε ρευστό απείρου βάθους.

			6.2.5. Μεταβολή της δυναμικής συμπεριφοράς

			Η τοποθέτηση ανωστικών σωμάτων κατά μήκος των αγωγών τροποποιεί σημαντικά τα δυναμικά του χαρακτηριστικά. Για διανεμημένα ανωστικά σώματα ενσωματωμένα στον αγωγό, θα παρατηρηθούν έντονες μεταβολές όλων των δυναμικών παραμέτρων κατά μήκος του αγωγού στην περιοχή τοποθέτησής τους, όπως φαίνεται από τις Εικόνες 5.7-5.10, που παρουσιάστηκαν στο Κεφάλαιο 5 του παρόντος. Οι μεταβολές αυτές δεν μπορούν να χαρακτηριστούν ασυνέχειες, δεδομένου ότι οι καμπύλες μεταβολής παραμένουν ομαλές. Το γεγονός αυτό είναι αποτέλεσμα:

			
					της ύπαρξης των σωμάτων σε ένα σημαντικό τμήμα του αγωγού,

					της ομαλής κάμψης του αγωγού, λόγω της μη μηδενικής ακαμψίας του. 

			

			Για να κατανοήσουμε την επίδραση της κάμψης, θα πρέπει να φανταστούμε τι θα γίνει στην περίπτωση ύπαρξης ασυνέχειας, δηλαδή «πηδήματος» από μια τιμή μικρότερη σε μια τιμή μεγαλύτερη, ή αντίστροφα. Ένα τέτοιο φαινόμενο θα συνδεόταν με απότομη μεταβολή (ασυνέχεια) της γωνίας του αγωγού πριν από και μετά το ανωστικό σώμα, υποδηλώνοντας έτσι ότι ο αγωγός θα είχε ήδη αστοχήσει. 

			Ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση σημειακής σύνδεσης (Εικόνα 6.4). Πράγματι, σημειακές συνδέσεις επιλέγονται για γραμμές αγκύρωσης (Mavrakos κ.ά., 1994, 1996· Mavrakos και Chatjigeorgiou, 1997· Garza-Rios και Bernitsas, 2001), οι οποίες μπορούν, όμως, σε κάθε περίπτωση να θεωρηθούν αγωγοί μικρής διαμέτρου και στην περίπτωση αλυσίδων με σχεδόν μηδενική καμπτική ακαμψία, ΕΙ → 0. Μια περίπτωση αγωγού με μικρή διάμετρο, αλλά με μη μηδενική ακαμψία ΕΙ, εξετάζεται με τη βοήθεια των Εικόνων 6.7 και 6.8. Η λεπτόγραμμη κατασκευή φέρει ανωστικό σώμα στο 80% του μήκους της από το σημείο σύνδεσης με τον πυθμένα. Τα συγκεκριμένα διαγράμματα απεικονίζουν τις συναρτήσεις μεταφοράς της αξονικής δύναμης (έντασης) ως προς τη συχνότητα της αρμονικής διέγερσης στην κορυφή και προήλθαν από την επίλυση του γραμμικού δυναμικού προβλήματος στο πεδίο των συχνοτήτων. Εξετάζονται η κορυφή και το σημείο του ανωστικού σώματος (ενδεικτικά, επελέγη η ένταση πριν από αυτό). Η μεταβολή ως συνάρτηση της συχνότητας γίνεται παραμετρικά, για διάφορες τιμές της καθαρής άντωσης που προσφέρει το ανωστικό σώμα στη γραμμή. Μέσω των Εικόνων 6.7 και 6.8, γίνεται άμεσα εμφανές ότι η εισαγωγή του σώματος τροποποιεί σημαντικά το δυναμικό τμήμα της έντασης, μειώνοντάς το για μικρές σχετικά συχνότητες και αυξάνοντάς το για μεγαλύτερες. Η απότομη αύξηση της έντασης εξηγείται από το γεγονός ότι το συγκεκριμένο εύρος συχνοτήτων πλησιάζει την πρώτη ελαστική ιδιοσυχνότητα. Η αντίστοιχη περιοχή ξεκινά από ένα σημείο μηδενισμού του δυναμικού τμήματος της έντασης. Η ύπαρξη ή μη αντίστοιχου σημείου είναι καθαρά θέμα σχεδίασης και εξαρτάται από το κατά πόσον είναι επιθυμητός ή όχι ο μηδενισμός της έντασης. 

			Συμπεραίνουμε, λοιπόν, ότι τα ανωστικά σώματα μπορούν να χρησιμοποιηθούν ως μέσο ελέγχου των δυναμικών παραμέτρων μιας λεπτόγραμμης κατασκευής. Σε μια τέτοια περίπτωση, ο αριθμός, η θέση και το μέγεθος των ανωστικών σωμάτων θα μπορούσαν να υποβληθούν σε μια διαδικασία βελτιστοποίησης. Αντίστοιχη προσπάθεια έγινε από τον Μαυράκο κ.ά. (Mavrakos κ.ά., 1994). 
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			Εικόνα 6.7 Αξονική δύναμη στην κορυφή αγωγού που φέρει ανωστικό σώμα στο 80% του μήκους του από τον πυθμένα.

			6.3. Απόσβεση λόγω των κινήσεων των αγωγών σε ρευστό περιβάλλον

			6.3.1. Γενικά

			Εδώ, με τον όρο «απόσβεση» εννοούμε την πρόσθετη απόσβεση που προσφέρεται από έναν αγωγό στη συνδεόμενη πλωτή κατασκευή. Ο αγωγός, κινούμενος μέσα στο ρευστό περιβάλλον, διαχέει ενέργεια, λόγω των δυνάμεων αντίστασης. Αυτή η διάχυση μεταφράζεται σε επιπλέον απόσβεση των κινήσεων της ίδιας της κατασκευής. Γενικά, υπάρχουν διάφοροι μηχανισμοί που αυξάνουν το τμήμα των δυνάμεων απόσβεσης στην εξίσωση της δυναμικής ισορροπίας μιας πλωτής κατασκευής. Θα πρέπει να θυμόμαστε ότι οι πλωτές κατασκευές που φέρουν αγωγούς (παραγωγής, εξόρυξης κτλ.) είναι ταυτόχρονα αγκυρωμένες με συστήματα αγκύρωσης και εκτελούν κινήσεις με έξι βαθμούς ελευθερίας. 

			Για να κατανοήσουμε καλύτερα το θέμα, θα απλοποιήσουμε την αδρανειακή εξίσωση ισορροπίας της κατασκευής και θα θεωρήσουμε ότι έχει μόνο ένα βαθμό ελευθερίας, έστω, στην οριζόντια διεύθυνση x (surge). Η απλή σχέση που θα υπολογίζει τις κινήσεις της θα είναι: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


(M+Ma)x¨+Cx˙+Kx=F(t)



						
							
							(6.20)

						
					

				
			

			Η εξίσωση (6.20) είναι ένας απλός ταλαντωτής ενός βαθμού ελευθερίας κίνησης, με ενεργό μάζα (μάζα συν την πρόσθετη μάζα) Μ + Μa, συντελεστή απόσβεσης C και συντελεστή επαναφοράς K. Τέλος, F(t) είναι οι εξωτερικές δυνάμεις που επάγουν τις κινήσεις. Η πλωτή κατασκευή γίνεται ταλαντωτής, επειδή διαθέτει γραμμές αγκύρωσης και αγωγούς που συνδέονται τόσο με αυτήν, όσο και με ένα σταθερό σημείο. Λειτουργία των γραμμών είναι η πρόσδοση χαρακτηριστικών επαναφοράς (δυνάμεων ελατηρίου), που εκφράζονται μέσω του συντελεστή Κ. Σε αυτόν συμμετέχουν και οι αγωγοί, σε πολύ μικρότερο όμως ποσοστό. 
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			Εικόνα 6.8 Αξονική δύναμη στο σημείο σύνδεσης του ανωστικού σώματος με λεπτόγραμμο αγωγό. Το ανωστικό σώμα βρίσκεται στο 80% του μήκους του αγωγού από τον πυθμένα.

			Η επίλυση της εξίσωσης (6.20) δεν παρουσιάζει δυσκολία, υπό την προϋπόθεση ότι είναι γνωστά τα σταθερά μεγέθη M, Ma, C και K. Το δυσκολότερο θέμα της επεξεργασίας αυτής είναι ο προσδιορισμός του συντελεστή C, δηλαδή του συντελεστή απόσβεσης. Και αυτό, λόγω των διαφόρων φαινομένων που συμμετέχουν στο συντελεστή και επηρεάζουν το μέγεθός του. Η μορφή της εξίσωσης (6.20) υπονοεί ότι οι δυνάμεις απόσβεσης είναι γραμμικές (ιξώδης απόσβεση). Στην πραγματικότητα όμως, τα φαινόμενα που προκαλούν απόσβεση, δηλαδή διάχυση ενέργειας, δεν είναι κατ’ ανάγκη γραμμικά. Προϋπόθεση για να ενσωματωθούν στο C είναι η ισοδύναμη γραμμικοποίησή τους. Υπ’ αυτήν τη συνθήκη, στον όρο της απόσβεσης θα συνεισφέρουν τα εξής φαινόμενα (Faltinsen, 1990):

			
					η απόσβεση λόγω των μη γραμμικών δυνάμεων αντίστασης (drag damping),

					η γραμμική υδροδυναμική απόσβεση (hydrodynamic damping ή added damping), 

					η απόσβεση λόγω των χαμηλόσυχνων δευτεροτάξιων κινήσεων (wave drift damping),

					η απόσβεση λόγω των κινήσεων των γραμμών αγκύρωσης και των αγωγών στο ρευστό περιβάλλον (mooring line και risers induced damping).

			

			Σχετικές πληροφορίες για τα (i)-(iii) μπορούν να βρεθούν στο βιβλίο του Faltinsen (1990). Εδώ θα μας απασχολήσει μόνο το (iv), και ιδιαίτερα όσον αφορά τους αγωγούς, ανεξάρτητα από το γεγονός ότι ο τρόπος υπολογισμού είναι ο ίδιος και για γραμμές αγκύρωσης και για αγωγούς. Το συγκεκριμένο αντικείμενο ενσωματώνεται στο παρόν κεφάλαιο, επειδή, όπως θα εξεταστεί, ο σχετικός όρος της απόσβεσης επηρεάζεται σημαντικά από την ύπαρξη ανωστικών σωμάτων. 

			6.3.2. Υπολογισμός της απόσβεσης μέσω του γραμμικοποιημένου προβλήματος

			Η πιθανότητα ακριβέστερου υπολογισμού της απόσβεσης που προσδίδεται σε μια πλωτή κατασκευή εξετάστηκε πρώτη φορά σε συνάρτηση με το σύστημα αγκύρωσης της κατασκευής (Huse, 1986· Huse και Matsumoto, 1988). Σύμφωνα με τη συγκεκριμένη πρόταση, οι ταλαντώσεις μιας γραμμής αγκύρωσης μέσα σε ρευστό περιβάλλον, λόγω της κινήσεων της ίδιας της κατασκευής, προκαλούν διάχυση ενέργειας, η οποία οφείλεται, με τη σειρά της, στο μηχανισμό απόσβεσης των δυνάμεων αντίστασης. Η διαχεόμενη ενέργεια  προκαλεί την εφαρμογή μη συντηρητικής δύναμης, η οποία αυξάνει τη συνολική απόσβεση της αγκυρωμένης κατασκευής. Ο Huse (1986) εκτίμησε ότι η συγκεκριμένη συνεισφορά μπορεί να φτάσει έως και το 25% της συνολικής απόσβεσης, και, κατ’ επέκταση, η παράλειψή της να οδηγήσει σε υπερεκτίμηση των μεγεθών των κινήσεων της πλωτής κατασκευής. 

			Μετά τον Huse, αρκετοί μελέτησαν τρόπους αντιμετώπισης του ζητήματος της πρόσθετης απόσβεσης. Οι Liu και Bergdahl (1998) πρότειναν διάφορες βελτιώσεις του αρχικού μοντέλου του Huse, ενώ ο Brown κ.ά. (1995) ισχυρίστηκαν ότι το σύστημα αγκύρωσης μπορεί, υπό ορισμένες συνθήκες, να συνεισφέρει έως και το 80% της συνολικής απόσβεσης, μειώνοντας έτσι σημαντικά τις μέγιστες αξονικές δυνάμεις των γραμμών. Οι Brown και Μαυράκος (Brown και Mavrakos, 1999) παρουσίασαν τα αποτελέσματα μιας συγκριτικής μελέτης που προτάθηκε από την Επιτροπή I2 (Loads) του διεθνούς συνεδρίου International Ship and Offshore Structures Congress (ISSC, 1997), ενώ οι Bauduin και Naciri (2000) αντιμετώπισαν το πρόβλημα μόνο ημιστατικά. Το θέμα της πρόσθετης απόσβεσης έχει βρει σημαντικό πεδίο εφαρμογής στη σχεδίαση Μετατροπέων Κυματικής Ενέργειας (Wave Energy Converters/WECs) (Johanning κ.ά., 2007), ενώ σχετικά πρόσφατα εξετάστηκαν και τα μεγέθη της πρόσθετης απόσβεσης που μπορούν να προσφέρονται από αγωγούς και όχι μόνο από γραμμές αγκύρωσης (Chatjigeorgiou κ.ά., 2007, 2008).  

			Ο πρόσθετος όρος της απόσβεσης ποσοτικοποιείται από έναν ισοδύναμο γραμμικό συντελεστή, ο οποίος μπορεί να εισαχθεί στο σύστημα δυναμικής ισορροπίας της πλωτής κατασκευής, θεωρώντας την ταλαντωτή ενός ή πολλών βαθμών ελευθερίας κίνησης. Προϋπόθεση για τον υπολογισμό του συντελεστή είναι η επίλυση του προβλήματος δυναμικής ισορροπίας του αγωγού (ή, γενικά, της λεπτόγραμμης κατασκευής). Είναι προφανές ότι, σε μια διάταξη που συνίσταται από πολλαπλές γραμμές αγκύρωσης και αγωγούς, ο ολικός συντελεστής απόσβεσης θα προέρχεται από την υπέρθεση όλων των μεμονωμένων συνεισφορών. Οι γραμμικοποιημένοι συντελεστές απόσβεσης μπορούν να υπολογιστούν με χρήση μεθόδων είτε στο πεδίο των συχνοτήτων είτε στο πεδίο του χρόνου. Αναφορικά με τις μεθόδους στο πεδίο των συχνοτήτων, απαιτείται η επίλυση του γραμμικού προβλήματος δυναμικής ισορροπίας στο πεδίο των μιγαδικών αριθμών. Στη συνέχεια, ο γραμμικοποιημένος συντελεστής απόσβεσης θα λαμβάνεται μέσω του φανταστικού μέρους της οριζόντιας συνιστώσας της δυναμικής αξονικής έντασης που ασκείται στο σημείο σύνδεσης με την πλωτή κατασκευή. Δηλαδή:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


cx=IFxαxω



						
							
					

				
			

			όπου με αx συμβολίζεται το πλάτος της οριζόντιας κίνησης που εφαρμόζεται στην κορυφή, ενώ ω είναι η κυκλική συχνότητα της διέγερσης. 

			Αντίστοιχη σχέση ισχύει και για τον γραμμικοποιημένο συντελεστή απόσβεσης στην κατακόρυφη διεύθυνση. Η ίδια έκφραση μπορεί να χρησιμοποιηθεί για το συντελεστή απόσβεσης στη δικάθετη διεύθυνση, υπό την προϋπόθεση ότι η δύναμη Fx θα αντικατασταθεί από τη διατμητική δύναμη στην εκτός του επιπέδου αναφοράς διεύθυνση Sb και το ax από το πλάτος της δικάθετης διέγερσης. 

			Οι Εικόνες 6.9 και 6.10 παρουσιάζουν ενδεικτικά αποτελέσματα για τους συντελεστές απόσβεσης σε ένα πλωτό μέσο, λόγω της δυναμικής συμπεριφοράς της λεπτόγραμμης κατασκευής που εξετάστηκε στις Εικόνες 6.7 και 6.8. Στην Εικόνα 6.9 παρουσιάζεται η μεταβολή των συντελεστών με και χωρίς την ύπαρξη ανωστικού σώματος στο επίπεδο αναφοράς της γραμμής, ενώ στην Εικόνα 6.10 εξετάζεται μόνο η περίπτωση απλής γραμμής, χωρίς την ύπαρξη ανωστικού σώματος στη δικάθετη διεύθυνση. Και οι δύο εικόνες παρουσιάζουν υπολογισμούς που παράχθηκαν με επίλυση στο πεδίο των συχνοτήτων. 

			Παρατηρώντας τις καμπύλες των Εικόνων 6.9 και 6.10, συνάγεται ότι η μεταβολή των εξεταζόμενων συντελεστών σε συνάρτηση με την κυκλική συχνότητα διέγερσης κυριαρχείται από τον τρόπο μεταβολής της δυναμικής αξονικής δύναμης (Εικόνα 6.7). Η προοδευτική μείωση της δυναμικής έντασης και, κατά συνέπεια, της οριζόντιας συνιστώσας της πριν από το σημείο μηδενισμού και την περιοχή της πρώτης ελαστικής ιδιοσυχνότητας, σε συνδυασμό με την αυξανόμενη κυκλική συχνότητα διέγερσης, προκαλεί μια απότομη μείωση του συντελεστή απόσβεσης. Είναι επίσης ενδιαφέρον να επισημάνουμε ότι η θέση του τοπικού μεγίστου του συντελεστή δεν συμπίπτει με αυτήν του τοπικού μεγίστου της έντασης. Επιπλέον, η χρήση ανωστικών σωμάτων κατά μήκος της κατασκευής (στη συγκεκριμένη περίπτωση, η χρήση μόνο ενός σώματος), παρ’ όλο που έχει θετικό αντίκτυπο στη δυναμική ένταση, μειώνοντάς την, οδηγεί και σε μείωση του μεγέθους της απόσβεσης. Στην Εικόνα 6.9 παρουσιάζονται αποτελέσματα για αυξανόμενη καθαρή άντωση, που φτάνει προοδευτικά έως το 50% του βυθισμένου βάρους της κατασκευής στο νερό. Θα πρέπει να σημειωθεί ότι τα αριθμητικά αποτελέσματα για ακόμα μεγαλύτερα μεγέθη της άντωσης δεικνύουν ότι η θέση του μέγιστου συντελεστή απόσβεσης μετατοπίζεται προς υψηλότερες συχνότητες. Αυτό είναι άμεσο επακόλουθο της συνάρτησης μεταφοράς της δυναμικής έντασης, η οποία ακολουθεί τον ίδιο τρόπο μεταβολής. Συμπερασματικά, η επιλογή των ανωστικών σωμάτων θα πρέπει να υποστεί μια κατάλληλη διαδικασία βελτιστοποίησης, κατά την οποία θα πρέπει, να ληφθούν υπόψη όλες οι πιθανές δυναμικές επιδράσεις. Αξίζει να υπογραμμίσουμε ότι το μέγεθος του συντελεστή απόσβεσης λαμβάνει, ομολογουμένως, μεγάλες τιμές. Σε κάθε περίπτωση όμως, η αντίστοιχη δύναμη θα πρέπει να συγκριθεί με τις υπόλοιπες συμμετέχουσες δυνάμεις, και συγκεκριμένα με τις δυνάμεις αδράνειας και επαναφοράς [εξίσωση (6.20)]. Εντούτοις, θα πρέπει να υπενθυμίσουμε ότι η συνολική απόσβεση λόγω των γραμμών που είναι προσδεμένες σε μια πλωτή αγκυρωμένη κατασκευή (γραμμές αγκύρωσης και αγωγοί) θα συντίθεται απ’ όλους τους μεμονωμένους όρους όλων των λεπτόγραμμων συνιστωσών, με αποτέλεσμα να αναμένεται η παραγωγή ενός μη αμελητέου μεγέθους απόσβεσης. 

			Στην Εικόνα 6.10 παρουσιάζεται ο συντελεστής απόσβεσης στη δικάθετη διεύθυνση (εκτός του επιπέδου αναφοράς), για την ίδια λεπτόγραμμη κατασκευή. Οι παρουσιαζόμενοι υπολογισμοί ελήφθησαν μέσω επίλυσης στο πεδίο των συχνοτήτων του συστήματος δυναμικής ισορροπίας στην εκτός του επιπέδου αναφοράς διεύθυνση [σύστημα εξισώσεων (2.132)-(2.135)]. Στην ίδιο εικόνα εμφανίζεται επίσης η δικάθετη διατμητική δύναμη. Σε αντίθεση με τα ευρήματα που αφορούσαν στην εντός του επιπέδου αναφοράς κινήσεις, εδώ το μέγεθος του συντελεστή απόσβεσης παρουσιάζει μια τάση αύξησης, η οποία θα μπορούσε να προσεγγιστεί ως γραμμική. Παρ’ όλα αυτά, θα πρέπει να υπογραμμιστεί ότι η συνολική απόσβεση που προσφέρεται στην πλωτή κατασκευή στη δικάθετη διεύθυνση είναι πάρα πολύ μικρή και, κατά συνέπεια, θα μπορούσε να αμεληθεί από τους υπολογισμούς που επιβάλλονται σε μια διαδικασία σχεδίασης.

			[image: ]

			Εικόνα 6.9 Συντελεστής απόσβεσης στην οριζόντια διεύθυνση 

cx=IFx/αxω*10-5

 (N/m/s).  Η λεπτόγραμμη κατασκευή θεωρήθηκε διεγειρόμενη στην κορυφή, με μονοχρωματική διέγερση πλάτους αx.
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			Εικόνα 6.10 Διατμητική δύναμη Sb (Ν) και συντελεστής απόσβεσης στην δικάθετη διεύθυνση 

cb=ISb/αbω

 (N/m/s). Η λεπτόγραμμη κατασκευή θεωρήθηκε διεγειρόμενη στην κορυφή, με δικάθετη διέγερση πλάτους αb.

			6.3.3. Υπολογισμός της απόσβεσης με χρήση μεθόδων στο πεδίο του χρόνου

			Ο υπολογισμός του συντελεστή απόσβεσης μέσω επίλυσης στο πεδίο του χρόνου απαιτεί τον υπολογισμό της ενέργειας που διαχέεται σε κάθε περίοδο της διέγερσης (Brown και Mavrakos, 1999). Συγκεκριμένα: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Ek=∫0τFkdqkdtdt
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			για k = x, y, z, όπου με τ συμβολίζεται η περίοδος της διέγερσης και με y η δικάθετη διεύθυνση. 

			Τα μεγέθη της ενέργειας στις διευθύνσεις x, y και z θα δίνονται από τις εξισώσεις: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Ex=∫0τ(Tcosϕ)(ucosϕ-vsinϕ)dt
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Ey=∫0τSbwdt



						
							
							(6.23)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Ez=∫0τ(Tsinϕ)(usinϕ+vcosϕ)dt



						
							
							(6.24)

						
					

				
			

			Η συνεισφορά της διατμητικής δύναμης στο επίπεδο αναφοράς της κατασκευής έχει αμεληθεί από τις εξισώσεις (6.22) και (6.24), λόγω του αμελητέου μεγέθους της σε σύγκριση με την αξονική δύναμη Τ. Θα πρέπει να σημειωθεί ότι η ολοκλήρωση μπορεί να πραγματοποιηθεί χρησιμοποιώντας είτε τη δυναμική είτε τη συνολική ένταση. Τα αποτελέσματα θα πρέπει να είναι παρόμοια, καθώς η στατική ένταση δεν μεταβάλλεται με το χρόνο. Δεδομένου ότι, σε πραγματικές κατασκευές, τα μεγέθη που εμφανίζονται στις ολοκληρωτέες ποσότητες υπολογίζονται αριθμητικά και εκφράζονται ως βαθμωτές συναρτήσεις, οι ολοκληρώσεις των εξισώσεων (6.22)-(6.24) θα πρέπει να γίνουν με χρήση μεθόδων αριθμητικής ολοκλήρωσης. Υπ’ αυτές τις συνθήκες, οι γραμμικοποιημένοι συντελεστές απόσβεσης θα δίνονται από:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ck=Ekτ2π2ak



						
							
							(6.25)

						
					

				
			

			για k = x, y, z, όπου ak είναι το πλάτος της ταλάντωσης, το οποίο συσχετίζεται με την περίοδο τ. 

			Στο σημείο αυτό, είναι ενδιαφέρον να παρακολουθήσουμε απεικονιστικά όλη τη διαδικασία που ακολουθείται για τον τελικό υπολογισμό των γραμμικοποιημένων συντελεστών απόσβεσης με χρήση μεθόδων στο πεδίο των συχνοτήτων. Αυτό θα γίνει συνδυαστικά, παρουσιάζοντας αριθμητικές προβλέψεις και πειραματικές μετρήσεις όλων των εμπλεκόμενων μεγεθών. Η κατάσταση που περιγράφεται αφορά μοντέλο υπό κλίμακα ενός αγωγού και εξετάστηκε αρχικά από τον Χατζηγεωργίου κ.ά. (Chatjigeorgiou κ.ά., 2008). Τα αριθμητικά αποτελέσματα υπολογίστηκαν με χρήση μεθόδων επίλυσης του μη γραμμικού δυναμικού προβλήματος αγωγού στο πεδίο του χρόνου (Chatjigeorgiou, 2008, 2010α, 2010β).  

			Η διαδικασία υπολογισμού στο πεδίο του χρόνου επιβάλλει, καταρχάς, την επίλυση του μη γραμμικού προβλήματος δυναμικής ισορροπίας του αγωγού, με την υπόθεση επιβολής διέγερσης στην κορυφή. Παρ’ όλο που ένα αποτελεσματικό μοντέλο αριθμητικής επίλυσης στο πεδίο του χρόνου μπορεί να λάβει ως είσοδο οποιαδήποτε μορφή διέγερσης (ακόμα και τυχαία), εδώ μας ενδιαφέρει η απλή αρμονική, δεδομένου ότι οι συντελεστές απόσβεσης συνδέονται με τον γραμμικό ταλαντωτή της εξίσωσης (6.20). Η επίλυση στο πεδίο του χρόνου καλείται να παράσχει τις χρονικές ιστορίες όλων των δυναμικών μεγεθών και, φυσικά, της έντασης στην κορυφή και, κατ’ επέκταση, της οριζόντιας συνιστώσας της. 

			Εδώ, θα πρέπει να διευκρινίσουμε γιατί μας ενδιαφέρει αποκλειστικά η οριζόντια συνιστώσα και όχι, για παράδειγμα, η κατακόρυφη. Γιατί στην κατακόρυφη διεύθυνση, μια ογκώδης πλωτή κατασκευή μπορεί να εκτελεί ταλαντωτικές κινήσεις, λόγω των φυσικών χαρακτηριστικών επαναφοράς που διαθέτει, συγκεκριμένα λόγω της ισάλου επιφάνειάς της. Σε αυτήν την περίπτωση, η ταλαντωτική της συμπεριφορά θα κυριαρχείται από τις δυνάμεις αδράνειας και επαναφοράς (του ισοδύναμου ελατηρίου), ενώ οι αποσβέσεις θα έχουν μικρότερη σημασία. Φυσικά, αυτό ισχύει πολύ περισσότερο για την απόσβεση που προσφέρεται από έναν αγωγό ή, γενικά, από ένα σύστημα αγκύρωσης, η οποία είναι, εξ αντικειμένου, μικρή. Αντίθετα, στο επίπεδο της επιφάνειας της θάλασσας, καμία πλωτή κατασκευή δεν διαθέτει επαναφορά (στις κινήσεις surge, sway και yaw, δηλαδή στην οριζόντια και εγκάρσια διεύθυνση και στην περιστροφή περί την κατακόρυφο). Επαναφορά προσδίδεται από το σύστημα αγκύρωσης ή ακόμα και από τους αγωγούς που συνδέονται με την πλωτή κατασκευή. Ωστόσο, το μέγεθος των δυνάμεων επαναφοράς είναι, εξ αντικειμένου, μικρό σε σχέση με τις αδρανειακές δυνάμεις, με συνέπεια οποιαδήποτε συνεισφορά στον συντελεστή απόσβεσης, έστω και μικρή, να είναι σημαντική για τον ακριβή υπολογισμό των αντίστοιχων κινήσεων.  

			Στην Εικόνα 6.11 παρουσιάζεται ένα δείγμα του χρονικού σήματος της οριζόντιας συνιστώσας της δυναμικής έντασης που ασκείται στην κορυφή του αγωγού. Στην προκειμένη περίπτωση, αυτός είναι αλυσοειδής. Το διάγραμμα σχεδιάζει ταυτόχρονα και τις αριθμητικές προβλέψεις και τα αποτελέσματα των πειραματικών μετρήσεων, για τα οποία παρατηρείται ικανοποιητικότατη σύγκλιση. Δεδομένου ότι οι ισχυρές ταλαντώσεις (υπό μορφή θορύβου) που εμφανίζονται στις θέσεις των μεγίστων και ελαχίστων αφορούν και τις μετρήσεις, αλλά και τους υπολογισμούς, συνάγεται ότι αποτελούν μέρος του πραγματικού προβλήματος. 

			Στην Εικόνα 6.12 παρουσιάζεται το φασματικό περιεχόμενο της οριζόντιας συνιστώσας της δυναμικής έντασης της Εικόνας 6.11, το οποίο προήλθε μέσω ανάλυσης με τη μέθοδο Fast Fourier Transformation (FFT). Με μια προσεκτική παρατήρηση των τοπικών ενισχύσεων στις φασματικές πυκνότητες, διαπιστώνουμε ότι η απόκριση, εκτός από τη βασική συχνότητά της, που συμπίπτει με τη συχνότητα της διέγερσης, περιλαμβάνει επιπλέον αρμονικές, οι οποίες μάλιστα εντοπίζονται σε ακέραια πολλαπλάσια της βασικής συχνότητας. Αυτό είναι αποτέλεσμα της μη γραμμικής υφής του δυναμικού συστήματος (Βλέπε και Κεφάλαιο 8, στο παρόν). 

			Έχοντας επιλύσει το δυναμικό πρόβλημα, θα αποκτήσουμε, προφανώς, πρόσβαση στα αποτελέσματα της οριζόντιας συνιστώσας της δυναμικής έντασης και της ταχύτητας στην ίδια διεύθυνση στην κορυφή του αγωγού. Μάλιστα, η τελευταία αποτελεί μέρος των δεδομένων του προβλήματος. Κατά συνέπεια, θα είμαστε σε θέση να καταστρώσουμε τους βρόγχους της ενέργειας που διαχέεται ανά περίοδο της διέγερσης. Η μορφή των βρόγχων φαίνεται στην  Εικόνα 6.13, η οποία αντιστοιχεί στην κατάσταση που εξετάστηκε στις Εικόνες 6.10 και 6.11. Όπως είναι εμφανές, οι βρόγχοι παρουσιάζουν ικανοποιητική σύγκλιση, ως απόρροια της σύμπτωσης των χρονικών ιστοριών. Στην προκειμένη περίπτωση, σχεδιάζονται περισσότεροι του ενός βρόγχοι, που αντιστοιχούν σε πέντε περιόδους της διέγερσης. Η χρήση περισσότερων περιόδων δίνει τη δυνατότητα υπολογισμού μιας μέσης τιμής της ενέργειας ανά περίοδο και, επομένως, υπολογισμού ενός πιο αντιπροσωπευτικού μεγέθους γι’ αυτήν. Αριθμητικά, ο υπολογισμός της ενέργειας γίνεται μέσω των εξισώσεων (6.22)-(6.24), και τελικά ο γραμμικοποιημένος συντελεστής απόσβεσης υπολογίζεται μέσω της εξίσωσης (6.25). 

			Τα μεγέθη της ενέργειας και των συντελεστών απόσβεσης για την ενδεικτική κατάσταση του πρότυπου αγωγού που εξετάζεται εδώ παρουσιάζονται στις Εικόνες 6.14 και 6.15, αντίστοιχα. Χαρακτηριστικό είναι ότι οι συντελεστές απόσβεσης διατηρούν μια σχεδόν γραμμική μεταβολή για το εύρος των συχνοτήτων διέγερσης που εξετάζεται. Αυτό επιβεβαιώνεται και από τα πειράματα, αλλά και από τους υπολογισμούς. Το εύρημα αντιδιαστέλεται με τα χαρακτηριστικά της Εικόνας 6.9, το οποίο αφορά μια πολύ λεπτόγραμμη κατασκευή, δηλαδή μια δοκό με πολύ μικρή διάμετρο, που θα μπορούσε να θεωρηθεί καλώδιο και, κατά συνέπεια, με πολύ μικρή καμπτικά ακαμψία. Επομένως, είναι προφανής η σημασία των καμπτικών φαινομένων στη δυναμική πραγματικών αγωγών, η οποία επηρεάζει σαφώς την όλη δυναμική τους συμπεριφορά, αλλά και τις παράπλευρες συνιστώσες της, όπως τη διαχεόμενη ενέργεια και την απόσβεση που προσφέρεται ανά κύκλο διέγερσης/απόκρισης. 
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			Εικόνα 6.11 Οριζόντια συνιστώσα της δυναμικής έντασης στην κορυφή ενός αγωγού που εξαναγκάζεται σε κυκλική ταλάντωση στο επίπεδο αναφοράς (Ax και T συμβολίζουν αντίστοιχα το πλάτος και την περίοδο της διέγερσης). 
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			Εικόνα 6.12 Φασματικές πυκνότητες των χρονικών σημάτων της Εικόνας 6.11 (Ax και T συμβολίζουν αντίστοιχα το πλάτος και την περίοδο της διέγερσης). 
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			Εικόνα 6.13 Βρόγχοι ενέργειας που διαχέεται ανά περίοδο για τον αγωγό των Εικόνων 6.10 και 6.11 (Ax και T συμβολίζουν αντίστοιχα το πλάτος και την περίοδο της διέγερσης).
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			Εικόνα 6.14 Αριθμητικές προβλέψεις και πειραματικές μετρήσεις της ενέργειας που διαχέεται ανά περίοδο διέγερσης.

			[image: ]

			Εικόνα 6.15 Γραμμικοποιημένοι συντελεστές απόσβεσης που υπολογίστηκαν με τη χρήση των διαχεόμενων ενεργειών της Εικόνας 6.12.
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			Κεφάλαιο 7

			Αλληλεπίδραση με τον πυθμένα

			Σύνοψη 

			Στο κεφάλαιο αυτό εξετάζεται η αλληλεπίδραση των αγωγών με τον πυθμένα στις περιπτώσεις που υπάρχει τμήμα του πρώτου επικαθήμενο στο υποθαλάσσιο έδαφος. Το φαινόμενο αναλύεται εκτενώς και παρουσιάζονται όλα τα επιμέρους στάδιά του στις περιπτώσεις φόρτισης του αγωγού. Επίσης, αναλύονται οι παράπλευρες επιπτώσεις της αλληλεπίδρασης και οι μηχανισμοί που προκαλούν τη δημιουργία τάφρων κατά την εξέλιξη του φαινομένου. Παρουσιάζονται οι βρόγχοι αντίδρασης εδάφους και διείσδυσης στον πυθμένα (καμπύλες P-y) και εξηγούνται όλα τα στάδια των διαδρομών τους. Περιγράφεται ο τρόπος υπολογισμού του φορτίου αντίδρασης του εδάφους με χρήση των βρόγχων P-y, βάσει ενός ημιεμπειρικού υπολογιστικού προτύπου. Δίνεται, επίσης, ένας εναλλακτικός, αναλυτικός, τρόπος προσέγγισης του φαινομένου, που βασίζεται στην τροποποίηση των οριακών συνθηκών για επίπεδο, σταθερό και απαραμόρφωτο πυθμένα. Τέλος, παρουσιάζεται μια απλοποιημένη μαθηματική διαδικασία, για την προσέγγιση του φαινομένου της αλληλεπίδρασης κατά τη διαδικασία εναπόθεσης του αγωγού στον πυθμένα. 

			Προαπαιτούμενη γνώση 

			Ο αναγνώστης απαιτείται να έχει διαβάσει το Κεφάλαιο 5 του παρόντος και να έχει στοιχειώδεις γνώσεις εδαφομηνανικής, διανυσματικής ανάλυσης, βασικές γνώσεις μερικών διαφορικών εξισώσεων και μηχανικής του παραμορφώσιμου στερεού, όπως επίσης να έχει εξοικειωθεί με τις μεθόδους επίλυσης απλών μορφών, συνήθων διαφορικών εξισώσεων.

			7.1. Εισαγωγή

			Με την εξέλιξη της παραγωγής υδρογονανθράκων σε περιοχές μεγάλου βάθους, οι συμβατικές πλατφόρμες βαρύτητας αντικαταστάθηκαν από σύνθετα συστήματα, τα οποία συνίστανται από μεγάλες πλωτές κατασκευές, που αγκυρώνονται στον πυθμένα μέσω κατακόρυφων ή αλυσοειδών γραμμών αγκύρωσης. Η χρήση αυτών των σύνθετων συστημάτων οδήγησε στη σχεδίαση νέων αγωγών (risers), με χαρακτηριστικότερη και πλέον διαδεδομένη αυτή των χαλύβδινων αλυσοειδών αγωγών (Steel Catenary Risers/SCRs). Η ζώνη επαφής αυτών των αγωγών με τον πυθμένα (Touch Down Zone/TDZ) (Εικόνα 7.1) είναι συχνά ο τόπος των μέγιστων καμπτικών τάσεων και, κατά συνέπεια, το κρίσιμο σημείο αστοχίας λόγω κόπωσης (Bridge κ.ά., 2003, 2004). Η αστοχία λόγω κόπωσης επηρεάζεται από την ακαμψία του πυθμένα, η οποία, εξαιτίας των πολύ μεγάλων βαθών εγκατάστασης, δεν μπορεί να εκτιμηθεί με μεγάλο βαθμό αξιοπιστίας.
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			Εικόνα 7.1 Αλληλεπίδραση αγωγού-πυθμένα.

			Αν και τα γραμμικά μοντέλα που υποθέτουν ελαστικό πυθμένα (π.χ. Pesce κ.ά., 1998α) παρέχουν χρήσιμες πληροφορίες σχετικά με το φαινόμενο της αλληλεπίδρασης, οι πειραματικές μετρήσεις που έχουν πραγματοποιηθεί (Bridge και Willis, 2002· Bridge κ.ά., 2004) δείχνουν ότι αυτό εμπλέκει σύνθετες μη γραμμικές διαδικασίες, που περιλαμβάνουν τη δημιουργία τάφρων (χανδάκων), τη μη γραμμική ακαμψία του πυθμένα, την αναρρόφηση στη διάρκειά του και την απόσχιση του αγωγού από τον πυθμένα. Σύμφωνα με τον Clukey κ.ά. (2008), οι κυρίαρχοι μηχανισμοί που πιστεύεται ότι προκαλούν τη δημιουργία τάφρων στον πυθμένα είναι, συνοπτικά: 

			
					η επαναλαμβανόμενη κυκλική φόρτιση, η οποία προκαλεί ανάμειξη του εδάφους με το νερό, επαναδιαμόρφωση της επιφάνειας του πυθμένα και υποβάθμιση της ποιότητάς του, 

					η ανύψωση του αγωγού στη διάρκεια αποκόλλησης από τον πυθμένα, 

					η αλληλεπίδραση με το ρευστό, όταν η μάζα του νερού εξωθείται έξω από την τάφρο κατά την εισχώρηση του αγωγού, προκαλώντας τοπική ανάμειξη του υλικού του πυθμένα με το νερό, 

					τα υποθαλάσσια ρεύματα κοντά στον πυθμένα, τα οποία επίσης υποβοηθούν στη μεταφορά χώματος από την τάφρο, επιταχύνοντας έτσι τη διαδικασία δημιουργίας της. 

			

			Η δημιουργία τάφρων είναι το ουσιαστικό συστατικό της διαδικασίας και, σύμφωνα με πραγματικές παρατηρήσεις με χρήση βαθυσκαφών (Thethi και Moros, 2001̇ Willis και West, 2001), το βάθος τους φτάνει μέχρι και τις πέντε διαμέτρους του αγωγού για μαλακά εδάφη. Η σημαντικότερη κινηματική συμπεριφορά εντός της τάφρου που δημιουργείται είναι αυτή των κατακόρυφων κινήσεων του αγωγού, αν και οι εγκάρσιες κινήσεις εντός αυτής μπορούν επίσης να επηρεάσουν τον αγωγό (Morris κ.ά., 1988· Hale κ.ά., 1992).

			Τα αποτελέσματα της αλληλεπίδρασης του αγωγού με τον πυθμένα δεν περιορίζονται μόνο στην TDZ, αλλά, προφανέστατα, επηρεάζουν και τη δυναμική συμπεριφορά όλου του ανυψωμένου του τμήματος. Για παράδειγμα, οι κρουστικές φορτίσεις που ασκούνται στη διάρκεια του χρονικού διαστήματος επικάθησης μεταφέρονται κατά μήκος όλου του αγωγού, τροποποιώντας τη συμπεριφορά του. Η μελέτη της συνολικής δυναμικής συμπεριφοράς διασπάται συνήθως και επικεντρώνεται είτε στην TDZ είτε στο ανυψωμένο τμήμα του αγωγού ύστερα από αυτήν, θεωρώντας απλή μορφή διασύνδεσης του αγωγού με τον πυθμένα. 

			Ειδικότερα για την TDZ, η μελέτη γίνεται μέσω γεωτεχνικών αναλύσεων, που επικεντρώνονται στο κατώτερο τμήμα του αγωγού και αμελούν τη δυναμική του ανυψωμένου τμήματος με εφαρμογή ημιεμπειρικών ή αριθμητικών μεθόδων και πειραματικών μετρήσεων (π.χ. Bridge και Willis, 2002· Aubeny και Shi, 2005·Aubeny κ.ά., 2005· Aubeny και Biscontin, 2009· Hodder και Byrne, 2010· Nakhaee και Zhang, 2010). Σε αυτό το πλαίσιο, η ανάλυση γίνεται στο χώρο των δύο διαστάσεων, υποθέτοντας απλοποιημένα μοντέλα δοκών Euler-Bernoulli, τα οποία εξετάζονται, συνήθως, ημιστατικά. Στόχος είναι ο υπολογισμός των χαρακτηριστικών βρόγχων (καμπυλών) διείσδυσης-αντίδρασης εδάφους (καμπύλες P-y), οι οποίες αναπαριστούν ισοδύναμα ελατήρια, που αντικαθιστούν (μαθηματικά) την ύπαρξη του πυθμένα. 

			Ζητούμενο, σε κάθε περίπτωση, είναι η διασύνδεση των δύο προσεγγίσεων, δηλαδή της συμπεριφοράς εντός της ζώνης TDZ και της δυναμικής του ανυψωμένου τμήματος του αγωγού. Η ενσωμάτωση του φαινομένου της αλληλεπίδρασης σε ένα ολοκληρωμένο δυναμικό σύστημα γίνεται και με την υπόθεση απλοποιητικών προσεγγίσεων και θεωρητικών μοντέλων. Σε αυτό το πλαίσιο, οι Gobat και Grosenbaugh (2001) διερεύνησαν το πρόβλημα αλληλεπίδρασης με τον πυθμένα σε σχέση με την ταχύτητα του οριακού σημείου επικάθησης (Touch Down Point/TDP). Οι Demeio και Lenci (2007) μετέτρεψαν το πρόβλημα ελεύθερων οριακών τιμών του κινούμενου TDP σε πρόβλημα συγκεκριμένων οριακών τιμών, το οποίο αντιμετώπισαν με χρήση αναπτύγματος σε σειρά διαταραχών. Στην εργασία των Gatti-Bono και Perkins (2004), ο πυθμένας προσομοιώθηκε ως ελαστική θεμελίωση με προδιαγραμμένη  τοπολογία, που παρέχει γραμμική απόσβεση, ενώ οι Han και Grosenbaugh (2006) εφάρμοσαν ένα απλοποιημένο μοντέλο, το οποίο βασίστηκε στο σύστημα στατικής ισορροπίας, προδιαγράφοντας τον πυθμένα μέσω ενός συζευγμένου συστήματος, το οποίο συνίσταται από μάζα, αποσβεστήρα και ελατήρια. Οι Κατηφέογλους και Χατζηγεωργίου (Katifeoglou και  Chatjigeorgiou, 2012) έλαβαν υπόψη τους τοπικά τις δυνάμεις αντίδρασης του εδάφους, μόνο όμως στο TDP. Προς τούτο, εφάρμοσαν μια ημιστατική προσέγγιση, υπολογίζοντας τις τάσεις του εδάφους για υποθετικές μορφές τάφρων και βάθη διείσδυσης του αγωγού. Τέλος, ο Leira κ.ά. (2004) παρουσίασαν τα αποτελέσματα σε σχέση με την οριζόντια αντίσταση και τη δύναμη αναρρόφησης (suction) του αγωγού, ενώ ο Pesce κ.ά. (1998β) πρότειναν την εφαρμογή της μεθόδου του οριακού στρώματος στο TDP, για να προσεγγίσουν τη δυναμική καμπυλότητα σε αυτό το σημείο. 

			7.2. Περιγραφή του φαινομένου της αλληλεπίδρασης

			Στην Εικόνα 7.2 παρουσιάζονται τα διάφορα στάδια του φαινομένου της αλληλεπίδρασης και συνδέονται με τη φόρτιση που αναπτύσσεται στον αγωγό μέσω των βρόγχων P-y. Οι βρόγχοι αυτοί (ή, αλλιώς, καμπύλες P-y) δίνουν σε μορφή βαθμωτής συνάρτησης τη δύναμη που ασκείται στην τομή του αγωγού ως προς το βάθος διείσδυσης. Η δύναμη είναι, στην πραγματικότητα, η αντίδραση του εδάφους στην προσπάθεια εισχώρησης του αγωγού κατά την κυκλική του κίνηση και, κατά συνέπεια, επαναλαμβάνεται περιοδικά. Η συνάρτηση P(y) ως δύναμη ανά μονάδα μήκους ισοδυναμεί με ελατήριο, το οποίο δύναται να αντικαταστήσει (ή να αντιπροσωπεύσει) τον πυθμένα στο σύνολο των διανεμημένων δυνάμεων που ασκούνται κατά μήκος του αγωγού (π.χ. το βάρος στο νερό και η υδροδυναμική αντίσταση).

			Η ακολουθία της φόρτισης συνίσταται από τα εξής στάδια: 

			
					Στην αρχική γεωμετρία, υποθέτουμε ότι όλο το επικαθήμενο μήκος εφάπτεται απλώς στον οριζόντιο πυθμένα. 

					Στην αρχική φόρτιση, το επικαθήμενο μήκος του αγωγού έχει εισχωρήσει σε αυτόν με μεταβαλλόμενη διείσδυση. Η δύναμη του εδάφους μεταβάλλεται κατά το μήκος του, δεδομένου ότι το επικαθήμενο μήκος δεν έχει εισχωρήσει ομοιόμορφα (ίση διείσδυση). Η χαρακτηριστική καμπύλη του βρόγχου ονομάζεται και «σπονδυλική καμπύλη» (backbone curve) και αντιπροσωπεύει την κατάσταση κατά τη στατική ισορροπία πριν από την έναρξη των κινήσεων και, κατ’ επέκταση, του κύκλου φόρτισης. 

					Στη μέγιστη διείσδυση του αγωγού, που εντοπίζεται στο TDP, μετά το οποίο ο αγωγός αποκολλάται, παρατηρείται πλήρης επαφή του αγωγού με το υλικό του πυθμένα μέσα στην τάφρο. 

					Από το συγκεκριμένο σημείο αρχίζουν η ανύψωση και η αποφόρτιση του αγωγού. Η δύναμη από το έδαφος μειώνεται προοδευτικά, ακολουθώντας την τροχιά που φαίνεται στο βρόγχο P-y. 

					Ο αγωγός έχει πλήρως αποκολληθεί από τον πυθμένα, αλλά δεν έχει βγει πλήρως έξω από την τάφρο. Στο πέρας αυτού του κύκλου (σημείο 5 στο βρόγχο), η δύναμη του εδάφους είναι μηδενική. Πρέπει όμως να σημειωθεί ότι υπάρχει περίπτωση, πριν να βγει ο αγωγός από την τάφρο, να ασκηθεί αρνητική δύναμη P, δηλαδή δύναμη αναρρόφησης, η οποία τείνει να τραβήξει τον αγωγό ξανά μέσα στην τάφρο, ανθιστάμενη στην προς τα επάνω κίνησή του. 

					Ο αγωγός έχει βγει πλήρως έξω από την τάφρο και στη συνέχεια επανεισέρχεται σε αυτήν. [image: ]
Εικόνα 7.2 Ακολουθία φόρτισης κατά την αλληλεπίδραση αγωγού-πυθμένα.


					Συνδέεται με το στάδιο 6. Στις συγκεκριμένες θέσεις και ως την έναρξη επαναφόρτισης του αγωγού, η δύναμη από το έδαφος είναι μηδενική.

					Από την αρχή των αξόνων του βρόγχου αρχίζει η επαναφόρτιση του αγωγού έως το σημείο της μέγιστης δύναμης, ακολουθώντας όμως διαφορετική τροχιά σε σχέση με τη «σπονδυλική καμπύλη», η οποία αντιστοιχεί, όπως προαναφέρθηκε, στην κατάσταση στατικής ισορροπίας. 

					Το TDP του αγωγού έχει φτάσει πλέον στο μέγιστο βάθος διείσδυσης και βρίσκεται σε πλήρη επαφή με το υλικό του πυθμένα μέσα στην τάφρο.

			

			Πράγματι, το φαινόμενο της αλληλεπίδρασης μεταξύ της διατομής του αγωγού, του πυθμένα και του ρευστού που υπάρχει μέσα στην τάφρο είναι εξαιρετικά περίπλοκο, το οποίο δεν έχει, επί του παρόντος, πλήρως ποσοτικοποιηθεί, είτε μέσω πειραμάτων είτε μέσω θεωρητικών προσεγγίσεων και αριθμητικών αναλύσεων. Υπάρχουν διάφοροι μηχανισμοί που εμπλέκονται και συναρτώνται με το φαινόμενο, οι οποίοι μπορούν, από την πλευρά της μηχανικής των συνεχών μέσων, να απομονωθούν και να εξεταστούν ξεχωριστά. Ορισμένοι από αυτούς τους μηχανισμούς είναι:

			
					η αλληλεπίδραση μεταξύ της τομής ενός «άκαμπτου» αγωγού (δεδομένου ότι η ακαμψία του είναι σημαντικά μεγαλύτερη από αυτήν του εδάφους), του περιβάλλοντος ρευστού και του σχετικά μαλακού κορεσμένου υλικού του πυθμένα,

					η παραμόρφωση, η πλαστικοποίηση και η μείωση της ποιότητας του υλικού του πυθμένα, 

					η δομική και η υδροδυναμική απόσβεση που παρέχεται στο σύστημα,

					η περιοδική επαφή μεταξύ διαφορετικών υλικών, 

					η αναρρόφηση, η ανάπτυξη επιφανειακών τάσεων και η προσκόλληση σωμάτων μεταξύ τους, 

					οι μεταβολές των εντατικών καταστάσεων, τόσο του αγωγού, όσο και του πυθμένα, και η δημιουργία νέων επιφανειών, 

					η ανάμειξη υλικών και η διάβρωση, λόγω της δημιουργίας χανδάκων. 

			

			7.3. Μοντέλο καμπυλών P-y

			Το μοντέλο P-y που εξετάζεται στο παρόν προτάθηκε από τον Aubeny κ.ά. (2006). Σύμφωνα με τις εργαστηριακές μετρήσεις των Dunlap κ.ά (1990), οι κατακόρυφα φορτιζόμενοι οριζόντιοι αγωγοί σε αδύναμα ιζήματα παράγουν τη μορφή των καμπυλών P-y που φαίνονται στην Εικόνα 7.3. Αφού επισημανθεί η ύπαρξη ελαφρών διαφοροποιήσεων σε σχέση με τις αντίστοιχες καμπύλες της Εικόνας 7.2 (Clukey κ.ά., 2008), αναφέρεται ότι η διαδρομή 0-1 αποτελεί τη «σπονδυλική καμπύλη» και αντιστοιχεί στην αρχική διείσδυση του αγωγού μέσα στον πυθμένα. Κατά την ανύψωση ενός σημείου του αγωγού, σημειώνεται ελαστική αναπήδηση και η καμπύλη P-y ακολουθεί τη διαδρομή 1-2 της Εικόνας 7.3. Σε δημοσιευμένες εργασίες (Dunlap κ.ά., 1990· Bridge κ.ά., 2004) διαφαίνεται ότι, κατά τη συζητούμενη διαδρομή, μπορεί να σημειωθεί αρκετά μεγάλη δύναμη αναρρόφησης. Σε σημαντικά μεγάλες ανυψωτικές κινήσεις, ο αγωγός αρχίζει να διαχωρίζεται από τον πυθμένα, στο σημείο 2 της Εικόνας 7.3. Δοκιμές σε πειραματικά πρότυπα έχουν δείξει ότι η αποκόλληση δεν είναι απότομη. Πιο πιθανό είναι η καμπύλη P-y να τείνει βαθμιαία προς το μηδέν, όπως απεικονίζεται στη διαδρομή 2-3 της Εικόνας 7.3. Καθώς η ανύψωση συνεχίζεται, ο αγωγός αποκολλάται πλήρως από τον πυθμένα. Κατά την αντίθετη διαδικασία, ο αγωγός κινείται ξανά προς τα κάτω και, τελικά, έρχεται ξανά σε επαφή με τον πυθμένα στο σημείο 3 της Εικόνας 7.3. Ορισμένα δεδομένα (Dunlap κ.ά., 1990· Bridge κ.ά., 2004) δείχνουν ότι η αντίδραση του εδάφους δεν αυξάνεται απότομα κατά την επαφή του πυθμένα με τον αγωγό. Αντίθετα, η αντίδραση του εδάφους, P, αυξάνεται βαθμιαία, όπως φαίνεται από τη μορφή S της διαδρομής 1-3 της Εικόνας 7.3. Με εξάρτηση από τη χρονική ιστορία των κινήσεων που επιβάλλονται στον αγωγό, περαιτέρω εκτροπές μπορούν να περιλαμβάνουν είτε επαναλαμβανόμενες ανυψώσεις κατά μήκος της διαδρομής 1-2 είτε επιπλέον εμβαθύνσεις της τάφρου κατά μήκος της διαδρομής 3-1 της Εικόνας 7.3. 

			Στην προηγούμενη παράγραφο περιγράψαμε τη συμπεριφορά των καμπυλών P-y σε ένα σημείο κατά μήκος του αγωγού το οποίο εκτελεί ακραίες κινήσεις, ενώ σημειώνεται πλήρης αποκόλληση του αγωγού από τον πυθμένα στη διάρκεια της ανύψωσης του πρώτου. Πρέπει όμως να επισημανθεί ότι τέτοιου είδους ακραίες κινήσεις δεν εκτελούνται από όλα τα σημεία του αγωγού μέσα στην TDZ. Συγκεκριμένα, μπορούν να πραγματοποιηθούν αντίθετες κινήσεις σε οποιαδήποτε από τις διαδρομές 1-2, 2-3 και 3-1 της Εικόνας 7.3. Πιθανές αντιστροφές της κίνησης σε ενδιάμεσα σημεία κατά μήκος των βρόγχων P-y σηματοδοτούνται με διακεκομμένες γραμμές στην Εικόνα 7.3. 

			[image: ]

			Εικόνα 7.3 Μορφή βρόγχων P-y. 

			Σε συνάρτηση με την παραπάνω ανάλυση, η πλήρης περιγραφή των καμπυλών P-y θα πρέπει να περιλαμβάνει τις εξής συνιστώσες: 

			
					αρχική διείσδυση μέσα στον πυθμένα κατά μήκος της διαδρομής 0-1, 

					βρόγχο μεγάλων εκτροπών (διαδρομή 1-2-3-1), που να περιλαμβάνει ελαστικές αναπηδήσεις, με πλήρη επαφή μεταξύ του πυθμένα και του αγωγού κατά μήκος της διαδρομής 1-2, ανύψωση με μερικό διαχωρισμό πυθμένα-αγωγού (διαδρομή 2-3) και επανεπαφή με αναφόρτιση κατά μήκος της διαδρομής 3-1, 

					αντίστροφη κίνηση από οποιοδήποτε σημείο κατά μήκος των βρόγχων αναπήδησης,

					κυκλικές φορτίσεις κατά μήκος των βρόγχων αναπήδησης.

			

			Επισημαίνεται ότι οι επαναλαμβανόμενες κυκλικές φορτίσεις θα τροποποιήσουν, αναπόφευκτα, τα χαρακτηριστικά των βρόγχων P-y. Το συγκεκριμένο χαρακτηριστικό δεν λαμβάνεται υπόψη στην ανάλυση που ακολουθεί. 

			7.3.1. «Σπονδυλική καμπύλη» 

			Tο μοντέλο εισχώρησης που αναλύεται εδώ βασίζεται στο φορτίο κατάρρευσης οριζόντιου κυλίνδρου διαμέτρου D, που εισχωρεί σε τάφρο βάθους h (Εικόνα 7.4). Το φορτίο κατάρρευσης, P, σχετίζεται με την αντοχή του εδάφους, c, μέσω ενός αδιάστατου συντελεστή τριβής,  Np, ως εξής: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


P=NpcD



						
							
							(7.1)
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			Εικόνα 7.4 Εισχώρηση αγωγού και χαρακτηριστικά πυθμένα. 

			Σε μια πρώιμη μελέτη στο συγκεκριμένο αντικείμενο, ο Murff κ.ά. (1989) παρουσίασαν εκτιμήσεις για τα φορτία κατάρρευσης οριζόντιων κυλίνδρων σε βάθη εισχώρησης έως D/2. Ο Aubeny κ.ά. (2005) ήρθαν να επεκτείνουν τη λύση τους, για βάθη τάφρων έως h = 5D, και να παρουσιάσουν εκτιμήσεις για τα φορτία κατάρρευσης ανομοιόμορφων προφίλ της αντοχής διάτμησης στη μορφή: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


c=c0+kz



						
							
							(7.2)

						
					

				
			

			όπου c0 είναι η αντοχή διάτμησης και kz η κλίση (gradient) της αντοχής ως προς το βάθος z. 

			Η μεταβλητότητα της αντοχής στο προφίλ του εδάφους μπορεί να δίνεται με τη βοήθεια μιας αδιάστατης παραμέτρου η = kD/c0. Με χρήση μεθόδων πεπερασμένων στοιχείων και χαρακτηριστικών λύσεων, ο Aubeny και οι συνεργάτες του έδειξαν ότι ο συντελεστής τριβής Np δεν είναι ευαίσθητος σε μεταβολές, υπό την προϋπόθεση ότι ως τιμή αναφοράς στην εξίσωση (7.1) χρησιμοποιείται η αντοχή διάτμησης στη βάση της τάφρου, ch  (Εικόνα 7.5). Επιπρόσθετα, οι ίδιοι βρήκαν ότι για πλάτος τάφρου w/D = 1, ο συντελεστής τριβής Np μπορεί να συσχετιστεί με το βάθος h, μέσω ενός εμπειρικού τύπου, ως ακολούθως: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Np=ah/Db
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			Στον Πίνακα 7.1 δίνονται τιμές για τους συντελεστές a και b, σχετικά με διάφορες καταστάσεις διείσδυσης και τραχύτητας της επιφάνειας του αγωγού. Η εξίσωση (7.3) και ο Πίνακας 7.1 αφορούν περιπτώσεις στις οποίες το πλάτος της τάφρου είναι ίσο με τη διάμετρό της. Δεδομένου ότι οπτικές παρατηρήσεις έχουν δείξει ότι το πλάτος της τάφρου μπορεί να είναι σημαντικά μεγαλύτερο από μια διάμετρο, στη συνέχεια παρουσιάζονται αποτελέσματα υπολογισμών σχετικά με το φορτίο κατάρρευσης για λόγους πλάτους προς διάμετρο έως w/D = 2. Οι υπολογισμοί παρουσιάζονται στις Εικόνες 7.5 και 7.6. Σχετικές μελέτες έδειξαν ότι η επίδραση μιας διερευνώμενης τάφρου είναι η μείωση του μέγιστου συντελεστή τριβής, Npmax,, ο οποίος αναπτύσσεται για μεγάλες τιμές του λόγου h/D. Στην Εικόνα 7.7 παρουσιάζεται ο ρυθμός μείωσης του Npmax με αυξανόμενο w/D. 

			Περαιτέρω, για αρκετά μεγάλα w/D, η συμπεριφορά του φορτίου κατάρρευσης ακολουθεί, κατ’ ουσία, την αντίστοιχη συμπεριφορά για έναν αγωγό με ρηχή διείσδυση σε επίπεδη επιφάνεια εδάφους, δηλαδή η αντίδραση της μάζας του εδάφους που γειτνιάζει με τα πλευρικά τοιχώματα καθίσταται αμελητέα. Βάσει υπολογισμών που έγιναν με τη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων, το πλάτος της τάφρου για την οποία η αντίδραση του εδάφους γίνεται αμελητέα είναι περίπου w/D = 2.75, για τραχείς αγωγούς, και w/D = 2, για λείους αγωγούς.  Επομένως, οι τιμές του Np που υπολογίζονται μέσω της εξίσωσης (7.3) λαμβάνουν υπόψη πλάτη τάφρων που αντιστοιχούν στα εξής πρότυπα:

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							Τραχείς αγωγοί 

						
							
							Npmax = 7.74 – 1.22(w/D – 1)

						
							
							w/D < 2.75

						
					

					
							
							Npmax = 5.60

						
							
							w/D > 2.75

						
					

					
							
							Λείοι αγωγοί 

						
							
							Npmax = 6.73 – 2.33(w/D – 1)

						
							
							w/D < 2

						
					

					
							
							Npmax = 4.40

						
							
							w/D > 2

						
					

				
			

			
			

			

			
			
				
					
					
					
				
				
					
							
							Τραχύτητα

						
							
							Συντελεστές a, b

						
					

					
							
							h/D < 0.5

						
							
							h/D > 0.5

						
					

					
							
							Λεία επιφάνεια

						
							
							a = 4.97

						
							
							a = 4.88

						
					

					
							
							b = 0.23

						
							
							b = 0.21

						
					

					
							
							Τραχιά επιφάνεια

						
							
							a = 6.73

						
							
							a = 6.15

						
					

					
							
							b = 0.29

						
							
							b = 0.15

						
					

				
			

			Πίνακας 7.1 Συντελεστές της εμπειρικής σχέσης μεταξύ του φορτίου κατάρρευσης και της διείσδυσης του κυλίνδρου, F/chD = a(h/D)b, για 0 ≤ η ≤ ∞. 
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			Εικόνα 7.5 «Σπονδυλικές καμπύλες» για τραχείς αγωγούς. 

			[image: ]

			Εικόνα 7.6 «Σπονδυλικές καμπύλες» για λείους αγωγούς. 

			[image: ]

			Εικόνα 7.7 Επίδραση του πλάτους της τάφρου στη μέγιστη αντίδραση του εδάφους. 

			Ανακεφαλαιώνοντας, τα κρίσιμα χαρακτηριστικά της «σπονδυλικής καμπύλης» περιλαμβάνουν το βάθος της τάφρου, το πλάτος της και την τραχύτητα στη διεπεαφή μεταξύ εδάφους και αγωγού. Η αύξηση του βάθους της τάφρου, h, οδηγεί σε αύξηση της αντίδρασης τριβής, Np, και συνδέεται, συνήθως, με αύξηση της αντοχής του εδάφους, c. Στο προτεινόμενο μοντέλο συνυπολογίζεται η προηγούμενη επίδραση, με τη χρήση ενός συντελεστή τριβής που εξαρτάται από το βάθος [εξίσωση (7.3)]. Επίσης, ενσωματώνονται οι επιδράσεις ενός γραμμικά αυξανόμενου προφίλ αντοχής, λαμβάνοντας την αντοχή του εδάφους στη βάση της τάφρου, ch, ως τιμή αναφοράς. Η διεύρυνση της τάφρου (w/D > 1) τείνει να μειώσει τη μέγιστη αντίδραση τριβής, Npmax, η οποία αναπτύσσεται ενάντια στον αγωγό. 

			7.3.2. Βρόγχος αποφόρτισης-επαναφόρτισης

			Όπως επισημάνθηκε ήδη, μετά την πραγματοποίηση ενός κύκλου αποφόρτισης-επαναφόρτισης από τη «σπονδυλική καμπύλη», το διάγραμμα P-y θα ακολουθεί ένα «βρόγχο αναπήδησης», που θα χαρακτηρίζεται από μια ακολουθία συμβάντων, δηλαδή ελαστική αναπήδηση, μερική και ολική αποκόλληση του αγωγού από τον πυθμένα και, τέλος, επανεπαφή με αυτόν και επαναφόρτιση. Για την προσομοίωση αυτής της διαδικασίας, στο προτεινόμενο μοντέλο εφαρμόζεται μια μαθηματική διατύπωση με τα χαρακτηριστικά που περιγράφονται στη συνέχεια. 

			Η γεωμετρία του βρόγχου περιγράφεται ως προς τρία σταθερά σημεία στο επίπεδο P-y (Εικόνα 7.8). Το 1 (P1, y1) είναι το σημείο της «σπονδυλικής καμπύλης», από το οποίο ξεκινά ο κύκλος αποφόρτισης-επαναφόρτισης. Το 2 (P2, y2) είναι το σημείο στο οποίο αναπτύσσεται το μέγιστο επίπεδο αναρρόφησης (suction). Το 3 (P3, y3) είναι το σημείο στο οποίο ο αγωγός αποκολλάται πλήρως από τον πυθμένα. Το Σημείο 1 είναι μια μεταβλητή κατάσταση, που προσδιορίζεται από την προηγούμενη μέγιστη πλαστική διείσδυση του αγωγού μέσα στον πυθμένα. Το Σημείο 2 καθορίζεται με χρήση ενός προτύπου που συσχετίζει τη μέγιστη αναρρόφηση (P2) με τη μέγιστη συμπίεση (P1):

			
				
					
					
				
				
					
							
							


P2=-ϕ P1



						
							
							(7.4)

						
					

				
			

			Το Σημείο 3 καθορίζεται με χρήση ενός προτύπου που συσχετίζει το διάστημα κατά το οποίο σημειώνεται αποκόλληση του αγωγού με το διάστημα μεταξύ των Σημείων 1 και 2: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


(y2-y3)=ψ(y1-y2)



						
							
							(7.5)

						
					

				
			

			Η καμπύλη P-y μεταξύ των Σημείων 1 και 2 ορίζεται μέσω μιας υπερβολικής σχέσης ως: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


P=P1+y-y11k0+χy-y1(1+ω)P1



						
							
							(7.6)

						
					

				
			

			Στις εξισώσεις (7.4)-(7.6) το ϕ ορίζεται ως το όριο αναρρόφησης κατά την αποφόρτιση, το ψ ως ο συντελεστής διαχωρισμού πυθμένα-αγωγού και το ω ως παράμετρος μετατοπίσεων κατά την αποφόρτιση. Η παράμετρος k0 ορίζει την αρχική κλίση της υπερβολής και ελέγχει την ασυμπτωτική της συμπεριφορά. Η παράμετρος χ είναι απλώς το θετικό ή αρνητικό πρόσημο, με εξάρτηση το κατά πόσον συμβαίνει φόρτιση ή αποφόρτιση. Για την περίπτωση της αποφόρτισης, χ = –1. Η παράμετρος k0 υπολογίζεται μέσω πειραματικών μετρήσεων. Εν απουσία τέτοιων δεδομένων, μελέτες που έχουν πραγματοποιηθεί με χρήση μεθόδων πεπερασμένων στοιχείων δεικνύουν ότι το k0 σχετίζεται με το μέτρο ελαστικότητας του εδάφους Eu, με την απλή σχέση k0 = 2.5 Eu. Οι ίδιες μελέτες δείχνουν επίσης ότι η σταθερά 2.5 είναι περίπου αμετάβλητη σε σχέση με το βάθος και το εύρος της τάφρου. Το όριο αναρρόφησης που επιβάλλεται από την εξίσωση (7.4) αποκόπτει την υπερβολή στη Σημείο 2, έτσι ώστε: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


y2=y1-(1+ω)P1k01+ϕω-ϕ
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			Ένα παράδειγμα καμπύλης που περιγράφει ελαστική αναπήδηση μεταξύ των Σημείων 1 και 2 φαίνεται στην Εικόνα 7.8. 

			Η καμπύλη P-y στη ζώνη μεταξύ των Σημείων 2 και 3 περιγράφεται μέσω της κυβικής σχέσης: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


P=P22+P243y-y0ym-y-y0ym3,    y0=y2+y32,    ym=y2-y32
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			Η καμπύλη P-y στη ζώνη επανεπαφής-επαναφόρτισης μεταξύ των Σημείων 3 και 1 περιγράφεται μέσω μιας παρόμοιας κυβικής σχέσης: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


P=P12+P143y-y0ym-y-y0ym3,    y0=y1+y32,    ym=y1-y32



						
							
							(7.9)

						
					

				
			

			Παραδείγματα αυτών των κυβικών σχέσεων φαίνονται επίσης στην Εικόνα 7.8. 
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			Εικόνα 7.8 Βρόγχος αναπήδησης.

			7.3.3. Αναστροφές κίνησης μέσα στο βρόγχο αναπήδησης

			Στις προηγούμενες παραγράφους, η ανάλυση βασίστηκε στη θεώρηση σχέσεων του ζεύγους παραμέτρων P-y σε καταστάσεις ακραίων μετατοπίσεων, δηλαδή σε αναστροφή εκτροπής από το Σημείο 1 (μέγιστο βάθος διείσδυσης) και σε αναστροφή εκτροπής από το Σημείο 3 (αρχόμενη επαφή), όπως φαίνεται στην  (Εικόνα 7.8. Εν γένει, αναστροφές εκτροπών μπορούν να σημειωθούν από οποιοδήποτε σημείο κατά μήκους του βρόγχου αναπήδησης (Prb, yrb). Μπορούμε να μοντελοποιήσουμε τις αναστροφές εκτροπών από τα τμήματα 1-2 του βρόγχου αναπήδησης (ελαστική αναπήδηση) και 3-1 (επανεπαφή), χρησιμοποιώντας μια τροποποιημένη μορφή της εξίσωσης (7.6), αντικαθιστώντας το σημείο (P1, y1) με το τυχαίο σημείο αναστροφής (Prb, yrb): 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


P=Prb+y-yrb1k0+χy-yrb(1+ω)P1



						
							
							(7.10)

						
					

				
			

			Όπως έχει ήδη επισημανθεί, για επαναφόρτιση, έχουμε χ = 1 και, αποφόρτιση, έχουμε χ = –1. Για σημαντικά μεγάλη ανατροφή της εκτροπής, y-yrb, η καμπύλη P-y, που ορίζεται μέσω της εξίσωσης (7.10), μπορεί να τέμνει το βρόγχο αναπήδησης. Σε αυτό το σημείο, η κυρίαρχη εξίσωση P-y επανέρχεται στην εξίσωση (7.1) ή στην εξίσωση (7.8). Στην Εικόνα 7.9 δίνεται ένα παράδειγμα αναστροφής από το τμήμα 1-2 του βρόγχου αναπήδησης, με υπερβολική γεωμετρική μορφή, που ξεκινά από το σημείο αναστροφής Α. 

			Η αναστροφή εκτροπής από το τμήμα 2-3 του βρόγχου αναπήδησης (το τμήμα της μερικής αποκόλλησης) υπακούει σε μια τροποποιημένη μορφή της εξίσωσης (7.9): 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


P=Prb+P12+P1-Prb43y-y0ym-y-y0ym3,    y0=y1+yrb2,    ym=y1-yrb2



						
							
							(7.11)

						
					

				
			

			Στην Εικόνα 7.9 δίνεται επίσης ένα παράδειγμα αναστροφής της εκτροπής από το τμήμα 2-3 του βρόγχου αναπήδησης, με κυβική γεωμετρική μορφή, που ξεκινά από το σημείο αναστροφής Β. 

			Τέλος, είναι απαραίτητη η χρήση κανόνων, για τον προσδιορισμό της συμπεριφοράς των καμπυλών P-y από οποιοδήποτε τυχαίο σημείο αναστροφής (Pr, yr), με βάση τις διαδρομές που έχουν ήδη προδιαγραφεί μέσω των εξισώσεων (7.10) και (7.11). Οι αναστροφές διέπονται πάντοτε από την εξίσωση (7.11), με μόνη εξαίρεση ότι χρησιμοποιείται το (Pr, yr), αντί του (Prb, yrb). Στην Εικόνα 7.10 παρουσιάζεται ένας βρόγχος αποφόρτισης-επαναφόρτισης, ο οποίος ξεκινά από ένα σημείο (Pr, yr), που δεν βρίσκεται στο βρόγχο αναπήδησης. 
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			Εικόνα 7.9 Αναστροφές εκτροπών μέσα στο βρόγχο αναπήδησης. 

			Συνοψίζοντας, η συμπεριφορά των καμπυλών P-y σε οποιαδήποτε τυχαία θέση, πάνω ή μέσα στο βρόγχο αναπήδησης, εξαρτάται από τη διαδρομή. Η περιγραφή της διαδρομής απαιτεί τη χρήση της παραμέτρου κατεύθυνσης της φόρτισης, χ, και τις εξής μεταβλητές κατάστασης:

			
					το σημείο της μέγιστης προχώρησης στη «σπονδυλική καμπύλη», Σημείο 1 (P1, y1),

					το σημείο της τελευταίας αναστροφής της εκτροπής από το βρόγχο αναπήδησης, (Prb, yrb), 

					το σημείο της τελευταίας αναστροφής της εκτροπής, (Pr, yr).
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			Εικόνα 7.10 Αναστροφές εκτροπών από οποιοδήποτε τυχαίο σημείο μέσα στο βρόγχο αναπήδησης P-y. 

			7.3.4. Δεδομένα του μοντέλου P-y

			Η εφαρμογή του συγκεκριμένου μοντέλου απαιτεί μια σειρά παραμέτρων, στις οποίες περιλαμβάνονται οι ιδιότητες του αγωγού, οι ιδιότητες του υλικού του πυθμένα, η γεωμετρία της τάφρου, οι παράμετροι της «σπονδυλικής καμπύλης» και οι παράμετροι των βρόγχων αναπήδησης. Το συγκεκριμένο μοντέλο περιγραφής της αλληλεπίδρασης αγωγού-πυθμένα επικεντρώνεται αποκλειστικά στην TDZ, με συνέπεια η δυναμική συμπεριφορά του αγωγού να περιγράφεται από το απλούστερο δυνατό μαθηματικό πρότυπο, αυτό της δοκού Euler-Bernoulli, με τις διανεμημένες δυνάμεις να περιγράφονται από το απλό αλγεβρικό άθροισμα του βάρους ανά μονάδα μήκους του αγωγού w0 με τη δύναμη αντίδρασης του εδάφους P:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


EId4ydx4=w0-P



						
							
							(7.12)

						
					

				
			

			όπου ΕΙ είναι η καμπτική ακαμψία του αγωγού. 

			Η τοπική συντεταγμένη x μπορεί να θεωρηθεί οριζόντια στην TDZ, εν αντιθέσει με το αλυσοειδές καμπύλο τμήμα του αγωγού, όπως εκτενώς έχει αναλυθεί στα προηγούμενα κεφάλαια. Οι ιδιότητες του αγωγού, ΕΙ και w0, είναι σαφώς καθορισμένες παράμετροι, με μικρές ή καθόλου αβεβαιότητες ως προς την εφαρμογή του μοντέλου. Οι παράμετροι του εδάφους, η αντοχή του υλικού του πυθμένα c0 και η κλίση της k, ασκούν σημαντική επιρροή στην ακαμψία του εδάφους. Οι παράμετροι c και k μπορούν να υπολογιστούν με χρήση γνωστών μεθόδων, όπως είναι οι δοκιμές κωνικής διείσδυσης ή οι δοκιμές T-bar (Stewart και Randolph, 1994). Δεδομένου ότι το βάθος του εδάφους στον πυθμένα είναι αρκετά ρηχό, ο υπολογισμός των εν λόγω παραμέτρων μπορεί να γίνει επίσης με τη χρήση δοκιμών κρουστικής διείσδυσης (Aubeny και Shi, 2006). Το πλάτος της τάφρου, w, θα μπορούσε, ορθώς, να υποτεθεί ως συνάρτηση της θέσης, w(x). Στο εξεταζόμενο μοντέλο δεν υπολογίζεται το πλάτος της τάφρου, το οποίο θα μπορούσε να υποτεθεί με βάση την εμπειρία ή παρατηρήσεις. 

			Οι παράμετροι της «σπονδυλικής καμπύλης» και των βρόγχων αναπήδησης απαιτούν, εν γένει, την εκτέλεση ειδικών εργαστηριακών μετρήσεων, με τη χρήση κατάλληλων μετρητικών οργάνων και δοκιμίων αγωγών. Οι παράμετροι a και b της «σπονδυλικής καμπύλης» της εξίσωσης (7.3) υπολογίζονται μέσω μετρήσεων που λαμβάνονται στο στάδιο της αρχικής διείσδυσης. Αντίστοιχες μετρήσεις, που λαμβάνονται κατά τον κύκλο της αποφόρτισης, χρησιμοποιούνται για τον καθορισμό των παραμέτρων k0 και ω της εξίσωσης (7.6), του ορίου ϕ της εξίσωσης (7.4) και της παραμέτρου διαχωρισμού εδάφους-αγωγού ψ της εξίσωσης (7.5). 

			Στην Εικόνα 7.11 δίνεται ένα παράδειγμα αντίστοιχων δοκιμών (Dunlap κ.ά., 1990) και περιλαμβάνεται η αρχική πλαστική διείσδυση του αγωγού στο Σημείο 1, η οποία ακολουθείται από την κατάσταση αποφόρτισης έως την πλήρη αποκόλληση του αγωγού από τον πυθμένα. Στην Εικόνα 7.12 παρουσιάζονται σε λογαριθμική κλίμακα μετρήσεις της δύναμης της αρχικής διείσδυσης σε σχέση με το βάθος της. Η μεταβολή είναι, κατά μείζονα λόγο, γραμμική, γεγονός το οποίο υποστηρίζει τον εκθετικό κανόνα της «σπονδυλικής καμπύλης» που χρησιμοποιείται στο συγκεκριμένο μοντέλο. Επιπρόσθετα, μια απλή γραμμική ανάλυση των τιμών της Εικόνας 7.12 αποδίδει, για τις παραμέτρους a και b, τις τιμές a = 6.7 και b = 0.253. Η σύγκριση αυτών των τιμών με τις αντίστοιχες του Πίνακα 7.1 δείχνει ότι οι μετρήσεις εμπίπτουν στο εύρος των θεωρητικών τιμών για λείους και ταχείς κυλίνδρους, με μεγαλύτερη σύμπτωση προς τους τελευταίους. 
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			Εικόνα 7.11 Μετρήσεις βρόγχου P-y.. 

			Αναλύοντας το υπερβολικό τμήμα της καμπύλης αποφόρτισης μεταξύ των Σημείων 1 και 2 (Εικόνα 7.11), τα εμφανιζόμενα δεδομένα ερμηνεύονται ταχύτερα, τροποποιώντας την εξίσωση (7.6), όπως φαίνεται στην Εικόνα 7.13: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


y-y1P-P1=1k0+χ(1+ω)P1y-y1



						
							
							(7.13)

						
					

				
			

			Όπως σημειώθηκε ήδη, το χ είναι απλώς το αρνητικό πρόσημο στην κατάσταση αποφόρτισης. Όταν σχεδιάζεται κατ’ αυτόν τον τρόπο, η υπερβολική σχέση φόρτισης-εκτροπής θα σχηματοποιείται ως ευθεία γραμμή, της οποίας η κλίση θα είναι 1/(1 + ω)P1. Μια απλή εξέταση της Εικόνας 7.13 επιβεβαιώνει ότι, με εξαίρεση την περιοχή πολύ μικρών εκτροπών, οι μετρήσεις εμφανίζουν μια σχεδόν απόλυτα γραμμική μεταβολή, υποστηρίζοντας κατ’ αυτόν τον τρόπο το υπερβολικό πρότυπο της καμπύλης φόρτισης-εκτροπής. Στη γραμμικοποιημένη μορφή της εξίσωσης (7.13), οι παράμετροι k0 και ω υπολογίζονται με απλή γραμμική ανάλυση. Σχετικές τιμές δίνονται στον Πίνακα 7.2. Θα πρέπει να σημειωθεί ότι απευθείας υπολογισμός του συντελεστή k0, βάσει της εφαπτομένης της καμπύλης φόρτισης-εκτροπής, για μικρές μετατοπίσεις, είναι συνήθως ευαίσθητος σε σφάλματα της μέτρησης του φορτίου ή της μετατόπισης. Η χρήση της εξίσωσης (7.13) αποτρέπει αυτό το πιθανό πρόβλημα. Τέλος, η παράμετρος ϕ και η παράμετρος διαχωρισμού ψ υπολογίζονται απευθείας από μετρήσεις με χρήση των εξισώσεων (7.4) και (7.5), αντίστοιχα. Παραδείγματα δίνονται στον Πίνακα 7.2. 

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							Παράμετρος

						
							
							Περιγραφή

						
							
							Τιμή

						
					

					
							
							a

						
							
							Συντελεστής «σπονδυλικής καμπύλης»

						
							
							6.7

						
					

					
							
							b

						
							
							Εκθέτης «σπονδυλικής καμπύλης»

						
							
							0.254

						
					

					
							
							k0/c

						
							
							Αρχική ακαμψία κατά την αποφόρτιση

						
							
							660

						
					

					
							
							ω

						
							
							Μεγάλες μετατοπίσεις κατά την αποφόρτιση

						
							
							0.433

						
					

					
							
							ϕ

						
							
							Όριο αναρρόφησης κατά την αποφόρτιση

						
							
							0.203

						
					

					
							
							ψ

						
							
							Συντελεστής διαχωρισμού πυθμένα αγωγού 

						
							
							0.661

						
					

				
			

			Πίνακας 7.2 Παράμετροι μοντέλου P-y κατά τον Dunlap κ.ά. (1990). 
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			Εικόνα 7.12 Υπολογισμός των συντελεστών «σπονδυλικής καμπύλης» a και b. 
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			Εικόνα 7.13 Υπολογισμός των συντελεστών του υπερβολικού τμήματος k0 και ω.

			7.4. Αλληλεπίδραση αγωγού και πυθμένα: Αναλυτική προσέγγιση

			Η περιγραφή του φαινομένου στην Ενότητα 7.3 του παρόντος κεφαλαίου βασίστηκε σε ένα ημιεμπειρικό μοντέλο, του οποίου η χρήση στηρίζεται, κατά μείζονα λόγο, σε πειραματικές μετρήσεις. Από την άποψη αυτή, μπορεί να είναι χρήσιμο, δεδομένου ότι εγκολπώνει τις βασικές παραμέτρους του προβλήματος (π.χ. αρχική διείσδυση-«σπονδυλική καμπύλη», δημιουργία τάφρου, ανύψωση και επικάθηση του αγωγού, πιθανή δύναμη αναρρόφησης κτλ.), αλλά σε καμία περίπτωση δεν μπορεί να γενικευθεί. Ακόμα και αν ληφθεί υπόψη η πλαστικότητα του υλικού του εδάφους, το μοντέλο παραμένει ατελές, αφού δεν μεταβάλλει τη μορφή των βρόγχων P-y, με την εμβάθυνση της τάφρου και με την αύξηση της διείσδυσης. Επιπρόσθετα, είναι δύσχρηστο σε ένα συνολικό πρότυπο επίλυσης, στο οποίο λαμβάνεται υπόψη η συνολική δυναμική συμπεριφορά όλου του μήκους του αγωγού (επικαθήμενου τμήματος και ανυψωμένου). Πράγματι, το φαινόμενο της αλληλεπίδρασης αγωγού και πυθμένα εμπεριέχει αρκετούς βαθμούς αβεβαιότητας, ορισμένοι από τους οποίους έχουν ήδη αναφερθεί. Το γεγονός αυτό εξηγεί και τον περιορισμένο αριθμό αναλυτικών προσεγγίσεων, οι οποίες ενσωματώνονται ταυτόχρονα στο μαθηματικό πρότυπο της δυναμικής ισορροπίας του πλήρους μήκους του αγωγού. Επίσης, θα πρέπει να αναφερθεί ότι ακόμα και αυτές οι περιορισμένες προσπάθειες δεν έχουν κοινή μεθοδολογική αναφορά. 

			Στην ενότητα αυτή παρουσιάζουμε μια τέτοια αναλυτική προσέγγιση (Chatjigeorgiou, 2013). Η ανάλυση πραγματοποιείται στο χώρο των δύο διαστάσεων, δεδομένου ότι το φαινόμενο της αλληλεπίδρασης συνδέεται, κατά κύριο λόγο, με το επίπεδο αναφοράς του (αλυσοειδούς) αγωγού. Βασικές υποθέσεις είναι:

			
					η θεώρηση απόλυτα οριζόντιου ελαστικού πυθμένα, 

					οι αρμονικές κινήσεις που προκαλούνται από επιβαλλόμενες μονοχρωματικές διεγέρσεις στην κορυφή του αγωγού. 

			

			Υπό αυτές τις προϋποθέσεις, η αλυσοειδής καμπύλη (Irvine, 1981) θα ανυψώνεται και θα επικάθεται στον πυθμένα συνεχώς, ενώ, για μονοχρωματικές διεγέρσεις, ο κύκλος ανύψωσης-επικάθησης θα είναι περιοδικός και η χρονική του διάρκεια θα ισούται με την περίοδο της διέγερσης. Θεωρώντας κομβική διακριτοποίηση του αγωγού, το μήκος της TDZ μπορεί να υπολογιστεί με μεγάλη ακρίβεια από τη στατική ανάλυση της αλυσοειδούς. Έχοντας ως βασική διαμόρφωση την αλυσοειδή, που αντιστοιχεί στη στατική ισορροπία του αγωγού, θα πρέπει να επισημανθεί ότι τα μήκη των τμημάτων εκατέρωθεν του TDP, όταν t = 0, δεν είναι απαραίτητα ίσα. Αυτό εξαρτάται από τη στατική διαμόρφωση και τη διεύθυνση της διέγερσης στην κορυφή του αγωγού. Εντούτοις, μπορεί να υποτεθεί ότι το χρονικά μεταβαλλόμενο TDP θα εκτελεί οριζόντιες ταλαντωτικές κινήσεις γύρω από μια μέση θέση, η οποία θα συμπίπτει με το TDP, για t = 0 (το TDP της στατικής διαμόρφωσης). Επιπρόσθετα, μπορεί να θεωρηθεί με αρκετή ακρίβεια ότι το στιγμιαίο TDP είναι σημείο άρθρωσης. 

			Η υπόθεση ενός οριζόντια κινούμενου σημείου γύρω από μια μέση θέση επιτρέπει την εφαρμογή αναπτύγματος σε σειρές Taylor όλων των μεταβλητών που εμπλέκονται στις οριακές συνθήκες του κατώτερου άκρου του αγωγού. Δεδομένου ότι το χρονικά κινούμενο TDP έχει θεωρηθεί αρθρωτή σύνδεση, είναι προφανές ότι οι ταχύτητές του και η καμπυλότητα σε αυτό θα είναι μηδενικές. Χρησιμοποιώντας, καταρχάς, όρους ταχύτητας και το δισδιάστατο δυναμικό σύστημα της Ενότητας 5.4 του παρόντος, θέτουμε ως f τον γενικευμένο ορισμό για την αξονική ταχύτητα, την κάθετη ταχύτητα και την καμπυλότητα. Το ανάπτυγμα σε σειρά Taylor του f  θα γράφεται ως:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


f0+∂f∂s0Δs+⋯=0



						
							
							(7.14)

						
					

				
			

			Ο δείκτης 0 στην εξίσωση (7.14) δηλώνει ότι ο αντίστοιχος όρος υπολογίζεται στο TDP που αντιστοιχεί στη θέση στατικής ισορροπίας του αγωγού (t = 0). Οι όροι τάξης μεγέθους O(Δs2) και άνω έχουν αμεληθεί. 

			Ως παράδειγμα χρησιμοποιούμε την οριακή συνθήκη για την αξονική ταχύτητα u = 0. Αναπτύσσοντάς την σε σειρά Taylor, λαμβάνουμε: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


u=0⇒u0+∂u∂s0Δs+⋯=0



						
							
							(7.15)

						
					

				
			

			Αντικαθιστώντας στη συνέχεια την εξίσωση (5.39), η εξίσωση (7.15) γίνεται:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


u0+1EA∂T∂t+vΩ0Δs+⋯=0



						
							
							(7.16)

						
					

				
			

			Κατά τον ίδιο τρόπο, οι οριακές συνθήκες για την κάθετη ταχύτητα και την καμπυλότητα γίνονται: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


v0+∂ϕ∂t-uΩ0Δs=0



						
							
							(7.17)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Ω0-SEI0Δs=0



						
							
							(7.18)

						
					

				
			

			Για τις εξισώσεις (7.16)-(7.18), παρατηρούμε ότι οι αρχικές οριακές συνθήκες Dirichlet μετατρέπονται σε μη ομογενείς. Επιπρόσθετα, γίνεται σαφές ότι οι οριακές συνθήκες εμφανίζουν δυναμική συμπεριφορά και είναι μη γραμμικές. Η υπάρχουσα βιβλιογραφία σχετικά με το εξεταζόμενο φαινόμενο αλληλεπίδρασης βρίθει από αναφορές σχετικά με τη μη γραμμικότητά του. Εντούτοις, οι σχετικές παρατηρήσεις σχετίζονται, συνήθως, αν όχι πάντα, με τη μη γραμμική ακαμψία και τις μη γραμμικές σχέσεις τάσεων-παραμορφώσεων του υλικού του εδάφους. Η παρούσα μαθηματική ανάλυση αποδεικνύει ότι το ίδιο το φαινόμενο είναι μη γραμμικό και οι εμπλεκόμενες μη γραμμικότητες δεν καθορίζονται αποκλειστικά από την παραμορφωσιακή συμπεριφορά του εδάφους. 

			Η μορφή των οριακών συνθηκών (7.16)-(7.18) επιτρέπει τη χρήση τους μόνο σε μοντέλα επίλυσης στο πεδίο του χρόνου. Για μεθόδους επίλυσης στο πεδίο των συχνοτήτων, θα πρέπει να υποστούν επιπλέον επεξεργασία, με αναπτύγματα σε σειρές διαταραχών, βάσει της διαδικασίας που περιγράψαμε στην Ενότητα 5.4 του παρόντος. Ως παραδείγματα δίνονται οι οριακές συνθήκες για τις ταχύτητες και την καμπυλότητα στο κατώτερο σημείο του αγωγού, για το γραμμικό πρόβλημα (συχνότητα ω ίση με τη συχνότητα της διέγερσης) και το  μη γραμμικό πρόβλημα διπλής συχνότητας 2ω. Αυτές είναι:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


u(1)0+1EA∂T1(1)∂t+v(1)Ω(0)0Δs+⋯=0



						
							
							(7.19)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


v(1)0+∂ϕ1(1)∂t-Ω(0)u(1)0Δs=0



						
							
							(7.20)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Ω1(1)0-S1(1)EI0Δs=0



						
							
							(7.21)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


u(2)0+1EA∂T1(2)∂t+Ω(0)v(2)+Ω1(1)v(1)0Δs=0



						
							
							(7.22)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


v(2)0+∂ϕ1(2)∂t-Ω(0)u(2)-Ω1(1)u(1)0Δs=0



						
							
							(7.23)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Ω1(2)0-S1(2)EI0Δs=0



						
							
							(7.24)

						
					

				
			

			Αντίστοιχες σχέσεις μπορεί να προκύψουν εάν ως κινηματικά μεγέθη χρησιμοποιηθούν οι μετατοπίσεις, αντί των ταχυτήτων (Chatjigeorgiou, 2013). 

			Παρατηρώντας τις εξισώσεις (7.16)-(7.21), διαπιστώνουμε ότι, για το γραμμικό πρόβλημα [εκθέτης (1)], οι οριακές συνθήκες συνεχίσουν να είναι γραμμικές. Εντούτοις, στην πραγματικότητα είναι συζευγμένες, δεδομένου ότι εμπλέκουν όλα τα δυναμικά μεγέθη στο TDP. Επιπρόσθετα, επισημαίνεται ότι οι ταχύτητες (ή, αντίστοιχα, οι μετατοπίσεις) και η καμπυλότητα δεν είναι μηδενικές. Το θεωρητικό αυτό εύρημα βρίσκεται σε συμφωνία με το πραγματικό φαινόμενο, αφού το TDP θα ταλαντώνεται συνεχώς.

			7.5. Διαδικασία εναπόθεσης αγωγών στον πυθμένα της θάλασσας 

			Τα τελευταία χρόνια, η διαδικασία εναπόθεσης αγωγών στον πυθμένα της θάλασσας έχει βρει μεγάλη εφαρμογή στη θαλάσσια βιομηχανία. Τέτοιοι αγωγοί χρησιμοποιούνται κυρίως για τη μεταφορά αέριων υδρογονανθράκων, καθώς παρέχουν τη δυνατότητα επιλογής εναλλακτικών οδών μεταφοράς μέσω του θαλάσσιου περιβάλλοντος, αντί των συνήθων χερσαίων ή των πλοίων μεταφοράς υγροποιημένων αεριών (LNG Carriers). Λεπτομέρειες σχετικά με τη συγκεκριμένη διαδικασία έχουν ήδη μελετηθεί στο Κεφάλαιο 1 του παρόντος. Εδώ απλώς αναφέρεται ότι, κατά τη συγκεκριμένη λειτουργία, η δυναμική συμπεριφορά του αγωγού δεν είναι τόσο σημαντική και η εξέλιξη και εφαρμογή της διαδικασίας μπορεί να προσεγγιστούν ημιστατικά, δεδομένων των πολύ χαμηλών κινήσεων του πλοίου που πραγματοποιεί την εναπόθεση. Στη συνέχεια, θα παρουσιάσουμε την αναλυτική ημιστατική προσέγγιση του προβλήματος (Palmer κ.ά., 1974· Palmer, 2008). Και πάλι ιδιαίτερη σημασία έχουν η μορφολογία και οι ιδιότητες του πυθμένα, εάν τελικά ο αγωγός επικάθεται απλώς σε αυτόν ή εισχωρεί μέσα σε αυτόν, λόγω αυξημένης πλαστικότητας του υλικού του. 

			7.5.1. Εναπόθεση σε σταθερό πυθμένα

			Η εξίσωση που προσδιορίζει τη διαμόρφωση του αγωγού σε πάνω σε σταθερό πυθμένα είναι (Palmer κ.ά., 1974· Palmer, 2008): 

			[image: ]

			Εικόνα 7.14 Εναπόθεση πάνω σε σταθερό και απαραμόρφωτο πυθμένα.

			
				
					
					
				
				
					
							
							


EIddSsecϕd2ϕdS2=Usec2ϕdϕdS-w



						
							
							(7.25)

						
					

				
			

			όπου ΕΙ είναι η καμπτική ακαμψία, S η απόσταση που λαμβάνει τιμές κατά μήκος του αγωγού, ϕ η γωνία που σχηματίζει ο αγωγός με την οριζόντιο, U η οριζόντια συνιστώσα της αξονικής δύναμης (τάσης), που εφαρμόζεται από το πλωτό όχημα εναπόθεσης, και w το βάρος ανά μονάδα μήκους του αγωγού στο νερό. 

			Η εξίσωση (7.25) αφορά το χώρο των δύο διαστάσεων και η ανάλυση γίνεται εντός του επιπέδου του αγωγού, ενώ δεν λαμβάνεται υπόψη η πιθανή παρουσία ρευμάτων κάθετων στο επίπεδο αυτό. 

			Ακολούθως, ορίζουμε το αδιάστατο μήκος s = S/(U/w). Έτσι, ως προς τις νέες μεταβλητές, η εξίσωση (7.25) γράφεται: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ε2ddSsecϕd2ϕdS2=sec2ϕdϕdS-1



						
							
							(7.26)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ε2=EIw2U3



						
							
							(7.27)

						
					

				
			

			Με εξαίρεση την περίπτωση ρηχού νερού, η παράμετρος ε είναι πολύ μικρός αριθμός, λόγω του μεγάλου μεγέθους U που καλείται να υποστηρίξει το βάρος του βυθισμένου τμήματος του αγωγού. Στην Εικόνα 7.14 φαίνεται η περιοχή γύρω από το TDP (σημείο Τ στην Εικόνα 7.14). Ο πυθμένας είναι απαραμόρφωτος και οριζόντιος. Το ύψος πάνω από αυτόν μπορεί να αδιαστατοποιηθεί με τον ίδιο τρόπο όπως το S, έτσι ώστε y = Y/(U/w). 

			Πολύ κοντά στον πυθμένα, η γωνία ϕ είναι μικρή. Επομένως, ϕ = dY/dS = dy/ds. Οπότε, η εξίσωση (7.26) γίνεται: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ε2d4yds4=d2yds2-1



						
							
							(7.28)

						
					

				
			

			Η γενική λύση της εξίσωσης (7.28) είναι: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


y=(1/2)s2+c1s+c2+c3exp(s/ε)+c4exp(-s/ε)



						
							
							(7.29)

						
					

				
			

			όπου c1, c2, c3 και c4 είναι άγνωστες σταθερές. Η σταθερά c3 πρέπει να είναι μηδέν, επειδή, διαφορετικά, ο εκθετικός όρος θα αυξάνεται απεριόριστα με την απόσταση από το TDP. Οι υπόλοιπες τρεις σταθερές υπολογίζονται από τις οριακές συνθήκες στο TDP, όπου το y είναι μηδέν, από τον ορισμό των αξόνων, το dy/ds είναι μηδέν, επειδή ο αγωγός εφάπτεται στον πυθμένα, και το d2y/ds2 είναι επίσης μηδέν, επειδή η καμπτική ροπή. Επόμενως, η καμπυλότητα πρέπει να είναι συνεχής στο TDP, ενώ στα αριστερά αυτού του σημείου, ο αγωγός πρέπει να είναι ευθύς, με μηδενική καμπυλότητα. Με χρήση αυτών των συνθηκών, η σχέση (7.29) απλοποιείται στην: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


y=(1/2)s2-εs+ε2-ε2exp(-s/ε)



						
							
							(7.30)

						
					

				
			

			Αμέσως μετά το TDP (στα δεξιά του), η διατμητική δύναμη θα δίνεται από: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Sns=0=-EId2ϕds2s=0=-EIw2U2d3yds3s=0=-wEIU



						
							
							(7.31)

						
					

				
			

			Στα αριστερά του σημείου TDP, η διατμητική δύναμη θα είναι μηδέν, γιατί, σε διαφορετική περίπτωση, η καμπτική ροπή δεν θα ήταν μηδενική. 

			7.5.2. Εναπόθεση σε σταθερό πλαστικό πυθμένα

			Η σχετική διαδικασία φαίνεται στην Εικόνα 7.15. Η αρχή των αξόνων είναι τώρα το σημείο στο οποίο ο αγωγός γίνεται οριζόντιος και έχει φτάσει στη μέγιστη βύθισή του. Η οριζόντια απόσταση μεταξύ της αρχής Ο και του σημείου Τ (TDP) συμβολίζεται με z = Ζ/(U/w). Μεταξύ των σημείων Ο και T, ο πυθμένας έχει προοδευτικά παραμορφωθεί από τον αγωγό, ενώ η δύναμη ανά μονάδα μήκους που ασκείται μεταξύ του πυθμένα και του αγωγού είναι η δύναμη αντίδρασης, r, η οποία πρέπει, με τη σειρά της, να είναι μεγαλύτερη από το βάρος ανά μονάδα βυθισμένου μήκους του αγωγού, w, δεδομένου ότι, αν r < w, τότε ο πυθμένας δεν θα μπορούσε να στηρίξει τον αγωγό. 

			[image: ]

			Εικόνα 7.15 Εναπόθεση πάνω σε σταθερό-πλαστικό πυθμένα.

			Στο σημείο Ο, η βύθιση φτάνει τη μέγιστη τιμή της. Στα αριστερά του Ο, η δύναμη μεταξύ του πυθμένα και του αγωγού εξισορροπεί ακριβώς το βάρος w. Στα αριστερά του Τ και στα δεξιά του Ο, ο πυθμένας παραμορφώνεται από τον αγωγό και ασκείται μια πρόσθετη κατακόρυφη δύναμη, με φορά προς τα πάνω r (ανά μονάδα μήκους). Επομένως, η εξίσωση ισορροπίας θα γίνει: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


EIddSsecϕd2ϕdS2=Usec2ϕdϕdS-w+r,    0<s<z



						
							
							(7.32)

						
					

				
			

			Η αδιάστατη μορφή της εξίσωσης (7.32) για μικρή γωνία ϕ είναι:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ε2d4yds4=d2yds2+rw-1,    0<s<z



						
							
							(7.33)

						
					

				
			

			Οι γενικές λύσεις των εξισώσεων (7.28) και (7.32) είναι: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


y=(1/2)s2+c1s+c2+c3exp(s/ε)+c4exp(-s/ε),    s>z
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y=-(1/2)μs2+a1s+a2+a3exp(s/ε)+a4exp(-s/ε),    0<s<z



						
							
							(7.35)

						
					

				
			

			όπου  

μ=r/w-1

 και ck, ak, k = 1, 2, 3, 4, είναι άγνωστες σταθερές. 

			Στις εξισώσεις (7.34) και (7.35) υπάρχουν εννέα άγνωστοι, συμπεριλαμβανομένου του z, το οποίο δεν είναι εξαρχής γνωστό και αποτελεί μέρος του προβλήματος. Στο σημείο T, s = z, ενώ το ύψος, η γωνία, η καμπυλότητα και η διατμητική δύναμη, όπως, κατ’ επέκταση, και τα y, dy/ds, d2y/ds2 και d3y/ds3, πρέπει να είναι συνεχείς συναρτήσεις. Στο σημείο Ο, s = 0, ενώ το ύψος, η γωνία, η καμπυλότητα και η διατμητική δύναμη, όπως επίσης τα y, dy/ds, d2y/ds2 και d3y/ds3, πρέπει να ισούνται με μηδέν. Τέλος, όπως και προηγούμενα, το c3 πρέπει να είναι ίσο με μηδέν. Συνολικά λοιπόν, έχουμε εννέα οριακές συνθήκες (εξισώσεις), με εννέα αγνώστους, με αποτέλεσμα να υπάρχει μοναδική λύση. Με στοιχειώδεις πράξεις, μπορούμε να συμπεράνουμε ότι:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


z=εlog1+1μ⇔Z=Uwz=-EIUlog1+1μ



						
							
							(7.36)

						
					

				
			

			Εάν το r είναι μεγάλο σε σχέση με το w, τότε το Ζ θα είναι μικρό. Καθώς r → w, τότε Z → ∞, επειδή στην περίπτωση αυτή η αντίδραση του εδάφους προσεγγίζει το βυθισμένο βάρος του αγωγού. Εάν το w/r είναι μικρό, τότε ο πρώτος όρος του αναπτύγματος του log(1+1/μ) θα δίνει: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Z=wrEIU



						
							
							(7.37)

						
					

				
			

			Επιστρέφοντας στη γενική περίπτωση και στο σημείο s = z, έχουμε: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


yz=-1/2μz2+ε22(1+μ)



						
							
							(7.38)

						
					

				
			

			ενώ, με χρήση της (7.36), λαμβάνουμε: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


YZ=-1/2EIU2-μlog1+1μ2+11+μ
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			Η εξίσωση (7.39) μπορεί να αναπτυχθεί σε σειρά του 1/μ και, για 1/μ μικρό (για μεγάλες τιμές του r/w), ο πρώτος όρος θα είναι: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


yz≅124ε2μ3



						
							
							(7.40)

						
					

				
			

			Η τελευταία προσέγγιση είναι καλή μόνο για μεγάλες τιμές του μ, στις οποίες η εισχώρηση είναι πολύ μικρή για να έχει ενδιαφέρον. 
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			Κεφάλαιο 8

			Ακραίες καταστάσεις φόρτισης λόγω δυναμικού λυγισμού

			Σύνοψη 

			Στο κεφάλαιο αυτό εξετάζονται οι επιδράσεις του δυναμικού λυγισμού σε μοντέλα δοκών που προσομοιάζουν αγωγούς. Το φαινόμενο του δυναμικού λυγισμού συνδέεται με τις ακραίες καταστάσεις φόρτισης που μπορεί να προκύψουν λόγω μη γραμμικών διεγέρσεων. Εξετάζονται θέματα αστάθειας που συνδέονται με το συγκεκριμένο φαινόμενο. Παρουσιάζεται το απλούστερο μοντέλο δυναμικού λυγισμού, που εκφράζεται μέσω της περιοδικής εξίσωσης Mathieu. Περιγράφονται αναλυτικές λύσεις του μη γραμμικού δυναμικού προβλήματος αγωγών, με χρήση των μεθόδων πολλαπλών κλιμάκων και της θεωρίας Floquet. Δίνονται παραδείγματα περιοχών αστάθειας Mathieu, καμπύλες απόκρισης συχνότητας και καμπύλες μετάβασης από ευσταθείς σε ασταθείς περιοχές της απόκρισης. Τέλος, αναλύεται το φαινόμενο «τύπου λυγισμού», που προκαλεί συμπιεστική φόρτιση σε αλυσοειδούς αγωγούς και περιγράφεται το φαινόμενο απώλειας στήριξης λόγω μηδενισμού της αξονικής δύναμης, για ευθείες δοκούς. 

			Προαπαιτούμενη γνώση 

			Ο αναγνώστης απαιτείται να έχει κατανοήσει τη χρήση της μεθόδου χωρισμού των μεταβλητών, για την αναλυτική επίλυση γραμμικών μερικών διαφορικών εξισώσεων, να διαθέτει γνώσεις γραμμικής ανάλυσης (μητρώων, ιδιοτιμών, ιδιομορφών, κανονικών μορφών Jordan) και να έχει σχετική εξοικείωση με μεθόδους επίλυσης μη γραμμικών ταλαντωτικών συστημάτων (θεωρία διαταραχών, μέθοδος πολλαπλών κλιμάκων, θεωρία Floquet). 

			8.1. Ακραίες καταστάσεις φόρτισης

			Αναφορικά με τους υποθαλάσσιους αγωγούς, οι οποίοι χρησιμοποιούνται, κατά μείζονα λόγο, για τη μεταφορά ρευστών, ακραίες νοούνται οι καταστάσεις που τείνουν να διακυβεύσουν τη δομική τους ακεραιότητα. Θα πρέπει να θυμόμαστε ότι οι σημαντικότεροι λόγοι πιθανής αστοχίας συνδέονται με την κόπωση της κατασκευής, η οποία υποβάλλεται για μεγάλα χρονικά διαστήματα σε κυκλικές φορτίσεις, ως απόρροια των κυκλικών (ταλαντωτικών) διεγέρσεων. Ακραίες καταστάσεις δεν είναι απαραίτητα αυτές που μπορούν να προκαλέσουν την άμεση αστοχία ενός αγωγού. Για το λόγο αυτό, κρίνεται σκόπιμο να ενσωματωθούν στον συγκεκριμένο ορισμό και οι συνθήκες που μακροπρόθεσμα θα μπορούσαν να προκαλέσουν θραύση ή παραμόρφωση της αρχικής του γεωμετρίας, σε τέτοιο βαθμό ώστε να τον θέσουν εκτός λειτουργίας. Είναι σημαντικό να υπενθυμίσουμε ότι οι υποθαλάσσιοι αγωγοί κατασκευάζονται με μακρά αναμενόμενη διάρκεια ζωής ομαλής και παραγωγικής λειτουργίας, και απαιτούν τεράστιους πόρους για την εγκατάστασή τους. Ταυτόχρονα, πιθανή αστοχία τους ή απροσδόκητος τερματισμός της λειτουργίας τους συνεπάγεται πολύ μεγάλο κόστος, το οποίο συνδέεται με τις απαραίτητες εργασίες για την επαναφορά τους σε ομαλή κατάσταση, με διαφυγόντα οφέλη και κόστη, λόγω πιθανών περιβαλλοντικών επιπτώσεων. 

			Ίδιες καταστάσεις δεν είναι απαραίτητα ακραίες για όλες τις διαμορφώσεις. Πιθανά δυσμενή αποτελέσματα συνδέονται, κατά το μάλλον ή ήττον, με τη γεωμετρία της εγκατάστασης. Ας πάρουμε παράδειγμα έναν αλυσοειδή αγωγό που συνδέει δύο πλωτές κατασκευές και είναι πλήρως βυθισμένος. Τα αποτελέσματα του δυναμικού λυγισμού (dynamic buckling), λόγω των αξονικών συνιστωσών της διέγερσης, είναι ασήμαντα σε σχέση με τα αποτελέσματα του δυναμικού λυγισμού για έναν χαλύβδινο αγωγό riser, που συνδέει μια πλωτή κατασκευή με τον πυθμένα. 

			Εν γένει, τα φαινόμενα που μπορούν να οδηγήσουν σε απότομες και ακραίες μεταβολές της εντατικής κατάστασης των υποθαλάσσιων αγωγών με βάση τις τρέχουσες πρακτικές είναι συγκεκριμένα και μπορούν εύκολα να καταλογοποιηθούν. Χωρίς αυτό φυσικά να σημαίνει ότι, μελλοντικά, για μια διαφορετικού τύπου εγκατάσταση ή γεωμετρία, δεν πρόκειται να δοθεί διαφορετική απάντηση. Με βάση τη σύγχρονη εμπειρία και γνώση, σημαντικά θεωρούνται: 

			
					τα φαινόμενα αποκόλλησης της ροής, λόγω στροβιλότητας, η οποία οδηγεί σε εκτός του επιπέδου διάδοσης της ροής υψίσυχνες ταλαντώσεις (vortex-induced vibrations/viv),

					τα φαινόμενα χανδάκωσης (trenching) στον πυθμένα, τα οποία οδηγούν σε κυκλικές κρουστικές φορτίσεις του τμήματος του αγωγού που αλληλεπιδρά με αυτόν (Touch Down Zone/TDZ), 

					τα φαινόμενα δυναμικού λυγισμού, τα οποία οδηγούν στην ανάπτυξη ακραίων καμπτικών ροπών και, κατ’ επέκταση, καμπτικών τάσεων. 

			

			Τα φαινόμενα (i) και (ii) έχουν εξετασθεί στα Κεφάλαια 3 και 7, αντίστοιχα, του παρόντος. Η ύλη αυτού του κεφαλαίου εξαντλείται στην περιγραφή και τη μαθηματική μοντελοποίηση του φαινομένου του δυναμικού λυγισμού και των επιπτώσεών του σε αγωγούς που είναι, λόγω της μορφής τους, ευάλωτοι σε παρόμοιες επιδράσεις. Κατά μείζονα λόγο, τέτοιοι αγωγοί είναι αυτοί που συνδέουν τον πυθμένα με την πλωτή κατασκευή. Ο πυθμένας (δηλαδή, ένα σταθερό όριο στήριξης) είναι απαραίτητος για την ανάπτυξη φαινομένων δυναμικού λυγισμού που συνδέονται με αξονικές συνιστώσες της διέγερσης. Επιπρόσθετα, λόγω της μορφής των αλυσοειδών αγωγών, η ανάπτυξη των ισχυρότερων καμπτικών φορτίσεων επικεντρώνεται στην εν λόγω περιοχή. Είναι προφανές ότι οι τελευταίες, σε συνδυασμό με τις ισχυρές κρουστικές φορτίσεις στην περιοχή επικάθησης, συνιστούν το περιβάλλον μιας ακραίας συμπεριφοράς, που οδηγεί, αναπόφευκτα, σε κόπωση και, δυνητικά, σε θραύση. 

			Χωρίς να υπάρχει προφανής λόγος, τα φαινόμενα του δυναμικού λυγισμού σε αγωγούς που λειτουργούν στο θαλάσσιο περιβάλλον απαντούν ενίοτε και με τον όρο Heave Induced Lateral Motions (HILM) (LeCunff κ.ά., 2005). Με τον συγκεκριμένο όρο περιγράφονται πλευρικές κινήσεις του αγωγού, κάθετες στον άξονα συμμετρίας του, που προκαλούνται λόγω κατακόρυφων (heave) διεγέρσεων. Στην πραγματικότητα, τα φαινόμενα αυτά είναι απόρροια του δυναμικού λυγισμού, λόγω αξονικών συνιστωσών της διέγερσης. Θα πρέπει να σημειωθεί ότι, για συνήθεις μορφές αλυσοειδών αγωγών, οι οποίοι είναι σχεδόν κατακόρυφοι από το σημείο σύνδεσής τους με την πλωτή κατασκευή έως τον πυθμένα, οι κατακόρυφες κινήσεις εφαρμόζονται, στην πραγματικότητα, αξονικά και προκαλούν, κατ’ επέκταση, λυγισμό. 

			8.2. Δυναμικός λυγισμός και περιοδική εξίσωση Mathieu

			Ο δυναμικός λυγισμός είναι η κατάσταση στην οποία περιέρχεται μια λεπτόγραμμη κατασκευή (μικρή, χαρακτηριστική διάσταση σε σχέση με το μήκος της) που υποβάλλεται σε αξονικές φορτίσεις (διεύθυνση επιβολής που συμπίπτει με τον άξονα της κατασκευής). Η διαφορά του απλού (ή στατικού) λυγισμού με τον δυναμικό λυγισμό είναι η χρονική μεταβολή της διέγερσης που χαρακτηρίζει τον τελευταίο. Ο στατικός λυγισμός υφίσταται όσο διαρκεί η στατική αξονική φόρτιση, προκαλώντας την κάμψη της κατασκευής, η οποία συμπεριφέρεται καμπτικά ως δοκός, με μη αμελητέα καμπτική ακαμψία. Όταν η διέγερση καθίσταται μη μόνιμη (χρονικά μεταβαλλόμενη), η καμπτική συμπεριφορά γίνεται κυκλική, υπό την προϋπόθεση της επιβολής διέγερσης με μεταβολή πρόσημου, δηλαδή μεταβολή φοράς υπό την ίδια διεύθυνση. 

			Για την εμφάνιση του λυγισμού, απαιτείται μεγάλος λόγος μήκους προς χαρακτηριστική διάσταση (π.χ. διάμετρο, για κυκλικές δοκούς). Σε αντίθετη περίπτωση, δεν προκαλείται κάμψη, αλλά η κατασκευή υποβάλλεται σε θλίψη και, στην περίπτωση χρονικά μεταβαλλόμενης διέγερσης, σε κυκλική θλίψη/εφελκυσμό. Ο δυναμικός λυγισμός είναι ένα μη γραμμικό φαινόμενο, υπό την έννοια ότι το μαθηματικό πρότυπο περιλαμβάνει μη γραμμικούς όρους. Στην πραγματικότητα, από εννοιολογική άποψη, το απλούστερο μοντέλο δυναμικού λυγισμού είναι μη ομογενές και όχι μη γραμμικό, και περιγράφεται από την περιοδική εξίσωση Mathieu, η οποία θα μας απασχολήσει σε αυτή την ενότητα. Η εισαγωγή του όρου «περιοδική» έγινε ηθελημένα, για την εξειδίκευση του μαθηματικού προτύπου που συνδέεται με το φαινόμενο του δυναμικού λυγισμού από την έτερη εξίσωση Mathieu, η οποία αποδίδει τις ακτινικές συναρτήσεις Mathieu. 

			8.2.1. Εξαγωγή των εξισώσεων Mathieu

			Η εξίσωση Mathieu φέρει το όνομα του Ѐmile Lèonard Mathieu, ο οποίος την εξήγαγε πρώτος ως διαχωριζόμενη (separable) λύση των εξισώσεων Laplace και Helmholtz σε ελλειπτικές συντεταγμένες (Mathieu, 1868). Αναφέρεται ότι λύσεις των εξισώσεων Mathieu είναι οι ομώνυμες συναρτήσεις. Πριν αναφέρουμε τον τρόπο σύνδεσης της περιοδικής εξίσωσης Mathieu με τη μαθηματική περιγραφή του φαινομένου του δυναμικού λυγισμού, κρίνεται σκόπιμο, για την πληρότητα της ανάλυσης, να αναπτύξουμε συνοπτικά τον τρόπο εξαγωγής της. 

			Ξεκινώντας από την εξίσωση Laplace σε καρτεσιανές συνταγμένες (x, y, z): 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂2ϕ∂x2+∂2ϕ∂y2+∂2ϕ∂z2=0



						
							
							(8.1)

						
					

				
			

			την τροποποιούμε σε ελλειπτικές συντεταγμένες (u, v, z), χρησιμοποιώντας x = ccosh(u)cos(v), y = csinh(u)sin(v), δηλαδή (Abramowitz και Stegun, 1970· Olver κ.ά., 2010):

			
				
					
					
				
				
					
							
							


2c2(cosh2u-cos2v)∂2ϕ∂u2+∂2ϕ∂v2+∂2ϕ∂z2=0



						
							
							(8.2)

						
					

				
			

			όπου ϕ(x,y,z) ή ϕ(u,v,z) είναι μια άγνωστη συνάρτηση, έστω, δυναμικό ταχυτήτων, και με c συμβολίζεται το ήμισυ της απόστασης μεταξύ των εστιών του ελλειπτικού πεδίου. 

			Εφαρμόζοντας τη μέθοδο χωρισμού των μεταβλητών, υποθέτουμε λύση της μορφής: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ϕ(u,v,z)=f(u)g(v)φ(z)



						
							
							(8.3)

						
					

				
			

			την οποία εισάγουμε, ακολούθως, στην εξίσωση (8.2), που λαμβάνει τη μορφή: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


2c2(cosh2u-cos2v)1f(u)d2fudu2+1g(u)d2gvdv2=-1φ(z)d2φzdz2=-k2



						
							
							(8.4)

						
					

				
			

			Προφανώς, η ισότητα συναρτήσεων ανεξάρτητων μεταξύ τους μεταβλητών ικανοποιείται μόνο όταν αυτές είναι ίσες με μια σταθερά (η οποία, εν προκειμένω, ορίστηκε ως –k2). Το δεύτερο τμήμα της εξίσωσης (8.4) θα παραγάγει εκθετικές λύσεις, ενώ, εξισώνοντας το αριστερό μέρος με –k2, θα λάβουμε:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


1f(u)d2fudu2+2qcosh2u=-1g(u)d2gvdv2+2qcos2v



						
							
							(8.5)

						
					

				
			

			όπου q = (ck/2)2.

			Ξανά, καταλήξαμε σε μια ισότητα συναρτήσεων ανεξάρτητων μεταξύ τους μεταβλητών. Αναπόφευκτα, οι συναρτήσεις αυτές είναι ίσες με μια σταθερά, έστω, σ και, τελικά, οι άγνωστες συναρτήσεις f(u) και g(v) θα υπολογίζονται ως λύσεις των εξισώσεων Mathieu:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


d2gvdv2+σ-2qcos2vgv=0



						
							
							(8.6)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


d2fudu2-σ-2qcosh2ufu=0



						
							
							(8.7)

						
					

				
			

			Η εξίσωση (8.6) είναι γνωστή ως περιοδική εξίσωση Mathieu και η εξίσωση (8.7) ως ακτινική εξίσωση Mathieu. Εξαρχής, αναφέρεται ότι τα φαινόμενα του δυναμικού λυγισμού συναρτώνται με την περιοδική εξίσωση. Ο συντελεστής q αναφέρεται ως η παράμετρος Mathieu. Στη συνέχεια, θα εξετάσουμε κυρίως το γεγονός ότι, αν αντί του –k2, υποθέταμε k2, τότε οι εξισώσεις Mathieu θα αντιστοιχούσαν σε αρνητική παράμετρο. Λύσεις της εξίσωσης (8.6) αποτελούν οι περιοδικές συναρτήσεις Mathieu 

cem(v;q)

 και 

sem(v;q)

, άρτιες και περιττές, αντίστοιχα, ενώ οι λύσεις της ακτινικής εξίσωσης είναι οι ομώνυμες συναρτήσεις Mathieu πρώτης, δεύτερης, τρίτης και τέταρτης τάξης, 

Mcmj(u;q)

, 

Msm(j)(u;q)

, άρτιες και περιττές, αντίστοιχα, όπου j = 1, 2, 3, 4 δηλώνει την τάξη της συνάρτησης.11 

			8.2.2. Διασύνδεση του δυναμικού λυγισμού με την περιοδική εξίσωση Mathieu

			Για να κατανοήσουμε πώς συνδέεται το φαινόμενο του δυναμικού λυγισμού με την εξίσωση (8.6), θα εξετάσουμε την απλούστερη περίπτωση καμπτικής ταλάντωσης μιας δοκού. Ένα απλοποιημένο μαθηματικό μοντέλο της συγκεκριμένης δυναμικής συμπεριφοράς περιγράφεται από την εξίσωση (2.116) [ή την (2.117), για τις εκτός του επιπέδου καμπτικές ταλαντώσεις]. Ας κάνουμε, επιπρόσθετα, τις εξής υποθέσεις: 

			
					Η δοκός θεωρείται αβαρής, με σταθερά μηχανικά και φυσικά χαρακτηριστικά κατά μήκος της. 

					Η στατική αξονική ένταση μπορεί να θεωρηθεί επίσης σταθερή. 

					Οι δυνάμεις αντίστασης αμελούνται. 

			

			Υπό αυτές τις προϋποθέσεις, η εξίσωση (2.116) μεταπίπτει στην: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


m∂2w∂t2=-EI∂4w∂s4+T0∂2w∂s2+T1∂2w∂s2



						
							
							(8.8)

						
					

				
			

			Για αποφυγή παρανοήσεων, δεδομένου ότι στο παρόν κεφάλαιο, με q συμβολίζουμε την παράμετρο Mathieu, οι καμπτικές ταλαντώσεις της δοκού θα περιγράφονται με το σύμβολο w. Υπενθυμίζεται ότι με T0 και Τ1 συμβολίζονται το στατικό και το δυναμικό τμήμα της αξονικής έντασης, αντίστοιχα, τα οποία υποθέτουμε ότι είναι σταθερά και δεν αποτελούν συναρτήσεις της χωρικής μεταβλητής s, γεγονός που προϋποθέτει ότι η δοκός είναι επαρκώς τεντωμένη. Ας υποθέσουμε, τέλος, ότι η δοκός είναι απλά εδραζόμενη (με αρθρώσεις). Επομένως, οι ιδιομορφές της ταλάντωσης θα περιγράφονται από τις συναρτήσεις sin(nπs/L), όπου L είναι το μήκος της δοκού και το n ανήκει στο σύνολο των φυσικών αριθμών. Άρα, η καμπτική ταλάντωση της δοκού θα πρέπει να περιγραφεί από τη συνάρτηση 

w(s,t)=ηn(t)sin(nπs/L)

, ώστε να ικανοποιεί και τις οριακές συνθήκες. Στην περίπτωση αναλυτικότερης εξέτασης, το w(s, t) θα έπρεπε να κατασκευαστεί ως υπέρθεση άπειρων αρμονικών sin(nπs/L), καθεμία εκ των οποίων θα αντιστοιχούσε σε μια άγνωστη γενικευμένη χρονική μεταβλητή. Εδώ, αποφεύγεται αντίστοιχη ανάλυση, για λόγους απλοποίησης. Σε κάθε περίπτωση, το ποιοτικό αποτέλεσμα θα ήταν παρόμοιο, δεδομένου ότι οι ιδιομορφές sin(nπs/L) είναι ορθογωνικές και η μόνη διαφορά θα ήταν η παραγωγή άπειρων εξισώσεων ως προς τις άπειρες γενικευμένες μεταβλητές.

			Ο λυγισμός είναι το αποτέλεσμα εφαρμογής αξονικής δύναμης, ενώ ο δυναμικός λυγισμός προϋποθέτει χρονική μεταβολή της τελευταίας. Στο συγκεκριμένο μοντέλο της εξίσωσης (8.8), δυναμικός λυγισμός θα προκληθεί αν η δυναμική αξονική ένταση Τ1 είναι χρονικά μεταβαλλόμενη. Ας υποθέσουμε, λοιπόν, ότι η αξονική ένταση μεταβάλλεται αρμονικά, έστω Τ1 = 2qcos(2ωt). Εισάγοντας στη συνέχεια τη λύση, για το w(s,t), στην εξίσωση (8.8) και ορίζοντας: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ωn2=1mnπL2EInπL2+T0



						
							
							(8.9)

						
					

				
			

			λαμβάνουμε την: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂2ηnt∂t2+ωn2+2qcos(2ωt)ηnt=0



						
							
							(8.10)

						
					

				
			

			όπου ωn είναι, στην πραγματικότητα, οι ιδιοσυχνότητες του προβλήματος της ελεύθερης ταλάντωσης. 

			Η εξίσωση (8.10) είναι, πράγματι, η περιοδική εξίσωση Mathieu [βλέπε εξίσωση (8.6)], με αρνητική παράμετρο. Η τελευταία παρατήρηση δεν έχει ουσιαστική σημασία, δεδομένου ότι υπάρχει άμεση συσχέτιση μεταξύ των περιοδικών συναρτήσεων Mathieu και της θετικής ή αρνητικής παραμέτρου. Θα πρέπει, σε κάθε περίπτωση, να επισημανθεί ότι κάτι τέτοιο δεν ισχύει για τις ακτινικές συναρτήσεις Mathieu, των οποίων ο υπολογισμός για αρνητικές παραμέτρους χρήζει ιδιαίτερης προσοχής.

			Ας επανέλθουμε στη θεμελιώδη μορφή της περιοδικής εξίσωσης Mathieu (8.6), για να περιγράψουμε όσο πιο συνοπτικά γίνεται τον τρόπο επίλυσής της. Θα υποθέσουμε, καταρχάς, ότι γνωρίζουμε την τιμή της παραμέτρου q (ή το εύρος τιμών της). Για την περίπτωση του δυναμικού λυγισμού, η γνώση της παραμέτρου εξασφαλίζεται μέσω της γνώσης του πλάτους της δυναμικής έντασης. Η λύση της εξίσωσης Mathieu (8.6) αναζητείται στη μορφή: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


g=∑m=0∞Amcosmv+Bmsinmv



						
							
							(8.11)

						
					

				
			

			Άγνωστο παραμένει, στη γενική μορφή της εξίσωσης, το μέγεθος σ. Αποδεικνύεται (McLachlan, 1947· Meixner και Schäfke, 1954) ότι, για να υπάρχει λύση της εξίσωσης Mathieu (8.6), θα πρέπει οι τιμές των συντελεστών Am και Bm να συνδέονται με συγκεκριμένες χαρακτηριστικές τιμές του σ, έστω am και bm (για τους συντελεστές Am και Bm, αντίστοιχα). Οι χαρακτηριστικές τιμές είναι συναρτήσεις της παραμέτρου q και, για την περίπτωση του δυναμικού λυγισμού της δοκού που εξετάζουμε, συναρτήσεις του πλάτους της αρμονικής δυναμικής αξονικής έντασης, δηλαδή am(q) και bm(q). 12 Ο τρόπος μεταβολής των am και bm ως προς τις τιμές του q φαίνεται στην Εικόνα 8.1, για m = 0, 1, 2, 3. Επισημαίνεται ότι b0 = 0. Στην Εικόνα 8.1, μπορούμε εύκολα να διακρίνουμε τις περιοχές που δημιουργούνται μεταξύ των συντελεστών am και bm. Το εύρος των περιοχών αυτών μειώνεται για μεγαλύτερες τιμές του m. Χωρίς περαιτέρω ανάλυση στο συγκεκριμένο θέμα, μπορεί να αποδειχθεί ότι στις περιοχές αυτές η λύση της εξίσωσης Mathieu είναι ασταθής και βαθμιαία τείνει στο άπειρο. Για την περίπτωση του δυναμικού λυγισμού της δοκού, η τελευταία παρατήρηση σημαίνει ότι, όταν ένα ζεύγος τιμών 

(ωn2,q)

 [εξίσωση (8.10)] εμπίπτει σε περιοχή αστάθειας, τότε το χρονικό σήμα των γενικευμένων συναρτήσεων ηn(t) θα είναι ασταθές και, πρακτικά, το δυναμικό βέλος κάμψης θα λαμβάνει απεριόριστα μεγάλες τιμές. Σε πραγματικές εφαρμογές στο θαλάσσιο περιβάλλον, όπου τα φαινόμενα αντίστασης είναι καθοριστικά, δεν πρόκειται να παρατηρηθεί απειρισμός της εγκάρσιας κίνησης. Αντίθετα όμως, όταν το αντίστοιχο δυναμικό σύστημα εμπέσει σε περιοχή αστάθειας, αναμένεται μεγιστοποίηση της κίνησης, με αρνητικές συνέπειες στην κόπωση της κατασκευής. 

			Η εξίσωση Mathieu περιγράφει το απλούστερο μοντέλο δυναμικού λυγισμού. Καταρχάς, υποθέτει ότι η διέγερση οφείλεται σε παράγοντα της έντασης. Στην πραγματικότητα, η ενίσχυση της δυναμικής έντασης είναι το επακόλουθο των δυναμικών κινήσεων στην αξονική διεύθυνση. Σε ένα μαθηματικό πρότυπο περισσότερο κοντά στην πραγματικότητα (βλέπε, για παράδειγμα, Chatjigeorgiou και Mavrakos, 2005), η εξίσωση Mathieu θα ήταν μη ομογενής, δηλαδή θα είχε και μη μηδενικό δεξί μέρος, γεγονός το οποίο θα σήμαινε ότι η απόκριση θα ήταν υπέρθεση δύο τμημάτων: της εξαναγκασμένης κίνησης (λύση της μερικής) και της παραμετρικής κίνησης (λύση της ομογενούς). Επιπρόσθετα, για να συγκλίνει περισσότερο προς το πραγματικό φαινόμενο μιας ταλαντούμενης δοκού στο θαλάσσιο περιβάλλον, θα πρέπει να περιλαμβάνονται και οι όροι της αντίστασης (της μη γραμμικής απόσβεσης) ή, έστω, οι όροι γραμμικής (ιξώδους) απόσβεσης.

			Αυτό σημαίνει ότι η θεμελιώδης μορφή της εξίσωσης Mathieu σε σχέση με το φαινόμενο του δυναμικού λυγισμού που υφίστανται μεγάλου μήκους δοκοί (ή αγωγοί) θα πρέπει να χρησιμοποιείται μόνο ποιοτικά, για την κατανόηση των βάσεων του φαινομένου. Το πραγματικό φαινόμενο είναι μη γραμμικό και απείρως πιο περίπλοκο.

			[image: ]

			Εικόνα 8.1 Χαρακτηριστικές τιμές της εξίσωσης Mathieu και περιοχές αστάθειας.

			8.2.3. Συζευγμένη διέγερση

			Στη συνέχεια, θα εξετάσουμε την περίπτωση δυναμικού λυγισμού που προκαλείται λόγω αξονικά επιβαλλόμενης διέγερσης, η οποία συνδυάζεται, όμως, και με εγκάρσια διέγερση, δηλαδή κάθετη στον άξονα της δοκού. Η συγκεκριμένη κατάσταση είναι, προφανώς, πιο κοντά στην πραγματικότητα, ανεξάρτητα από το γεγονός ότι συνεχίσουμε να εφαρμόζουμε το απλοποιημένο δυναμικό πρότυπο της εξίσωσης (8.8).

			Υποθέτουμε συνδυασμένη αξονική και εγκάρσια κίνηση, που επιβάλλεται στο ένα άκρο της δοκού, έστω στο σημείο s = L (L το μήκος της δοκού), ενώ το άλλο άκρο (s = 0) διατηρείται ακίνητο. Οι δύο κινήσεις είναι αρμονικές με την ίδια συχνότητα, έστω, ω και με διαφορά φάσης φ. Τα πλάτη της εγκάρσιας και αξονικής κίνησης συμβολίζονται με wa0 και pa0. Υποθέτουμε, επιπρόσθετα, ότι η μεταβολή της αξονικής κίνησης (δυναμικής επιμήκυνσης) είναι γραμμική, γεγονός που πλησιάζει στην πραγματικότητα του φαινομένου. Κατά συνέπεια, η αξονική μετατόπιση μπορεί να γραφτεί ως 

p(s,t)=pa(t)s/L

, όπου 

pa(t)=pa0cosωt

. Η αρμονική διέγερση στην εγκάρσια διεύθυνση θα δίνεται από 

wa(t)=wa0cos(ωt+φ)

. 

			Η ζητούμενη εγκάρσια κίνηση της δοκού, η οποία ταυτόχρονα ικανοποιεί και τις δυναμικές οριακές συνθήκες (μηδενική κίνηση, για s = 0, και κίνηση στο s = L, που δίνεται από την παραπάνω σχέση), εκφράζεται μέσω αναπτύγματος σε σειρά ιδιομορφών (Galerkin), ως: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ws,t=sLwat+∑n=1∞ηntsinnπsL



						
							
							(8.12)

						
					

				
			

			Δεδομένου ότι η αξονική κίνηση είναι γραμμικά μεταβαλλόμενη κατά μήκος της δοκού, τότε η δυναμική ένταση θα δίνεται ως 

T1(s,t)=EA∂p(s,t)/∂s=(EA/L)pa(t)

, όπου EA είναι η ελαστική ακαμψία της δοκού και το ΕΑ/L αναπαριστά την ισοδύναμη επαναφορά (γενικευμένη σταθερά του ελατηρίου). Με τις παρατηρήσεις αυτές εισάγουμε την εξίσωση (8.12) στην εξίσωση (8.8) και κάνουμε χρήση της ιδιότητας της ορθογωνικότητας των ημιτονοειδών ιδιομορφών. Ορίζοντας, επίσης, Ω = ω/2 και 

qn=EA2mLnπL2pa0

, η εξίσωση (8.8) μεταπίπτει στην: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∂2ηnt∂t2+ωn2+2qncos(2Ω t) ηnt=2-1n+1nπqa0ω2cosωt+φ



						
							
							(8.13)

						
					

				
			

			Το αποτέλεσμα που περιγράφεται από την εξίσωση (8.13) δηλώνει ότι η γενική κίνηση της κατασκευής [περιγραφόμενη μέσω των γενικευμένων μεταβλητών ηn(t)] θα έχει συνεισφορές από τη συχνότητα τόσο της διέγερσης, όσο και του μισού  αυτής. Οι τελευταίες μάλιστα θα συσχετίζονται με φαινόμενα δυναμικού λυγισμού, τα οποία μπορούν να οδηγήσουν σε αστάθεια της κίνησης. Στην περίπτωση ευσταθούς απόκρισης (υπό την προϋπόθεση απουσίας όρων απόσβεσης), οι μετατοπίσεις της κατασκευής θα έχουν μορφή παρόμοια με αυτήν της Εικόνας 8.2. Οι αποκρίσεις συχνότητας ω θα επηρεάζονται από την παραμετρική διέγερση, δημιουργώντας τα «διακροτήματα» που εμφανίζονται στην εικόνα. Η περιβάλλουσσα καμπύλη οφείλεται στο γεγονός ότι, λόγω της παραμετρικής διέγερσης, το πλάτος της απόκρισης παύει πλέον να είναι σταθερό και περιγράφεται από μια συνάρτηση του χρόνου.  
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			Εικόνα 8.2 Χρονικό σήμα της απόκρισης της πρώτης γενικευμένης μεταβλητής η1(t) υπό συνδυασμένη αξονική και εγκάρσια διέγερση. Πηγή: Chatjigeorgiou και Mavrakos, 2005. 

			8.3. Μη γραμμικοί συντονισμοί – Η μέθοδος των πολλαπλών κλιμάκων

			Δυναμικός λυγισμός υφίσταται κάθε φορά που η διέγερση περιέχει τμήματα ασκούμενα στην αξονική διεύθυνση. Σε πραγματικές κατασκευές (υποθαλάσσιοι αγωγοί riser, μεγάλου μήκους), είναι προφανές ότι πάντα θα υπάρχουν όροι αξονικής διέγερσης, δεδομένης της τυχαίας μορφής της, λόγω της στοχαστικής υφής των κυματισμών. Σε αντίστοιχες καταστάσεις, ο λυγισμός δεν θα είναι συμμετρικός, υπό την έννοια ότι οι αξονικές κινήσεις θα επιβάλλονται στο ένα μόνο άκρο. Το άλλο άκρο της κατασκευής θα είναι ακίνητο, ανεξάρτητα αν, λόγω της γεωμετρικής διαμόρφωσης, το σημείο του αγωγού του οποίου οι κινήσεις είναι μηδέν μεταβάλλεται με το χρόνο. Το τελευταίο σχόλιο αφορά αγωγούς που έχουν τμήμα επικαθήμενο στον πυθμένα, με αποτέλεσμα το σημείο οριακής ανύψωσης να μεταβάλλεται. 

			Περιγραφικά, θα μπορούσαμε να ισχυριστούμε ότι οι κινήσεις που επιβάλλονται στο ένα άκρο μεταδίδονται, λόγω της κυματικής μεταφοράς της παρεχόμενης ενέργειας. Υπ’ αυτή την έννοια, το ακίνητο άκρο συμπεριφέρεται ως σημείο ανάκλασης. Σε κάθε περίπτωση, οι μέγιστες κινήσεις σε αγωγούς riser εμφανίζονται στο κατώτερο άκρο και οφείλονται στους αξονικούς όρους της διέγερσης, δηλαδή είναι αποτέλεσμα δυναμικού λυγισμού, ο οποίος προκαλεί, με τη σειρά του, την αποκαλούμενη «συμπιεστική φόρτιση». Συμπιεστική ονομάζεται διότι, σε έναν κύκλο της διέγερσης, η αξονική φόρτιση λαμβάνει αρνητικές τιμές. Το αποτέλεσμα είναι η εμφάνιση ισχυρών καμπτικών ροπών, εγκάρσιων κινήσεων και ενίσχυση των καμπτικών τάσεων. 

			Το συνολικό φαινόμενο είναι εξαιρετικά περίπλοκο και εμπλέκει μη γραμμικούς συντονισμούς, δηλαδή καταστάσεις στις οποίες συντονισμός επέρχεται όταν η συχνότητα της διέγερσης συμπίπτει όχι απλώς με ιδιοσυχνότητες, αλλά με γραμμικούς συνδυασμούς τους. Το γενικό πρότυπο της δυναμικής ισορροπίας ενός καμπύλου αγωγού, στο οποίο εμπλέκονται όλες οι πιθανές επιδράσεις [βλέπε, για παράδειγμα, εξισώσεις (2.50)-(2.61)], δεν επιτρέπει τον εντοπισμό μη γραμμικών συντονισμών, δεδομένου ότι επιδέχεται μόνο αριθμητική λύση στην ολότητά του. Στα σήματα της απόκρισης, πιθανές διεγέρσεις μη γραμμικών συντονισμών είναι βέβαιο ότι θα υπάρχουν, αλλά οι λεπτομέρειές τους είναι αδύνατον να εξαχθούν. Για μεγαλύτερη εμβάθυνση, απαιτείται απλοποίηση του συστήματος και εφαρμογή προηγμένων μεθόδων μαθηματικής ανάλυσης, όπως είναι η μέθοδος των πολλαπλών κλιμάκων (multiple scales). Ο τρόπος χρήσης της μεθόδου των πολλαπλών κλιμάκων με εφαρμογή στο δυναμικό πρότυπο δοκών (ή, ισοδύναμα, αγωγών) παρουσιάζεται στη συνέχεια.  

			8.3.1. Η μέθοδος πολλαπλών κλιμάκων

			Θα συνεχίσουμε να εξετάζουμε τις καμπτικές ταλαντώσεις μιας δοκού (σε διεύθυνση κάθετη στον άξονά της), λόγω αξονικά επιβαλλόμενης διέγερσης. Θα συνεχίσουμε, επίσης, να υποθέτουμε ότι η διέγερση περιλαμβάνει μόνο αξονικά επιβαλλόμενες κινήσεις. Όμως, αν λάβουμε υπόψη μας όλους τους όρους της αντίστοιχης εξίσωσης και χρησιμοποιήσουμε λύση με χρήση αναπτύγματος σε σειρά ιδιομορφών, τότε η εφαρμογή της ιδιότητας της ορθογωνικότητας των τελευταίων θα παράσχει την εξής γενική μορφή, ως προς τις άγνωστες χρονικά μεταβαλλόμενες μεταβλητές η:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


η¨n+2μnη˙n+ωn2ηn=Fnw¨a,w˙a,wa,wa2,wa3,pa,U,U2,ηj,η˙j,ηjηk,ηjηkηl



						
							
							(8.14)

						
					

				
			

			όπου οι τελείες δηλώνουν παραγώγιση ως προς το χρόνο, ενώ οι δείκτες n, j, k, l δηλώνουν τον αριθμό της ιδιομορφής.

			Εν ολίγοις, θα εξαγάγουμε ένα συζευγμένο σύστημα συνήθων διαφορικών εξισώσεων (μη γραμμικών). Το Fn είναι συνάρτηση όλων των όρων που περιλαμβάνονται στις παρενθέσεις, συμπεριλαμβανομένων των U και U2, όπου U είναι η ταχύτητα της εσωτερικής ροής. Αναλυτική προσέγγιση της λύσης του συστήματος (8.14) είναι εφικτή μόνο για περιορισμένο αριθμό εξισώσεων. Στη συνέχεια, θα εξετάσουμε τις δύο πρώτες, για n = 1, 2, ενώ είναι προφανές ότι κάθε φορά που προσθέτουμε μια εξίσωση, η αναλυτική προσπάθεια καθίσταται δυσχερέστερη. Για n = 1, 2 λοιπόν, λαμβάνουμε ένα σύστημα της μορφής: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


η¨1+2μ1η˙1+τ1η˙2+α1+q1pa(t)η1+γ1η13-τ2η2+ϑη1η22+Cf1η˙1η˙1=0



						
							
							(8.15)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


η¨2+2μ2η˙2-τ1η˙1+α2+q2pa(t) η2+γ2η23-τ2η1+ϑη2η12+Cf2η˙1η˙2=0



						
							
							(8.16)

						
					

				
			

			Οι συντελεστές των αγνώστων, η, είναι σταθερές και τις υποθέτουμε γνωστές. 

			Για τις εξισώσεις (8.15) και (8.16), παρατηρούμε τα εξής: 

			
					οι όροι α είναι στην πραγματικότητα τα τετράγωνα των ιδιοσυχνοτήτων, 

					έχουμε προσθέσει όρους ιξώδους απόσβεσης (συντελεστές μ), 

					περιλαμβάνονται μη γραμμικοί όροι έως τρίτης τάξης (τύπου Duffing), 

					περιλαμβάνονται οι μη γραμμικές δυνάμεις αντίστασης (συντελεστές Cf). 

			

			Τέλος, επισημαίνονται οι παραμετρικοί όροι (συντελεστές q). Οι εξισώσεις (8.15) και (8.16) χαρακτηρίζονται τύπου Mathieu, δεδομένου ότι η περιοδική εξίσωση Mathieu είναι αποκλειστικά η (απλοποιημένη) εξίσωση (8.6).

			Η μέθοδος των πολλαπλών κλιμάκων διαχωρίζει, επί της ουσίας, τους μη γραμμικούς όρους σε κλίμακες του χρόνου. Προς τούτο, ορίζουμε ως ε έναν πολύ μικρό αδιάστατο αριθμό και γράφουμε 

μn=εμ^n

, 

γn=εγ^n

, 

Cfi=εC^fi

, 

qn=εq^n

, 

τ1=ετ^1

, 

ϑ=εϑ^

, 

τ2=ετ^2

 και 

αn=α^n

, για n = 1, 2. Επίσης, αν t δηλώνει το χρόνο, τότε οι κλίμακές του θα ορίζονται Tn = εnt (n = 0, 1,…) (Nayfeh και Mook, 1979). Στη συνέχεια, αναζητούμε ένα ομοιόμορφο ανάπτυγμα, για τις άγνωστες μεταβλητές η, της μορφής (El-Bassiouny, 2002):

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ηn=ηn0+εηn1+⋯



						
							
							(8.17)

						
					

				
			

			Αντικαθιστώντας την εξίσωση (8.17) στις εξισώσεις (8.15) και (8.16) και εξισώνοντας τους όρους με τις ίδιες δυνάμεις του ε, λαμβάνουμε τα συστήματα:

			Τάξη ε0

			
				
					
					
				
				
					
							
							


D02η10+α1η10-τ2η20=0



						
							
							(8.18)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


D02η20+α2η20-τ2η10=0



						
							
							(8.19)

						
					

				
			

			Τάξη ε1 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


D02η11+α1η11-τ2η21=-2D0D1η10-2μ1D0η10-τ1D0η20-q1patη10-γ1η103-ϑη10η202-Cf1D0η10⋅D0η10



						
							
							(8.20)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


D02η21+α2η21-τ2η11=-2D0D1η20-2μ2D0η20+τ1D0η10-q2patη20-γ2η203-ϑη20η102-Cf2D0η20⋅D0η20



						
							
							(8.21)

						
					

				
			

			Για λόγους απλοποίησης, έχουμε αμελήσει τα σύμβολα «^». Σημειώνεται ότι η χρονική παράγωγος εκφράζεται και αυτή σε σειρά διαταραχών, ως 

D=D0+εD1+⋯

, με αποτέλεσμα η δεύτερη παράγωγος να προσεγγίζεται ως 

D2=D0+εD1+⋯2=D02+2εD0D1+⋯

. Οι τελείες δηλώνουν όρους ανώτερης τάξης Ο(ε2) και άνω. Τα D0, D1, … δηλώνουν αντίστοιχα παραγώγιση ως προς T0, T1, κτλ.

			Οι λύσεις των εξισώσεων (8.18) και (8.19) είναι:  

			
				
					
					
				
				
					
							
							


η10=A1expiω1T0+A2expiω2T0+cc



						
							
							(8.22)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


η20=Λ1A1expiω1T0+Λ2A2expiω2T0+cc



						
							
							(8.23)

						
					

				
			

			όπου το cc δηλώνει τους ισοδύναμους μιγαδικούς συζυγείς όρους και 

ω12

, 

ω22

 είναι οι λύσεις της διτετράγωνης εξίσωσης:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ω4-α1+α2ω2+α1α2-τ22=0



						
							
							(8.24)

						
					

				
			

			και 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Λn=-ωn2+α1τ2,   για n=1,2



						
							
							(8.25)

						
					

				
			

			Η διαδικασία αυτή δείχνει τις βασικές αρχές εφαρμογής της μεθόδου των πολλαπλών κλιμάκων. 

			Ζητούμενο στην προκειμένη περίπτωση είναι η εύρεση μιας λύσης μόνιμης χρονικά κατάστασης (steady-state). Η ύπαρξή της απαιτεί το μηδενισμό των δεξιών τμημάτων των εξισώσεων (8.20) και (8.21) (μη ομογενών όρων· secular terms). Οι αντίστοιχες σχέσεις προσομοιάζουν εξισώσεις τύπου Mathieu-Duffing (Luo, 2001· Mond κ.ά., 1993· Shen κ.ά., 2008). Η παραγωγή λύσεων σε κλειστή μορφή (closed-form) έχει αρκετές δυσκολίες, λόγω της παρουσίας των μη γραμμικών όρων και, κυρίως, των μη γραμμικών όρων αντίστασης. Αντικαθιστώντας τις εξισώσεις (8.22) και (8.23) στις εξισώσεις (8.20) και (8.21) και απαιτώντας οι μη ομογενείς όροι να είναι μηδέν, έτσι ώστε να εξασφαλίζεται λύση σταθερής κατάστασης, παράγουμε ένα σύστημα ως προς τα πλάτη των μη γραμμικών κινήσεων A1(T1) και A2(T1). Αν και ονομάζονται «πλάτη», τα μεγέθη αυτά είναι χρονικά μεταβαλλόμενα και η ύπαρξή τους είναι απόρροια της παραμετρικής διέγερσης. Οι εξισώσεις αυτού του συστήματος είναι αρκετά περίπλοκες και οι λεπτομέρειές τους αμελούνται. Παρ’ όλα αυτά, αναφέρεται ότι το συγκεκριμένο σύστημα αποκαλύπτει την ύπαρξη διαφόρων «εσωτερικών» μη γραμμικών συντονισμών και, ειδικότερα, τις περιπτώσεις W @ 2w1, W @ 2w2, W @ w1 + w2, W @ w2 – w1, με Ω να συμβολίζει τη συχνότητα της παραμετρικής διέγερσης. Ως παράδειγμα στη συνέχεια εξετάζουμε την περίπτωση W @ 2w1, σημειώνοντας ότι η περίπτωση W @ 2w2 μπορεί να αντιμετωπιστεί κατά παρόμοιο τρόπο. Για το σκοπό αυτό, εισάγουμε την παράμετρο αποσυντονισμού (detuning) s, θέτοντας 

Ω=2ω1+εσ

. Επομένως, διατηρώντας τους όρους που είναι υπεύθυνοι για τον μη γραμμικό συντονισμό, λαμβάνουμε:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


2iω1A1′+iω12μ1+τ1Λ1A1+12q1pa0A-1expiσT1+3γ1+ϑΛ12A12A-1+Γ2A1A2A-2+ω12π∫02π/ω1Cf1D0η10⋅D0η10exp-iω1T0dT0=0



						
							
							(8.26)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


2iω1Λ1A1′+iω12μ2Λ1-τ1A1+12q2pa0A-1expiσT1+3Λ1γ2Λ12+ϑA12A-1+Γ1A1A2A-2+ω12π∫02π/ω1Cf2D0η10⋅D0η20exp-iω1T0dT0=0



						
							
							(8.27)

						
					

				
			

			όπου η παραμετρική διέγερση υποτέθηκε 

pat=p a0 cosΩt

 και:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Γ1=6γ2Λ1Λ22+2ϑΛ1+2Λ2



						
							
							(8.28)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Γ2=6γ1+2ϑΛ22+2Λ1Λ2



						
							
							(8.29)

						
					

				
			

			Η εξάλειψη των συζευγμένων όρων 

A1A2A-2

 από τις εξισώσεις (8.26) και (8.27) παράγει μία μόνο μη γραμμική διαφορική εξίσωση ως προς το πλάτος A1(T1). Εντούτοις, κάτι τέτοιο είναι επιτεύξιμο μόνο αν αμεληθούν οι δευτεροτάξιοι μη γραμμικοί όροι. Η συμπερίληψη αυτών των όρων απαιτεί τη γραμμικοποίησή τους και την εφαρμογή ειδικής μεθοδολογίας.

			8.3.2. Σύστημα με μόνο γραμμικούς όρους απόσβεσης

			Σε αυτήν την περίπτωση, αμελούνται τα ολοκληρώματα των εξισώσεων (8.26) και (8.27) και η απόσβεση του συστήματος περιγράφεται μόνο μέσω των γραμμικών όρων (ιξώδης απόσβεση). Για την απλοποίηση του συστήματος σε μία μόνο εξίσωση ως προς το A1(T1), θα πρέπει να εξαλειφθούν οι όροι 

A1A2A-2

. Προς τούτο, οι εξισώσεις (8.27) και (8.26) πολλαπλασιάζονται με 

Γ2

 και 

Γ1

, αντίστοιχα, και οι εξαγόμενες εξισώσεις αφαιρούνται μεταξύ τους. Τελικά, παράγεται: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


A1′+Γ3A1-iΓ4A-1expiσT1-iΓ5A12A-1=0



						
							
							(8.30)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Γ3=12⋅2μ1+τ1Λ1Γ1-2μ2Λ1-τ1Γ2Γ1-Λ1Γ2



						
							
							(8.31)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Γ4=14ω1pa0⋅q1Γ1-q2Λ1Γ2Γ1-Λ1Γ2



						
							
							(8.32)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Γ5=32ω1⋅γ1+ϑΛ12Γ1-Λ1γ2Λ12+ϑΓ2Γ1-Λ1Γ2



						
							
							(8.33)

						
					

				
			

			Υποθέτοντας:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Ai=12aiexpiβi



						
							
							(8.34)

						
					

				
			

			για n = 1, 2, με ai και βi να είναι πραγματικοί αριθμοί, εισάγοντας την εξίσωση (8.34) στην εξίσωση (8.30) και διαχωρίζοντας τα πραγματικά από τα φανταστικά μεγέθη, παράγουμε:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


a1′+Γ3a1+Γ4a1sinψ1=0



						
							
							(8.35)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


σ-ψ1′-2Γ4cosψ1-12Γ5a12=0



						
							
							(8.36)

						
					

				
			

			όπου: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ψ1=σT1-2β1



						
							
							(8.37)

						
					

				
			

			Η ύπαρξη λύσης σταθερής κατάστασης απαιτεί 

a1′=ψ1′=0

. Επομένως, το πλάτος 

a1

 και η φασική γωνία 

ψ1

 θα δίνονται μέσω των: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


a1=4Γ5σ2±Γ42-Γ3212



						
							
							(8.38)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ψ1=arctan-4Γ32σ-Γ5α12



						
							
							(8.39)

						
					

				
			

			Στη συνέχεια, το πλάτος της δεύτερης μορφής κίνησης θα υπολογίζεται μέσω της αντικατάστασης του A1(T1) σε μία από τις εξισώσεις (8.26) ή (8.27). Αυτό θα είναι:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


a2=4ω1σ-Δ1a12±2ζ12-Δ2ω12Γ212



						
							
							(8.40)

						
					

				
			

			όπου: 

			


ζ1=q1pa0,   Δ1=3γ1+ϑΛ12

 και 

Δ2=42μ1+τ1Λ1

. 

			8.3.3. Σύστημα με μη γραμμική απόσβεση

			Η συγκεκριμένη περίπτωση είναι περισσότερο περίπλοκη, δεδομένου ότι οι συζευγμένοι όροι 

A1A2A-2

 δεν μπορούν να αμεληθούν από τις εξισώσεις (8.26) και (8.27) πριν από τον υπολογισμό των ολοκληρωμάτων που περιλαμβάνονται σε αυτές. Κατά συνέπεια, με χρήση των λύσεων (8.34), οι εξισώσεις (8.26) και (8.27) μετατρέπονται στις: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


iω1a1′-ω1a1β1′+iω122μ1+τ1Λ1a1+14q1pa0a1cosσT1-2β1+isinσT1-2β1+38γ1+ϑΛ12a13+143γ1+ϑΛ22+2Λ1Λ2a1a22+ω12π∫02π/ω1Cf1D0η10⋅D0η10cosω1T0+β1-isinω1T0+β1dT0=0



						
							
							(8.41)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


iω1Λ1a1′+ia1β1′+iω122μ2Λ1-τ1a1+14q2pa0Λ1a1cosσT1-2β1+isinσT1-2β1+38Λ1γ2Λ12+ϑa13+143γ2Λ1Λ22+ϑΛ1+2Λ2a1a22+ω12π∫02π/ω1Cf2D0η10⋅D0η20cosω1T0+β1-isinω1T0+β1dT0=0



						
							
							(8.42)

						
					

				
			

			Υποθέτοντας σε πρώτη προσέγγιση:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


η10=a1cosω1T0+β1



						
							
							(8.43)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


η20=Λ1a1cosω1T0+β1



						
							
							(8.44)

						
					

				
			

			τότε τα ολοκληρώματα των εξισώσεων (8.41) και (8.42) θα γίνονται ίσα με 

i43πa12ω12Cf1

 και 

i43πΛ1a12ω12Cf2

, αντίστοιχα, γεγονός το οποίο οδηγεί σε σημαντική απλοποίηση των (8.41) και (8.42).

			Τα ίδια αποτελέσματα λαμβάνονται θέτοντας: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


η20=Λ1a1cosω1T0+β1+Λ2a2cosω2T0+β2



						
							
							(8.45)

						
					

				
			

			και θεωρώντας w2 @ 2w1.

			Στη συνέχεια, εξαλείφοντας τους συζευγμένους όρους 

a1a22

, το σύστημα θα απλοποιηθεί σε μία μόνο εξίσωση. Άρα, διαχωρίζοντας πραγματικούς και φανταστικούς όρους, συνάγεται ότι: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Γ2Λ1-Γ1a1′+12Γ22μ2Λ1-τ1-Γ12μ1+τ1Λ1a1+14ω1pa0Γ2Λ1q2-Γ1q1a1sinψ1-Γ143πω1a12Cf1+Γ243πω1a12Λ1Cf2=0



						
							
							(8.46)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Γ1-Λ1Γ2a1σ2-ψ1′2+14ω1pa0Γ2Λ1q2-Γ1q1a1cosψ1+38ω1Γ2Λ1γ2Λ12+ϑ-Γ1γ1+ϑΛ12a13=0



						
							
							(8.47)

						
					

				
			

			Απαιτώντας ξανά 

a1′=ψ1′=0

, ώστε να υπάρχει λύση σταθερής κατάστασης, οι εξισώσεις (8.46) και (8.47) θα παραγάγουν μια γραμμική εξίσωση τετάρτου βαθμού ως προς το μη γραμμικό πλάτος της πρώτης μορφής κίνησης a1:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


N42a14+2N4N3σ+N52a12-2N5N1a1+N12-N22+N32σ2=0



						
							
							(8.48)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


N1=12Γ22μ2Λ1-τ1-Γ12μ1+τ1Λ1



						
							
							(8.49)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


N2=14ω1pa0Γ2Λ1q2-Γ1q1



						
							
							(8.50)

						
					

				
			

			 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


N3=Γ1-Λ1Γ2/2



						
							
							(8.51)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


N4=38ω1Γ2Λ1γ2Λ12+ϑ-Γ1γ1+ϑΛ12



						
							
							(8.52)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


N5=43πω1Γ1Cf1-Γ2Λ1Cf2



						
							
							(8.53)

						
					

				
			

			Εν γένει, η εξίσωση (8.48) έχει τέσσερις μιγαδικές ρίζες. Αυτό το χαρακτηριστικό αντιτίθεται στην απαίτηση το a1 να είναι πραγματικό. Για την παράκαμψη αυτής της δυσκολίας, θα πρέπει να γίνουν και πάλι κάποιες ισχύουσες υποθέσεις. Σε αυτό το πλαίσιο, υπενθυμίζεται ότι οι θεμελιώδεις εξισώσεις περιλαμβάνουν όρους γραμμικής (ιξώδους), αλλά και μη γραμμικής απόσβεσης. Η συμπερίληψη και των δύο οδηγεί σε γενίκευση του μαθηματικού προτύπου. Εντούτοις, η εμπλοκή και των δύο δεν αναπαριστά κάποιο φυσικό χαρακτηριστικό που να σχετίζεται με τη συμπεριφορά του συστήματος. Επομένως, υπό την παρουσία δευτεροτάξιας αντίστασης, δεν υπάρχει λόγος ενσωμάτωσης των όρων γραμμικής απόσβεσης και μπορεί να τεθεί τ1 = m1 = m2 = 0. Έτσι, συνάγεται ότι N1 = 0, και η εξίσωση (8.48) γίνεται διτετράγωνη, με λύσεις:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


a1=-2N4N3σ+N52±2N4N3σ+N522-4N42-N22+N32σ22N4212



						
							
							(8.54)

						
					

				
			

			Οι εξισώσεις (8.38), (8.40) και (8.54) παράγουν τις ονομαζόμενες «καμπύλες απόκρισης συχνότητας» (frequency response curves). Ένα χαρακτηριστικό παράδειγμα δίνεται στην Εικόνα 8.3, το οποίο υπολογίστηκε μέσω της εξίσωσης (8.38). Στην εικόνα παρουσιάζονται και οι δύο λύσεις για το πλάτος a1. Για να κατανοήσουμε πώς λειτουργούν οι καμπύλες απόκρισης συχνότητας, υπενθυμίζουμε ότι υποθέσαμε συχνότητα διέγερσης συναρτώμενη με μη γραμμικό συντονισμό, ως 

Ω=2ω1+εσ

. Αν, λοιπόν, θεωρήσουμε σταθερό πλάτος διέγερσης και μεταβάλλουμε αργά τη συχνότητα Ω από μια τιμή πολύ μεγαλύτερη του 2ω1 προς μικρότερες τιμές, τότε το πλάτος της απόκρισης θα ακολουθήσει τη διαδρομή ΑΒ της Εικόνας 8.3. Στο σημείο Β, το πλάτος θα λάβει μη μηδενική τιμή, φτάνοντας στο σημείο C της σταθερής κατάστασης της απόκρισης και, για περαιτέρω μείωση του Ω, θα ακολουθήσει τη διαδρομή CDE. Αντίθετα, αν η συχνότητα Ω, με σταθερό πλάτος διέγερσης, αρχίσει από μια τιμή πολύ μικρότερη του 2ω1 και μεταβάλλεται αργά προς αυτό, τότε το πλάτος της απόκρισης a1 θα μεταβάλλεται, ακολουθώντας τη διαδρομή EDCF. 

			[image: ]

			Εικόνα 8.3 Καμπύλες απόκρισης του μη γραμμικού πλάτους ταλάντωσης [εξίσωση (8.38)] a1, με την υπόθεση μη μηδενικής  γραμμικής απόσβεσης. Πηγή: Chatjigeorgiou και Mavrakos, 2005. 

			8.4. Η εξίσωση Hill

			8.4.1. Διασύνδεση της εξίσωσης Hill με μοντέλο δυναμικής συμπεριφοράς δοκού

			Η εξίσωση Hill (Nayfeh και Mook, 1979) θα μπορούσε να νοηθεί ως γενίκευση της εξίσωσης Mathieu. Αφορά την παραμετρική διέγερση δυναμικών συστημάτων με περισσότερους του ενός βαθμούς κίνησης. Οι παραμετρικές διεγέρσεις μπορούν να έχουν διαφορετικά χαρακτηριστικά για κάθε βαθμό, με αποτέλεσμα η εξίσωση Hill να καθίσταται κατάλληλη για την εξέταση συστημάτων διεγειρόμενων, όπως αυτών με τυχαία σήματα. Η γενική της μορφή φαίνεται στην εξίσωση (8.55), στην οποία οι βαθμοί κίνησης συμβολίζονται με ξk, οι παραμετρικές διεγέρσεις με αkn(t), ενώ N είναι ο συνολικός αριθμός των συζευγμένων μεταξύ τους βαθμών, ο οποίος θα μπορούσε να είναι και άπειρος:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ξ¨kt+∑n=1Nαkn(t)ξnt=0



						
							
							(8.55)

						
					

				
			

			Στο παρόν κεφάλαιο θα εξετάσουμε την εφαρμογή του εν λόγω προτύπου όσον αφορά τις ταλαντώσεις αγωγών με ροή ρευστού στο εσωτερικό τους. Συγκεκριμένα, θα επικεντρωθούμε στις εκτός του επιπέδου ταλαντώσεις ενός αγωγού, λόγω αξονικής διέγερσης που επιβάλλεται στο ένα του άκρο, σημειώνοντας ότι η ίδια διαδικασία μπορεί να εφαρμοστεί και για τις εντός του επιπέδου ταλαντώσεις. Θα επεξεργαστούμε το αρχικό σύστημα με χρήση της μεθόδου Galerkin με ανάπτυγμα σε σειρά ιδιομορφών και θα καταλήξουμε σε μια εξίσωση της μορφής (8.55).  

			Το βασικό δυναμικό πρότυπο περιγράφεται για τις εκτός του επιπέδου ταλαντώσεις ενός αγωγού, με εσωτερική ροή από τις εξισώσεις (5.17)-(5.20). Κατά τα γνωστά, το σύστημα των τεσσάρων διαφορικών εξισώσεων μπορεί να παράγει μια μερική διαφορική εξίσωση τετάρτου βαθμού, η οποία γράφεται: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


m+ma+M∂2r∂t2+MU∂2r∂s∂t=-EI∂4r∂s4+Sn0Ω30+(w0+Mg)sinϕ0∂r∂s+T0-MU2∂2r∂s2-cωr∂r∂t.



						
							
							(8.56)

						
					

				
			

			Το σύστημα της ελεύθερης ταλάντωσης που υπολογίζει τις ιδιοσυχνότητες και τις ιδιομορφές του προβλήματος θα περιγράφεται από την εξίσωση (5.22). Αν υποθέσουμε ότι οι ιδιομορφές είναι φn(s), τότε το ανάπτυγμα Galerkin για τις κινήσεις εκτός του επιπέδου του αγωγού θα γράφεται: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


rs,t=sLrat+∑n=1Nξn(t)φn(s)



						
							
							(8.57)

						
					

				
			

			όπου το ra(t) θα περιγράφει την επιβαλλόμενη διέγερση στην εκτός του επιπέδου διεύθυνση στο ένα άκρο του αγωγού και ξn(t) θα είναι οι γενικευμένες χρονικά μεταβαλλόμενες μορφές της κίνησης. 

			Για να καταστήσουμε το σύστημα παραμετρικά διεγειρόμενο, υποθέτουμε ξανά γραμμική μεταβολή της αξονικής κίνησης p(s, t) = s/Lpa(t), με pa(t) να συμβολίζει τη χρονική ιστορία της αξονικής διέγερσης. Κατά συνέπεια, η χρονική ιστορία της αξονικής φόρτισης θα δίνεται ως T1 = EA∂p(s,t)/∂s = EA/Lpa(t). Δεδομένου ότι οι ιδιομορφές φn(s) προέρχονται από την επίλυση του προβλήματος της ελεύθερης ταλάντωσης, θα είναι ορθογωνικές και θα ισχύει ότι: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∫0Lφn(s)φk(s)ds=αkδnk



						
							
							(8.58)

						
					

				
			

			όπου αk είναι μη μηδενική σταθερά και δ το δέλτα του Kroneker. Εννοείται ότι το μήκος του αγωγού είναι L.

			Με τις παρατηρήσεις αυτές και εισάγοντας την εξίσωση (8.57) στην (8.56), η χρήση της ιδιότητας της ορθογωνικότητας θα μας παρέχει το γενικευμένο δυναμικό σύστημα ως προς τις άγνωστες μορφές της ταλάντωσης ξn(t). Η αντίστοιχη εξίσωση θα γράφεται ως (Chatjigeorgiou, 2013):

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ξ¨k(t)=βkcosωt+ϑk-∑n=1Nγknξ˙nt+∑n=1N-Λkn+cosωtKknξnt=0



						
							
							(8.59)

						
					

				
			

			Η εξαναγκασμένη ra(t) και η παραμετρική διέγερση pa(t) υποτέθηκαν αρμονικές και με την ίδια συχνότητα, ω. Οι σταθερές βk, γkn, Λkn, Κkn και ϑk παράγονται από την εφαρμογή της ιδιότητας της ορθογωνικότητας. Οι τέσσερις πρώτες περιγράφουν, αντίστοιχα, την εξαναγκασμένη διέγερση, τους όρους της απόσβεσης Coriolis, την επαναφορά του συστήματος και την παραμετρική διέγερση. Η ύπαρξη της φασικής μεταβολής ϑk μεταξύ των όρων της εξαναγκασμένης και της παραμετρικής διέγερσης οφείλεται στις δυνάμεις Coriolis. Η ανάλυση του συστήματος (8.59) για την εύρεση πιθανών καταστάσεων αστάθειας θα γίνει στη συνέχεια, με εφαρμογή της θεωρίας Floquet (Nayfeh και Mook, 1979· Nayfeh και Balachandran, 1995). 

			8.4.2. Εφαρμογή της θεωρίας Floquet

			Για να απλοποιήσουμε σχετικά το σύστημα της εξίσωσης (8.59), θα αμελήσουμε τους όρους της εξαναγκασμένης ταλάντωσης βk, δεδομένου ότι πιθανές αστάθειες θα οφείλονται αποκλειστικά και μόνο στις αξονικές (παραμετρικές) διεγέρσεις. Επομένως: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ξ¨kt=-∑n=1Nγknξ˙nt+∑n=1Nakn(t)ξnt=0



						
							
							(8.60)

						
					

				
			

			όπου γράφτηκε:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


aknt=-Λkn+cosωtΚkn



						
							
							(8.61)

						
					

				
			

			Η εξίσωση (8.60) θα εκφραστεί στη συνέχεια ως σύστημα 2N διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης, ορίζοντας:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


uk=ξk,  k=1,2,…,N



						
							
							(8.62)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


uk=ξ˙k,  k=N+1,N+2,…,2N



						
							
							(8.63)

						
					

				
			

			Επομένως, η εξίσωση (8.60) γίνεται: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


u˙k=uN+k,  k=1,2,…,N



						
							
							(8.64)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


u˙N+k=-∑n=1NγknuN+n+∑n=1Nakntun,  k=1,2,…,N



						
							
							(8.65)

						
					

				
			

			Οι εξισώσεις (8.64) και (8.65) συμπτύσσονται ως εξής:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


u˙=G(t)u



						
							
							(8.66)

						
					

				
			

			όπου το άνυσμα u έχει στοιχεία u1, u2, …, u2N, ενώ το G(t) είναι τετραγωνικό μητρώο 2N × 2N. 

			Για το σύστημα της εξίσωσης (8.66), μπορεί να οριστεί η ομάδα των θεμελιωδών λύσεων: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


u1k,u2k,…,uJk,    k=1,2,…,J



						
							
							(8.67)

						
					

				
			

			όπου J = 2N.

			Οι πιθανές λύσεις (8.67) μπορούν να εκφραστούν σε πινακοποιημένη μορφή, μέσω του μητρώου U, με διαστάσεις J × J, το οποίο ονομάζεται θεμελιώδες μητρώο, ως εξής:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


U=u11u12⋅⋅⋅uJ1u12u22⋅⋅⋅uJ2⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅u1Ju2J⋅⋅⋅uJJ



						
							
							(8.68)

						
					

				
			

			Το μητρώο G(t) έχει την εξής αναλυτική μορφή: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Gt=00⋅⋅010⋅⋅000⋅⋅001⋅⋅0⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅00⋅⋅000⋅⋅1a11(t)a12(t)⋅⋅a1N(t)-γ11-γ12⋅⋅-γ1Na21(t)a22(t)⋅⋅a2N(t)-γ21-γ22⋅⋅-γ2N⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅aN1(t)aN2(t)⋅⋅aNN(t)-γN1-γN2⋅⋅-γNN



						
							
							(8.69)

						
					

				
			

			Με άλλα λόγια, τα στοιχεία του μητρώου G(t) είναι 

Gi,N+i=1

, 

GN+i,j=aij(t)

, 

GN+i,N+j=-γij

, ενώ τα υπόλοιπα στοιχεία είναι μηδενικά. 

			Είναι προφανές ότι το θεμελιώδες μητρώο ικανοποιεί την εξίσωση: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


U˙=GtU



						
							
							(8.70)

						
					

				
			

			Το μητρώο G(t) είναι περιοδικό, δηλαδή G(t + T) = G(t). Έτσι, το U(t+T) αποτελεί επίσης θεμελιώδες μητρώο και δίνεται ως:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


U(t+T)=AU(t)



						
							
							(8.71)

						
					

				
			

			Στην εξίσωση (8.71), με A συμβολίζεται ένα μη ιδιόμορφο μητρώο με διαστάσεις J × J. Στη συνέχεια, υποθέτουμε ότι U(t) = PV(t), όπου P είναι, επίσης, μη ιδιόμορφο μητρώο J × J. Επομένως: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Vt+T=P-1APVt=BVt



						
							
							(8.72)

						
					

				
			

			Το μητρώο P επιλέγεται κατά τρόπον ώστε το γινόμενο B = P-1AP να αποτελεί μητρώο με κανονική μορφή Jordan. Επομένως, αν οι ιδιοτιμές του μητρώου Α, τις οποίες υποθέτουμε διακριτές, συμβολιστούν με λ, τότε το μητρώο Β θα είναι διαγώνιο και τα στοιχεία της διαγωνίου θα συμπίπτουν με τις ιδιοτιμές του μητρώου Α. Με την υπόθεση λοιπόν ότι το Β είναι διαγώνιο, τα στοιχεία του μητρώου V θα γραφτούν

			
				
					
					
				
				
					
							
							


vj(t+T)=λjvj(t),  j=1,2,⋯,J 



						
							
							(8.73)

						
					

				
			

			και

			
				
					
					
				
				
					
							
							


vjt+nT=λjnvjt



						
							
							(8.74)

						
					

				
			

			όπου n είναι ακέραιος και συμβολίζει τον αριθμό των περιόδων της προσομοίωσης. 

			Από την εξίσωση (8.74) συνάγεται ότι τα στοιχεία 

vj(t)→∞

, για 

λj>1

. Επομένως, για τους ίδιους λόγους, η απόκριση του δυναμικού συστήματος θα είναι μη φραγμένη. Για τον εντοπισμό πιθανών ασταθειών στην απόκριση, δεν είναι απαραίτητος ο υπολογισμός του μητρώου μετατροπής P. Το τελευταίο είναι ιδιαίτερα επιβοηθητικό, δεδομένων των δυσκολιών που εμπλέκονται στον υπολογισμό της κανονικής μορφής Jordan ενός μητρώου. Επομένως, απαιτείται μόνο ο υπολογισμός του μητρώου A. Αυτό μπορεί να υπολογιστεί αριθμητικά μέσω της εξίσωσης (8.70), με χρήση της αρχικής συνθήκης U(0) = I, επειδή, σύμφωνα με την εξίσωση (8.71), ύστερα από μια περίοδο αριθμητικής προσομοίωσης, θα ισχύει: A = U(T). 

			Στις Εικόνες 8.4-8.5 δίνονται δύο χαρακτηριστικά παραδείγματα ευσταθούς και ασταθούς κατάστασης, αντίστοιχα, για το ίδιο πλάτος, αλλά για διαφορετική συχνότητα διέγερσης ενός αλυσοειδούς αγωγού. Οι εικόνες έχουν ληφθεί από την εργασία του Chatjigeorgiou (2013), στην οποία αναφέρονται τα χαρακτηριστικά του αγωγού και οι συνθήκες της διέγερσης. Και στις δύο εικόνες φαίνονται οι χρονικές ιστορίες όλων των στοιχείων του θεμελιώδους μητρώου U, τα οποία αντιπροσωπεύουν μορφές της κίνησης (και των ταχυτήτων) των γενικευμένων μεταβλητών της εξίσωσης (8.60). Στην πρώτη περίπτωση, υπολογίστηκε ότι |λj| = 1, ενώ στη δεύτερη ότι |λj| > 1. Τα σήματα εξήχθησαν με εφαρμογή της μεθόδου Runge-Kutta στο σύστημα των συνήθων διαφορικών εξισώσεων της εξίσωσης (8.70).  
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			Εικόνα 8.4 Ευσταθή χρονικά σήματα των στοιχείων του θεμελιώδους μητρώου U(t) [εξίσωση (8.68)]. Πηγή: Chatjigeorgiou, 2013. 
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			Εικόνα 8.5 Ασταθή χρονικά σήματα των στοιχείων του θεμελιώδους μητρώου U(t) [εξίσωση (8.68)]. Πηγή: Chatjigeorgiou, 2013. 

			8.5. Μετάβαση μεταξύ ευστάθειας και αστάθειας

			8.5.1. Γενικά

			Η εφαρμογή της θεωρίας Floquet δεν απαιτεί τον προσδιορισμό των ιδιοσυχνοτήτων του συστήματος και του μη ιδιόμορφου μητρώου P. Εντούτοις, παρ’ όλο που είναι σε θέση να προβλέψει την εξέλιξη της απόκρισης (ευστάθεια ή αστάθεια), δεν μπορεί να περιγράψει εύκολα τη μετάβαση από ένα καθεστώς ευστάθειας σε ένα καθεστώς αστάθειας, και αντίστροφα. Για το λόγο αυτό, εδώ θα ακολουθήσουμε μια διαφορετική μεθοδολογία, ώστε να υπολογίσουμε τις καμπύλες μετάβασης. Λειτουργεί υποβοηθητικά το γεγονός ότι το εξεταζόμενο σύστημα έχει διακριτές ιδιοσυχνότητες, αλλά, σε κάθε περίπτωση, απαιτείται ο υπολογισμός της κανονικής μορφής Jordan του πίνακα A [εξίσωση (8.71)]. Ξεκινώντας πάλι από την εξίσωση (8.60), τη γράφουμε εναλλακτικά ως:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ξ¨+δ Γξ˙+(Λ+2εcosωtC)ξ=0



						
							
							(8.75)

						
					

				
			

			Τα στοιχεία των μητρώων Γ, Λ και C συμβολίζονται με μkn, Λkn και fkn, αντίστοιχα. 

			Για την αντιμετώπιση της εξίσωσης (8.75), ενδείκνυνται η εισαγωγή μιας γραμμικής μεταβολής (π.χ. ξ = Qu) και ο υπολογισμός της κανονικής μορφής Jordan, Q-1ΛQ. Ομολογουμένως, κάτι τέτοιο δεν είναι εύκολο, ειδικά όταν χρησιμοποιείται αρκετά μεγάλος αριθμός ιδιομορφών, επειδή η μορφή Jordan ενός αριθμητικού μητρώου είναι επιρρεπής σε αριθμητικά σφάλματα, ενώ ο αναλυτικός υπολογισμός της μορφής Jordan είναι πάρα πολύ δύσκολος. Εντούτοις, αυτό το μειονέκτημα μπορεί να αρθεί, υποθέτοντας ότι το μητρώο Λ είναι διαγώνιο. Υπ’ αυτή την προϋπόθεση,  η εξίσωση (8.75) γίνεται: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ξ¨k+δ∑n=1Nμknξ˙n+ωk2ξk+2εcosωt∑n=1Nfknξn=0



						
							
							(8.76)

						
					

				
			

			Η εξίσωση (8.76) αναπαριστά ένα παραμετρικά διεγειρόμενο σύστημα με πολλούς βαθμούς ελευθερίας, το οποίο ενσωματώνει όρους απόσβεσης. Στην περίπτωση της δυναμικής των αγωγών, οι συγκεκριμένοι όροι προέχονται από τις δυνάμεις Coriolis και η φύση τους είναι τελείως διαφορετική από άλλους μηχανισμούς απόσβεσης, όπως η ιξώδης απόσβεση. Εδώ έχουμε, στην πραγματικότητα, δύο παραμέτρους κλίμακας: την παράμετρο δ, η οποία εμφανίζεται λόγω των δυνάμεων Coriolis, και την παράμετρο ε, η οποία είναι μέτρο του πλάτος της διέγερσης. Στο συγκεκριμένο μοντέλο, η παράμετρος κλίμακας ε δίνεται από το λόγο του πλάτους της αξονικής διέγερσης προς το μήκος του δομικού προτύπου. Εξ αυτού του λόγου, μπορεί να υποτεθεί ότι ε << δ. Οι συγκεκριμένες παράμετροι θα μπορούσαν να ποσοτικοποιηθούν, σημειώνοντας ότι, σε πρακτικές εφαρμογές, έχουν τάξεις μεγέθους O(10-2) και O(10-3), αντίστοιχα.

			8.5.2. Εφαρμογή της μεθόδου των πολλαπλών κλιμάκων

			Η εξίσωση (8.76) μπορεί να επεξεργαστεί με χρήση της μεθόδου των πολλαπλών κλιμάκων, ορίζοντας: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ξkt=ξk0(T-0,T-1)+εξk1(T-0,T-1)+⋯



						
							
							(8.77)

						
					

				
			

			Αντικαθιστώντας την εξίσωση (8.77) στην εξίσωση (8.76) και εξισώνοντας ίδιες δυνάμεις του ε, λαμβάνουμε:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


D02ξk0+ωk2ξk0+δ∑n=1NμknD0ξn0=0



						
							
							(8.78)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


D02ξk1+ωk2ξk1+δ∑n=1NμknD0ξn1=-2D0D1ξk0-δ∑n=1NμknD1ξn0-2cosωt∑n=1Nfknξn0



						
							
							(8.79)

						
					

				
			

			Υπενθυμίζεται ότι δ << 1, γεγονός το οποίο επιτρέπει τα εξής ομοιόμορφα αναπτύγματα:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ξk0(T-0,T-1)=ξk00(T-0,T-1)+δξk01(T-0,T-1)+⋯



						
							
							(8.80)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ξk1(T-0,T-1)=ξk10(T-0,T-1)+δξk11(T-0,T-1)+⋯



						
							
							(8.81)

						
					

				
			

			Η παράμετρος κλίμακας δ έχει σταθερή τιμή, εξαρτώμενη μόνο από τα φυσικά χαρακτηριστικά του συστήματος, και δεν σχετίζεται με τη διέγερση. Κατά συνέπεια, δεν πρόκειται να εισαγάγει καμία χρονική μεταβλητή. 

			Στη συνέχεια, εισάγουμε την εξίσωση (8.80) στην εξίσωση (8.78) και, αφού εξισώσουμε τις ίδιες δυνάμεις του δ, λαμβάνουμε:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


D02ξk00+ωk2ξk00=0



						
							
							(8.82)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


D02ξk01+ωk2ξk01=-∑n=1NμknD0ξn00



						
							
							(8.83)

						
					

				
			

			Η γενική λύση της εξίσωσης (8.82) είναι:  

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ξk00=Ak(T-1)eiωkT0+A-k(T-1)e-iωkT0



						
							
							(8.84)

						
					

				
			

			όπου το 

A-k

 δηλώνει το μιγαδικό συζυγές του 

Ak

. 

			Εδώ θα υποθέσουμε ότι τα διαγώνια στοιχεία μkk είναι μηδενικά, γεγονός το οποίο έχει επιβεβαιωθεί αριθμητικά σε μοντέλα αγωγών με εσωτερική ροή (Chatjigeorgiou, 2013). Υπ’ αυτή την προϋπόθεση, η λύση της εξίσωσης (8.83) γράφεται ως: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ξk01=-∑n=1NiμknωnAn(T-1)eiωnT0ωk2-ωn2+∑n=1NiμknωnA-n(T-1)e-iωnT0ωk2-ωn2



						
							
							(8.85)

						
					

				
			

			Ακολούθως, η παράμετρος ξk0 μπορεί να έχει τη μορφή:  

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ξk0=∑n=1NψknAn(T-1)eiωnT0+∑n=1Nψ-knA-n(T-1)e-iωnT0



						
							
							(8.86)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ψkn=1-izknk=nk≠n



						
							
							(8.87)

						
					

				
			

			και

			
				
					
					
				
				
					
							
							


zkn=δμknωn/ωk2-ωn2



						
							
							(8.88)

						
					

				
			

			8.5.3. Ασταθής κατάσταση για παραμετρικές διεγέρσεις αθροίσματος συχνοτήτων

			Εισάγοντας την εξίσωση (8.85) στην εξίσωση (8.79) και αμελώντας τους όρους τάξης O(δ2) και άνω, λαμβάνουμε:  

			
				
					
					
				
				
					
							
							


D02ξk1+ωk2ξk1+δ∑n=1NμknD0ξn1=-2∑n=1NiωnψknD1An(T-1)eiωnT-0+2∑n=1Niωnψ-knD1A-n(T-1)e-iωnT-0-δ∑n=1NμknD1An(T-1)eiωnT-0-δ∑n=1NμknD1A-n(T-1)e-iωnT-0-∑r=1N∑n=1NfknψnrArT-1eiωr+ωT-0+eiωr-ωT-0-∑r=1N∑n=1Nfknψ-nrA-r(T-1)ei-ωr+ωT-0+ei-ωr-ωT-0



						
							
							(8.89)

						
					

				
			

			Αναφορικά με την εξίσωση (8.89), η εγγύτητα της συχνότητας διέγερσης ω στο άθροισμα ωr + ωn μπορεί να εκφραστεί ορίζοντας την παράμετρο αποσυντονισμού σ, σύμφωνα με την οποία:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ω=ωr+ωn+εσ



						
							
							(8.90)

						
					

				
			

			Στη συνέχεια, θα εξετάσουμε τις ειδικές περιπτώσεις στις οποίες k = r = q, n = p και k = r = p, n = q. Οι προβληματικοί όροι της δεξιάς πλευράς της εξίσωσης (8.89) εξαλείφονται, αν ισχύει ότι: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∑p=1N2iωpψqp+δμqpD1Ap(T-1)eiωpT-0+∑p=1Nfqpψ-pqA-q(T-1)eiωpT-0eiσT-1=0



						
							
							(8.91)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


∑q=1N2iωqψpq+δμpqD1Aq(T-1)eiωqT-0+∑q=1Nfpqψ-qpA-p(T-1)eiωqT-0eiσT-1=0



						
							
							(8.92)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


2iωpψqp+δμqpD1Ap(T-1)+fqpψ-pqA-q(T-1)eiσT-1=0



						
							
							(8.93)

						
					

				
			

			
				
					
					
				
				
					
							
							


2iωqψpq+δμpqD1Aq(T-1)+fpqψ-qpA-p(T-1)eiσT-1=0



						
							
							(8.94)

						
					

				
			

			Ορίζοντας 

Ap=ape-iλ-T-1

, οι εκθετικοί όροι εξαλείφονται από τις εξισώσεις (8.93) και (8.94), αν ισχύει ότι 

Aq=aqei(λ-+σ)T-1

. Η ορίζουσα του σχετιζόμενου ομογενούς συστήματος γίνεται:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


λ-=12-σ±σ2-4fpqfqpzpqzqp(2ωpzqp+δμqp)(2ωqzpq+δμpq)



						
							
							(8.95)

						
					

				
			

			Αυτό υπονοεί ότι τα Ap

(T-1)

 και Aq

(T-1)

 είναι πεπερασμένα αν:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


σ2≥4fpqfqpzpqzqp(2ωpzqp+δμqp)(2ωqzpq+δμpq)



						
							
							(8.96)

						
					

				
			

			Επομένως, οι αντίστοιχες καμπύλες μετάβασης θα δίνονται από την εξίσωση: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ω=ωp+ωq±2εfpqfqpzpqzqp(2ωpzqp+δμqp)(2ωqzpq+δμpq)



						
							
							(8.97)

						
					

				
			

			Αν υποθέσουμε ότι οι δυνάμεις Coriolis έχουν μηδενική επίδραση (

μqp=μpq=0

), τότε η εξίσωση (8.97) απλοποιείται σημαντικά. Σε αυτή την περίπτωση μάλιστα, μπορούμε να υπολογίσουμε σχετικά εύκολα και τους όρους ανώτερης τάξης του ε (Nayfeh και Mook, 1979). Οι αντίστοιχες καμπύλες μετάβασης θα περιγράφονται από την εξίσωση: 

			
				
					
					
				
				
					
							
							


ω=ωp+ωq±εΦpq1/2-12ε214Φpq1ωp+1ωq-∑r=1NωrΦrq(ωp+2ωq)2-ωr2+Φrp(2ωp+ωq)2-ωr2-∑r=1r≠pNωrΦrqωp2-ωr2-∑r=1r≠qNωrΦrpωq2-ωr2+Oε3,



						
							
							(8.98)

						
					

				
			

			όπου:

			
				
					
					
				
				
					
							
							


Φpq=fpqfqpωqωp



						
							
							(8.99)

						
					

				
			

			Στις Εικόνες 8.6 και 8.7 δίνονται χαρακτηριστικά παραδείγματα καμπυλών μετάβασης από την κατάσταση ευστάθειας στην κατάσταση αστάθειας. Οι εμφανιζόμενες καμπύλες περιλαμβάνουν όρους έως Ο(ε2) και, στην προκειμένη περίπτωση, αμελούν την πιθανότητα ροής εντός του αγωγού. Αξίζει να παρατηρήσουμε όχι μόνο ότι οι καμπύλες αυτές προσομοιάζουν σε μεγάλο βαθμό τις καμπύλες της εξίσωσης Mathieu, αλλά και ότι αστάθειες είναι πιθανότερο να παρατηρηθούν στην περίπτωση διέγερσης διπλής συχνότητας ω = 2ωk, δεδομένου ότι σχεδόν όλος ο χώρος ελέγχου καλύπτεται από περιοχές ασταθούς κατάστασης (Εικόνα 8.6). Αντίθετα, για τις περιπτώσεις αθροίσματος συχνοτήτων (Εικόνα 8.7), το εύρος των περιοχών αστάθειας είναι περιορισμένο. Τέλος, σημειώνεται ότι, εάν λαμβάναμε υπόψη μας εσωτερική ροή εντός του αγωγού, τότε οι περιοχές αστάθειας θα συρρικνώνονταν, αλλά όχι σε μεγάλο βαθμό. 

			[image: ]

			Εικόνα 8.6 Καμπύλες μετάβασης (ω-ε) μεταξύ ευσταθούς και ασταθούς κατάστασης. Στον οριζόντιο άξονα απεικονίζεται η συχνότητα ω και στον κατακόρυφο η παράμετρος κλίμακας ε.  Τα ζεύγη καμπυλών αντιστοιχούν, από αριστερά προς τα δεξιά, σε ω = 2ω1, ω = 2ω2, ω = 2ω2, ω = 2ω2, ω = 2ω5. Η εξεταζόμενη περίπτωση δεν αφορά την πιθανότητα ροής εντός του αγωγού. Πηγή: Chatjigeorgiou, 2013.
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			Εικόνα 8.7 Καμπύλες μετάβασης (ω-ε) μεταξύ ευσταθούς και ασταθούς κατάστασης. Στον οριζόντιο άξονα απεικονίζεται η συχνότητα ω και στον κατακόρυφο η παράμετρος κλίμακας ε. Τα ζεύγη καμπυλών αντιστοιχούν, από αριστερά προς τα δεξιά, σε ω = ω1 + ωk, k = 2, 3, 4, 5, 6. Η εξεταζόμενη περίπτωση δεν αφορά την πιθανότητα ροής εντός του αγωγού. Πηγή: Chatjigeorgiou, 2013. 

			8.6. Συζήτηση επί των φαινομένων «τύπου» δυναμικού λυγισμού σε αλυσοειδείς αγωγούς

			Η θεωρία και η μεθοδολογία που αναπτύχθηκαν στις προηγούμενες ενότητες και αφορούσαν τις περιπτώσεις πιθανής αστάθειας δοκών υποβαλλόμενων σε αξονικές φορτίσεις έχουν άμεση εφαρμογή, ανεξάρτητα από τη γεωμετρία που εξετάζεται (αν, δηλαδή, η κατασκευή είναι ευθεία ή καμπύλη). Προϋπόθεση για την εφαρμογή των μεθόδων που αναπτύχθηκαν (π.χ. μέθοδος πολλαπλών κλιμάκων και θεωρία Floquet) είναι η παραγωγή συστημάτων συνήθων διαφορικών εξισώσεων ως προς το χρόνο. Αυτό επιτυγχάνεται με χρήση της ιδιότητας της ορθογωνικότητας, η οποία οδηγεί σε αποσύζευξη των χρονικά μεταβαλλόμενων όρων από τις χωρικές μεταβλητές, δηλαδή τις ιδιομορφές. Η ιδιότητα της ορθογωνικότητας μπορεί να χρησιμοποιηθεί υπό την προϋπόθεση ότι έχει επιλυθεί το πρόβλημα της ελεύθερης ταλάντωσης και έχουν υπολογιστεί οι συναρτήσεις των ιδιομορφών. Κατά τον τρόπο αυτό και ανεξάρτητα από την αρχική γεωμετρία στο χώρο, το αρχικό δυναμικό σύστημα των μερικών διαφορικών εξισώσεων μετατρέπεται σε σύστημα συνήθων διαφορικών εξισώσεων, με αγνώστους τις χρονικά μεταβαλλόμενες γενικευμένες μεταβλητές. 

			Ο όρος «λυγισμός» χρησιμοποιείται, συνήθως, για ευθείες κατασκευές, προκειμένου να περιγραφεί η ανάπτυξη κάμψης λόγω αξονικής διέγερσης. Για περισσότερο περίπλοκες γεωμετρίες, όπως είναι οι αλυσοειδείς διαμορφώσεις, οι αξονικές φορτίσεις δεν έχουν τα ίδια ακριβώς αποτελέσματα με τον απλό λυγισμό. Για το λόγο αυτό, τα αντίστοιχα φαινόμενα θα ήταν πιο δόκιμο να τα αναφέρουμε ως «τύπου λυγισμού». Για να κατανοήσουμε καλύτερα τη διάκριση, ας σκεφτούμε την περίπτωση λυγισμού σε μια ευθεία ομοιόμορφη δοκό, υποκείμενη σε συμμετρική αξονική φόρτιση στα δύο της άκρα. Είναι προφανές ότι, λόγω συμμετρίας, το μέγιστο βέλος κάμψης θα παρατηρηθεί στο μέσον της. Αντίθετα, στην περίπτωση μιας δοκού με αλυσοειδή γεωμετρία και καμπύλη διαμόρφωση στο ένα της άκρο (όπως στην περίπτωση των υποθαλάσσιων αγωγών), η αξονική φόρτιση στο άλλο άκρο της θα αφήσει σχεδόν ανεπηρέαστο το μέσον της, ενώ θα ενισχύσει τις καμπτικές ροπές και τις αντίστοιχες τάσεις στο καμπύλο τμήμα, προκαλώντας αυτό που συνήθως αποκαλούμε «συμπιεστική φόρτιση» (Aranha κ.ά., 2001). Αν και οι βασικές αρχές του πραγματικού φαινομένου μπορούν, πράγματι, να αποδοθούν στα θεμελιώδη πρότυπα των εξισώσεων Mathieu και Hill, το φαινόμενο είναι εξαιρετικά πιο περίπλοκο και η πραγματική του συμπεριφορά μπορεί να προσεγγιστεί μόνο μέσω της λύσης του συνολικού προβλήματος. Προφανώς, κάτι τέτοιο είναι εφικτό μόνο με την εφαρμογή αριθμητικών μεθόδων. 

			Απαραίτητη προϋπόθεση για την πρόκληση φαινομένων λυγισμού (ή «τύπου λυγισμού») είναι η εμφάνιση αρνητικής αξονικής φόρτισης, η οποία προϋποθέτει, με τη σειρά της, την άσκηση αξονικών διεγέρσεων. Λόγω του (σχετικά) μεγάλου μήκους της, μια δοκός δεν μπορεί να συρρικνωθεί (να υποστεί θλίψη). Επομένως, ο μόνος τρόπος αντίδρασής της είναι η καμπύλωσή της, δηλαδή η κάμψη της. Στο συγκεκριμένο σημείο, όταν αναφερόμαστε σε αρνητική φόρτιση, εννοούμε τη συνολική ένταση. Για την περίπτωση δυναμικών φορτίσεων, αυτό σημαίνει ότι το δυναμικό τμήμα της αξονικής φόρτισης έχει αυξηθεί τόσο πολύ ώστε να υπερβεί το στατικό αντίστοιχό της. Έτσι, την περίοδο κατά την οποία η δυναμική αξονική φόρτιση ασκείται αντίθετα στη στατική, το αλγεβρικό τους άθροισμα γίνεται αρνητικό. 

			Όλα αυτά μπορούν να γίνουν πιο κατανοητά με τη βοήθεια των Σχημάτων 8.8 και 8.9, τα οποία αφορούν έναν αγωγό riser (σε 1800 m βάθος νερού), με σχεδόν κατακόρυφη διαμόρφωση στη θέση στατικής ισορροπίας του, ο οποίος δέχεται αρμονική αξονική φόρτιση στην κορυφή του. Στην περιοχή του πυθμένα, το κατώτερο τμήμα του αγωγού είναι καμπύλο, ενώ παρατηρείται και μέγιστη στατική καμπτική ροπή. Οι Εικόνες 8.6 και 8.7 αφορούν τη συνολική (στατική και δυναμική) αξονική φόρτιση και την καμπτική ροπή, αντίστοιχα. Οι διάφορες καμπύλες που διακρίνονται είναι «στιγμιότυπα» της μεταβολής αυτών των μεγεθών κατά μήκος του αγωγού και καλύπτουν μια περίοδο της διέγερσης. Οι περιβάλλουσες καμπύλες έχουν υπολογιστεί με χρήση της μεθόδου που περιγράφεται στην εργασία του Fylling κ.ά. (1998), και αποτελούν τις ακραίες καταστάσεις της φόρτισης που δέχεται ο αγωγός. 

			[image: ]

			Εικόνα 8.8 Στιγμιότυπα της μεταβολής της συνολικής αξονικής έντασης κατά μήκος ενός αλυσοειδούς αγωγού, υπό την επιβολή αξονικής διέγερσης στην κορυφή του, τα οποία καλύπτουν μια περίοδο της διέγερσης. Πηγή: Chatjigeorgiou κ.ά., 2007.

			Από την Εικόνα 8.8, παρατηρούμε ότι υπάρχουν στιγμές μέσα στο χρόνο προσομοίωσης κατά τις οποίες η συνολική αξονική φόρτιση, σε όλο το μήκος ή σε τμήμα του αγωγού, γίνεται αρνητική. Στις αντίστοιχες χρονικές στιγμές, η δυναμική ένταση έχει υπερβεί σε μέγεθος τη στατική, με αποτέλεσμα να παρατηρείται κατάσταση τύπου λυγισμού (συμπιεστική φόρτιση). Τα αποτελέσματα αυτής της κατάστασης στην καμπτική ροπή φαίνονται στην Εικόνα 8.9. Η ανώτερη περιβάλλουσα εδώ αντιστοιχεί στην κατάσταση της κατώτερης περιβάλλουσας της Εικόνας 8.8. Είναι άμεσα εμφανές ότι η συμπιεστική φόρτιση λόγω της αξονικής δύναμης προκαλεί ισχυρότατες μεταβολές της καμπτικής ροπής, η οποία λαμβάνει τα μέγιστά της στο κατώτερο τμήμα του αγωγού στην περιοχή του πυθμένα, δηλαδή εκεί όπου η καμπτική φόρτιση ήταν ήδη μεγάλη, λόγω της αρχικής στατικής διαμόρφωσης. Επισημαίνεται ότι μεγάλες μεταβολές της καμπτικής ροπής συναρτώνται με αντίστοιχες μεταβολές της καμπυλότητας και, κατά συνέπεια, της τοπικής γεωμετρίας του αγωγού. Ένα επιπλέον χαρακτηριστικό που αξίζει να παρατηρηθεί είναι οι σημαντικές μεταβολές της κάμψης (και της καμπυλότητας) σε όλο το μήκος του αγωγού. Αν μπορούσαμε να παρατηρήσουμε τον αγωγό οπτικά, θα διαπιστώναμε ότι χαρακτηρίζεται από κυματώσεις στην επιφάνειά του, με ασύμμετρη κατανομή κατά το μήκος του. 
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			Εικόνα 8.9 Στιγμιότυπα της μεταβολής της συνολικής καμπτικής ροπής κατά μήκος ενός αλυσοειδούς αγωγού, υπό την επιβολή αξονικής διέγερσης στην κορυφή του, τα οποία καλύπτουν μια περίοδο της διέγερσης. Πηγή: Chatjigeorgiou κ.ά., 2007.  

			8.7. Απώλεια στήριξης λόγω μηδενισμού της συνολικής αξονικής φόρτισης

			Η δυναμική συμπεριφορά των αγωγών στο θαλάσσιο περιβάλλον κυριαρχείται από την καμπτική τους ακαμψία, η οποία εκφράζεται μέσω της παραμέτρου ΕΙ (Ε το μέτρο ελαστικότητας του Young και Ι η δεύτερη ροπή της διατομής). Η ύπαρξή της ρυθμίζει σημαντικά τα φαινόμενα αστάθειας. Για αγωγούς που λειτουργούν στο θαλάσσιο περιβάλλον, φαινόμενα αστάθειας είναι οι συνθήκες οι οποίες οδηγούν στην απομάκρυνση από τη μόνιμη συμπεριφορά (σταθερής κατάστασης). Αντίστοιχα φαινόμενα παρατηρούνται στις περιπτώσεις συντονισμών (γραμμικών και μη γραμμικών), παραμετρικών διεγέρσεων κτλ. Πράγματι, οι δυνάμεις αντίστασης θα ακυρώσουν πιθανές χαοτικές συμπεριφορές, χωρίς αυτό να σημαίνει όμως ότι δεν θα υπάρξει απόκλιση από τη μόνιμη κατάσταση, γεγονός το οποίο καταγράφεται στη χρονική ιστορία της απόκρισης.

			 Πέραν των ανωτέρω, τα οποία έχουν ήδη εξεταστεί, ένα σημαντικό θέμα που σχετίζεται με πιθανά φαινόμενα αστάθειας είναι ο μηδενισμός της αξονικής έντασης κατά μήκος του αγωγού. Σε περίπτωση που ο αγωγός χρησιμοποιείται και ως μηχανισμός πρόσδοσης χαρακτηριστικών επαναφοράς στην πλωτή κατασκευή, τότε η εν λόγω συνθήκη οδηγεί και σε αστάθεια της ίδιας της κατασκευής. Το συγκεκριμένο αντικείμενο δεν έχει άμεση σχέση με τους αγωγούς μεταφοράς ρευστών. Συνδέεται περισσότερο με γραμμές συγκράτησης, γραμμές αγκύρωσης ή τένοντες. Δεδομένου ότι οι τελευταίοι είναι, στην πραγματικότητα, δοκοί με μη μηδενική καμπτική ακαμψία (π.χ. Εικόνα 1.3), όπως και οι συνήθεις αγωγοί μεταφοράς ρευστών, θεωρείται επιβεβλημένο να παρασχεθούν ορισμένες πληροφορίες για το συγκεκριμένο θέμα. 

			Μηδενισμός της αξονικής φόρτισης σημειώνεται, συνήθως, σε κατακόρυφες γραμμές, με μικρή καμπτική ακαμψία ΕΙ, και όχι απαραίτητα μηδενική. Πρέπει να διευκρινιστεί ότι, στην πραγματικότητα, μόνο οι αλυσίδες έχουν ΕΙ = 0, ενώ άλλες γραμμές, όπως είναι πολύ λεπτοί αγωγοί, τένοντες, καλώδια κτλ., αν και το ΕΙ τους είναι πολύ μικρό, δεν είναι μηδενικό, με αποτέλεσμα να μπορούν να παραλάβουν κάποιες καμπτικές φορτίσεις. Όταν όμως η τιμή του ΕΙ είναι τόσο μικρή ώστε δεν επιτρέπει την ανάπτυξη καμπτικών φαινομένων, όπως σε περιπτώσεις δυναμικού λυγισμού, τότε, πρακτικά, επέρχεται μηδενισμός της αξονικής έντασης και, φυσικά, αστάθεια της γραμμής και της πλωτής κατασκευής που πιθανόν συγκρατεί. Επιπρόσθετα, ο μηδενικός της αξονικής έντασης συνδέεται με επαναλαμβανόμενες κρουστικές φορτίσεις (snap-slack loading) (Niedzwecki και Thampi, 1991· Chatjigeorgiou και Mavrakos, 2001). Για να εξηγήσουμε αυτήν τη συμπεριφορά, αξίζει να αναφέρουμε ότι σε κυκλικές φορτίσεις η στιγμιαία απώλεια της αξονικής έντασης (slack condition) θα ακολουθείται, αναπόφευκτα, από ταχεία αύξησή της (snap loading). 

			Το συγκεκριμένο αντικείμενο, πέραν της πρακτικής του αξίας, είναι ιδιαίτερα ενδιαφέρον και από θεωρητική άποψη, κυρίως όσον αφορά τη μαθηματική του μοντελοποίηση και τη μέθοδο αριθμητικής επίλυσης. Για την επιτυχή του αντιμετώπιση, απαραίτητη προϋπόθεση είναι η συμπερίληψη της καμπτικής ακαμψίας ΕΙ, ανεξάρτητα αν είναι πολύ μικρή και θα μπορούσε, σε πρώτη προσέγγιση, να αμεληθεί, για την απλοποίηση του δυναμικού συστήματος. Τα μαθηματικά πρότυπα που έχουν αναπτυχθεί στο παρόν δεν ισχύουν εάν ΕΙ = 0. Ο λόγος γίνεται αμέσως εμφανής, με μια απλή ματιά στην εξίσωση (5.21). Προφανώς, το σύστημα δεν έχει λύση αν ΕΙ = 0. Από την άλλη όμως, αν το σύστημα απλοποιηθεί, δεν μπορεί να υποστηρίξει την περίπτωση μηδενισμού της αξονικής έντασης και μόνη διέξοδος είναι η αποφυγή επίλυσης του προβλήματος στα χρονικά διαστήματα κατά τα οποία η αξονική ένταση μηδενίζεται. Τέτοια προσέγγιση υιοθετήθηκε, για παράδειγμα, από τον Παπάζογλου κ.ά. (Papazoglou  κ.ά., 1990). 

			Η συμπερίληψη της καμπτικής ακαμψίας και, άρα, των καμπτικών φαινομένων στο δυναμικό πρότυπο μιας δοκού (ακόμα και όταν ΕΙ → 0) ενδείκνυται για την αποφυγή κατάρρευσης (και, άρα, αποτυχίας) των αριθμητικών μοντέλων επίλυσης. Αυτή η πρακτική είναι συνήθης πλέον όσον αφορά τις γραμμές χαμηλής έντασης (low tension lines). Χαρακτηριστικά παραδείγματα είναι οι γραμμές που χρησιμοποιούνται για την εναπόθεση οργάνων στον πυθμένα της θάλασσας, γραμμές ρυμούλκησης υποθαλάσσιων οχημάτων (Remotely Operated Underwater Vehicles/ROVs), «ομφαλικές» σωληνώσεις διασύνδεσης μεταξύ πλωτών κατασκευών (umbilicals) κτλ.13 

			Για να κατανοήσουμε καλύτερα τη συμπεριφορά που συσχετίζεται με το μηδενισμό της αξονικής έντασης σε μια λεπτόγραμμη κατασκευή με μικρή καμπτική ακαμψία, κάνουμε αναφορά στις χρονικές ιστορίες της Εικόνας 8.8. Το αριστερό διάγραμμα αφορά πειραματικά αποτελέσματα (Mavrakos κ.ά., 2004) μιας κατακόρυφης γραμμής που συγκρατεί μια πλατφόρμα Tension Leg Platform (TLP), ενώ το δεξί αφορά αριθμητικές προβλέψεις ενός τένοντα. Στην αριστερή εικόνα φαίνεται η δυναμική αξονική ένταση, που είναι αρνητική στα χρονικά διαστήματα στα οποία έχει σταθεροποιηθεί, όπως επίσης είναι ίση και αντίθετη με τη στατική αξονική ένταση στο σημείο στο οποίο εξετάζεται. Στην δεξιά εικόνα φαίνεται η συνολική αξονική ένταση, που είναι ίση με μηδέν στα διαστήματα στα οποία έχει σταθεροποιηθεί. Στα συγκεκριμένα χρονικά διαστήματα μηδενισμού της συνολικής αξονικής έντασης, η γραμμή έχει πλήρως αποσταθεροποιηθεί. Αυτό σημαίνει ότι έχει χαλαρώσει πλήρως, ενώ η γωνία που σχηματίζει με την κατακόρυφο έχει γίνει ανεξέλεγκτα μεγάλη. Είναι επίσης εμφανές ότι η περίοδος χαλάρωσης λόγω απώλειας της αξονικής έντασης (slack condition) ακολουθείται από απότομη αύξηση της αξονικής έντασης, η οποία σε πολύ λίγο χρόνο λαμβάνει τη μέγιστη τιμή της. Η διαδικασία αυτή είναι επαναλαμβανόμενη, καθώς η αξονική ένταση μηδενίζεται, πάλι σε μικρό χρονικό διάστημα. Πρέπει, επίσης, να σημειωθεί (και αυτό φαίνεται καλύτερα στο δεξί διάγραμμα) ότι η γραμμή (ο τένοντας, εν προκειμένω) παραλαμβάνει για πολύ μικρό χρονικό διάστημα μια πολύ μικρή καμπτική ροπή. Το μέγεθος της κάμψης όμως δεν είναι επαρκές, ώστε να οδηγήσει σε δυναμικό λυγισμό. 
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			Εικόνα 8.10 Αξονική ένταση στη βάση κατακόρυφου τένοντα ο οποίος διεγείρεται και με αξονική συνιστώσα. Στην αριστερή εικόνα απεικονίζονται πειραματικά αποτελέσματα για τη δυναμική ένταση και στην δεξιά εικόνα αριθμητική προσέγγιση της συνολικής έντασης με χρήση της μεθόδου των πεπερασμένων διαφορών. Πηγή: Mavrakos κ.ά., 2004.
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			Γλωσσάρι

			Αγωγοί riser: Σωληνοειδείς κατασκευές μεγάλου μήκους, που χρησιμοποιούνται για τη μεταφορά υδρογονανθράκων από τον πυθμένα τ στην πλωτή κατασκευή εξόρυξης. 

			Αγωγοί εξόρυξης (drilling risers): Αγωγοί που Mεταφέρουν μεταφέρουν επιφανειακό υλικό (λάσπη) στη διάρκεια των δραστηριοτήτων εξόρυξης. Χρησιμοποιούνται ως προσωρινές συνδέσεις του φρεατίου της γεώτρησης με την επιφάνεια και αποτρέπουν τη διαρροή των εξορυσσόμενων υλικών στο περιβάλλον. 

			Αγωγοί ευρείας διαμέτρου (pull-tube risers): Αγωγοί που τοποθετούνται επίσης σε σταθερές εγκαταστάσεις (σταθερά εδραζόμενες στον πυθμένα). Χρησιμοποιούνται ως δίαυλοι αγωγών ή γραμμών ροής και συνδέονται σταθερά στο κέντρο της εγκατάστασης.

			Αλυσοειδής καμπύλη: Καμπύλη που περιγράφει τη γεωμετρία μιας λεπόγραμμης κατασκευής στο επίπεδο αναφοράς της, την οποία λαμβάνει υπό την επίδραση μόνο του βάρους της. 

			Αλληλεπίδραση αγωγού/πυθμένα: Αλληλεπίδραση που παρατηρείται όταν υπάρχει τμήμα του αγωγού επικαθήμενο στον πυθμένα. Διαδικασία κατά την οποία ένα τμήμα του αγωγού αποκολλάται και επικάθεται πάνω στον πυθμένα στη διάρκεια των επαναλαμβανόμενων φορτίσεων. Δημιουργείται τάφρος στον πυθμένα, ο οποίος αντιδρά στην εισχώρηση, μέσω της δύναμης αντίδρασης που ασκεί στον αγωγό. Η δύναμη εξαρτάται από τα μηχανικά χαρακτηριστικά του υλικού του πυθμένα. 

			Ακτινοβολία κυματισμών: Δημιουργία και διάδοση κυματισμών (ροής) στο άπειρο, λόγω της κίνησης σώματος μέσα σε ρευστό.  

			Ανάπτυγμα ιδιομορφών (μέθοδος Galerkin): Μορφή λύσης μερικών διαφορικών εξισώσεων, η οποία συντίθεται από τη γραμμική υπέρθεση όλων των πιθανών ιδιομορφών. Στην πραγματικότητα, είναι εφαρμογή της μεθόδου χωρισμού των μεταβλητών.  

			Αναρρόφηση αγωγού (suction): Κατά τη κυκλική κίνηση της ζώνης TDZ, υπάρχει η πιθανότητα εφαρμογής κάθετης δύναμης, αντίθετης στη διεύθυνση κίνησης του αγωγού κατά την αποκόλλησή του από τον πυθμένα. Το φαινόμενο τείνει να επαναφέρει τον αγωγό μέσα στην τάφρο.   

			Αντισταθμιστές κινήσεων (motion compensators): Διατάξεις αντιστάθμισης των κινήσεων, οι οποίες διατηρούν σταθερή την αξονική ένταση του αγωγού μέσω της ελεγχόμενης έκτασης και συστολής του, ανάλογα με τις κινήσεις της πλωτής εγκατάστασης.

			Ανωστικά σώματα: Διανεμημένα ή σημειακά τοποθετούμενα σώματα, που προσδίδουν πρόσθετη άντωση σε έναν αγωγό μέσα στο ρευστό. Με αντίθετο πρόσημο, λειτουργούν ως πρόσθετα βάρη.  

			Αξονική παραμόρφωση: Ο λόγος της επιμήκυνσης προς το αρχικό μήκος. Ως αρχικό μήκος εννοείται το μήκος του διαφορικού τμήματος. Μεταβάλλεται κατά μήκος της καμπύλης ενός αγωγού. 

			Απλή έδραση: Η αρθρωτή στήριξη: μηδενικές μετατοπίσεις και καμπτικές ροπές. 

			Αποκόλληση φύλλων στροβιλότητας (vortex shedding): Μια ταλαντευόμενη ροή, η οποία ενεργοποιείται κατά τη ροή ρευστού γύρω από ένα σώμα με ομαλή επιφάνεια, όπως είναι ένας κύλινδρος. Το φαινόμενο παρατηρείται σε συγκεκριμένες ταχύτητες της ροής, που εξαρτώνται από τη διάσταση και το σχήμα του σώματος. 

			Απόσβεση λόγω των κινήσεων των αγωγών σε ρευστό περιβάλλον (line-induced damping): Απόσβεση λόγω της διαχεόμενης ενέργειας κατά την κίνηση μιας γραμμής (αγωγού, καλωδίου, αλυσίδας, κτλ.) μέσα σε υγρό. Πηγή της είναι η δύναμη αντίστασης που ασκείται κάθετα στον άξονα της γραμμής (λεπτόγραμμης κατασκευής). 

			Βρόγχοι ενέργειας: Κλειστές καμπύλες, στις οποίες το εμβαδόν της περικλειόμενης επιφάνειας αντιπροσωπεύει γραφικά την ενέργεια που διαχέεται σε μια περίοδο κίνησης του αγωγού μέσα σε υγρό. 

			Βρόγχοι αντίδρασης εδάφους-διείσδυσης: Γραφική αναπαράσταση της αντίδρασης του εδάφους, ως συνάρτηση της διείσδυσης του αγωγού στο έδαφος του πυθμένα κατά την κυκλική κίνηση του αγωγού και, επομένως, κατά την κυκλική κίνηση του τμήματός του που επικάθεται στον πυθμένα και αποκολλάται απ’ αυτόν. 

			Βυθισμένο βάρος: Το ενεργό βάρος στο νερό, δηλαδή το βάρος στον αέρα μείον την άντωση της λεπτόγραμμης κατασκευής. Νοείται ανά μονάδα μήκους.  

			Γραμμές χαμηλής έντασης (low tension lines): Γραμμές στις οποίες είναι δυνατόν η αξονική δύναμη να μηδενίζεται σε κάποιο σημείο της ή κατά μήκος ενός τμήματός της. Μπορεί να είναι καλώδια, γραμμές αγκύρωσης, αλυσίδες ή ακόμα και τένοντες. 

			Γραμμικοποίηση: Τεχνική που απλοποιεί μη γραμμικούς όρους σε αθροίσματα διακριτών όρων. Xρησιμοποιείται ώστε να αναγνωριστούν οι γραμμικές συνιστώσες και να παραληφθούν οι όροι ανώτερης τάξης. Έχει εφαρμογή στην επίλυση μη γραμμικών συστημάτων στο πεδίο των συχνοτήτων. Για την εφαρμογή της, μπορούν να χρησιμοποιηθούν διάφορες μεθοδολογίες, όπως ανάπτυγμα σε σειρές Fourier, θεωρία διαταραχών, κτλ.  

			Γραμμή ροής (flow line): Το τμήμα του αγωγού που επικάθεται στον πυθμένα, παρ’ όλο που μπορεί να αφορά οποιοδήποτε τμήμα ενός αγωγού. 

			Γωνίες Euler: Τρεις γωνίες περιστροφής, που καθορίζουν τον προσανατολισμό των αξόνων ενός καρτεσιανού συστήματος συντεταγμένων σε σχέση με ένα άλλο, όμως με την ίδια αρχή. Ο προσανατολισμός των αξόνων επιτυγχάνεται με τρεις περιστροφές, μια περιστροφή γύρω από κάθε άξονα του αρχικού καρτεσιανού συστήματος. 

			Διαμορφώσεις ελαστικών αγωγών: Διατάξεις που μπορούν να χρησιμοποιηθούν σε πολλές υβριδικεδιάσεις τη δυνατότητα να ανταπεξέρχονται σε κατακόρυφες, αλαι σε οριζόντιες κινήσεις, γεγονός που τους τις κάνει ιδανικούς ιδανικές σε πλωτές εγκαταστάσεις. Χρησιμοποιήθηκαν για πρώτη φορά ως συνδέσεις μεταξύ των πλωτών εγκαταστάσεων και των μεταλλικών αγωγών παραγωγής, αλλά πλέον χρησιμοποιούνται και ως κύριοι αγωγοί.

			Διανεμημένες δυνάμεις: Δυνάμεις ανά μονάδα μήκος, που ασκούνται κατά μήκος του αγωγού. Συνίστανται από το βάρος, τις υδροδυναμικές φορτίσεις και, ενδεχομένως, δυνάμεις που ασκούνται λόγω της εσωτερικής ροής.

			Δοκιμή T-bar: Διείσδυση μια κυλινδρικής δοκού με πλάγια όψη σχήματος Τ (T-bar penetrometer). Χρησιμοποιείται για τη μέτρηση των παραμέτρων αντοχής του υλικού του εδάφους. 

			Δοκοί Euler-Bernoulli (άλλως, Κλασική Θεωρία Δοκών): Απλοποιητική θεώρηση της γραμμικής θεωρίας ελαστικότητας, με την υπόθεση μεγάλου μήκους δοκού σε σχέση με τη χαρακτηριστική της διάσταση (π.χ. διάμετρο). Υποθέτει επίσης μικρές παραμορφώσεις και είναι ιδανική για μεταλλικές δοκούς. 

			Δυνάμεις Froude-Krylov: Υδροδυναμικές φορτίσεις, που υπολογίζονται μόνο από το δυναμικό του απλού αρμονικού κυματισμού, αμελώντας τα φαινόμενα περίθλασης και ακτινοβολίας. 

			Δυνάμεις επαναφοράς: Γραμμικές δυνάμεις, που υπολογίζονται μέσω του νόμου του ελατηρίου (σταθερά επί μετατόπιση). Η ύπαρξή τους είναι απαραίτητη για τη δημιουργία ταλαντωτικού συστήματος. 

			Δύναμη ανύψωσης (lift force): Δύναμη που ασκείται σε μια κυλινδρική τομή κατά τη ροή ρευστού με σταθερή ταχύτητα, και σε διεύθυνση κάθετη στη διεύθυνση διάδοσης της ροής. 

			Δυναμική ενίσχυση: Συνεισφορά των χρονικά μεταβαλλόμενων εσωτερικών φορτίσεων που προστίθενται (ενισχύουν) στις στατικές. 

			Ελαστικές ιδιοσυχνότητες: Ιδιοσυχνότητες που υπολογίζονται μέσω του προβλήματος ελεύθερης ταλάντωσης ράβδων, ήτοι αβαρών ευθύγραμμων κατασκευών, συνήθως, μεμονωμένα, με αποσύζευξη των αξονικών από τις κάθετες ταλαντώσεις. 

			Ελαστική αναπήδηση: Ο κύκλος αποκόλλησης του αγωγού από τον πυθμένα. 

			Ελαστικός πυθμένας: Δεν επιτρέπει την παραμόρφωση του υλικού του εδάφους του πυθμένα. Συνήθως θεωρείται οριζόντιος. 

			Ελεύθερες ταλαντώσεις: Αποτέλεσμα του προβλήματος της ελεύθερης ταλάντωσης δυναμικού συστήματος, υποβαλλόμενου μόνο σε αρχικές συνθήκες, χωρίς όρους εξαναγκασμένης διέγερσης. 

			Ελεύθερα κρεμάμενα μήκη (free spans): Τα τμήματα ενός αγωγού που κρέμονται μεταξύ δύο σημείων. Ως ακραία (οριακά) σημεία του, σ’ αυτήν την περίπτωση, νοούνται τα άκρα του ελεύθερα κρεμάμενου τμήματος, ανεξάρτητα αν δεν συμπίπτουν με τα άκρα του αγωγού. Εξετάζονται ως ξεχωριστές αλυσοειδείς και είναι υποκείμενα σε δυναμικές διεγέρσεις.  

			Ενεργός ένταση: Αξονική δύναμη (τάση) που ασκείται κατά μήκος ενός αγωγού μέσα στο νερό και λαμβάνει υπόψη τη συνεισφορά των υδροστατικών πιέσεων κατά μήκος διαφορικού τμήματος του αγωγού και, άρα, την ελαστική του παραμόρφωση λόγω αυτών. 

			Εντατική κατάσταση: Κατάσταση των εσωτερικών φορτίσεων που αναπτύσσονται, εν προκειμένω, σε έναν αγωγό. Συντίθεται από τη συμμετοχή της αξονικής δύναμης, των διατμητικών δυνάμεων, των καμπτικών ροπών και της στρεπτικής ροπής. 

			Εντός/εκτός του επιπέδου ταλαντώσεις (in-plane vibrations/out-of-plane vibrations): Ταλαντώσεις που εκτελούνται στο επίπεδο αναφοράς της στατικής καμπύλης ή ταλαντώσεις που εκτελούνται εκτός του επιπέδου αναφοράς (διεύθυνση δικαθέτου). 

			Εξισώσεις συμβιβαστού: Εξισώσεις που εξασφαλίζουν τη συνέχεια μιας υλικής καμπύλης, ώστε να εξασφαλίζεται η δομική συμβατότητα με τα γειτονικά στοιχεία. 

			Εσωτερικές φορτίσεις: Δυνάμεις και ροπές που περιγράφουν την εντατική κατάσταση μιας κατασκευής. Στην περίπτωση των αγωγών που μελετώνται ως υλικές καμπύλες, θα συνθέτουν το άνυσμα των δυνάμεων (αξονική δύναμη και δύο διατμητικές δυνάμεις) και το άνυσμα των ροπών (ροπή στρέψης και δύο ροπές κάμψης). 

			Ζώνη οριακής ανύψωσης: Περιορισμένου μήκους περιοχή γύρω από το σημείο οριακής ανύψωσης. Κάθε σημείο του αγωγού σε αυτήν τη ζώνη μπορεί να αποκολλάται από τον πυθμένα κατά την εκτέλεση ταλαντωτικών κινήσεων. 

			Ζώνη επαφής αγωγού με τον πυθμένα (Touch Down Zone/TDZ): Τμήμα του αγωγού που αποκολλάται και επικάθεται στον πυθμένα κατά την κυκλική απόκρισή του. Το μήκος του εξαρτάται από την αρχική διαμόρφωση της αλυσοειδούς καμπύλης και τα χαρακτηριστικά της διέγερσης. 

			Ημιαναλυτική μέθοδος: Μέθοδος επίλυσης δυναμικών συστημάτων που περιγράφονται από διαφορικές εξισώσεις. Συνίστανται στην προσπάθεια προσέγγισης της λύσης αναλυτικά, στον μέγιστο δυνατό βαθμό, και στη συνέχεια, στην εφαρμογή μιας αριθμητικής μεθόδου. 

			Θεωρία λωρίδων (strip theory): Προσεγγιστική μέθοδος διακριτοποίησης μιας μεγάλου μήκους κατασκευής με τον ορισμό τομών (λωρίδων) σε συγκεκριμένες θέσεις κατά το μήκος της. Χρησιμοποιείται κατά την εφαρμογή δισδιάστατων μεθοδολογιών στις διακριτές τομές, για τον υπολογισμό δισδιάστατων παραμέτρων. Τα τρισδιάστατα μεγέθη υπολογίζονται, στη συνέχεια, με ολοκλήρωση των αντίστοιχων δισδιάστατων κατά μήκος της κατασκευής. 

			Ιδιοσυχνότητες: Συχνότητες με τις οποίες κινείται ένα δυναμικό σύστημα υποβαλλόμενο σε αρχικές συνθήκες. Προέρχονται από την επίλυση του προβλήματος ελεύθερης ταλάντωσης

			Ιδιομορφές: Μορφές (τρόποι) της κίνησης που αντιστοιχούν σε καθεμία από τις ιδιοσυχνότητες. Στην περίπτωση συνεχών δυναμικών συστημάτων, περιγράφουν τη γεωμετρία (τη μορφή) που λαμβάνει το συνεχές μέσο κατά την ταλάντωσή του με τη συγκεκριμένη ιδιοσυχνότητα.  

			Ισοδύναμη ελαστικότητα (αγωγού): Η ισοδύναμη σταθερά ελατηρίου που λειτουργεί ως επαναφορά στην αξονική διεύθυνση. Εκφράζει την τάση του αγωγού να ανθίσταται στην επιμήκυνσή του. Δίνεται ως ΕΑ/L, με ΕΑ την ελαστική ακαμψία και L το μήκος. 

			Ιξώδης απόσβεση: Γραμμική απόσβεση, που περιγράφεται μέσω της κίνησης εμβόλου μέσα σε ιξώδες ρευστό. 

			Καθαρή άντωση (net buoyancy): Ανωστική δύναμη, που προσφέρεται από ένα σώμα, αφού αφαιρεθεί το βυθμισμένο βάρος της λεπτόγραμμης βυθισμένης κατασκευής. Δίνεται συνήθως ως ποσοστό του συνολικού βυθισμένου βάρους της κατασκευής. 

			Καλπασμός (galloping): Φαινόμενο κατά το οποίο προκαλούνται, λόγω αεροδυναμικών φορτίσεων, εγκάρσιες κινήσεις ορισμένων κατασκευών, όπως καλώδια στήριξης καταστρωμάτων κρεμαστών γεφυρών. 

			Καμπυλότητα: Περιγραφικός προσδιορισμός του πόσο ανοιχτή ή κλειστή είναι μια καμπύλη. Ποσοτικοποιείται μέσω της ακτίνας καμπυλότητας. 

			Καμπύλες (βρόγχοι) P-y: Βλέπε βρόγχοι αντίδρασης εδάφους-διείσδυσης

			Κατάσταση εμπλοκής (lock-in): Κατάσταση κατά την οποία ενεργοποιούνται οι υψίσυχνες ταλαντώσεις, λόγω αποκόλλησης φύλλων στροβιλότητας (vortex-induced vibrations/viv). 

			Kατακόρυφοι αγωγοί υψηλής έντασης (top-tensioned risers): Αγωγοί που χρησιμοποιούνται σε πλατφόρμες TLPs και Spar. Είναι απόλυτα κατακόρυφοι και συνδέουν τον πυθμένα με το κάτω μέρος της πλωτής κατασκευής.

			Κεντρικές ή κεντροποιημένες διαφορές: Σχήμα πεπερασμένων διαφορών, που εφαρμόζεται (συνήθως) για την αριθμητική επίλυση συνήθων διαφορικών εξισώσεων (μιας ανεξάρτητης μεταβλητής). Το δυναμικό σύστημα διακριτοποιείται με τη βοήθεια κόμβων και όλοι οι όροι, συμπεριλαμβανομένων των παραγώγων, υπολογίζονται στο μέσον δύο διαδοχικών κόμβων.

			Κλειστή μορφή (closed form) (λύση): Οι παραγόμενες συναρτήσεις που αποτελούν λύσεις ενός προβλήματος και δίνονται σε ημιαναλυτική μορφή, π.χ. ως απειροσειρά. Μια απειροσειρά δεν είναι αυστηρά αναλυτική έκφραση, δεδομένου ότι απαιτεί τον υπολογισμό άπειρων όρων, αλλά είναι «κλειστή», δηλαδή ολοκληρωμένη. Ο αριθμητικός υπολογισμός της λύσης απαιτεί η σειρά να είναι συγκλίνουσα. 

			Κόπωση: Προοδευτική μείωση της αντοχής ενός δομικού συστήματος (ή υλικού), λόγω επαναλαμβανόμενων φορτίσεων.  

			Κωνική διείσδυση: Μέθοδος υπολογισμού των χαρακτηριστικών αντοχής του υλικού σε ένα έδαφος. Βασίζεται στη διείσδυση στελέχους με κωνική ακμή μέσα στο έδαφος. 

			Λεπτόγραμμη κατασκευή: Κατασκευή με πολύ μεγάλο μήκος σε σχέση με τη χαρακτηριστική διάστασή της (π.χ. διάμετρος ή πλευρά πρισματικής διατομής). 

			Λυγισμός (στατικός ή δυναμικός): Κατάσταση κατά την οποία προκαλείται κάμψη, λόγω αξονικών (στατικών ή δυναμικών) φορτίσεων. 

			Μεταβλητή Lagrange (Lagrangian συντεταγμένη): Χωρική μεταβλητή που λαμβάνει τιμές κατά μήκος μιας συνεχούς καμπύλης.  

			Μετατροπείς κυματικής ενέργειας (wave energy converters): Μηχανικές διατάξεις που χρησιμοποιούνται για την παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας, εκμεταλλευόμενες την ενέργεια των θαλάσσιων κυματισμών. Έχει προταθεί μεγάλη ποικιλία πιθανών λύσεων. 

			Μόνιμη κατάσταση κίνησης (steady-state): Κατάσταση μετά την πάροδο του αρχικού μεταβατικού χρονικού διαστήματος. Η ύπαρξη μόνιμης κατάστασης προϋποθέτει ότι η κίνηση είναι ευσταθής, όπως για αγωγούς μέσα σε ρευστό. 

			Μοντέλο «plug-flow»: Μοντέλο ροής εντός αγωγού που υποθέτει σταθερό προφίλ ταχύτητας στην τομή του αγωγού. Είναι το απλούστερο εν χρήσει μοντέλο. 

			Μοντέλο «slug flow»: Διφασικό μοντέλο ροής εντός του αγωγού. Θεωρεί ύπαρξη ελεύθερης επιφάνειας μεταξύ του υγρού και του αέριου μεταφερόμενου μέσου. Οι επιφανειακές τάσεις δημιουργούν συγκεντρώσεις του υγρού που μπορούν να καλύπτουν όλη την επιφάνεια της διατομής κατά μήκος ενός τμήματος του αγωγού. 

			Διαταραχές (μέθοδος/τεχνική): Μεθοδολογία επίλυσης μη γραμμικών εξισώσεων (συστημάτων) μέσω του αναπτύγματος των αγνώστων σε σειρές, με τη βοήθεια μιας παραμέτρου κλίμακας. Οι δυνάμεις της παραμέτρου κλίμακας ορίζουν και τις τάξεις του προβλήματος. 

			Ομφαλικές σωληνώσεις (umbilicals): Συνδέουν σκάφη επιφανείας μεταξύ τους και χρησιμοποιούνται για τη μεταφορά ρευστών μεταξύ τους. Το όνομά τους λαμβάνεται από τη λειτουργία του «ομφάλιου λώρου». 

			Παραμετρική διέγερση (κίνηση): Προκαλείται από «μη ομογενείς», «παραμετρικές συναρτήσεις», των οποίων παράμετρος είναι ο χρόνος.  

			Παράμετρος ακινησίας: Εκφράζει την αντίσταση που ασκείται σε μια κυλινδρική τομή κατά την κίνησή της, λόγω των φαινομένων viv. 

			Παράμετρος αποσυντονισμού: Εκφράζει την εγγύτητα μιας συχνότητας διέγερσης προς τις συχνότητες γραμμικού ή μη γραμμικού συντονισμού.

			Πεδίο Laplace: Χώρος ρευστού όπου η πεδιακή εξίσωση (εξίσωση συνέχειας) είναι η εξίσωση Laplace με τη θεώρηση ασυμπίεστου, μη συνεκτικού ρευστού και αστρόβιλης ροής. 

			Πεδίο συχνοτήτων: Μέθοδος επίλυσης δυναμικών συστημάτων με τη θεώρηση αρμονικών (μονοχρωματικών) διεγέρσεων. Αφορά κυρίως γραμμικά συστήματα και υπολογίζει το πλάτος και τη φάση της απόκρισης, θεωρώντας συχνότητα απόκρισης ίση με αυτήν της διέγερσης. 

			Πεδίο χρόνου: Μέθοδος επίλυσης δυναμικών συστημάτων, κατά την οποία η απόκριση υπολογίζεται προοδευτικά σε κάθε χρονικό βήμα, λαμβάνοντας πληροφορίες από το προηγούμενο χρονικό βήμα. Εφαρμόζεται ανεξαρτήτως σε γραμμικά και μη γραμμικά δυναμικά συστήματα.  

			Περίθλαση κυματισμών: Ανάκλαση των κυματισμών (της ροής) από σώμα το οποίο είναι ή θεωρείται ακίνητο. 

			Περιοχές αστάθειας: Συνθήκες υπό τις οποίες παρατηρείται ασταθής συμπεριφορά ενός μη γραμμικού συστήματος. Ασταθής συμπεριφορά μπορεί να νοηθεί η ανεξέλεγκτη αύξηση του μεγέθους της απόκρισης με το χρόνο ή ακόμα και η χαοτική συμπεριφορά. Πράγματι, σε κατάσταση αστάθειας δεν μπορεί να επέλθει η μόνιμη κατάσταση της απόκρισης. 

			Πλαίσιο Frenet (άλλως, πλαίσιο Frenet-Serret): Στη διαφορική γεωμετρία περιγράφει τις κινηματικές ιδιότητες ενός υλικού σημείου που κινείται κατά μήκος μιας συνεχούς καμπύλης στον ευκλείδειο χώρο των τριών διαστάσεων ℝ3.  

			Πλαστικός πυθμένας: Επιτρέπει την παραμόρφωσή του μέσω της διείσδυσης του αγωγού. Αντιδιαστέλεται με τον ελαστικό πυθμένα, ο οποίος θεωρείται απαραμόρφωτος.  

			Πλατφόρμες βαρύτητας (gravity platforms): Πλατφόρμες σταθερά εδραζόμενες στον πυθμένα της θάλασσας. Η ασφαλής έδραση επιτυγχάνεται από το βάρος των στελεχών που συγκρατούν το κατάστρωμα της πλατφόρμας. Τα στελέχη κατασκευάζονται συνήθως από ενισχυμένο σκυρόδεμα. 

			Πλατφόρμες jacket: Πλατφόρμες σταθερά εδραζόμενες στον πυθμένα της θάλασσας. Το κατάστρωμα των υπερκατασκευών στηρίζεται σε μεταλλικά χωροδικτυώματα. 

			Πλατφόρμες Spar: Πλωτές πλατφόρμες, με απλή γεωμετρία (κυλινδρική ή κωνική). Η άντωση για την πλευστότητά τους προσφέρεται από το μέγεθός τους. Συγκρατούνται μέσω συστημάτων αγκύρωσης.  

			Πλατφόρμες υψηλής έντασης (Tension Leg Platforms/TLPs): Πλατφόρμες που συγκρατούνται με τένοντες.

			Πλοία μεταφοράς υγροποιημένων αεριών (LNGs): Πλοία που μεταφέρουν αέριους υδρογονάνθρακες σε υγρή μορφή. Κατά τη μεταφορά, η υγρή φάση διατηρείται με τη βοήθεια πολύ χαμηλών θερμοκρασιών. Υπάρχουν διάφοροι τύποι τέτοιων πλοίων, όπως membrane type, moss type κ.ά. 

			Πολλαπλές κλίμακες (μέθοδος) (multiple scales): Κλίμακες που χρησιμοποιούνται για το διαχωρισμό των μη γραμμικών όρων σε κλίμακες του χρόνου. Κατ’ αυτόν τον τρόπο, τα μη γραμμικά συστήματα μπορούν να διαχωριστούν σε «τάξεις», επιτρέποντας διαδοχικές επιλύσεις. 

			Προβλήματα οριακών τιμών: Προβλήματα διαφορικών εξισώσεων οι οποίες πρέπει να ικανοποιούνται σε συγκεκριμένο πεδίο, όπως κατά μήκος ενός αγωγού, σε χώρο ελέγχου που περιλαμβάνει ρευστό κτλ., ενώ ταυτόχρονα θα πρέπει να ικανοποιούνται συγκεκριμένες συνθήκες (καταναγκασμοί) στα όρια του χώρου ελέγχου. Οι καταναγκασμοί μπορεί να είναι γραμμικοί ή μη γραμμικοί, και να εκφράζονται μέσω εξισώσεων ή να αφορούν συγκεκριμένες τιμές παραμέτρων (π.χ. συνθήκες Neumann ή Dirichlet).    

			Προένταση: Αρχική αξονική δύναμη που εφαρμόζεται στην κορυφή μιας λεπτόγραμμης κατασκευής, για να λάβει την επιθυμητή διαμόρφωσή της (γεωμετρία) στο χώρο. Η γεωμετρία προσδιορίζει στη συνέχεια τη μεταβολή της αξονικής δύναμης κατά μήκος της κατασκευής. Ενισχύεται κατά την εκτέλεση δυναμικών κινήσεων από το χρονικό μεταβαλλόμενο τμήμα της. 

			Προσαρτημένοι αγωγοί (attached risers): Αποτελούν τον πρώτο τύπο που αναπτύχθηκε και χρησιμοποιούνται αποκλειστικά σε σταθερά εδραζόμενες στον πυθμένα πλατφόρμες (πλατφόρμες βαρύτητας ή μεταλλικών χωροδικτυωμάτων τύπου jacket). Προσαρτώνται σταθερά στην πλευρά της εδραζόμενης στον πυθμένα της θάλασσας πλατφόρμας και συνδέουν τον πυθμένα με τις εγκαταστάσεις που βρίσκονται στο κατάστρωμα πάνω από την ελεύθερη επιφάνεια της θάλασσας.

			Πρόσθετη μάζα: Αδρανειακός όρος, ο οποίος, από φυσικής απόψεως, περιγράφει την πρόσθετη δύναμη αδράνειας που απαιτείται για να κινηθεί ένα σώμα μέσα σε ρευστό περιβάλλον σε συγκεκριμένη διεύθυνση. Από φυσικής πάντα απόψεως, λόγω της πρόσθετης μάζας, η αδρανειακή δύναμη δαπανάται για την επιτάχυνση του ρευστού που περιβάλλει το σώμα. 

			Πύργοι αγωγών (riser towers): Η συγκεκριμένη σχεδίαση περιλαμβάνει έναν χαλύβδινο πύργο, ο οποίος φτάνει έως την επιφάνεια του νερού και φέρει στην κορυφή του μια μεγάλου μεγέθους δεξαμενή, που προσφέρει άντωση. Οι αγωγοί βρίσκονται μέσα στον πύργο, εκτεινόμενοι από τον πυθμένα μέχρι την κορυφή του πύργου και της δεξαμενής. Η άντωση των δεξαμενών διατηρεί την ένταση στην κορυφή των αγωγών.

			Σειρά Fourier (ή ανάπτυγμα Fourier): Με βάση το θεώρημα Fourier, οποιαδήποτε περιοδική συνάρτηση μπορεί να περιγραφεί ως σειρά άπειρων αρμονικών (ημιτονοειδών και συνημιτονοειδών) όρων. Η σειρά Fourier υπάρχει και σε μιγαδική μορφή. Από μαθηματικής απόψεως, μπορεί να περιγράψει οποιαδήποτε συνάρτηση, ακόμα και τυχαία, με την υπόθεση ότι η θεμελιώδης περίοδος είναι άπειρη. 

			Σημείο οριακής ανύψωσης (ή επαφής ή σημείο TDP): Σημείο από το οποίο αποκολλάται ο αγωγός (η λεπτόγραμμη κατασκευή από τον πυθμένα). Στο σημείο αυτό, η γωνία που σχηματίζεται με την οριζόντιο είναι μηδενική. 

			Σπονδυλική καμπύλη (backbone curve): Τμήμα των καμπυλών P-y, που αντιστοιχεί στη στατική θέση ισορροπίας ενός αγωγού. Δεικνύει τη μεταβολή της δύναμης αντίδρασης του εδάφους ως βαθμωτής συνάρτηση της αρχικής διείσδυσης του τμήματος που επικάθεται στον πυθμένα.  

			Στατική ισορροπία: Κατάσταση ισορροπίας στη στατική θέση στην αρχή του χρόνου πριν από την επιβολή των χρονικά μεταβαλλόμενων διεγέρσεων. 

			Στρωματοποιημένο φιλμ (ροή): Διφασική ροή, η οποία θεωρείται στρωματοποιημένη (stratified) όταν το αέριο καταλαμβάνει σαφώς ξεχωριστό χώρο από το υγρό, όπως όταν όλο το αέριο βρίσκεται πάνω από το υγρό. 

			Συμπιεστική φόρτιση: Ισοδύναμες φορτίσεις λόγω της ροής εντός αγωγού, εξαρτώμενες από τη μάζα του ρευστού, του τετραγώνου της εσωτερικής ταχύτητας και της καμπυλότητας του αγωγού. Τείνουν να μειώσουν την ακαμψία του αγωγού. 

			Συναρτήσεις μεταφοράς: Συναρτήσεις με ανεξάρτητη μεταβλητή τη συχνότητα. Παρέχονται ως αποτελέσματα επιλύσεων στο πεδίο των συχνοτήτων και εκφράζουν τα μεγέθη της απόκρισης που αντιστοιχούν σε συγκεκριμένη συχνότητα διέγερσης. Απαντούν και ως παράμετροι μεγέθυνσης (magnification factors). 

			Σύστημα δυναμικής ισορροπίας: Σύστημα μερικών διαφορικών εξισώσεων με ανεξάρτητες χωρικές συντεταγμένες και τον χρόνο. Στην περίπτωση των αγωγών, υπάρχει μία μόνο χωρική συντεταγμένη που λαμβάνει τιμές κατά μήκος της καμπύλης του αγωγού. 

			Συστήματα Παραγωγής, Αποθήκευσης και Εκφόρτωσης (Floating Production, Storage, Offloading Systems/FPSOs): Πλωτές κατασκευές ή συγκροτήματα κατασκευών όπου γίνεται η διαχείριση των παραγόμενων υδρογονανθράκων με τον τρόπο που περιγράφει ο τίτλος τους. Είναι συνήθως κατασκευές με μορφή συμβατικών πλοίων. 

			Ταχύς μετασχηματισμός Fourier (FFT): Αριθμητική υλοποίηση του μετασχηματισμού Fourier. 

			Τένοντες: Υπό υψηλή ένταση (αξονική δύναμη) γραμμές, με μη μηδενική καμπτική ακαμψία, που χρησιμοποιούνται για να συγκραwwwατφόρμες στη θάλασσα. Η υψηλή ένταση επιτυγχάνει την πρόσδοση χαρακτηριστικών επαναφοράς (ισοδύναμα ελατήρια) στην οριζόντια και στη δικάθετη διεύθυνση στο επίπεδο της θάλασσας.  

			Υδροδυναμική μάζα: βλέπε πρόσθετη μάζα. 

			Υλική καμπύλη: Γεωμετρική διαμόρφωση που περιγράφεται από μία μόνο γραμμή, η οποία όμως διατηρεί τα φυσικά και μηχανικά χαρακτηριστικά της πραγματικής κατασκευής.  

			Υλική παράγωγος: Μαθηματικός ορισμός που περιγράφει το ρυθμό μεταβολής ενός βαθμωτού ή ανυσματικού πεδίου, το οποίο ορίζεται σε ένα υλικό στοιχείο υπό την επίδραση ενός χωρικά και χρονικά εξαρτώμενου πεδίου ταχυτήτων. 

			Υποθαλάσσια οχήματα (Remotely Operated Vehicles/ROV): Οχήματα ειδικού σκοπού, τα οποία όμως συνδέονται με σκάφος επιφανείας, μέσω γραμμής συγκράτησης ή επικοινωνίας, η οποία το ελέγχει και το κατευθύνει. 

			Υποθετική ταχύτητα (superficial velocity): Στην περίπτωση ροής δύο φάσεων εντός του αγωγού, η συγκεκριμένη ταχύτητα ορίζεται τεχνητά και προσδιορίζεται με την υπόθεση ότι μέσα στον αγωγό υπάρχει μόνο μία φάση ρευστού.  

			Υψίσυχνες ταλαντώσεις λόγω αποκόλλησης φύλλων στροβιλότητας (vortex-induced vibrations/viv): Ταλαντώσεις που εκτελεί μια λεπτόγραμμη κατασκευή σε διεύθυνση κάθετη στη διεύθυνση διάδοσης επερχόμενης ροής. Το φαινόμενο ενεργοποιείται όταν η χαρακτηριστική συχνότητα Strouhal γίνει ίση με μία από τις ιδιοσυχνότητες της λεπτόγραμμης κατασκευής.  

			Φθίνοντες κυματισμοί (evanescent modes): Κυματισμοί που προκαλούνται λόγω περίθλασης και ακτινοβολίας.

			Χαλύβδινοι αλυσοειδείς αγωγοί (Steel Catenary Risers/SCR): Αγωγοί Riser που διαθέτουν αλυσοειδή διαμόρφωση, η οποία επιτυγχάνεται από την επίδραση του βάρους τους στο νερό.

			Χανδάκωση: Διάνοιξη τάφρων στον πυθμένα της θάλασσας, λόγω της κυκλικής αλληλεπίδρασης του αγωγού με τον πυθμένα.

			Χωρισμός των μεταβλητών: Μέθοδος επίλυσης μερικών διαφορικών εξισώσεων. Βασίζεται στην περιγραφή της λύσης μέσω γινομένου συναρτήσεων μιας μεταβλητής, οι οποίες, πολλαπλασιαζόμενες, παράγουν συνάρτηση πολλών μεταβλητών (ίσων με τις ανεξάρτητες συντεταγμένες του προβλήματος). Κατατείνει στο διαχωρισμό του συνολικού προβλήματος σε αριθμό ξεχωριστών προβλημάτων, καθένα εκ των οποίων περιγράφεται από μία μόνο ανεξάρτητη μεταβλητή.
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