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			Περιεχόμενα

			Πίνακας συντομέυσεων-ακρωνύμια

			Πρόλογος

			Εισαγωγή

			Πίνακας προγραμμάτων

			ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ OΛΟΚΛΗΡΩΣΗ ΚΑΙ ΕΠΙΛΥΣΗ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

			ΕΠΙΛΥΣΗ ΠΑΡΑΒΟΛΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

			ΕΠΙΛΥΣΗ YΠΕΡΒΟΛΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

			ΜΟΝΟΔΙΑΣΤΕΣ ΡΟΕΣ

			ΔΙΣΔΙΑΣΤΑΤΕΣ ΡΟΕΣ. ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΕΣ ΔΙΑΦΟΡΕΣ

			ΔΙΣΔΙΑΣΤΑΤΕΣ ΡΟΕΣ. ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝOI OΓKOI

			1. ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΥΔΡΑΥΛΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ

			1.1 ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΥΔΡΑΥΛΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ 

			1.1.1 Γενικά θέματα

			1.1.2 Υπολογιστικά πλέγματα

			1.1.3 Βασικές θεωρήσεις και απαιτούμενα βήματα για την ανάπτυξη αριθμητικού αλγόριθμου

			1.2 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΡΟΗΣ

			1.2.1 Διατήρηση της μάζας

			1.2.2 Διατήρηση της ορμής 

			1.2.3 Διατήρηση της ενέργειας

			1.3 ΡΟΪΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ

			1.3.1 Ροϊκή γραμμή 

			1.3.2 Ροϊκή συνάρτηση 

			1.3.3 Κυκλοφορία-στροβιλότητα

			1.4 ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΔΥΝΑΜΙΚΟΥ

			1.5 ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΕΣ ΤΕΧΝΙΚΕΣ ΕΠΙΛΥΣΗΣ

			1.5.1 Πεπερασμένες διαφορές

			1.5.2 Πεπερασμένα στοιχεία

			1.5.3 Πεπερασμένοι όγκοι

			1.5.4 Αρχικές και οριακές συνθήκες ροής

			1.5.5 Επίλυση

			1.6 ΕΙΔΗ ΜΕΡΙΚΩΝ ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

			1.6.1 Τάξη, γραμμικές και μη γραμμικές εξισώσεις

			1.6.2 Ελλειπτικές εξισώσεις

			1.6.3 Παραβολικές εξισώσεις

			1.6.4 Υπερβολικές εξισώσεις

			1.6.5 Σύστημα μερικών διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης

			Βιβλιογραφία/Αναφορές

			2. ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

			2.1 ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ KATA SIMPSON, simpson

			2.1.1 Αριθμητική τεχνική simpson (Simpson)

			2.1.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος simpson

			2.1.3 Δεδομένα του προγράμματος simpson

			2.1.4 Παράθεση του προγράμματος simpson

			2.1.5 Αποτελέσματα του προγράμματος simpson

			2.2 ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ, ΤΡΑΠΕΖΟΕΙΔΗΣ ΚΑΝΟΝΑΣ, trapez 

			2.2.1 Αριθμητική τεχνική trapez (Trapezoid)

			2.2.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος trapez

			2.2.3 Δεδομένα του προγράμματος trapez

			2.2.4 Παράθεση του προγράμματος trapez

			2.2.5 Αποτελέσματα του προγράμματος trapez

			2.3 NEWTON-RAPHSON, ΡΙΖΕΣ ΕΞΙΣΩΣΗΣ ao+a1 f1 (x) +a2 f2(x)+a3f3(x) +.=0

			π.χ. ao+a1x1+a2x2+a3x3=0, new-raph

			2.3.1 Αριθμητική τεχνική new-raph (Newton-Raphson)

			2.3.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος new-raph

			2.3.3 Δεδομένα του προγράμματος new-raph

			2.3.4 Παράθεση του προγράμματος new-raph

			2.3.5 Αποτελέσματα του προγράμματος new-raph

			2.4 ΔΙΧΟΤΟΜΗΣΕΙΣ, ΕΠΙΛΥΣH EΞΙΣΩΣΕΩΝ ΜΟΡΦΗΣ f(x)=0, π.χ. axb+cxd+e=0, bisect

			2.4.1 Αριθμητική τεχνική bisect (Bisection)

			2.4.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος bisect

			2.4.3 Δεδομένα του προγράμματος bisect

			2.4.4 Παράθεση του προγράμματος bisect

			2.4.5 Αποτελέσματα του προγράμματος bisect

			2.5 ΕΠΙΛΥΣΗ EΞΙΣΩΣΕΩΝ ΜΟΡΦΗΣ f(x)=0  π.χ. 5x-13.2+2sinx-4cosx=0, iter

			2.5.1 Πρόβλημα για την επίλυση μέσω του προγράμματος iter (iteration)

			2.5.2 Δεδομένα του προγράμματος iter 

			2.5.3 Παράθεση του προγράμματος iter

			2.5.4 Αποτέλεσμα του προγράμματος iter

			2.6 EΠΙΛΥΣH ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ, ΑΠΑΛΟΙΦΗ KATA GAUSS, gauss

			2.6.1 Συστήματα γραμμικών εξισώσεων 

			2.6.2 Αριθμητική τεχνική gauss (Gauss)

			2.6.3 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος gauss

			2.6.4 Δεδομένα του προγράμματος gauss

			2.6.5 Παράθεση του προγράμματος gauss

			2.6.6 Αποτελέσματα του προγράμματος gauss

			2.7 EΠΙΛΥΣΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ, ΤΕΧΝΙΚΗ KATA GAUSS-SEIDEL, g-s

			2.7.1 Εξίσωση ροής Laplace 

			2.7.2 Αριθμητική τεχνική g-s (Gauss-Seidel)

			2.7.3 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος g-s

			2.7.4 Δεδομένα του προγράμματος g-s

			2.7.5 Παράθεση του προγράμματος g-s

			2.7.6 Αποτελέσματα του προγράμματος g-s

			2.8 EΠΙΛΥΣH ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ, ΤΕΧΝΙΚΗ ΥΠΕΡ ΧΑΛΑΡΩΣΕ-ΩΣ ΚΑΤΑ GAUSS-SEIDEL, g-s-over

			2.8.1 Αριθμητική τεχνική g-s-over (Gauss-Seidel over-relaxation)

			2.8.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος g-s-over

			2.8.3 Δεδομένα του προγράμματος g-s-over

			2.8.4 Παράθεση του προγράμματος g-s-over

			2.8.5 Αποτελέσματα του προγράμματος g-s-over

			2.9 EΠΙΛΥΣΗ TΡΙΔΙΑΓΩΝΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ, ΤΕΧΝΙΚΗ ΚΑΤΑ THOMAS, thomas

			2.9.1 Αριθμητική τεχνική thomas (Thomas)

			2.9.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος thomas

			2.9.3 Δεδομένα του προγράμματος thomas

			2.9.4 Παράθεση του προγράμματος thomas

			2.9.5 Αποτελέσματα του προγράμματος thomas

			Βιβλιογραφία/Αναφορές

			 

			3. ΕΠΙΛΥΣΗ ΠΑΡΑΒΟΛΙΚΩN ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

			3.1 ΡΗΤΗ ΤΕΧΝΙΚΗ EULER, euler

			3.1.1 Τεχνικές επίλυσης παραβολικών εξισώσεων

			3.1.2 Αριθμητική τεχνική euler (Euler)

			3.1.3 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος euler

			3.1.4 Δεδομένα του προγράμματος euler

			3.1.5 Παράθεση του προγράμματος euler

			3.1.6 Αποτελέσματα του προγράμματος euler

			3.2 ΡΗΤΗ ΤΕΧΝΙΚΗ, expl 

			3.2.1 Αριθμητική τεχνική expl (Explicit)

			3.2.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος expl 

			3.2.3 Δεδομένα του προγράμματος expl 

			3.2.4 Παράθεση του προγράμματος expl

			3.2.5 Αποτελέσματα του προγράμματος expl

			3.3 ΡΗΤΗ ΤΕΧΝΙΚΗ LAX, lax

			3.3.1 Αριθμητική τεχνική lax (Lax)

			3.3.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος lax

			3.3.3 Δεδομένα του προγράμματος lax

			3.3.4 Παράθεση του προγράμματος lax

			3.3.5 Αποτελέσματα του προγράμματος lax

			3.4 ΡΗΤΗ ΤΕΧΝΙΚΗ LΕΑP-FROG, frog

			3.4.1 Αριθμητική τεχνική frog (Leap-frog)

			3.4.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος frog

			3.4.3 Δεδομένα του προγράμματος frog

			3.4.4 Παράθεση του προγράμματος frog

			3.4.5 Αποτελέσματα του προγράμματος frog

			3.5 ΠΕΠΛΕΓΜΕΝΗ ΤΕΧΝΙΚΗ CRANK-NICKOLSON, crank

			3.5.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική crank (Crank-Nickolson)

			3.5.2 Πρόβλημα για την επίλυση μέσω του προγράμματος crank

			3.5.3 Δεδομένα του προγράμματος crank

			3.5.4 Παράθεση του προγράμματος crank

			3.5.5 Αποτελέσματα του προγράμματος crank

			Βιβλιογραφία/Αναφορές

			 

			4. ΕΠΙΛΥΣΗ ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

			4.1 ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 

			4.1.1 Γραμμικές και μη γραμμικές υπερβολικές εξισώσεις ροής 

			4.1.2 Ρητά αριθμητικά σχήματα απλών βημάτων για την επίλυση υπερβολικών εξισώσεων 

			4.1.3 Ρητά αριθμητικά σχήματα πολλαπλών βημάτων για την επίλυση υπερβολικών εξισώσεων

			4.2 ΡΗΤΗ ΤΕΧΝΙΚΗ LAX-WENDROFF, lax-wen

			4.2.1 Αριθμητική τεχνική lax-wen (Lax-Wendroff)

			4.2.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος lax-wen

			4.2.3 Δεδομένα του προγράμματος lax-wen

			4.2.4 Παράθεση του προγράμματος lax-wen

			4.2.5 Αποτελέσματα του προγράμματος lax-wen

			4.3 ΡHTH ΤΕΧΝΙΚΗ MAC-CORMACK, maccomk

			4.3.1 Αριθμητική τεχνική maccmk (Mac-Cormack) 

			4.3.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος maccmk

			4.3.3 Δεδομένα του προγράμματος maccmk

			4.3.4 Παράθεση του προγράμματος maccmk

			4.3.5 Αποτελέσματα του προγράμματος maccmk

			4.4 ΡΗΤΗ ΤΕΧΝΙΚΗ ΤΕΣΣΑΡΩΝ ΒΗΜΑΤΩΝ KATA RUNGE-KUTTΑ, r-k

			4.4.1 Αριθμητική τεχνική r-k (Runge-Kutta)

			4.4.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος r-k

			4.4.3 Δεδομένα του προγράμματος r-k

			4.4.4 Παράθεση του προγράμματος r-k

			4.4.5 Αποτελέσματα του προγράμματος r-k

			Βιβλιογραφία/Αναφορές

			5. ΜΟΝΟΔΙΑΣΤΑΤΕΣ ΡΟΕΣ

			5.1 ΔΕΞΑΜΕΝΗ, tank

			5.1.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική tank

			5.1.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος tank

			5.1.3 Δεδομένα του προγράμματος tank

			5.1.4 Παράθεση του προγράμματος tank

			5.1.5 Αποτελέσματα του προγράμματος tank

			5.2 ΥΠΟΚΡΙΣΙΜΗ ΡΟΗ ΕΛΕΥΘΕΡΗΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΣ, ΡΗΤH ΤΕΧΝΙΚΗ MAC-CORMACK, οcfsb

			5.2.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική οcfsb (Open channel flow subcritical)

			5.2.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος οcfsb

			5.2.3 Δεδομένα του προγράμματος οcfsb

			5.2.4 Παράθεση του προγράμματος οcfsb

			5.2.5 Αποτελέσματα του προγράμματος οcfsb

			5.3 ΥΠΕΡΚΡΙΣΙΜH ΡΟΗ ΕΛΕΥΘΕΡΗΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΣ, ΡΗΤH ΤΕΧΝΙΚΗ MAC-CORMACK, οcfsp

			5.3.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική ocfsp (Open channel flow supercritical) 

			5.3.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος οcfsp

			5.3.3 Δεδομένα του προγράμματος οcfsp

			5.3.4 Παράθεση του προγράμματος οcfsp

			5.3.5 Αποτελέσματα του προγράμματος οcfsp

			5.4 ΥΠΕΡΚΡΙΣΙΜH ΡΟΗ ΕΛΕΥΘΕΡΗΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΣ, ΠΕΠΛΕΓΜΕΝΗ ΤΕΧΝΙΚΗ MAC-CORMACK, οcfimp

			5.4.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική οcfimp (Open channel flow implicit)

			5.4.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος οcfimp

			5.4.3 Δεδομένα του προγράμματος οcfimp

			5.4.4 Παράθεση του προγράμματος οcfimp

			5.4.5 Αποτελέσματα του προγράμματος οcfimp

			5.5 ANOMOIOMOΡΦΗ ΡΟΗ, ΤΡΑΠΕΖΟΕΙΔΗΣ ΔΙΑΤΟΜΗ, non-uni

			5.5.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική non-uni (non-uniform)

			5.5.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος non-uni

			5.5.3 Δεδομένα του προγράμματος non-uni

			5.5.4 Παράθεση του προγράμματος non-uni

			5.5.5 Αποτελέσματα του προγράμματος non-uni

			5.6 OΡΙΖΟΝΤΙA ΡΟΗ ΥΓΡΑΣΙΑΣ, 1dmoist

			5.6.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική 1dmoist (1 dimensional moisture)

			5.6.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος 1dmoist

			5.6.3 Δεδομένα του προγράμματος 1dmoist

			5.6.4 Παράθεση του προγράμματος 1dmoist

			5.6.5 Αποτελέσματα του προγράμματος 1dmoist

			5.7 ΜΕΤΑΦΟΡΑ ΚΑΙ ΔΙΑΧΥΣΗ, salinity

			5.7.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική salinity (Salinity)

			5.7.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος salinity

			5.7.3 Δεδομένα του προγράμματος salinity

			5.7.4 Παράθεση του προγράμματος salinity 

			5.7.5 Αποτελέσματα του προγράμματος salinity

			5.8 EΞΙΣΩΣΗ BOUSSINESQ, bouss 

			5.8.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική bouss (Boussinesq)

			5.8.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος bouss

			5.8.3 Δεδομένα του προγράμματος bouss

			5.8.4 Παράθεση του προγράμματος bouss

			5.8.5 Αποτελέσματα του προγράμματος bouss

			5.9 ΜΕΤΑΦΟΡΑ ΦΕΡΤΩΝ KAI ENΑΠΟΘΕΣΗ, scour

			5.9.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική scour

			5.9.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος scour

			5.9.4 Παράθεση του προγράμματος scour

			5.9.5 Αποτελέσματα του προγράμματος scour

			5.10 ΠΛΗΓΜΑ ΚΡΙΟΥ, hammer

			5.10.1 Πλήγμα κριού και αριθμητική τεχνική

			5.10.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος hammer (Water hammer)

			5.10.3 Δεδομένα του προγράμματος hammer

			5.10.4 Παράθεση του προγράμματος hamme

			5.10.5 Αποτελέσματα του προγράμματος hammer

			Βιβλιογραφία/Αναφορές

			 

			6. ΔΙΣΔΙΑΣΤΑΤΕΣ ΡΟΕΣ, ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΕΣ ΔΙΑΦΟΡΕΣ

			6.1 ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΕΣ ΔΙΑΦΟΡΕΣ ΚΑΙ ΜΟΝΙΜΗ ΡΟΗ (ΕΛΛΕΙΠΤΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ)

			6.1.1 Χώρος ροής

			6.1.2 Προσέγγιση εξισώσεων ροής με πεπερασμένες διαφορές
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			7. ΔΙΣΔΙΑΣΤΑΤΕΣ ΡΟΕΣ, ΠΕΡΑΣΜΕΝOI ΟΓΚΟΙ

			7.1 ΣΥΜΠΙΕΣΤΗ ΡΟΗ ΣΕ ΚΛΕΙΣΤΟΥΣ ΑΓΩΓΟΥΣ, fvcom 

			7.1.1 Τεχνική των πεπερασμένων όγκων

			7.1.2 Εξισώσεις ροής σε μετασχηματισμένο (τοπικό) σύστημα συντεταγμένων σε τρεις διαστάσεις
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			7.1.4 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική συνάρτησης δυναμικού σε μετασχηματισμένο (τοπικό) σύστημα συντεταγμένων σε δύο διαστάσεις, fvcom (Finite-volume compressible)
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			7.3.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική fvunsat (Finite volume unsaturated)
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			7.4.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική fvunstdy (Finite volume unsteady)

			7.4.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος fvunstdy
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			7.5 ΣΤΑΘΕΡΗ ΡΟΗ ΕΛΕΥΘΕΡHΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΣ, ΠΕΠΛΕΓΜΕΝΗ ΤΕΧΝΙΚΗ ΒΕΑΜ-WARMING, fvocfimp

			7.5.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική fvocfimp (Finite-volume open channel flow implicit)
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			7.6 ΣΤΑΘΕΡΗ ΡΟΗ ΕΛΕΥΘΕΡHΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΣ, ΕΠΙΛΥΣΗ ΣΕ ΦΥΣΙΚΟ ΧΩΡΟ ΡΟΗΣ, pgocfexp

			7.6.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική πεπερασμένων όγκων στον φυσικό χώρο ροής pgοcfexp (Physical grid open channel flow explicit)

			7.6.2 Πρόβλημα για επίλυση με χρήση του προγράμματος pgocfexp
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			Πρόλογος

			Η παράθεση των προγραμμάτων ηλεκτρονικών υπολογιστών (πηγαίοι κώδικες), μαζί με τη σχετική προς αυτά θεωρία, αποσκοπεί στην επίλυση τυπικών προβλημάτων Υδραυλικής Μηχανικής. Οι υπολογιστικές τεχνικές της Υδραυλικής Μηχανικής υποβοηθούν το σχετικά νέο γνωστικό αντικείμενο της «Υπολογιστικής Επιστήμης και Μηχανικής» (Computational science and engineering, CSE). Η επιστήμη αυτή αναπτύσσει και εφαρμόζει υπολογιστικές τεχνικές και προσομοιώσεις για να λύσει με τη βοήθεια ηλεκτρονικών υπολογιστών σύνθετα προβλήματα του φυσικού κόσμου, τα οποία δημιουργούνται κατά την ανάλυση προβλημάτων της μηχανικής. Μαζί με τη θεωρία και το πείραμα μπορεί να θεωρηθεί ο τρίτος πυλώνας της ερευνητικής ανάπτυξης των θετικών επιστημών. Στο παρόν σύγγραμμα χρησιμοποιούνται οι αριθμητικές τεχνικές των πεπερασμένων διαφορών και πεπερασμένων όγκων (πεπερασμένων στοιχείων), οι οποίες είναι και οι πλέον δημοφιλείς. Οι έννοιες «Μηχανική Ρευστών» και «Υδραυλική Μηχανική», αναφορικά με τις υπολογιστικές τεχνικές που αναλύονται στο κείμενο, θεωρούνται ταυτόσημες.

			Η ύλη του -κατά βάση- εκπαιδευτικού τούτου συγγράμματος έχει σχεδιαστεί, για να καλύψει τις ανάγκες διδασκαλίας του εξαμηνιαίου μαθήματος με τίτλο «Υπολογισμός Υδραυλικών Έργων με χρήση ηλεκτρονικών υπολογιστών», το οποίο από τριακονταετίας και πλέον διδάσκεται στους προπτυχιακούς φοιτητές του Τμήματος Πολιτικών Μηχανικών του Δημοκρίτειου Πανεπιστημίου Θράκης. Φοιτητές και σπουδαστές Τμημάτων Μηχανολόγων, Χημικών και Ναυπηγών Μηχανικών αλλά και Εφαρμοσμένων Μαθηματικών, Φυσικής, Γεωπονίας, Ιατρικής και Βιολογίας καθώς και παρεμφερών κλάδων της Επιστήμης και της Μηχανικής, οι οποίοι έχουν ενδιαφέρον για τη Μηχανική Ρευστών (Υδραυλική Μηχανική) και το αναγκαίο επιστημονικό υπόβαθρο, θα βρουν το παρόν σύγγραμμα χρήσιμο.

			Δεν πρέπει να αγνοηθεί ότι το παρόν σύγγραμμα είναι επικουρικό στην εκπαιδευτική διαδικασία των υπολογισμών προβλημάτων Μηχανικής Ρευστών (Υδραυλικής Μηχανικής) με χρήση ηλεκτρονικών υπολογιστών και ότι η ορθή χρήση του υποθέτει στοιχειώδη γνώση σχετικών γνωστικών αντικειμένων. Δεν αποσκοπεί στην εμπορική εφαρμογή, να χρησιμοποιηθεί δηλαδή για την επίλυση προβλημάτων του πραγματικού κόσμου, αν και αυτό μπορεί να πραγματοποιηθεί για την πρώτη εκτίμηση των υπολογισμών. Προς τούτο ο χρήστης πρέπει να στραφεί σε πλέον ειδικευμένα προγράμματα, τα οποία είναι διαθέσιμα στην αγορά. Απλά από εδώ γίνεται η αρχή για τον κόσμο των υπολογιστικών τεχνικών. Η χρησιμότητα του συγγράμματος δεν περιορίζεται μόνο στην Υπολογιστική Υδραυλική. Η παγκοσμιότητα των μερικών διαφορικών εξισώσεων δίνει τη δυνατότητα να εφαρμοστούν οι παρούσες υπολογιστικές τεχνικές σε ευρύ φάσμα προβλημάτων της Μηχανικής των Συνεχών Μέσων.

			Θα ήθελα να ευχαριστήσω τον Διδάκτορα Μηχανικό Α. Κλωνίδη και όλους τους φοιτητές που συνέβαλαν κατά κάποιον τρόπο και κατά καιρούς στη παρούσα έκδοση. Να αναφερθεί ότι το παρόν σύγγραμμα είναι αποτέλεσμα πολύχρονης εργασίας και περιλαμβάνει τμήμα μόνο των υπολογιστικών τεχνικών και των εφαρμογών τους στην Υδραυλική Μηχανική. Η παρουσίαση τρισδιάστατων αλγορίθμων σταθερής ή ασταθούς ροής θα πραγματοποιηθεί στο εγγύς μέλλον.

			 

		

	
		
			Εισαγωγή

			H Υπολογιστική Μηχανική Ρευστών (Computational Fluid Dynamics,CFD) αποτελεί τμήμα της «Υπολογιστικής Επιστήμης και Μηχανικής» και αποσκοπεί στην επίλυση προβλημάτων Μηχανικής Ρευστών, (Ferziger&Peric 1999). Η Υδραυλική Μηχανική ασχολείται με προβλήματα ασυμπίεστων ρευστώνκαι κυρίως με τη ροή του ύδατος.

			Τα λυμένα παραδείγματα και η ταυτόχρονη παράθεση των προγραμμάτων ηλεκτρονικών υπολογιστών στη γλώσσα προγραμματισμού Fortran προσβλέπουν στην εμπέδωση του γνωστικού αντικειμένου της Υπολογιστικής Υδραυλικής Μηχανικής (Κουτίτας, 1982). Είναι σκόπιμο να αναφερθεί ότι το παρόν σύγγραμμα δεν εισέρχεται στη μαθηματική ανάλυση της ευστάθειας των λύσεων ούτε στην ανάλυση της ακρίβειας των αριθμητικών λύσεων των προβλημάτων, με τα οποία ασχολείται. Η προσπέλαση στο γνωστικό αντικείμενο του υπολογισμού προβλημάτων Υδραυλικής Μηχανικής γίνεται σταδιακά αρχίζοντας με τις βασικές αριθμητικές επιλύσεις, οι οποίες πιθανόν να χρησιμοποιηθούν από τους ενδιαφερομένους για την ανάπτυξη των αλγορίθμων (Φραγκάκις, 1981). Αμέσως μετά, δίνονται εφαρμογές επίλυσης παραβολικών και υπερβολικών εξισώσεων ροής, ώστε ο χρήστης να γίνει κοινωνός των τεχνικών αυτών σε αρχικό στάδιο (Farlow, 1982). Κατόπιν, δίνεται σωρεία εφαρμογών σε δισδιάστατα ροών. Η αναλυτική παράθεση των ανοικτών κωδίκων (.f90) στη γλώσσα προγραμματισμού Fortran (f77 και f90) γίνεται με την ενδελεχή παρουσίαση και των δεδομένων εισόδου (.dat) αλλά και τυπικών αποτελεσμάτων των υπολογισμών (.out). Πιο αναλυτικά, τα πράγματα έχουν ως ακολούθως.

			Στο Κεφάλαιο 1 «Υπολογιστική Μηχανική Ρευστών» αναφέρονται συνοπτικά οι βασικές εξισώσεις της Μηχανικής Ρευστών (Σούλης, 1986) η θεωρία της ροϊκής συνάρτησης και η συνάρτηση δυναμικού, τα απαιτούμενα βήματα για την ανάπτυξη αριθμητικού αλγορίθμου, οι αριθμητικές τεχνικές επίλυσης και τα είδη των μερικών διαφορικών εξισώσεων (Mitchell, 1977). 

			Στο Κεφάλαιο 2 «Αριθμητική Επίλυση Εξισώσεων» αναφέρονται βασικές αριθμητικές τεχνικές ολοκλήρωσης, επίλυσης εξισώσεων και επίλυσης συστημάτων εξισώσεων(Leon, 2006). Η επίλυση των συστημάτων εξισώσεων είναι ουσιώδης γνώση για την κατανόηση των υπολογιστικών τεχνικών της Υδραυλικής Μηχανικής.

			Στο Κεφάλαιο 3 «Επίλυση Παραβολικών Εξισώσεων» παρατίθενται αριθμητικές τεχνικές επίλυσης παραβολικών προβλημάτων (Mitchell&Griffiths, 1980). Αναφέρονται μερικές ρητές αριθμητικές τεχνικές και μια πεπλεγμένη. 

			Στο Κεφάλαιο 4 «Επίλυση Υπερβολικών Εξισώσεων» παρατίθενται αριθμητικές τεχνικές επίλυσης υπερβολικών προβλημάτων. Αναφέρονται ρητές υπολογιστικές τεχνικές απλών και πολλαπλών βημάτων επίλυσης (Ηoffmann&Chiang, 1993).

			Στο Κεφάλαιο 5 «Μονοδιάστατες Ροές» παρατίθενται προγράμματα επίλυσης εξισώσεων μονοδιάστατης ροής, όπως ροής ελεύθερης επιφάνειας, διάχυσης και ροής εντός πορωδών μέσων. Η ροή με ελεύθερη επιφάνεια μπορεί να είναι υποκρίσιμη ή υπερκρίσιμη και η επίλυση με ρητή ή πεπελεγμένη τεχνική.

			Στο Κεφάλαιο 6 «Δισδιάστατες Ροές. Πεπερασμένες Διαφορές» παρατίθενται προγράμματα δισδιάστατης ροής με τη χρήση της τεχνικής των πεπερασμένων διαφορών, όπως διάχυσης-μεταφοράς και ροής σε πορώδη μέσα (Ganzha&Vorozhtsov 1996).

			Στο Κεφάλαιο 7 «Δισδιάστατες Ροές. Πεπερασμένοι Όγκοι» παρατίθενται προγράμματα δισδιάστατης ροής με τη χρήση της τεχνικής των πεπερασμένων όγκων (Σούλης, 1986). Η χρήση των υπολογιστικών τεχνικών για επίλυση προβλημάτων δισδιάστατης ροής είναι το πρώτο βήμα για την ανάπτυξη τρισδιάστατων προβλημάτων ροής. 

			Στα Παραρτήματα παρατίθενται δημοσιεύσεις που επικουρούν το γνωστικό αντικείμενο του παρόντος συγγράμματος. Ως συμπλήρωμα παρατίθεται σε ηλεκτρονική μορφή και το βιβλίο «Υπολογιστική Μηχανική Ρευστών» του υπογράφοντος. Όλα τα προγράμματα, τα δεδομένα, τα αποτελέσματα και οι δημοσιεύσεις δίνονται και σε ηλεκτρονική μορφή. Οι πηγαίοι κώδικες των Κεφαλαίων 2, 3, 4, 5 και 6 δίνονται σε fortran f90, ενώ οι περισσότεροι του Κεφαλαίου 7 σε fortran f77.

			 

		

	
		
			Πίνακας προγραμμάτων

			ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ OΛΟΚΛΗΡΩΣΗ ΚΑΙ ΕΠΙΛΥΣΗ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

			 

			
					.	Simpson, Κανόνας Simpson για ολοκλήρωση

					.	Trapez, Τραπεζοειδής κανόνας για ολοκλήρωση

					.	New-raph, Νewton-Raphson ρίζες εξισώσεως

					.	Bisect, Επίλυση εξισώσεων με διαδοχικές διχοτομήσεις

					.	Iter, Επίλυση εξισώσεων με διαδοχικές επαναλήψεις

					.	Gauss, Eπίλυση συστήματος εξισώσεων, απαλοιφή Gauss

					.	G-s, Eπίλυση συστήματος εξισώσεων Gauss-Seidel

					.	G-s-over, Eπίλυση συστήματος εξισώσεων Gauss-Seidel με υπερχαλάρωση

					.	Thomas, Eπίλυση τριδιαγωνικού συστήματος εξισώσεων κατά Thomas

			

			 

			ΕΠΙΛΥΣΗ ΠΑΡΑΒΟΛΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

			 

			
					.	Euler, Τεχνική Euler για επίλυση παραβολικών εξισώσεων

					.	Expl, Τεχνική explicit για επίλυση παραβολικών εξισώσεων

					.	Lax, Τεχνική Lax για επίλυση παραβολικών εξισώσεων

					.	Frog, Tεχνική Leap-frog για επίλυση παραβολικών εξισώσεων

					.	Crank, Πεπλεγμένη τεχνική Crank-Nickolson για επίλυση παραβολικών εξισώσεων

			

			 

			ΕΠΙΛΥΣΗ YΠΕΡΒΟΛΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

			 

			
					.	Lax-wen, Tεχνική Lax-Wendroff για επίλυση υπερβολικών εξισώσεων

					.	Maccomk, Tεχνική Mac-Cormack για επίλυση υπερβολικών εξισώσεων

					.	R-k, Tεχνική τεσσάρων βημάτων Runge-Kuttα για επίλυση υπερβολικών εξισώσεων

			

			 

			ΜΟΝΟΔΙΑΣΤΕΣ ΡΟΕΣ

			 

			
					.	Tank, Eκκένωση δεξαμενής

					.	Ocfsb, Υποκρίσιμη ροή ελεύθερης επιφάνειας, ρητή τεχνική Mac- Cormack

					.	Ocfsp, Υπερκρίσιμη ροή ελεύθερης επιφάνειας, ρητή τεχνική Mac- Cormack

					.	Ocfimp, Υπερκρίσιμη ροή ελεύθερης επιφάνειας, πεπλεγμένη τεχνική Mac- Cormack

					.	Non-uni, Ανομoιόμoρφη ροή, τραπεζοειδής διατομή

					.	1dmoist, Μίας διαστάσεως ροή υγρασίας

					.	Salinity, Μεταφορά και διάχυση

					.	Bouss, Ροή Boussinesq

					.	Scour, Μεταφορά φερτών και εναπόθεση

					.	Hammer, Πλήγμα κριού

			

			 

			ΔΙΣΔΙΑΣΤΑΤΕΣ ΡΟΕΣ. ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΕΣ ΔΙΑΦΟΡΕΣ

			 

			
					.	2dmoist, Δύο διαστάσεων ακόρεστη ροή, ρητή τεχνική πεπερασμένων διαφορών

					.	Laplace, Δυναμική ροή, ρητή τεχνική πεπερασμένων διαφορών

					.	Gwflow, Κορεσμένη ροή, ρητή τεχνική πεπερασμένων διαφορών

					.	Αdvdif, Μεταφορά-διάχυση, ρητή τεχνική πεπερασμένων διαφορών

			

			 

			ΔΙΣΔΙΑΣΤΑΤΕΣ ΡΟΕΣ. ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝOI OΓKOI

			 

			
					.	Fvcom, Συμπιεστή ροή, ρητή τεχνική πεπερασμένων όγκων

					.	Fvincom, Ασυμπίεστη ροή, ρητή τεχνική πεπερασμένων όγκων

					.	Fvunsat, Ακόρεστη ροή, ρητή τεχνική πεπερασμένων όγκων

					.	Fvunstdy, Ασταθής ροή ελεύθερης επιφάνειας, ρητή τεχνική πεπερασμένων όγκων

					.	Fvocfimp, Σταθερή ροή ελεύθερης επιφάνειας, τεχνική πεπερασμένων

					.	Pgοcfexp, Σταθερή ροή ελεύθερης επιφάνειας, ρητή τεχνική σε φυσικό υπολογιστικό δίκτυο

			

		

	
		
			1. ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΥΔΡΑΥΛΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ

			Σύνοψη

			Aναπτύσσονται οι βασικές εξισώσεις της Μηχανικής Ρευστών και συνοπτικά οι βασικές θεωρήσεις και τα απαιτούμενα βήματα για την ανάπτυξη αριθμητικού αλγόριθμου. Αναφέρονται οι αριθμητικές τεχνικές και τα είδη των μερικών διαφορικών εξισώσεων. Οι μερικές διαφορικές εξισώσεις των ρευστομηχανικών προβλημάτων που ελέγχουν τη ροή είναι μη γραμμικές, 3D, ασταθείς, τυρβώδεις και απαιτούν διαθεματικές προσεγγίσεις προς επίλυση. Οι μερικές διαφορικές εξισώσεις κατατάσσονται ως ελλειπτικές, παραβολικές και υπερβολικές ανάλογα με τον χώρο επιρροής των διαταραχών, οι οποίες δημιουργούνται στον χώρο των υπολογισμών. Η αριθμητική επίλυση οποιουδήποτε προβλήματος Μηχανικής Ρευστών απαιτεί στην αρχή την περιγραφή της γεωμετρίας του προβλήματος και στη συνέχεια την κατασκευή του υπολογιστικού πεδίου, το οποίο συντίθεται από πεπερασμένα στοιχεία ή όγκους στους οποίους στηρίζεται η επίλυση. Η κατασκευή τέτοιων δικτύων είναι σημαντική εργασία, η οποία πρέπει να εκτελεστεί πριν την επίλυση του προβλήματος. Η επίλυση προβλημάτων βοηθείται με τη χρήση παραδοχών σχετικά με τη ροή. Οι εξισώσεις Navier-Stokes μπορούν να απλοποιηθούν σχετικά με την τύρβη και να καταλήξουν στην επίλυση εξισώσεων δυναμικής ροής και ροϊκής συναρτήσεως.

			 

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Μαθηματική ανάλυση, Κανονικές διαφορικές εξισώσεις, Μερικές διαφορικές εξισώσεις, Μηχανική Ρευστών, Υδραυλική Μηχανική, Ροϊκή συνάρτηση, Συνάρτηση δυναμικού

			 

			1.1 ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΙΚΗ ΥΔΡΑΥΛΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ 

			1.1.1 Γενικά θέματα

			 

			Η μαθηματική προσομοίωση έχει αναδειχτεί, ιδίως κατά τα τελευταία έτη, ως ένα αυτοδύναμο γνωστικό αντικείμενο, γεγονός που αποδεικνύεται από τον εκπληκτικά μεγάλο αριθμό ειδικευμένων επιστημονικών περιοδικών που εκδίδονται κάθε έτος και τον αριθμό των σχετικών επιστημονικών συνεδρίων (Ηoffmann&Chiang, 1993). Η Υπολογιστική Μηχανική Ρευστών (Computational Fluid Dynamics, CFD) καλύπτει τόσο ασυμπίεστες ροές όσο και συμπιεστές ροές και έχει φτάσει σε τόσο υψηλό επίπεδο, ώστε να αποτελεί ένα βασικό εργαλείο ανάλυσης και σχεδιασμού σε θέματα θέματα (Chow, 1979):

			 

			
					.	Αεροναυτικής,

					.	Μηχανολογίας, 

					.	Επιστήμης Χημικού Μηχανικού, 

					.	Περιβαλλοντολογικής Μηχανικής, 

					.	Επιστήμης Πολιτικού Μηχανικού, 

					.	Πυρηνικής Μηχανικής και 

					.	Εμβιομηχανικής. 

			

			 

			Οι μερικές διαφορικές εξισώσεις των προβλημάτων Υδραυλικής Μηχανικής που περιγράφουν ή διέπουν τη ροή είναι μη γραμμικές, τρισδιάστατες, ασταθείς, και τυρβώδεις και απαιτούν διαθεματικές προσεγγίσεις για την επίλυσή τους, κατατάσσονται δε ως ελλειπτικές, παραβολικές και υπερβολικές ανάλογα με την περιοχή επιρροής των διαταραχών, οι οποίες δημιουργούνται στον χώρο των υπολογισμών.

			Tα περισσότερα από τα 2D και 3D εφαρμοσμένα προβλήματα της Υδραυλικής Μηχανικής δεν έχουν αναλυτική λύση, γιατί συνήθως αποτελούνται από μη ομαλές γεωμετρικές επιφάνειες, στις οποίες είναι δύσκολο να εφαρμοστούν οι οριακές συνθήκες. Σε πολλές περιπτώσεις είναι απαραίτητο να χρησιμοποιηθεί αριθμητική μέθοδος για την επίλυση των μερικών διαφορικών εξισώσεων που περιγράφουν ή διέπουν τη ροή (Dormand, 1996). Με την ανάπτυξη του ηλεκτρονικού υπολογιστή οι αριθμητικές λύσεις αναπτύχτηκαν και επεκτάθηκαν έτσι, ώστε να μπορούν να δώσουν λύση σχεδόν σε κάθε παρουσιαζόμενο πρόβλημα, άσχετα με τον βαθμό δυσκολίας του. Αν και οι λύσεις με τις αριθμητικές μεθόδους δίνουν απάντηση σε δεδομένο αριθμό διακριτών σημείων και μόνο σε διακριτά χρονικά διαστήματα, προκειμένου για ασταθείς ροές, αυτό καθαυτό το γεγονός δεν αποτελεί σοβαρό μειονέκτημα, διότι μπορούν να χρησιμοποιηθούν και διάφορες συναρτήσεις παρεμβολής αλλά και μεγάλος αριθμός υπολογιστικών κόμβων, ώστε η επίτευξη της λύσης να είναι ικανοποιητική. 

			1.1.2 Υπολογιστικά πλέγματα

			 

			Η αριθμητική επίλυση οποιουδήποτε προβλήματος Υδραυλικής Μηχανικής απαιτεί στην αρχή την περιγραφή της γεωμετρίας του προβλήματος και στη συνέχεια την κατασκευή του υπολογιστικού πλέγματος, το οποίο συντίθεται από πεπερασμένα στοιχεία ή όγκους στους οποίους βασίζεται η επίλυση (Brebbia&Ferrante, 1983). Η κατασκευή υπολογιστικού πλέγματος είναι σημαντική εργασία, η οποία πρέπει να εκτελεστεί πριν την επίλυση του προβλήματος. Στα τελευταία, ιδίως, χρόνια η ανάπτυξη της τεχνικής της κατασκευής υπολογιστικών δικτύων αποτελεί αυτοτελές γνωστικό αντικείμενο. Υπάρχουν κατά βάση δύο κατηγορίες υπολογιστικών δικτύων:τα δομημένα και τα μη δομημένα πλέγματα.

			Tα δομημένα (structured) πλέγματα βασίζονται στις καμπυλόγραμμες συντεταγμένες, οι οποίες προσδιορίζονται στα όρια του πεδίου. Τα πλέγματα αυτά είναι δυνατό να αποτελούνται από μη ορθογωνικές γραμμές και το πεδίο ροής να αποτελείται από πολλαπλά υποπεδία. Η κατανομή των κόμβων είναι δυνατό να είναι ανομοιόμορφη (Σχήμα 1.1)(Ηoffmann&Chiang, 1993). 

			 

			[image: σχήμα 1] 

			Σχήμα 1.1 Δομημένο υπολογιστικό πλέγμα 3D

			Τα μη δομημένα (unstructured) πλέγματα είναι δυνατό να κατασκευαστούν με την τοποθέτηση κόμβων σε όλα τα εσωτερικά και εξωτερικά όρια της γεωμετρίας του προβλήματος. Η κατασκευή των πεπερασμένων στοιχείων ή όγκων γίνεται με τη χρήση της τεχνικής τριγωνοποίησης Delaunay (Σχήμα 1.2) (Ηoffmann&Chiang, 1993). Το κύριο πλεονέκτημα της ανάπτυξης και χρήσης μη δομημένων τεχνικών είναι η δυνατότητα αυτοματοποίησης στη διαδικασία διακριτοποίησης σύνθετων γεωμετρικών προβλημάτων ροής και στην πύκνωση ή αραίωσή του, κατά το δοκούν, στη διαδικασία επίλυσης.

			 

			[image: σχήμα 2] 

			Σχήμα 1.2 Μη δομημένο υπολογιστικό πλέγμα 2D

			1.1.3 Βασικές θεωρήσεις και απαιτούμενα βήματα για την ανάπτυξη αριθμητικού αλγόριθμου

			 

			Κατωτέρω αναφέρονται σύντομα οι βασικές θεωρήσεις αλλά και τα απαιτούμενα βήματα για ανάπτυξη και εφαρμογή αριθμητικής προσομοίωσης προβλημάτων Υδραυλικής Μηχανικής (Abbot, 1979).

			 

			α) Αναγνώριση του προβλήματος

			
					.	Αναγνώριση του προβλήματος και κατανόησή του, 

					.	καθορισμός των επιμέρους αντικειμενικών σκοπών και αναμενόμενα από την έρευνα αποτελέσματα,

					.	πλεονεκτήματα και οικονομική θεώρηση ανάπτυξης και χρήσης αριθμητικών προσομοιώσεων,

					.	λήψη δεδομένων και έλεγχος της αξιοπιστίας του αριθμητικού προσομοίωση. 

			

			 

			β) Προσομοίωση του προβλήματος

			
					.	Επιλογή των ανεξάρτητων και εξαρτημένων μεταβλητών του προβλήματος,

					.	επιλογή του είδους της προσομοίωσης και των σχετικών αριθμητικών προσεγγίσεων,

					.	καθορισμός των βασικών εξισώσεων, των αρχικών συνθηκών ροής, για ασταθή ροή, και των οριακών     συνθηκών,

					.	παραδοχές του προβλήματος,

					.	ανάπτυξη των επιμέρους προγραμμάτων για την ολοκλήρωση του προβλήματος.

			

			 

			γ) Επίλυση του προβλήματος

			
					.	Επιλογή κατάλληλης τεχνικής επίλυσης ή/και κατάλληλου έτοιμου διαθέσιμου λογισμικού,

					.	χρήση κατάλληλων υπολογιστικών συστημάτων, desk-top, work-station, κεντρική υπολογιστική μονάδα,

					.	επαλήθευση των αποτελεσμάτων των υπολογισμών με ακριβείς αναλυτικές λύσεις, εφόσον αυτές υπάρχουν, ή άλλες αριθμητικές τεχνικές ή πειραματικά ή οπτικά αποτελέσματα,

					.	παρουσίαση των αποτελεσμάτων, ερμηνεία αυτών και προτάσεις για περαιτέρω μελέτη,

					.	χρήση του αναπτυχθέντος λογισμικού για ανάλυση, σχεδιασμό και λήψη απόφασης για περαιτέρω επιστημονική δράση.

			

			 

			1.2 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΡΟΗΣ

			 

			Πριν γίνει η ανάπτυξη των βασικών εξισώσεων της ροής, ήτοι της διατήρησης της μάζας και της διατήρησης της ενέργειας, είναι χρήσιμο να αναφερθούν, επιγραμματικά, τα βασικότερα από τα είδη ροής, τα οποία δύναται να προκύψουν στη πράξη. Για να λυθούν τα προβλήματα της Υδραυλικής Μηχανικής, απαιτείται η ταυτόχρονη ικανοποίηση και των τριών νόμων της (Ηolt, 1977):

			 

			
					.	διατήρηση της συνέχειας της μάζας,

					.	διατήρηση της ενέργειας,

					.	διατήρηση της ορμής.

			

			 

			Ακολουθεί η ανάπτυξη των εξισώσεων ροής (Σούλης, 1986).

			1.2.1 Διατήρηση της μάζας

			 

			Μονοδιάστατη ροή. Στοιχειώδης «ροϊκός σωλήνας» είναι εκείνος ο υποθετικός αγωγός ο οποίος σχηματίζεται από ένα σύνολο εσώκλειστων ροϊκών γραμμών. Επειδή εξ ορισμού δεν υπάρχει ροή κάθετη προς τις ροϊκές γραμμές, το ρευστό πρέπει να εισέλθει εντός του «ροϊκού σωλήνα» και να εξέλθει από τα άκρα μέρη του και μόνο. Έστω ότι τα στοιχειώδη εμβαδά των διατομών εισόδου είναι δΑ1 και εξόδου δΑ2, ενώ οι αντίστοιχες στοιχειώδεις ταχύτητες είναι u1 και u2. Είναι προφανές ότι η στοιχειώδης παροχή δQ, δηλαδή η παρεχόμενη ποσότητα ρευστού ΔV στη μονάδα χρόνου Δt, δίνεται:

			 

			[image: Equation-1.1.jpg] 

			(1.1)

			 

			Μετά την ολοκλήρωση σ’όλο τον διαθέσιμο χώρο ροής, η παροχή Q είναι:

			 

			[image: Equation-1.2.jpg] 

			(1.2)

			 

			όπου U1 και U2 οι μέσες τιμές των ταχυτήτων, ενώ Α1 και Α2 τα εμβαδά των διατομών στην είσοδο 1 και έξοδο 2, αντίστοιχα του αγωγού. Η τελική εξίσωση της συνέχειας της μάζας μπορεί να εκφραστεί ως:

			 

			[image: Equation-1.3.jpg] 

			(1.3)

			 

			Η κατωτέρω εξίσωση δίνει τη ποσότητα όγκου δV του ρευστού του διερχόμενου από τη διατομή Α στη μονάδα του χρόνου δt, δηλαδή την παροχή. Είναι,

			 

			[image: Equation-1.4.jpg] 

			(1.4)

			 

			Σε πολλές περιπτώσεις απαιτείται ο υπολογισμός της παροχής μάζας [image: Equation-A.jpg]. Επειδή m=ρV, τότε για σταθερά πυκνότητα ισχύει δm=ρδV και στη μονάδα του χρόνου:

			 

			[image: Equation-1.5.jpg] 

			(1.5)

			 

			Προκειμένου για δύο σημεία 1 και 2 του αγωγού, η ανωτέρω εξίσωση δίνει:

			 

			[image: Equation-1.6.jpg] 

			(1.6)

			 

			όπου ρ1 και ρ2 οι πυκνότητες του ρευστού στις αντίστοιχες θέσεις. Προφανώς για ασυμπίεστη ροή, όπου δηλαδή ρ1= ρ2 , ισχύει η Εξ.1.2. Όλες οι ανωτέρω περιπτώσεις αφορούν σταθερή ροή. 

			Στην περίπτωση ασταθούς ροής και μέσα στον όγκο ελέγχου του περικλειόμενου μεταξύ των διατομών 1 και 2, η διαφορά της εισερχόμενης ρ1U1A1 από την εξερχόμενη μάζα ρ2U2A2 είναι ίση με τη μεταβολή της μάζας κατά το χρονικό διάστημα δt. Για δt->0 είναι:

			 

			[image: Equation-1.7.jpg] 

			(1.7)

			 

			Διαφορική μορφή της εξίσωσης της διατήρησης της μάζας. Ας θεωρηθεί ο στοιχειώδης όγκος ελέγχου του Σχήματος 1.3. Στο κέντρο αυτού η πυκνότητα του ρευστού είναι ρ και οι συνιστώσες της ταχύτητας, οι παράλληλες προς τους άξονες x, y, z, είναι u, v και w, αντίστοιχα. Η ροή μάζας [image: Equation-B.jpg] στην επιφάνεια ΑΒΓΔ, η οποία είναι κάθετη προς τη u συνιστώσα, είναι:

			 

			[image: Equation-1.8.jpg] 

			(1.8)

			 

			[image: E:\1 NTFS\Academic DUTH\Σούλης Ιωάννης\Καλλιπος\αρχεια παραδοσης\αρχεια παραδοσης μετά τη γλωσσική επιμέλεια v.1\jvsoulis σχηματα\επεξεργασία πρωτότυπων αρχείων\Κεφάλαιο 1\Σχήμα 1.3.jpg] 

			Σχήμα 1.3 Ροή μάζας μέσω στοιχειώδους όγκου ελέγχου

			Όμοια, η εξερχόμενη ροή μάζας από την επιφάνεια ΕΖΗΘ είναι:

			 

			[image: Equation-1.9.jpg] 

			(1.9)

			 

			επομένως, η καθαρή εισροή μέσω των ανωτέρω δύο επιφανειών των καθέτων προς τον άξονα των x είναι:

			 

			[image: Equation-1.10.jpg] 

			(1.10)

			 

			Παρόμοιες εκφράσεις μπορούν να γραφούν με την καθαρή ροή μέσω των υπόλοιπων ζευγών των επιφανειών. Έτσι, η ολικά καθαρή εισροή μέσα στον όγκο ελέγχου θα είναι,[image: Equation-C.jpg]. Από τα πιο πάνω:

			 

			[image: Equation-1.11.jpg] 

			(1.11)

			 

			Η αύξηση της ροής της μάζας στον όγκο ελέγχου είναι,

			 

			[image: Equation-1.12.jpg] 

			(1.12)

			 

			Με εξίσωση των Εξ. 1.11 και 1.12, προκύπτει:

			 

			[image: Equation-1.13.jpg] 

			(1.13)

			 

			Η ανωτέρω εξίσωση είναι η διαφορική μορφή της εξίσωσης της διατήρησης της μάζας και ισχύει για όλα τα ρευστά. Προφανώς, για ασυμπίεστα ρευστά η πυκνότητα είναι σταθερή, άρα:

			 

			[image: Equation-1.14.jpg] 

			(1.14)

			1.2.2 Διατήρηση της ορμής 

			 

			Ορμή στη μονοδιάστατη ροή. Σύμφωνα με τον δεύτερο νόμο του Νεύτωνα, η αναπτυσσόμενη δύναμη F στο σώμα του ρευστού είναι ίση με τη μεταβολή της ορμής (=mu) στον χρόνο. Συνεπώς,

			 

			[image: Equation-1.15.jpg] 

			(1.15)

			 

			Στο χρονικό διάστημα δt η ορμή του ρευστού στη θέση 1 ισούται με ρδQ1δt u1 στη θέση 2 ισούται με ρδQ2δt u2. Λόγω της διατήρησης της μάζας είναι δQ1=δQ2. Επομένως, η στοιχειώδης δύναμη δF, η οποία απαιτείται για να συντηρήσει τη μεταβολή της ορμής μεταξύ των θέσεων 1 και 2 στο χρονικό διάστημα δt, είναι:

			 

			[image: Equation-1.16.jpg] 

			(1.16)

			 

			Με ολοκλήρωση σε συγκεκριμένη περιοχή και με την παραδοχή ότι η ταχύτητα στις διατομές 1 και 2 είναι ομοιόμορφη, η προκύπτουσα δύναμη είναι:

			 

			[image: Equation-1.17.jpg] 

			(1.17)

			 

			και σε όρους παροχής μάζας:

			 

			[image: Equation-1.18.jpg] 

			(1.18)

			 

			Η δύναμη F, λόγω μεταβολής της ορμής, μπορεί να θεωρηθεί ως το άθροισμα όλων των εξωτερικών δυνάμεων, οι οποίες δρουν στον όγκο ελέγχου και μπορεί να περικλείσει τις δυνάμεις λόγω διαφορών πιέσεων και διατμητικών τάσεων FP και τις δυνάμεις FR λόγω αντίδρασης της ρευστομηχανικής κατασκευής, ήτοι [image: Equation-D.jpg]. 

			Διαφορική μορφή της εξίσωσης της γραμμικής ορμής. Ας θεωρηθεί ο στοιχειώδης όγκος ελέγχου του Σχήματος 1.4. 
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			Σχήμα 1.4 Ροή σε στοιχειώδη όγκο ελέγχου. Επιφανειακές τάσεις.

			Στη x κατεύθυνση και στο κέντρο του όγκου ελέγχου, οι τάσεις είναι, [image: Equation-E.jpg](ορθή), [image: Equation-F.jpg] (διατμητική),[image: Equation-G.jpg](διατμητική). Στη γενικότερη περίπτωση, οι ορθές τάσεις σx, σy και σz δεν θεωρούνται ότι είναι ίσες με την πίεση p. Για τις παρακάτω θεωρήσεις ισχύει ότι:

			 

			[image: Equation-1.19.jpg] 

			(1.19)

			 

			Η δύναμη η οποία εξασκείται στην επιφάνεια ΑΒΓΔ στη [image: 50168.jpg] κατεύθυνση είναι ίση με το γινόμενο της ορθής τάσης [image: Equation-H.jpg] επί το εμβαδό της στοιχειώδους επιφάνειας ΑΒΓΔ (=δyδz). Όμοια, η δύναμη η οποία εξασκείται στην απέναντι πλευρά ΕΖΗΘ ισούται με το γινόμενο της κάθετης τάσης [image: Equation-J.jpg] επί το εμβαδό της στοιχειώδους επιφάνειας δyδz. Έτσι, η καθαρή δύναμη στις δύο επιφάνειες στη x κατεύθυνση είναι ίση με [image: Equation-K.jpg]. Παρόμοιες εκφράσεις, επίσης στη x κατεύθυνση, μπορούν να γραφούν για τις διατμητικές τάσεις τyx, τzx που επενεργούν στις πλευρές του όγκου ελέγχου ΑΒΖΕ και ΑΕΘΔ, αντίστοιχα. Εάν επιπλέον των ανωτέρω δυνάμεων, θεωρηθούν και οι δυνάμεις του σώματος του ρευστού, π.χ. βαρύτητας (ρXδxδyδz), όπου Χ η δύναμη ανά μονάδα μάζας του ρευστού, τότε η ολική δύναμη η οποία δρα στον όγκο ελέγχου στη x-κατεύθυνση είναι:

			 

			[image: Equation-1.20.jpg] 

			(1.20)

			 

			Η παροχή μάζας στη x κατεύθυνση είναι [image: Equation-L.jpg] και οι ορμές στις x,y,z κατευθύνσεις είναι (ρuδyδz)u, (ρuδyδz)v και (ρuδyδz)w, αντίστοιχα. Οι προηγούμενα αναφερθείσες δυνάμεις αφορούν το κέντρο του όγκου ελέγχου.

			Εάν θεωρηθούν οι δυνάμεις στη x-κατεύθυνση, τότε στην ΑΒΓΔ η δύναμη είναι [image: Equation-M.jpg]και στην απέναντι επιφάνεια ΕΖΗΘ είναι [image: Equation-N.jpg], συνεπώς η καθαρή δύναμη στον όγκο ελέγχου στη x-κατεύθυνση είναι, [image: Equation-O.jpg]. Εάν γίνει η άθροιση των δυνάμεων σε όλες τις πλευρές του όγκου ελέγχου για την x κατεύθυνση προκύπτει, [image: Equation-P.jpg]. Επειδή η χρονική μεταβολή της ορμής στον όγκο ελέγχου είναι [image: Equation-Q.jpg], η γενική εξίσωση της x-ορμής, με την εξισορρόπηση όλων των δυνάμεων που επενεργούν, προκύπτει ως:

			 

			x-ορμή,

			 

			[image: Equation-1.21.jpg] 

			(1.21)

			Ανάλογη είναι και η κατάστρωση των εξισώσεων με τη y-ορμή και τη z-ορμή. Έτσι,

			 

			y-ορμή,

			 

			[image: Equation-1.22.jpg] 

			(1.22)

			 

			z-ορμή,

			 

			[image: Equation-1.23.jpg] 

			(1.23)

			 

			Οι ανωτέρω εξισώσεις αναφέρονται ως Navier-Stokes εξισώσεις. Προφανώς, για μη συνεκτική ροή οι διατμητικές τάσεις παραλείπονται και οι εξισώσεις, που ονομάζονται τώρα Euler, γράφονται ως:

			 

			x-ορμή,

			 

			[image: Equation-1.24.jpg] 

			(1.24)

			 

			y-ορμή,

			 

			[image: Equation-1.25.jpg] 

			(1.25)

			 

			z-ορμή,

			 

			[image: Equation-1.26.jpg] 

			(1.26)

			 

			Σε ακίνητο ρευστό, οι τρεις ορθές τάσεις σx, σy και σz είναι ίσες με την ασκούμενη πίεση. Κατά την κίνηση, όμως, ασυμπίεστου ρευστού, οι εκφράσεις των κάθετων τάσεων είναι:

			 

			[image: Equation-1.27.jpg] 

			(1.27)

			 

			Στην εφαρμογή, οι διαφορές μεταξύ ορθών τάσεων και πιέσεων είναι μηδαμινές και, συνεπώς, αγνοούνται. Για Νευτώνια, ασυμπίεστα ρευστά, στη στρωτή ροή, ισχύουν οι εξισώσεις:

			 

			[image: Equation-1.28.jpg] 

			(1.28)
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			(1.29)

			 

			[image: Equation-1.30.jpg] 

			(1.30)

			 

			Αντικατάσταση των ανωτέρω εξισώσεων στις Εξ. 1.21-1.23 και με τη θεώρηση της Εξ. 1.13 της διατήρησης της μάζας δίνει:

			 

			x-ορμή,

			 

			[image: Equation-1.31.jpg] 

			(1.31)

			 

			y-ορμή,

			 

			[image: Equation-1.32.jpg] 

			(1.32)

			 

			z-ορμή,

			 

			[image: Equation-1.33.jpg] 

			(1.33)

			Η πίεση p έχει υπολογιστεί βάσει της Εξ. 1.19. 

			 

			Για την προσομοίωση τυρβώδους ροής χρησιμοποιούνται τα μοντέλα k-ε, k-ω καθώς και RNG (ReΝormalization Group) k-ε (Ghiaet. al., 1994). Οι εξισώσεις των ορμών μπορούν να χρησιμοποιηθούν για τον υπολογισμό των δυνάμεων, οι οποίες προκαλούνται λόγω μεταβολής των ταχυτήτων. Μεταξύ άλλων μπορεί να υπολογιστούν δυνάμεις λόγω έντονων αλλαγών της γεωμετρίας των αγωγών, δυνάμεις σε ακροφύσια και διαχύτες, σε υδραυλικές μηχανές, σε θυροφράγματα, σε αγγεία κ.ά. Τέλος, αξίζει να αναφερθεί ότι η γωνιακή ορμή αφορά περιστρεφόμενα συστήματα, όπως αντλίες, υδροστροβίλους κ.ά.

			1.2.3 Διατήρηση της ενέργειας

			 

			Ενέργεια στη μονοδιάστατη ροή. Στο Σχήμα 1.5 απεικονίζεται ένα κυλινδρικό στοιχείο του ροϊκού σωλήνα κατά μήκος μιας ροϊκής γραμμής. 
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			Σχήμα 1.5 Εξισορρόπηση δυνάμεων σε ροϊκό κυλινδρικό στοιχείο

			Το μήκος και το εμβαδό της διατομής είναι δs και δΑ, αντίστοιχα. Το βάρος του στοιχείου είναι [image: Equation-R.jpg]. Η δύναμη, η οποία επενεργεί στην αριστερή διατομή, είναι [image: Equation-S.jpg], ενώ στη δεξιά διατομή είναι [image: Equation-T.jpg][image: Equation-U.jpg], όπου p η στατική πίεση. Οι κάθετες δυνάμεις, οι οποίες δρουν στα πλευρικά τοιχώματα του στοιχειώδους κυλίνδρου, βρίσκονται σε ισορροπία. Το ρευστό θεωρείται ότι είναι ιδεατό (μη συνεκτικό) και, κατά συνέπεια, οι ασκούμενες διατμητικές δυνάμεις είναι ίσες με μηδέν. Η ταχύτητα μεταβάλλεται κατά μήκος της ροϊκής γραμμής και άρα υπάρχει μία δύναμη αδρανείας, η οποία πρέπει να ληφθεί υπόψηστην εξισορρόπηση των δυνάμεων, οι οποίες δρουν κατά μήκος του άξονα της ροής. Συμπεριλαμβάνοντας το ίδιο βάρος του στοιχειώδους όγκου, θα είναι:

			 

			[image: Equation-1.34.jpg] 

			(1.34)

			 

			ή

			 

			[image: Equation-1.35.jpg] 

			(1.35)

			 

			Επίσης, ισχύει ότι:

			 

			[image: Equation-1.36.jpg] 

			(1.36)

			 

			όπου z ο κατακόρυφος άξονας (Σχήμα 1.5). Επειδή:

			 

			[image: Equation-1.37.jpg] 

			(1.37)

			 

			και άρα:

			 

			[image: Equation-1.38.jpg] 

			(1.38)

			 

			Επομένως, η Eξ. 1.35 γράφεται:

			 

			[image: Equation-1.39.jpg] 

			(1.39)

			 

			Με ολοκλήρωση κατά μήκος της ροϊκής γραμμής είναι:

			 

			[image: Equation-1.40.jpg] 

			(1.40)

			 

			Η ανωτέρω εξίσωση ονομάζεται εξίσωση του Bernοulli και εκφράζει την ενεργειακή (φορτίο) εξισορρόπηση κατά τη ροή του ρευστού. Εάν κάθε όρος της Εξ. 1.40 πολλαπλασιαστεί με το σταθερό ποσό [image: Equation-V.jpg], είναι:

			 

			[image: Equation-1.41.jpg] 

			(1.41)

			 

			Κάθε όρος της ανωτέρω εξίσωσης έχει μονάδες ισχύος. Στην Εξ. 1.40 κάθε όρος έχει μονάδες μήκους και επομένως, είναι φρόνιμο κάθε όρος να αναφέρεται με την έκφραση «ύψος». Ο πρώτος όρος είναι το ύψος λόγω θέσης του ρευστού, ο δεύτερος όρος είναι το ύψος λόγω πίεσης και ο τρίτος όρος το κινητικό ύψος. Το άθροισμα όλων των ανωτέρω όρων δίνει το ολικό ενεργειακό ύψος ή φορτίο Η (m).

			Στην περίπτωση όπου η ροή είναι πραγματική, υπάρχουν απώλειες φορτίου λόγω των αναπτυσσόμενων τριβών της ροής. Οι απώλειες αυτές hf είναι το άθροισμα των γραμμικών απωλειών [image: Equation-W.jpg], όπου n o αριθμός των αγωγών και το άθροισμα των τοπικών απωλειών [image: Equation-X.jpg] , όπου m ο αριθμός των εμφανιζόμενων τοπικών απωλειών. Μπορεί να τεθεί:

			 

			[image: Equation-1.42.jpg] 

			(1.42)

			 

			Η ενεργειακή Εξ. 1.41 με μέσες τιμές ταχυτήτων U1 και U2 και βάσει των ανωτέρω γράφεται:

			 

			[image: Equation-1.43.jpg] 

			(1.43)

			 

			όπου α1 και α2 οι συντελεστές διόρθωσης του κινητικού ύψους στις αντίστοιχες διατομές και χάριν απλοποίησης παίρνουν τιμή ίση με την μονάδα.

			Διαφορική μορφή της εξίσωσης της ενέργειας. Με σκεπτικό ανάλογο του τρόπου απόδειξης της διαφορικής εξίσωσης της γραμμικής ορμής, μπορεί να καταστρωθεί η διαφορική μορφή της ενεργειακής εξίσωσης (Ηoffmann&Chiang, 1993). Μια από τις μορφές της είναι:

			 

			[image: Equation-1.44.jpg] 

			(1.44) 

			 

			Στην ανωτέρω εξίσωση, [image: Equation-Y.jpg], Κ είναι ο συντελεστής θερμικής αγωγιμότητας, Τ η θερμοκρασία, ενώ η εσωτερική ενέργεια δίνεται ως [image: Equation-Z.jpg], με cv τον συντελεστή θερμοχωρητικότητας με σταθερό όγκο.

			 

			1.3 ΡΟΪΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ

			1.3.1 Ροϊκή γραμμή 

			Λόγω της πολυπλοκότητας των εξισώσεων που περιγράφουν τη ροή των ρευστών, είναι θεμιτό να γίνουν παραδοχές για τη φύση της ροής, οι οποίες θα διευκολύνουν την επίλυση των προβλημάτων. Μερικά είδη ιδανικών ροών είναι δυνατό να περιγραφούν με τη θεωρία της ροϊκής συνάρτησης καθώς και με τη θεωρία της συνάρτησης δυναμικού (Σούλης, 1986). Παραδοχές που χρησιμοποιούνται είναι:

			 

			
					.	Ιδανικό ρευστό. Ασυμπίεστη ή συμπιεστή αλλά μη συνεκτική ροή. Στη θεώρηση μη συνεκτικής ροής οι διατμητικές τάσεις αγνοούνται πλήρως. Στην προκείμενη περίπτωση, ο συντελεστής του μοριακού ιξώδους μ θεωρείται ότι είναι μηδέν. 

					.	Ομοιογενές και ισότροπο ρευστό. Οι φυσικές ιδιότητες του ρευστού παραμένουν σταθερές στον χώρο και τον χρόνο.

			

			 

			Με περαιτέρω απλοποίηση των υπολογισμών είναι δυνατό να θεωρηθεί σταθερή και δισδιάστατη ροή. Βέβαια, με τις σημερινές τεχνολογικές δυνατότητες είναι δυνατό οι παραδοχές της σταθερής και δισδιάστατης ροής να αρθούν και αντ’ αυτών να ισχύσουν ασταθείς, συνεκτικές και τρισδιάστατες ροές (Ηolt, 1977). 

			Ο καθορισμός των τιμών αυτής στο υπολογιστικό πεδίο μπορεί να οδηγήσει αμέσως στον υπολογισμό των ταχυτήτων σε κάθε κόμβο. Εφόσον είναι γνωστές οι ταχύτητες, τότε από την εξίσωση του Bernoulli (Eξ 1.40) προσδιορίζεται η κατανομή των πιέσεων στο χώρο, διότι το ολικό φορτίο διατηρείται σταθερό στο πεδίο ροής. Από τις κατανομές πιέσεων μεγάλου ενδιαφέροντος είναι εκείνες που υπολογίζονται στα όρια της κατασκευής. Η γνώση των πιέσεων στα όρια οδηγεί στον υπολογισμό των ασκούμενων δυνάμεων στην κατασκευή.

			1.3.2 Ροϊκή συνάρτηση 

			 

			Μια ροϊκή γραμμή έχει την εξής ιδιότητα: τη στιγμή της θεώρησης, το ρευστό να κινείται παντού κατά μήκος της γραμμής, δηλαδή το διάνυσμα της ταχύτητας να είναι εφαπτομενικό της καμπύλης γραμμής σε κάθε σημείο αυτής (Σούλης, 1986). Η συνισταμένη q, η οποία είναι η ολική ταχύτητα της ροής (Σχήμα 1.6), είναι εφαπτομενική της καμπύλης s. Η συνιστώσα της ταχύτητας, η κάθετη προς την καμπύλη s, σε κάθε σημείο αυτής είναι ίση προς μηδέν. Ας θεωρηθεί το Σχήμα 1.7. Η παροχή ανά μονάδα μήκους, η διερχόμενη από την ΟΑΡ, η οποία δεν είναι ροϊκή γραμμή, έστω ότι είναι Ψ. Από τη διατήρηση της συνέχειας της μάζας, ο όγκος ρευστού, ο εισερχόμενος στον χώρο ΟΑΡΒΟ, είναι ίσος με τον εξερχόμενο από τον όγκο του ρευστού. Δηλαδή, η Ψ εγκάρσια προς την ΟΑΡ είναι ίση προς την Ψ εγκάρσια προς την ΟΒΡ και προς κάθε άλλη καμπύλη, η οποία αρχίζει από το Ο και καταλήγει προς το Ρ. Το σημείο Ρ λέγεται ότι έχει Ψ μονάδες ροής μεταξύ των Ο και Ρ και εγκάρσια προς οποιαδήποτε γραμμή που συνδέει το Ο με το Ρ. Η παροχή μεταξύ του Ο και ενός σημείου Ρ εξαρτάται από το σημείο του χώρου στο οποίο ευρίσκεται το Ρ. Είναι δηλαδή Ψ=f(x,y). To ότι η Ψ είναι σταθερή κατά μήκος μιας ροϊκής γραμμής ορίζει και την ονομασία της, η οποία δίνεται ως ροϊκή συνάρτηση Ψ. 
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			Σχήμα 1.6 Ροϊκή γραμμή s. Η q είναι εφαπτόμενη της καμπύλης s. Η κάθετος συνιστώσα ροής είναι ίση με μηδέν.
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			Σχήμα 1.7 Ροϊκή συνάρτηση Ψ

			Ας θεωρηθούν δύο ροϊκές γραμμές βρισκόμενες σε μικρή απόσταση και δύο σημεία Ρ και Ρ’ πάνω σ’ αυτές (Σχήμα 1.8) των οποίων dΨ είναι η επιπλέον ποσότητα ροής, η διερχόμενη από το σημείο Ρ’ σχετικά με το Ρ. Για σταθερή και ασυμπίεστη ροή, η ποσότητα παροχής, η εισερχόμενη στον χώρο ΡΑΡ’Ρ, ισούται με την ποσότητα παροχής που εξέρχεται από τον χώρο αυτό. Ισχύει:
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			(1.45)
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			Σχήμα 1.8 Υπολογισμός των συνιστωσών της ταχύτητας u,v από τη Ψ

			 

			Επειδή vdx και udy είναι οι παροχές ανά μονάδα μάζας, εισερχόμενη κατά την y-διεύθυνση και εξερχόμενη κατά την x-διεύθυνση, αντίστοιχα. Από την ανωτέρω εξίσωση προκύπτει:

			 

			[image: Equation-1.46.jpg] 

			(1.46)

			 

			και επειδή Ψ=f(x,y):
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			(1.47)

			 

			Από τις ανωτέρω δύο εξισώσεις προκύπτει:

			 

			[image: Equation-1.48.jpg] 

			(1.48)

			 

			Η εξίσωση της συνέχειας της μάζας (Εξ. 1.14), όπως εφαρμόζεται στον χώρο των δύο διαστάσεων ικανοποιείται αυτόματα, γιατί:

			 

			[image: Equation-1.49.jpg] 

			(1.49)

			 

			και με αντικατάσταση των τιμών από την Εξ. 1.48:

			 

			[image: Equation-1.50.jpg] 

			(1.50)

			 

			Δηλαδή, η ροϊκή συνάρτηση ικανοποιεί την εξίσωση της συνέχειας της μάζας.

			1.3.3 Κυκλοφορία-στροβιλότητα

			 

			Ας θεωρηθεί η κυκλοφορία δk (m2/s), δηλαδή το γινόμενο της ταχύτητας επί την διανυθείσα απόσταση, γύρω από ένα στοιχειώδες ορθογώνιο διαστάσεων δxδy (Σχήμα 1.9) (Brebbia&Ferrante, 1983). Έστω ότι η κυκλοφορία είναι θετική κατά διεύθυνση αντίθετη προς τη φορά των δεικτών του ρολογιού. Η στοιχειώδης κυκλοφορία δk είναι:

			 

			[image: Equation-1.51.jpg] 

			(1.51)

			ή

			[image: Equation-1.52.jpg] 

			(1.52)

			 

			Η στροβιλότητα ζ (s-1) ορίζεται ως ο λόγος της κυκλοφορίας δk γύρω από στοιχειώδες εμβαδό δxδy ως προς το εμβαδό αυτό. Είναι:

			 

			[image: Equation-1.53.jpg] 

			(1.53)
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			Σχήμα 1.9 Κυκλοφορία γύρω από στοιχειώδες ορθογώνιο

			Προκειμένου περί αστρόβιλης ροής είναι ζ=0, επομένως λόγω της Εξ. 1.53 είναι:

			 

			[image: Equation-1.54.jpg] 

			(1.54)

			και επειδή ισχύουν οι Εξ. 1.48, είναι:

			 

			[image: Equation-1.55.jpg] 

			(1.55)

			 

			Η ανωτέρω είναι η εξίσωση του Laplace. Στη γενική περίπτωση είναι:

			 

			[image: Equation-1.56.jpg] 

			(1.56)

			 

			1.4 ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΔΥΝΑΜΙΚΟΥ

			 

			Η συνάρτηση δυναμικού εφαρμόζεται, όταν η ροή είναι αστρόβιλη, όπου δηλαδή είναι ζ=0 (Σούλης, 1986; Κουτίτας, 1982). Η διάκριση μεταξύ αστρόβιλης- στροβιλώδους ροής είναι δυνατό να γίνει εύκολα κατανοητή με τη θεώρηση της κίνηση των καθισμάτων του μεγάλου τροχού του λούνα παρκ (Σχήματα 1.10 και 1.11) τα οποία υποτίθεται ότι παριστούν ρευστά σωμάτια. Η κυκλοφορία κατά μήκος της ΟΑΡ είναι k1 ενώ κατά μήκος της ΟΒΡ είναι k2 (Σχήμα 1.12). Η συνολική κυκλοφορία κατά μήκος της κλειστής καμπύλης ΟΑΡΒΑ είναι k=k1+(-k2)=∫∫ζδxδy=0 για αστρόβιλη ροή (ζ=0). Η κυκλοφορία, λοιπόν, μέσω οποιασδήποτε διαδρομής είναι μοναδική για την αστρόβιλη ροή. Το σημείο Ρ λέγεται ότι έχει ένα δυναμικό κυκλοφορίας μεγαλύτερο της τιμής την οποία είχε στο σημείο Ο κατ΄ αυτή τη μοναδική τιμή. Η κυκλοφορία αυτή μπορεί να ονομαστεί δυναμικό ταχύτητας Φ με μονάδες (m2/s). H αστρόβιλη ροή ονομάζεται και δυναμική ροή. Η Φ είναι συνάρτηση της απόστασης κατά μήκος ροϊκής γραμμής και αυξάνει στη διεύθυνση ροής. Οι γεωμετρικοί τόποι των σημείων, τα οποία έχουν σταθερή τιμή Φ, είναι γραμμές κάθετες στη ροϊκή γραμμή και ονομάζονται «ισοδυναμικές γραμμές». Οι ροϊκές και οι ισοδυναμικές γραμμές είναι κάθετες μεταξύ τους (Σχήμα 1.13).
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			Σχήμα 1.10 Αστρόβιλος ροή. Τα βέλη παριστάνουν τα καθίσματα του τροχού του λούνα παρκ. Tα σωμάτια του ρευστού συμπεριφέρονται όπως τα καθίσματα. Στα ιδανικά ρευστά το ιξώδες αγνοείται και κατά συνέπεια και οι διατμητικές τάσεις. Ύπαρξη πίεσης p.
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			Σχήμα 1.11 Στροβιλώδης ροή. Τα σωμάτια περιστρέφονται γύρω από τους άξονές τους. Αυτό γίνεται από την παρουσία διατμητικών τάσεων τ, οι οποίες προκύπτουν λόγω του ιξώδους του ρευστού.
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			Σχήμα 1.12 Κυκλοφορία για αστρόβιλη ροή,k1=k2

			Για να υπολογιστεί η σχέση του δυναμικού της ταχύτητας Φ με τις συνιστώσες u,v της ταχύτητας, ας θεωρηθεί το πεδίο ροής του Σχήματος 1.14. Έστω ότι η κυκλοφορία και, κατά συνέπεια η στροβιλότητα, στον χώρο ΡΑΡ’ είναι ίση με μηδέν. Είναι:

			 

			[image: Equation-1.57.jpg] 

			(1.57)

			 

			και επειδή Φ=f(x,y), ισχύει:

			 

			[image: Equation-1.58.jpg] 

			(1.58)

			Από τις ανωτέρω δύο εξισώσεις προκύπτει:
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			(1.59)
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			Σχήμα 1.13 Ροϊκές και ισοδυναμικές γραμμές κάθετες μεταξύ τους
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			Σχήμα 1.14 Υπολογισμός των συνιστωσών της ταχύτητας u,v από τη συνάρτηση δυναμικού Φ

			Η ύπαρξη συνάρτησης δυναμικού Φ αυτόματα ικανοποιεί την εξίσωση στροβιλότητας:

			 

			[image: Equation-1.60.jpg] 

			(1.60)

			 

			επειδή:
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			(1.61)

			 

			Η εξίσωση της συνέχειας της μάζας γράφεται:

			 

			[image: Equation-1.62.jpg] 

			(1.62)

			 

			και με αντικατάσταση των τιμών από την Εξ. 1.52:

			 

			[image: Equation-1.63.jpg] 

			(1.63)

			 

			η οποία είναι η εξίσωση του Laplace. 

			 

			1.5 ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΕΣ ΤΕΧΝΙΚΕΣ ΕΠΙΛΥΣΗΣ

			 

			Η επίλυση των μερικών διαφορικών εξισώσεων της ροής είναι από τα πλέον ενδιαφέροντα, αλλά και πλέον προκλητικά, προβλήματα των Θετικών Επιστημών και της Μηχανικής. Οι εξισώσεις της ροής, στα περισσότερα προβλήματα, σχηματίζουν ένα σύστημα μη γραμμικών εξισώσεων, οι οποίες πρέπει να λυθούν με τις αρχικές και τις οριακές των συνθήκες (Mitchell, 1977). Η Υδραυλική Μηχανική, η οποία επιλύει τις μερικές διαφορικές εξισώσεις, αφού πρώτα τις μετατρέψει σε αριθμητικές, έτυχε αλματώδους ανάπτυξης τα τελευταία χρόνια. Η ανάπτυξη αυτή είναι και αποτέλεσμα της επίσης αλματώδους ανάπτυξης της τεχνολογίας των ηλεκτρονικών υπολογιστών, ιδίως των προσωπικών. Πλην ελάχιστων εξαιρέσεων, οι οποίες αφορούν προβλήματα με απλή γεωμετρία, οπότε υπάρχουν διαθέσιμες αναλυτικές λύσεις, τα αποτελέσματα πρέπει να ελεγχθούν για την ακρίβειά τους συγκρίνοντάς τα με ακριβείς πειραματικές μετρήσεις ή με μετρήσεις πεδίου ή με άλλες αριθμητικές τεχνικές. Κατωτέρω δίνεται συνοπτική εικόνα των τεχνικών και της μεθοδολογίας, η οποία ακολουθείται για την επίλυση προβλημάτων με τη χρήση της Υπολογιστικής Υδραυλικής Μηχανικής.

			1.5.1 Πεπερασμένες διαφορές

			 

			Από το σύνολο των υπαρχουσών αριθμητικών μεθόδων, εκείνες οι οποίες χρησιμοποιούν προσεγγίσεις πεπερασμένων διαφορών είναι οι πλέον απλές, χρησιμοποιούνται συχνότερα και είναι περισσότερο εύκολο να εφαρμοστούν από οποιαδήποτε άλλη μέθοδο (Mitchell&Griffiths, 1980;Farlow, 1982). Η τεχνική των πεπερασμένων διαφορών απαιτεί την αριθμητική προσέγγιση με κεντρικές ή προς τα εμπρός ή οπίσθιες διαφορές πρώτης, δεύτερης ή ανώτερης τάξης των μερικών παραγώγων των εξισώσεων της ροής. Το μεγαλύτερο μειονέκτημα της τεχνικής των πεπερασμένων διαφορών είναι η μη ικανοποιητική επίτευξη των λύσεων σε περιοχές με έντονη μεταβολή της γεωμετρίας σε σταθερή ή ασταθή ροή. 

			1.5.2 Πεπερασμένα στοιχεία

			 

			Στη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων ο χώρος στον οποίο απαιτείται λύση, υποδιαιρείται σε πάρα πολλές μικρές, αλληλοσυνδεδεμένες περιοχές ή στοιχεία τριγωνικά ή τετράπλευρα ή άλλα για το επίπεδο και τετράεδρα ή κυβοειδή ή άλλα για τον χώρο. Έτσι, οι εξισώσεις της ροής μπορούν να εφαρμοστούν σε καθένα στοιχείο του υπολογιστικού πεδίου και, όταν γίνει η συνάθροιση, θα προκύψει η λύση σε όλο τον χώρο (Chow, 1979). Η ανωτέρω τεχνική είναι καταλληλότερη για την επίλυση προβλημάτων μη ομαλής γεωμετρίας. Η τεχνική των πεπερασμένων στοιχείων αποτελεί βασικά μια μέθοδο μεταβολών, δεδομένου ότι η λύση των μερικών διαφορικών εξισώσεων προκύπτει με την ελαχιστοποίηση μιας ολοκληρωματικής ποσότητας, η οποία θεωρείται σε όλο το υπολογιστικό πεδίο της ροής. Υπάρχουν και άλλες μεθοδολογίες, μεταξύ αυτών η μέθοδος των σταθμιστικών υπολοίπων, η οποία επίσης έτυχε ευρύτατης εφαρμογής (τεχνική Galerkin).

			1.5.3 Πεπερασμένοι όγκοι

			 

			Στενά συνδεδεμένη με τις τεχνικές των πεπερασμένων διαφορών είναι και η μέθοδος των πεπερασμένων όγκων (Σούλης 1986). Η τεχνική αυτή, στη βασική της παραλλαγή, έχει τα πλεονεκτήματα των προηγούμενων δύο αναφερθεισών τεχνικών και αυτό γιατί, ενώ η τεχνική ξεκινά με τη χρήση της βασικής θεωρίας των πεπερασμένων στοιχείων, καταλήγει στο να χρησιμοποιεί πεπερασμένες διαφορές. Σ’ άλλη παραλλαγή της, οι μερικές διαφορικές εξισώσεις θεωρούνται ως ολοκληρωματικές εξισώσεις (integral equations). Το άθροισμα των ροών μάζας, ορμής και ενέργειας στις πλευρές του κάθε πεπερασμένου όγκου πρέπει να ισούται, στην τελική λύση, με μηδέν. Αρχικά, γίνεται μία παραδοχή για τις τιμές των φυσικών ποσοτήτων ροής και με διαδοχικές επαναλήψεις υπολογίζεται τελικά η λύση.

			1.5.4 Αρχικές και οριακές συνθήκες ροής

			 

			Για να προκύψει μία και μοναδική λύση στο σύστημα των μερικών διαφορικών εξισώσεων, πρέπει να καθοριστούν πλήρως οι οριακές συνθήκες του προβλήματος. Εάν, βεβαίως, η επίλυση αφορά σε ασταθή ροή, είναι αναγκαίο να καθοριστούν και οι συνθήκες ροής στη χρονική στιγμή έναρξης των υπολογισμών. Στην περίπτωση σταθερής ροής δεν απαιτούνται αρχικές συνθήκες. Οι οριακές συνθήκες απαιτούν καθορισμό των τιμών ή των παραγώγων των άγνωστων μεταβλητών στα όρια (Ηoffmann&Chiang,1993). Υπάρχουν διάφορες οριακές συνθήκες, οι οποίες κατηγοριοποιούνται ακόλουθα:

			 

			
					.	καθορισμός αριθμητικών τιμών στα όρια του προβλήματος ή συνθήκες Dirichlet,

					.	καθορισμός της κλίσης της εξαρτημένης μεταβλητής κάθετα στα όρια του πεδίου ή συνθήκες Newmann,

					.	συνδυασμός των ανωτέρω περιπτώσεων σ’ ένα σημείο,

					.	τμήμα των ορίων να καλύπτεται από την περίπτωση συνθηκών Dirichlet και άλλο τμήμα από την περίπτωση συνθηκών Newmann.

			

			1.5.5 Επίλυση

			 

			Οι μερικές διαφορικές εξισώσεις για τη διατήρηση της μάζας, ορμής και ενέργειας αναφέρονται σ’ ένα τυπικό πρόβλημα. Έστω ότι χρειάζεται η επίλυση με τεχνική βασισμένη στην ολοκληρωματική μορφή των εξισώσεων. Η τεχνική αύτη συνίσταται σε:

			 

			
					.	υποδιαίρεση του χώρου ροής,

					.	ολοκλήρωση, άθροιση δηλαδή, των εξισώσεων και δημιουργία αριθμητικών εξισώσεων για τις άγνωστες μεταβλητές, όπως ταχύτητες, πιέσεις, και άλλες φυσικές ποσότητες ροής,

					.	επίλυση των εξισώσεων που διακριτοποιήθηκαν.

			

			 

			Η επίλυση του συστήματος γίνεται με την τεχνική των συνεχών επαναλήψεων (Leon, 1977;Ηolt, 2006). Επειδή οι εξισώσεις των αγνώστων συνδέονται μεταξύ τους, μια αρχική εκτίμηση της λύσης πρέπει να επαναληφθεί πολλές φορές μέχρι την τελική σύγκλιση. Κάθε επανάληψη ή ανακύκλωση αποτελείται από τα κάτωθι βήματα:

			 

			
					.	οι εξισώσεις των ορμών με την εύρεση των u,v,w ταχυτήτων επιλύονται διαδοχικά χρησιμοποιώντας τις ήδη διαθέσιμες τιμές της πίεσης p για να επανεκτιμηθεί το πεδίο των ταχυτήτων,

					.	η εξίσωση της συνέχειας της μάζας χρησιμοποιείται με τη διόρθωση της πίεσης,

					.	επιλύεται η ενεργειακή εξίσωση χρησιμοποιώντας τις ανωτέρω τιμές,

					.	υπολογίζονται οι φυσικές ιδιότητες ροής,

					.	ελέγχεται η σύγκλιση των τιμών των αγνώστων.

			

			 

			Τα ανωτέρω βήματα επαναλαμβάνονται μέχρι τελικής σύγκλισης της λύσης. Συνηθισμένο κριτήριο είναι οι επί τοις εκατό μεταβολές, από ανακύκλωση σε ανακύκλωση, όλων των αγνώστων φυσικών ποσοτήτων ροής να είναι μικρότερες του 0.000001.

			 

			1.6 ΕΙΔΗ ΜΕΡΙΚΩΝ ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

			1.6.1 Τάξη, γραμμικές και μη γραμμικές εξισώσεις

			 

			Πριν γίνει ο χαρακτηρισμός των ειδών των μερικών διαφορικών εξισώσεων ως ελλειπτικές, παραβολικές και υπερβολικές, χαρακτηρισμός αναγκαίος για την εφαρμογή των αριθμητικών σχημάτων, αξίζει να σημειωθεί ότι όλες οι μερικές διαφορικές εξισώσεις δεν επιλύονται με την ίδια τεχνική (Farlow, 1982). Τάξη μερικής διαφορικής εξίσωσης είναι η μεγαλύτερη μερική παράγωγος που εμφανίζεται στην εξίσωση. Αριθμός των μεταβλητών είναι ο αριθμός των ανεξάρτητων μεταβλητών της εξίσωσης, π.χ. η εξίσωση [image: Equation-ZA.jpg] έχει δύο μεταβλητές x,t. Οι μερικές διαφορικές εξισώσεις είναι δυνατό να είναι γραμμικές ή μη γραμμικές. Στις γραμμικές εξισώσεις ο αριθμός των εξαρτημένων μεταβλητών και όλων των αναφερόμενων παραγώγων αυτής εμφανίζονται με γραμμική μορφή, για παράδειγμα δεν εμφανίζονται πολλαπλασιαζόμενες μεταξύ τους ή δεν εμφανίζονται σε κάποια δύναμη. Η εξίσωση [image: Equation-ZB.jpg] είναι γραμμική, ενώ η εξίσωση [image: Equation-ZC.jpg]είναι μη γραμμική. Προκειμένου για τη μερική διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης της μορφής:

			 

			[image: Equation-1.64.jpg] 

			(1.64)

			 

			όπου οι συντελεστές Α,Β,Γ,Δ,Ε,Ζ,Η είναι δυνατόν να είναι συναρτήσεις της εξαρτημένης μεταβλητής u ή όχι. Εάν Β2-4ΑΓ<0 η εξίσωση είναι ελλειπτικού τύπου, εάν Β2-4ΑΓ=0 η εξίσωση είναι παραβολικού τύπου και εάν Β2-4ΑΓ>0 η εξίσωση είναι υπερβολικού τύπου. Να σημειωθεί ότι ο χαρακτηρισμός βασίζεται στους συντελεστές του μεγαλύτερου βαθμού της παραγώγου και μόνο. 

			1.6.2 Ελλειπτικές εξισώσεις

			 

			Μία διαφορική εξίσωση είναι ελλειπτικού τύπου, εάν ισχύει Β2-4ΑΓ<0 σε κάθε σημείο του πεδίου ροής (Mitchell, 1977). Στο Σχήμα 1.15 οι οριακές συνθήκες εφαρμόζονται σε θεωρητικά άπειρη απόσταση από το σημείο των διαταραχών. Δείχνεται η περιοχή επιδράσεων, όπου οι εξισώσεις ροής επιτρέπουν την προς τα ανάντη (x διεύθυνση) επιρροή. Παράδειγμα ελλειπτικών εξισώσεων είναι η εξίσωση Laplace:

			 

			[image: Equation-1.65.jpg] 

			(1.65)

			 

			όπου Φ μπορεί να είναι π.χ. η συνάρτηση δυναμικού και η εξίσωση Poisson:
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			(1.66)
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			Σχήμα 1.15 Χώρος επιρροής ελλειπτικών εξισώσεων

			Στο όριο πρέπει να προσδιοριστούν ή οι τιμές της εξαρτημένης μεταβλητής ή η κάθετη προς το όριο μεταβολή της εξαρτημένης μεταβλητής ή συνδυασμός των ανωτέρω δύο περιπτώσεων. 

			1.6.3 Παραβολικές εξισώσεις

			 

			Μία διαφορική εξίσωση είναι παραβολικού τύπου, εάν ισχύει Β2-4ΑΓ=0 σε κάθε σημείο του χώρου ροής. Στο Σχήμα 1.16 δείχνεται η περιοχή επιδράσεων, όπου τα αποτελέσματα των διαταραχών γίνονται αισθητά σε άπειρη θεωρητικά απόσταση από τον χώρο εισαγωγής αυτών, αλλά μόνο προς τον κατάντη υπολογιστικό χώρο. Οι εξισώσεις αυτές ονομάζονται παραβολικές. 
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			Σχήμα 1.16 Χώρος επιρροής παραβολικών εξισώσεων

			 

			Παράδειγμα παραβολικής εξίσωσης είναι η εξίσωση διαχύσεως:

			 

			[image: Equation-1.67.jpg] 

			(1.67)

			 

			όπου ν το κινηματικό ιξώδες και u ταχύτητα ροής. 

			1.6.4 Υπερβολικές εξισώσεις

			 

			Μια διαφορική εξίσωση είναι υπερβολικού τύπου, εάν ισχύει Β2-4ΑΓ>0 σε κάθε σημείο του χώρου ροής (Ηoffmann&Chiang, 1993). Στο Σχήμα 1.17 απεικονίζεται η περιοχή επιδράσεων, όπου τα αποτελέσματα των διαταραχών γίνονται αισθητά σε άπειρη θεωρητικά απόσταση από τη θέση εισαγωγής τους, αλλά μόνον κατάντη και μέσα σε συγκεκριμένο χώρο που περικλείεται από γραμμές προς τα κατάντη (2D, Mach υπερηχητική ροή). Οι εξισώσεις αυτές ονομάζονται υπερβολικές. Παράδειγμα υπερβολικών εξισώσεων είναι η εξίσωση κύματος δεύτερης τάξης:

			 

			[image: Equation-1.68.jpg] 

			(1.68)

			 

			όπου α η ταχύτητα μετάδοσης του κύματος, ενώ οι αρχικές συνθήκες είναι δυνατόν να έχουν τη μορφή Φ(x,0)=f1(x) και [image: Equation-ZD.jpg]. Άλλο παράδειγμα είναι η εξίσωση κύματος πρώτης τάξης, εξίσωση χρώματος ή εξίσωση Burgers:

			 

			[image: Equation-1.69.jpg] 

			(1.69)
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			Σχήμα 1.17 Χώρος επιρροής υπερβολικών εξισώσεων. Υπερηχητική ταχύτητα για αέρια ή υπερκρίσιμη ταχύτητα για ροή ελεύθερης επιφάνειας.

			1.6.5 Σύστημα μερικών διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης

			 

			Για να γίνει αντιληπτή η διαδικασία της κατηγοριοποίησης του συστήματος των μερικών διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης, οι οποίες περιγράφουν τη ροή, ας θεωρηθεί το σύστημα των δύο μερικών διαφορικών εξισώσεων:

			 

			[image: Equation-1.70.jpg] 

			(1.70)

			 

			όπου [image: Equation-ZE.jpg] και [image: Equation-ZF.jpg] οι πίνακες των συντελεστών και [image: Equation-ZG.jpg]το διάνυσμα που περιέχει τις άγνωστες. Επεξήγηση της χρήσης των ανωτέρω πινάκων αυτών δίνεται στο παρακάτω παράδειγμα του συστήματος των τριών μερικών διαφορικών εξισώσεων. 

			 

			Παράδειγμα. Το σύστημα είναι:

			 

			[image: Equation-1.71.jpg] 

			(1.71)

			 

			συνεπώς:

			 

			[image: Equation-1.72.jpg] 

			(1.72)

			 

			Εάν, λοιπόν, [image: Equation-ZH.jpg]είναι το κάθετο μοναδιαίο διάνυσμα προς τις χαρακτηριστικές γραμμές, τότε μία λύση του ανωτέρω συστήματος είναι:

			 

			[image: Equation-1.73.jpg] 

			(1.73)

			 

			αντικαθιστώντας τις τιμές [Α] και [Β] στην ανωτέρω εξίσωση και θέτοντας ως άγνωστο τον λόγο ny/nx, η εξίσωση δεύτερου βαθμού που προκύπτει είναι:

			 

			[image: Equation-1.74.jpg] 

			(1.74)

			 

			Θέτοντας:

			 

			[image: Equation-1.75.jpg] 

			(1.75)

			 

			προκύπτει:

			 

			[image: Equation-1.76.jpg] 

			(1.76) 

			 

			και

			 

			[image: Equation-1.77.jpg] 

			(1.77) 

			 

			Εάν [image: Equation-ZI.jpg] , το σύστημα είναι υπερβολικό, ενώ εάν [image: Equation-ZJ.jpg] , το σύστημα είναι ελλειπτικό. Τέλος, εάν [image: Equation-ZK.jpg] , το σύστημα είναι παραβολικό. Με άλλη περιγραφή, εάν οι τιμές της λύσης είναι πραγματικές, το σύστημα είναι υπερβολικό, ενώ εάν οι τιμές είναι μιγαδικές, το σύστημα είναι ελλειπτικό. Εάν συνυπάρχουν ελλειπτικές και μιγαδικές λύσεις, το σύστημα είναι μεικτό ελλειπτικό/υπερβολικό. 
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			2. ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

			Σύνοψη

			Στο Κεφάλαιο 2 «Αριθμητική Επίλυση Εξισώσεων» αναφέρονται βασικές αριθμητικές τεχνικές ολοκλήρωσης, επίλυσης εξισώσεων και επίλυσης συστημάτων εξισώσεων (Smith, 1969). Η επίλυση των συστημάτων εξισώσεων είναι ουσιώδης γνώση για την κατανόηση των υπολογιστικών τεχνικών της Υδραυλικής Μηχανικής (Leon, 2006). H παράθεση έχει ως εξής:

			
					.	simpson:Κανόνας Simpson για ολοκλήρωση,

					.	trapez:Τραπεζοειδής κανόνας για ολοκλήρωση,

					.	new-raph Νewton-Raphson:ρίζες εξισώσεως,

					.	bisect:Επίλυση εξισώσεων με διαδοχικές διχοτομήσεις,

					.	iter:Επίλυση εξισώσεων με διαδοχικές επαναλήψεις,

					.	gauss:Eπίλυση συστήματος εξισώσεων, απαλοιφή Gauss,

					.	g-s:Eπίλυση συστήματος εξισώσεων Gauss-Seidel,

					.	g-s-over:Eπίλυση συστήματος εξισώσεων Gauss-Seidel με υπερχαλάρωση,

					.	thomas:Eπίλυση τριδιαγωνικού συστήματος εξισώσεων κατά Thomas.

			

			Αριθμητική ανάλυση είναι ο επιστημονικός κλάδος που μελετά τους αλγορίθμους, οι οποίοι χρησιμοποιούνται στην αριθμητική προσέγγιση των προβλημάτων της μαθηματικής ανάλυσης (Φραγκάκις, 1981). Για την επίλυση τυχόν προβλημάτων χρησιμοποιούνται δύο βασικές μέθοδοι (Fletcher, 1990):

			
					.	απευθείας μέθοδοι και

					.	επαναληπτικές μέθοδοι.

			

			Οι απευθείας μέθοδοι λύνουν το πρόβλημα με έναν πεπερασμένο αριθμό βημάτων και δίνουν την επακριβή αριθμητική λύση, εάν βεβαίως χρησιμοποιηθεί απεριόριστος αριθμός ακριβείας στην αριθμητική έκφραση των μεταβλητών. Σε αντίθεση με τις απευθείας λύσεις, οι επαναληπτικές τεχνικές επίλυσης ενός προβλήματος δεν αναμένεται να τερματίσουν τις πράξεις τους σε πεπερασμένο αριθμό επαναλήψεων, προκειμένου να βρεθεί η λύση. Αρχικά, δίνεται μια προσεγγιστική λύση, η οποία με σωρεία διαδοχικών επαναλήψεων συγκλίνει προς την επακριβή λύση μόνο στο όριο. Ακόμη και εάν χρησιμοποιηθεί απεριόριστος αριθμός ακριβείας στην αριθμητική έκφραση των μεταβλητών, η λύση δεν θα προκύψει με περιορισμένο αριθμό βημάτων ή επαναλήψεων. Η αριθμητική ανάλυση χρησιμοποιεί περισσότερο τις επαναληπτικές τεχνικές από ό,τι τις απευθείας λύσεις στα προκύπτοντα προβλήματα. Η μελέτη των λαθών που προκύπτουν από τις προσεγγιστικές λύσεις μέσω των διαδοχικών επαναλήψεων, είναι ένα βασικό τμήμα της αριθμητικής ανάλυσης (Αποστολάτου, 1973;Smith, 1969). Τα σφάλματα που μπορούν να προκύψουν δύναται να είναι:

			
					.	σφάλματα στρογγυλοποίησης, π.χ. πόσα ψηφία χρησιμοποιούνται  μετά την υποδιαστολή για να εκφράσουν μια μεταβλητή κατά τη διάρκεια των υπολογισμών,

					.	σφάλματα που προκύπτουν, όταν διακόπτεται ο αριθμός των επαναλήψεων, εφόσον βεβαίως, διαπιστώνεται ότι η λύση έχει «συγκλίνει» στον επιδιωκόμενο αριθμό σύγκλισης και

					.	σφάλματα διακριτοποίησης, διότι η επίλυση ενός διακριτοποιημένου προβλήματος δεν συμπίπτει με την επίλυση του συνεχούς προβλήματος, π.χ. τάξη ακρίβειας έκφρασης μιας μερικής παραγώγου σε πεπερασμένες διαφορές.

			

			Τέλος, η αριθμητική ευστάθεια είναι σημαντικός παράγοντας στην αριθμητική ανάλυση. Αριθμητικώς ευσταθές είναι ένα αριθμητικό σφάλμα, το οποίο για οποιονδήποτε λόγο και αν συμβαίνει, δεν αυξάνεται κατά τη διάρκεια των υπολογισμών σε επαναληπτική διαδικασία. Στην αντίθετη περίπτωση, άρα αριθμητικώς ασταθές σφάλμα και επομένως αριθμητικό σχήμα, είναι εκείνο το αριθμητικό σφάλμα που με μικρή απόκλιση θα αλλάξει κατά πολύ τα δεδομένα κατά τη διάρκεια των υπολογισμών. Να αναφερθεί ότι ούτε η αριθμητική ευστάθεια ούτε και τα σφάλματα διακριτοποίησης αποτελούν περιοχές ανάλυσης στο ανά χείρας σύγγραμμα (Dormand, 1996).

			 

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Μαθηματική ανάλυση, Γραμμική άλγεβρα, Αναλυτική γεωμετρία

			 

			2.1 ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ KATA SIMPSON, simpson

			2.1.1 Αριθμητική τεχνική simpson (Simpson)

			 

			Στην αριθμητική ανάλυση η μέθοδος Simpson είναι μια τεχνική αριθμητικής ολοκλήρωσης (Σιδηρόπουλος & Φωτιάδης,  2005). Ενδείκνυται για ανάλυση επιστημονικών δεδομένων και εφαρμογών στη Μηχανική. Εάν υποτεθεί ότι το κλειστό διάστημα [a,b] είναι χωρισμένο σε n διαστήματα, με n ζυγό αριθμό, τότε ο σύνθετος κανόνας του Simpson για τον υπολογισμό του ολοκληρώματος [image: Equation-A_1.jpg] δίνει:

			 

			[image: Equation-2.1.jpg] 

			(2.1)

			 

			όπου h=(b-a)/n. Tα a, b είναι το κάτω και το άνω όριο του ολοκληρώματος αντίστοιχα, ενώ xo= a και xn= b. Ισχύει ότι [image: Equation-B_1.jpg] για j=0,1,2…n-2,n-1,n.

			2.1.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος simpson

			 

			Ζητείται να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα, δηλαδή το εμβαδόν, που βρίσκεται κάτω από την καμπύλη που δείχνεται στο Σχήμα 2.1.
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			Σχήμα 2.1 Υπολογισμός εμβαδού που βρίσκεται κάτωθιτης καμπύλης με τη σύνθετη μέθοδο κατά Simpson

			2.1.3 Δεδομένα του προγράμματος simpson

			 

			Στην αρχή του προγράμματος simpson.f90 υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο simpson.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 5 (=Ν στο πρόγραμμα simpson.f90) δείχνει τον αριθμό των δεδομένων, όπου υπάρχει τιμή της συνάρτησης f(x). Ο αριθμός 1 (=ALFA στο πρόγραμμα simpson.f90) πάλι στην πρώτη γραμμή δείχνει το κάτω όριο της τιμής της x και ο αριθμός 5 (=OMEGA στο πρόγραμμα simpson.f90) δείχνει το άνω όριο της τιμής της x, ενώ 0.5 (=Η) είναι το διάστημα Δx.

			2η Γραμμή. 1.53 (=xo) είναι η τιμή της f(x) στη θέση xo και 0.57 (=xn) η τιμή της f(x) στην τελευταία θέση xn. Οι άλλες τιμές είναι οι ενδιάμεσες τιμές της f(x). Πιο αναλυτικά, από την παράθεση του προγράμματος simpson.dat:

			 

			Ν=5, ΑLFA=1, OMEGA=5, H=0.5

			A(1)=1.53, A(2)=1.03, A(3)=0.9, A(4)=0.84, A(5)=0.57

			 

			Η πλήρης σειρά των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο simpson.dat και έχει ως εξής:

			 

			5      1       5     0.5

			1.53    1.03    0.9    0.84    0.57

			2.1.4 Παράθεση του προγράμματος simpson

			 

			Το πρόγραμμα simpson.for δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			2.1.5 Αποτελέσματα του προγράμματος simpson

			 

			Τα αποτελέσματα φαίνονται στο αρχείο simpson.out και έχουν ως εξής:

			 

			                   5   1.0000000    5.000000   0.5000000

			1.53000    1.030000    0.900000   0.8400000   0.5700000

			 

			The area under the A(I) curve is = 1.89667

			 

			To εμβαδό της επιφάνειας που βρίσκεται κάτω από την καμπύλη είναι 1.89667.

			 

			2.2 ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ, ΤΡΑΠΕΖΟΕΙΔΗΣ ΚΑΝΟΝΑΣ, trapez 

			2.2.1 Αριθμητική τεχνική trapez (Trapezoid)

			 

			Η μέθοδος του τραπεζοειδούς κανόνα στην αριθμητική ανάλυση είναι μια τεχνική για να προσεγγιστεί η τιμή του ορισμένου ολοκληρώματος [image: Equation-C_1.jpg] στο κλειστό διάστημα [a,b] (Κουτίτας, 1982). Η αριθμητική μέθοδος ολοκλήρωσης προσεγγίζει την περιοχή που βρίσκεται κάτω από την καμπύλη της συνάρτησης f(x), σαν να ήταν τραπέζιο, υπολογίζοντας το εμβαδόν της. Εάν ο χώρος του κλειστού διαστήματος [a,b] χωριστεί σε n ίσα μέρη, χρησιμοποιώντας βεβαίως n+1 υπολογιστικούς κόμβους, τότε το διάστημα h θα είναι h=(b-a)/n και η προσέγγιση του ολοκληρώματος δίνει:

			 

			[image: Equation-2.2.jpg] 

			(2.2)

			2.2.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος trapez

			 

			Ζητείται να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα, δηλαδή το εμβαδό, που βρίσκεται κάτω από την καμπύλη του Σχήματος 2.2.
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			Σχήμα 2.2 Υπολογισμός του εμβαδού κάτωθι καμπύλης με τραπεζοειδή κανόνα

			2.2.3 Δεδομένα του προγράμματος trapez

			 

			Στην αρχή του προγράμματος trapez.f90 υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο trapez.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 11 (=Ν στο πρόγραμμα trapez.f90) δείχνει τον αριθμό των τραπεζοειδών υποδιαιρέσεων που σχηματίζονται. Ο αριθμός 1 (=ALFA) πάλι στην πρώτη γραμμή, δείχνει το κάτω όριο της τιμής της x και ο αριθμός 12 (=OMEGA) δείχνει το άνω όριο της τιμής της x.

			2η Γραμμή. 325 (=xo) είναι η τιμή της f(x) στην θέση xo και 123 (=xn) η τιμή της f(x) στη τελευταία θέση xn. Οι άλλες τιμές είναι οι ενδιάμεσες τιμές της f(x).

			Πιο αναλυτικά, όπως παρατίθεται από το πρόγραμμα trapez.dat,

			 

			Ν=11, ΑLFA=1, OMEGA=12

			A(1)=325, A(2)=223, A(3)=345,…A(12)=123

			 

			Η πλήρης σειρά των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο trapez.dat και έχει ως εξής:

			 

			11    1   12

			325  223  345  125  128  98  78  32  45  67  102  123

			2.2.4 Παράθεση του προγράμματος trapez

			 

			Το πρόγραμμα trapez.for δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			2.2.5 Αποτελέσματα του προγράμματος trapez

			 

			Τα αποτελέσματα φαίνονται στο αρχείο trapez.out και έχουν ως εξής:

			 

			 11               1.000000   12.00000

			 325.0000  223.0000    345.0000   125.0000   128.0000

			 98.00000  78.00000    32.00000   45.00000   67.00000

			                                           102.0000  123.0000

			 

			 The area under the A(I) curve is = 1467.0000

			 

			To εμβαδόν της επιφάνειας που βρίσκεται κάτω από την καμπύλη είναι 1467.0.

			 

			2.3 NEWTON-RAPHSON, ΡΙΖΕΣ ΕΞΙΣΩΣΗΣ ao+a1 f1 (x) +a2 f2(x)+a3f3(x) +.=0

			π.χ. ao+a1x1+a2x2+a3x3=0, new-raph

			2.3.1 Αριθμητική τεχνική new-raph (Newton-Raphson)

			 

			H αριθμητική τεχνική Newton–Raphson είναι μια μέθοδος με την οποία μπορούν να υπολογιστούν οι πραγματικές ρίζες συναρτήσεων με διαδοχικές προσεγγίσεις Σιδηρόπουλος & Φωτιάδης,  2005;Süli&Mayers, 2013). Η συνάρτηση f(x) ορίζεται σε πραγματικές τιμές της x καθώς και η παράγωγός της [image: Equation-D_1.jpg]. H προσεγγιστική διαδικασία ξεκινά με μια αρχική εκτίμηση της ρίζας xο της συνάρτησης f(x). Μια καλύτερη προσέγγιση x1 της πιθανής ρίζας μπορεί να ληφθεί:

			 

			[image: Equation-2.3.jpg] 

			(2.3)

			 

			Η υπολογιστική διαδικασία των διαδοχικών προσεγγίσεων επαναλαμβάνεται και μετά από n επαναλήψεις και εφόσον η λύση θεωρηθεί ως ικανοποιητική:

			 

			[image: Equation-2.4.jpg] 

			(2.4)

			2.3.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος new-raph

			 

			Ζητείται να υπολογιστεί ρίζα της εξίσωσης,

			 

			[image: Equation-2.5.jpg] 

			(2.5)

			2.3.3 Δεδομένα του προγράμματος new-raph

			 

			Στην αρχή του προγράμματος new-raph.f90 υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο new-raph.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 1000 (=Ν στο πρόγραμμα new-raph.f90) δείχνει τον μέγιστο αριθμό των προσεγγίσεων.

			2η Γραμμή. 1.0 (=A0) είναι η τιμή της σταθερής τιμής, 2.0 (=A1), 3.0 (=Α2) και 4.0 (=Α3) είναι οι τιμές των συντελεστών x, x2 και x3 αντιστοίχως.

			3η Γραμμή. 1.25 (=XSO) είναι η τιμή της x ως αρχική εκτίμηση της λύσης, ενώ 0.000001 (=ΤΟL) είναι η ακρίβεια της προσδοκώμενης λύσης.

			Πιο αναλυτικά, όπως παρατίθεται από το πρόγραμμα new-raph.dat,

			 

			Ν=1000

			A0=1.0, A2=2.0, A3=3.0, A4=4.0

			XSO=1.25,   TOL=0.000001

			 

			Η πλήρης σειρά των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο new-raph.dat και έχει ως εξής:

			 

			1000

			1.0        2.0      3.0      4.0

			1.25 0.000001

			2.3.4 Παράθεση του προγράμματος new-raph

			 

			Το πρόγραμμα new-raph.for δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			2.3.5 Αποτελέσματα του προγράμματος new-raph

			 

			Τα αποτελέσματα δείχνονται στο αρχείο new-raph.out και έχουν ως εξής:

			 

			1000

			1.000000       2.000000       3.000000       4.000000

			1.250000  1.0000000E-06

			 

			          -0.6058297

			 

			Η λύση της εξίσωσης 1.0+2.0x+3.0x2+4.0x3=0 για την εκτίμηση του άγνωστου x είναι, -0.605829.

			 

			2.4 ΔΙΧΟΤΟΜΗΣΕΙΣ, ΕΠΙΛΥΣH EΞΙΣΩΣΕΩΝ ΜΟΡΦΗΣ f(x)=0, π.χ. axb+cxd+e=0, bisect

			2.4.1 Αριθμητική τεχνική bisect (Bisection)

			 

			H μέθοδος των διαδοχικών διχοτομήσεων (bisection method) είναι μια τεχνική με την οποία επιδιώκεται η εύρεση λύσης σε μια εξίσωση (Burden&Faires, 1985). Με τη μέθοδο αυτή διχοτομείται ένα διάστημα και επιλέγεται  ένα μικρότερο διάστημα, στο οποίο πρέπει να βρίσκεται η ρίζα της εξίσωσης για περαιτέρω επεξεργασία. Είναι μια αποτελεσματική αλλά αργή αριθμητική τεχνική. Εφαρμόζεται για την επίλυση της εξίσωσης f(x)=0, όταν η μεταβλητή x είναι πραγματική και όπου η συνάρτηση f(x) είναι συνεχής στο κλειστό διάστημα [a,b], ενώ η f(a) και η f(b) έχουν αντίθετα πρόσημα. Στην περίπτωση αυτή, βάσει του σχετικού θεωρήματος της ανάλυσης, η συνάρτηση f(x) πρέπει να έχει το ελάχιστο μια ρίζα στον χώρο (a,b). Συμφώνως προς τα ανωτέρω η μέθοδος θα συγκλίνει σίγουρα.

			Η μέθοδος αυτή διαιρεί το αρχικό διάστημα σε δύο ίσα μέρη που χωρίζονται από τη μέση τιμή, δηλαδή c=(a+b)/2. Κατόπιν υπολογίζει τις τιμές f(a), f(b) και f(c). Η περίπτωση η τιμή της f(c) να είναι μηδέν με την πρώτη υποδιαίρεση, είναι βέβαια σπάνια. Τώρα υπάρχουν δύο πιθανότητες:είτε οι f(a) και f(c) έχουν αντίθετα πρόσημα, οπότε η ρίζα βρίσκεται ανάμεσά τους, είτε οι f(c) και f(b) έχουν αντίθετα πρόσημα, οπότε η ρίζα βρίσκεται ανάμεσά τους. Η μέθοδος επιλέγει μεταξύ των δύο περιπτώσεων εκείνη στην οποία πράγματι οι συναρτήσεις έχουν αντίθετο πρόσημο και επειδή η συνάρτηση είναι συνεχής, θα υπάρχει εκεί μια ρίζα. Η όλη διαδικασία επαναλαμβάνεται έως την εύρεση της ρίζας (Σχήμα 2.3).

			 

			[image: E:\1 NTFS\Academic DUTH\Σούλης Ιωάννης\Καλλιπος\αρχεια παραδοσης\αρχεια παραδοσης μετά τη γλωσσική επιμέλεια v.1\jvsoulis σχηματα\επεξεργασία πρωτότυπων αρχείων\Κεφάλαιο 2\Σχήμα 2.3.jpg] 

			Σχήμα 2.3 Υπολογισμός ρίζας με τη μέθοδο των διαδοχικών διχοτομήσεων

			2.4.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος bisect

			 

			Ζητείται να υπολογιστεί ρίζα της εξίσωσης στον μεταξύ 1.0 έως -2.0 χώρο,

			 

			[image: Equation-2.6.jpg] 

			(2.6)

			2.4.3 Δεδομένα του προγράμματος bisect

			 

			Στην αρχή του προγράμματος bisect.f90 υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο bisect.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 1000 (=ΝMAX στο πρόγραμμα bisect.f90) δείχνει τον αριθμό των διχοτομήσεων που χρειάζεται να πραγματοποιηθούν. 

			2η Γραμμή. 1.0 είναι η μεγαλύτερη τιμή της x και -2.0 η μικρότερη η τιμή της x, μεταξύ των οποίων αναζητείται λύση. 

			3η Γραμμή. 1.0 (=Α), 5.0 (=Β), -1.0 (=C), 4.0 (=D) και 3.0 (=Ε) είναι οι τιμές των συντελεστών A, C και των εκθετών B, D της προς επίλυση Εξ. 2.6 με Ε τη σταθερή τιμή. 

			Πιο αναλυτικά, όπως παρατίθεται από το πρόγραμμα bisect.dat:

			 

			ΝMAX=1000

			XMAX=1.0,    XMIN=-2.0

			A=1.0, B=5.0, C= -1.0, D=4.0, E=3.0

			 

			Η πλήρης σειρά των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο bisect.dat και έχει ως εξής:

			 

			1000

			1.0    -2.0

			1.0     5.0     -1.0     4.0     3.0

			 

			2.4.4 Παράθεση του προγράμματος bisect

			 

			Το πρόγραμμα bisect.for δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			2.4.5 Αποτελέσματα του προγράμματος bisect

			 

			Τα αποτελέσματα φαίνονται στο αρχείο bisect.out και έχουν ως εξής:

			 

			1000

			1.000000  -2.000000

			1.000000    5.000000   -1.000000   4.000000   3.000000

			 

			Solution is   -1.09404

			 

			Μια λύση της εξίσωσης x5-x4+3=0 στο  διάστημα 1.0 έως -2.0 είναι η -1.09404.

			 

			2.5 ΕΠΙΛΥΣΗ EΞΙΣΩΣΕΩΝ ΜΟΡΦΗΣ f(x)=0  π.χ. 5x-13.2+2sinx-4cosx=0, iter

			2.5.1 Πρόβλημα για την επίλυση μέσω του προγράμματος iter (iteration)

			 

			Ζητείται να επιλυθεί η εξίσωση της μορφής:

			 

			[image: Equation-2.7.jpg] 

			(2.7)

			 

			με επαναληπτική διαδικασία, Φραγκάκις, Χ.

			2.5.2 Δεδομένα του προγράμματος iter 

			 

			Στην αρχή του προγράμματος iter.f90 υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο iter.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 1 (=ΧΑΡΧ στον φάκελο iter.f90) δείχνει μια αρχική τιμή που αναπαριστά την πιθανή λύση του προβλήματος. Με αριθμό διαδοχικών επαναλήψεων η λύση συγκλίνει προς τη λύση με ακρίβεια που φαίνεται στον δεύτερο αριθμό της πρώτης γραμμής, 0.00001 (=Ε). 

			Πιο αναλυτικά, όπως παρατίθεται από το πρόγραμμα iter.dat:

			 

			XARX=1, E=0.00001

			 

			Η πλήρης σειρά των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο iter.dat και έχει ως εξής:

			 

			1    0.00001

			2.5.3 Παράθεση του προγράμματος iter

			 

			Το πρόγραμμα iter.f90 δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			2.5.4 Αποτέλεσμα του προγράμματος iter

			 

			Το αποτέλεσμα δείχνεται στο αρχείο iter.out και έχει ως εξής:

			 

			1.000000        9.9999997E-06

			 

			Solution is :  1.96401

			 

			Η λύση της εξίσωσης 5x-13.2+2sinx-4cosx=0 δίνει 1.96401.

			 

			2.6 EΠΙΛΥΣH ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ, ΑΠΑΛΟΙΦΗ KATA GAUSS, gauss

			2.6.1 Συστήματα γραμμικών εξισώσεων 

			 

			Οι υπολογιστικοί αλγόριθμοι επίλυσης εξισώσεων γραμμικών συστημάτων παίζουν σημαντικότατο ρόλο και έχουν ευρύτατη εφαρμογή σε πολλούς τομείς της Μηχανικής, της Φυσικής, των Υπολογιστικών Επιστημών της Βιο-Ιατρικής Μηχανικής και των Οικονομικών Επιστημών (Leon, 2006). Ένα σύστημα μη γραμμικών μερικών διαφορικών εξισώσεων μπορεί να προσομοιωθεί από σύστημα αριθμητικών γραμμικών εξισώσεων. Η τεχνική αυτή παρέχει ουσιαστική βοήθεια στην προσομοίωση πολύπλοκων φυσικών συστημάτων.

			2.6.2 Αριθμητική τεχνική gauss (Gauss)

			 

			Το σύστημα των γραμμικών εξισώσεων των πεπερασμένων διαφορών μπορεί να εκφραστεί ως:

			 

			[image: Equation-2.8.jpg] 

			(2.8)

			 

			όπου A ο πίνακας των συντελεστών με στοιχεία αij, [image: Equation-E_1.jpg] το διάνυσμα των άγνωστων Φ1, Φ2, Φ3…ΦΝ και [image: Equation-F_1.jpg] το διάνυσμα των σταθερών του προβλήματος που εκφράζουν οι οριακές συνθήκες με συνιστώσες c1, c2, c3…cΝ. Αναλυτικότερα, η Εξ. 2.8 μπορεί να γραφεί ως:

			 

			[image: Equation-2.9.jpg] 

			(2.9)

			 

			όπου Ν η τάξη του πίνακα, δηλαδή ο συνολικός αριθμός των άγνωστων μεταβλητών. Στην Υδραυλική Μηχανική το μεγαλύτερο μέρος των στοιχείων αij βρίσκονται γύρω από την κύρια διαγώνιο του πίνακα A και αυτό διευκολύνει τα μέγιστα την επίλυση, γιατί στη μνήμη του ηλεκτρονικού υπολογιστή τοποθετούνται μόνο τα στοιχεία αij τα οποία είναι μη μηδενικά. Τα στοιχεία αυτά είναι, προφανώς, ελάχιστα, αν συγκριθούν με τον ολικό αριθμό των στοιχείων αij. 

			H απάλειψη κατά Gauss είναι η πιο συνηθισμένη ευθεία μέθοδος για την επίλυση συστημάτων γραμμικών εξισώσεων. Αναφορικά με την Εξ. 2.9, ακολουθείται η παρακάτω τεχνική. Διαιρείται η πρώτη των εξισώσεων με το α11 και λαμβάνεται η τιμή της άγνωστης μεταβλητής Φ1. Η τιμή αυτή αντικαθίσταται σε καθεμιά από τις υπόλοιπες εξισώσεις του συστήματος. Κατόπιν, διαιρείται η δεύτερη εξίσωση με την άρτι δημιουργηθείσα τιμή του συντελεστή Φ2, για να ληφθεί η τιμή του Φ2. Με την τιμή αυτή του Φ2 απαλείφεται το Φ2 σ’ όλες τις επόμενες εξισώσεις και επαναλαμβάνεται η ίδια διαδικασία για τους κόμβους Φ3, Φ4…ΦΝ. Το τελικώς ισοδύναμο σύστημα που προκύπτει, έχει τη μορφή:

			 

			[image: Equation-2.10.jpg] 

			(2.10)

			 

			Προφανώς οι τόνοι στους συντελεστές δηλώνουν τη νέα τιμή τους. Από την ανωτέρω εξίσωση είναι δυνατό να υπολογιστεί η τιμή της ΦΝ. Είναι:

			 

			[image: Equation-2.11.jpg] 

			(2.11)

			 

			Οι υπόλοιπες τιμές μπορούν να υπολογιστούν ως:

			 

			[image: Equation-2.12.jpg] 

			(2.12)

			2.6.3 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος gauss

			 

			Το προς επίλυση πρόβλημα αριθμητικών εξισώσεων που ζητείται να υπολογιστεί με την ευθεία μέθοδο έχει ως εξής:

			 

			[image: Equation-2.13.jpg] 

			(2.13)

			2.6.4 Δεδομένα του προγράμματος gauss

			 

			Στην αρχή του προγράμματος gauss.f90 υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο gauss.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 4 (=Ν στο πρόγραμμα gauss.f90) δείχνει τον αριθμό των εξισώσεων που πρέπει να λυθούν. 

			2η Γραμμή. Οι αριθμοί 1.0 (=Α(1,1)), -2.0 (=Α(1,2)), 0.0 (=A(1,3)), 0.0 (=Α(1,4)) της δεύτερης γραμμής δείχνουν τις τιμές των συντελεστών [image: Equation-G_1.jpg] των αγνώστων Φ1, Φ2, Φ3, Φ4 της δεύτερης γραμμής, δηλαδή της πρώτης εξίσωσης. Ο τελευταίος αριθμός στην πρώτη εξίσωση 1.0 (=Β(1)), δείχνει την τιμή του σταθερού όρου του δεξιού μέρους της πρώτης εξίσωσης. 

			3η Γραμμή και λοιπές γραμμές. Οι υπόλοιπες γραμμές ακολουθούν την ίδια φιλοσοφία με τη 2η Γραμμή. Πιο αναλυτικά, όπως παρατίθεται από το πρόγραμμα gauss.dat:

			 

			 N=4

			A(1,1)=1.0, A(1,2)= -2.0, A(1,3)=0.0,  A(1,4)=0.0 Β(1)=1.0

			A(1,1)=-1.0,  A(1,2)= 4.0, A(1,3)=-2.0,  A(1,4)=0.0 Β(2)=2.0 

			A(1,1)=0.0,  A(1,2)= 3.0, A(1,3)=1.0,  A(1,4)=2.0 Β(3)=3.0

			A(1,1)=0.0,  A(1,2)= 0.0, A(1,3)=-1.0, A(1,4)=-1.0 Β(4)=4.0

			 

			Η πλήρης σειρά των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο gauss.dat και έχει ως εξής:

			 

			4

			1.0     -2.0    0.0    0.0     1.0

			-1.0      4.0   -2.0    0.0     2.0

			0.0      3.0    1.0    2.0     3.0

			0.0      0.0   -1.0   -1.0     4.0

			2.6.5 Παράθεση του προγράμματος gauss

			 

			Το πρόγραμμα gauss.f90 δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			2.6.6 Αποτελέσματα του προγράμματος gauss

			 

			Tα αποτελέσματα δίνονται στον φάκελο gauss.out και έχουν ως εξής:

			 

			Φ1=10.50, Φ2=4.75, Φ3=3.25, Φ4=-7.25

			 

			2.7 EΠΙΛΥΣΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ, ΤΕΧΝΙΚΗ KATA GAUSS-SEIDEL, g-s

			 

			Η αριθμητική τεχνική κατά Gauss-Seidel, αν και δύναται να εφαρμοστεί σε οποιονδήποτε πίνακα με μη μηδενικά διαγώνια στοιχεία, εγγυάται σύγκλιση, εάν ο πίνακας έχει διαγώνια στοιχεία, όταν αυτά είναι μεγαλύτερα ή ίσα του αθροίσματος των απολύτων τιμών των στοιχείων της αντίστοιχηςγραμμής, ή όταν ο πίνακας είναι συμμετρικός και η ορίζουσα xTΑx είναι θετική, με Α τον πίνακα και x το οποιοδήποτε με μη μηδενική στήλη διάνυσμα. xT είναι ο ανάστροφος πίνακας (Σούλης, 1986). Για πληρέστερη κατανόηση της αριθμητικής τεχνικής δίνεται μια εφαρμογή της στην εξίσωση Laplace.

			2.7.1 Εξίσωση ροής Laplace 

			 

			Ας θεωρηθεί η εξίσωση κίνησης της ροής σε πορώδη ομογενή και ισότροπα μέσα και στο πεδίο ισχύος του νόμου Darcy (Κουτίτας, 1982). Στην περίπτωση αυτή, η προς επίλυση εξίσωση η οποία διέπει τη ροή είναι:

			 

			[image: Equation-2.14.jpg] 

			(2.14)

			 

			όπου Φ η δυναμική συνάρτηση που ονομάζεται και «δυναμικό ταχύτητας». Στην προκείμενη περίπτωση:

			 

			[image: Equation-2.15.jpg] 

			(2.15)

			 

			όπου Κ ο συντελεστής της σχετικής διαπερατότητας ή ο συντελεστής της υδραυλικής αγωγιμότητας, ο οποίος θεωρείται ότι είναι ανεξάρτητος του δυναμικού ταχύτητας Φ και h το υδραυλικό φορτίο. Ισχύει δε ότι:

			 

			[image: Equation-2.16.jpg] 

			(2.16)

			 

			όπου p η στατική πίεση του ρευστού, ρ η πυκνότητα, g η επιτάχυνση της βαρύτητας και z η υψομετρική απόσταση από το επίπεδο αναφοράς.

			2.7.2 Αριθμητική τεχνική g-s (Gauss-Seidel)

			 

			Προσεγγίζεται η Εξ. 2.14 σε κάθε κόμβο μέσα στον χώρο ροής αντικαθιστώντας κάθε μια μερική παράγωγο της εξίσωσης με την αντίστοιχη ισοδύναμη προσέγγιση των πεπερασμένων διαφορών. Για τον κόμβο i, j εφαρμόζεται η δεύτερης τάξης εξίσωση:

			 

			[image: Equation-2.17.jpg] 

			(2.17)

			 

			για κάθε μερική παράγωγο της Εξ. 2.14, όπου δx η πεπερασμένη διαφορά κατά την x, οπότε:

			 

			[image: Equation-2.18.jpg] 

			(2.18)

			 

			όπου δy η πεπερασμένη διαφορά κατά την y. Η ανωτέρω εξίσωση μπορεί να γραφεί:

			 

			[image: Equation-2.19.jpg] 

			(2.19)

			 

			Στη περίπτωση κατά την οποία χρησιμοποιηθούν ίσα βήματα μήκους, δx=δy, η ανωτέρω εξίσωση γράφεται:

			 

			[image: Equation-2.20.jpg] 

			(2.20)

			 

			Για την τρέχουσα n+1 επανάληψη ή αλλιώς ανακύκλωση, το ανωτέρω σχήμα γράφεται:

			 

			[image: Equation-2.21.jpg] 

			(2.21)

			 

			Η επίλυση πραγματοποιείται για τη [image: Equation-H_1.jpg], δεδομένου ότι όλες οι τιμές της άγνωστης [image: Equation-I.jpg] στην προηγούμενη ανακύκλωση, δηλαδή οι [image: Equation-J_1.jpg], είναι γνωστές. Επιπλέον είναι γνωστές, από την τρέχουσα επανάληψη, και οι τιμές [image: Equation-K_1.jpg]. Επομένως:

			 

			[image: Equation-2.22.jpg] 

			(2.22)

			 

			Η εφαρμογή, όμως, αυτή, όπως η απόλυτη τιμή του συντελεστή της προς επίλυση άγνωστης μεταβλητής, στο προκείμενο της [image: Equation-H_1.jpg], πρέπει να είναι μεγαλύτερη ή το πολύ ίση με το άθροισμα των απόλυτων τιμών των συντελεστών των υπόλοιπων μεταβλητών της ίδιας εξίσωσης. Στην περίπτωση των πέντε σημείων της εξίσωσης Laplace (Εξ. 2.22) αλλά και σε πολλά προβλήματα Υπολογιστικής Υδραυλικής Μηχανικής η ανωτέρω απαίτηση ικανοποιείται.

			Η επίλυση για κάθε υπολογιστικό κόμβο i,j καταλήγει σε ένα γραμμικό σύστημα εξισώσεων. Oι επαναληπτικοί τρόποι δεν περιορίζονται στην επίλυση γραμμικών εξισώσεων. Μπορεί να εφαρμοστούν και σε μη γραμμικά προβλήματα. Για την περίπτωση της επίλυσης του συστήματος[image: Equation-L_1.jpg], οποιοδήποτε επαναληπτικό σχήμα θέτει μια αρχική εκτίμηση των τιμών του διανύσματος της άγνωστης μεταβλητής [image: Equation-E_1.jpg], δηλαδή των Φ1,Φ2,Φ3…ΦΝ. Η αρχική αυτή εκτίμηση των τιμών δηλώνεται με τη χρήση του άνω δείκτη 0 ως [image: Equation-E_1.jpg]0. Στη συνέχεια υπολογίζονται τα διανύσματα [image: Equation-E_1.jpg]1,[image: Equation-E_1.jpg]2,[image: Equation-E_1.jpg]3…[image: Equation-E_1.jpg]n , τα οποία τελικά συγκλίνουν προς τη λύση, καθώς ο αριθμός των ανακυκλώσεων n αυξάνει. Ο υπολογισμός της τρέχουσας τιμής της άγνωστης μεταβλητής [image: Equation-E_1.jpg]n+1 είναι δυνατό να υπολογιστεί με δύο διαφορετικούς τρόπους. Ο πρώτος τρόπος υπολογίζει τις τιμές αυτές από τις υπάρχουσες τιμές της προηγούμενης ανακύκλωσης, δηλ. της [image: Equation-E_1.jpg]n ή, σε μερικές άλλες περιπτώσεις, και από τις ήδη υπολογισθείσες τιμές [image: Equation-E_1.jpg]n+1 της τρέχουσας ανακύκλωσης. Η τεχνική αυτή καλείται «επαναληπτική μέθοδος των σημείων» (Point iterative method). Στον δεύτερο τρόπο, όταν επιλύονται ταυτόχρονα υποομάδες των [image: Equation-E_1.jpg]n, π.χ. ανά πέντε ή ανά τρεις ή ανά δύο, η τεχνική καλείται «επαναληπτική μέθοδος των γραμμών» (Line iterative method). Η αριθμητική τεχνική κατά Thomas αποτελεί χαρακτηριστική περίπτωση της επαναληπτικής μεθόδου των γραμμών και θα αναφερθεί παρακάτω. Είναι τριδιαγωνική τεχνική και βρίσκει πολλές εφαρμογές, δεδομένου ότι είναι και απλή αλλά και αποτελεσματική μέθοδος επίλυσης γραμμικών συστημάτων εξισώσεων.

			2.7.3 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος g-s

			 

			Το προς επίλυση πρόβλημα αριθμητικών εξισώσεων που ζητείται να υπολογιστεί με την επαναληπτική μέθοδο g-s έχει ως εξής:

			 

			[image: Equation-2.23.jpg] 

			(2.23)

			2.7.4 Δεδομένα του προγράμματος g-s

			 

			Στην αρχή του προγράμματος g-s.f90 υπό τη μορφή «Comment» ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο g-s.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 5, (=Ν στο πρόγραμμα g-s.f90) δείχνει τον αριθμό των εξισώσεων που πρέπει να λυθούν. Ο αριθμός 10000 (=NCOUNTMX), πάλι στην πρώτη γραμμή, δείχνει τον μέγιστο αριθμό επαναλήψεων που μπορούν να εκτελεστούν. 

			2η Γραμμή. Το μέγιστο λάθος 0.000001 (=ERRORMX), που μπορεί να γίνει ανεκτό. 

			3η Γραμμή και λοιπές γραμμές. Οι αριθμοί 7, -4, 0, 5, 4.5 της τρίτης γραμμής δείχνουν τις τιμές των συντελεστών, δηλαδή των A(1,1),…Α(1,4) των αγνώστων Φ1, Φ2, Φ3, Φ4, Φ5 της τρίτης γραμμής, δηλαδή της πρώτης εξίσωσης που πρέπει να λυθεί. Ο τελευταίος αριθμός στην τρίτη γραμμή, που είναι η πρώτη εξίσωση του συστήματος που επιλύεται, δείχνει την τιμή του σταθερού όρου 30.0 (=Β(1)), του δεξιού μέρους της εξίσωσης. Οι υπόλοιπες γραμμές ακολουθούν την ίδια λογική. Πιο αναλυτικά, όπως παρατίθεται από το πρόγραμμα g-s.dat:

			 

			 N=5, NCOUNTMX=10000

			ERRORMX=0.000001

			A(1,1)=7, A(1,2)=-4, A(1,3)=0, A(1,4)=5, A(1,5)=4 Β(1)=30.0

			 ……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			 ……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			 

			Η παράθεση των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο g-s.dat και έχει ως εξής:

			 

			5    10000

			0.000001

			 

			7     -4        0      5      4       30

			-4     15      6.3    5.9    9.2       -6

			0     -6     21.3    0.8      0      -40

			0      0        0   12.3    0.6     35.2

			0      0        0    0.2   10.2     21.8

			2.7.5 Παράθεση του προγράμματος g-s

			 

			Το πρόγραμμα g-s.f90 δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			2.7.6 Αποτελέσματα του προγράμματος g-s

			 

			Για να λυθεί το πρόβλημα χρειάσθηκαν μόνο 7 ανακυκλώσεις και το μέγιστο λάθος είναι 0.0000005458. Η παράθεση των αποτελεσμάτων δίνεται στον φάκελο g-s.out και έχει ως εξής:

			 

			 Number of iterations=7

			 Maximum error is =0.0000005458

			 Solution is,

			 

			 -1.3561522E-02

			 -1.729991

			 -2.468924

			  2.760172

			  2.083134

			Η λύση είναι:

			 

			Φ1= -0.013561

			Φ2= -1.729991

			Φ3= -2.468924

			Φ4=  2.760172

			Φ5=  2.083134

			 

			2.8 EΠΙΛΥΣH ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ, ΤΕΧΝΙΚΗ ΥΠΕΡ ΧΑΛΑΡΩΣΕ-ΩΣ ΚΑΤΑ GAUSS-SEIDEL, g-s-over

			2.8.1 Αριθμητική τεχνική g-s-over (Gauss-Seidel over-relaxation)

			 

			Η ταχύτητα σύγκλισης με την οποία λειτουργεί η μέθοδος Gauss-Seidel μπορεί να επιταχυνθεί. Η αύξηση της ταχύτητας σύγκλισης γίνεται αναγκαία, λόγω της απαίτησης για επίλυση πολύπλοκων προβλημάτων Υδραυλικής Μηχανικής που συνεπάγονται επίλυση πολλών εξισώσεων (Mitchell, 1977; Σούλης, 1986). Η μέθοδος των διαδοχικών υπερ-χαλαρώσεων επεμβαίνει στο διάνυσμα [image: Equation-M_1.jpg]προκαλώντας ταχύτερες αλλαγές σ’ αυτό απ’ ό,τι το κανονικό. Ονομάζεται «υπερχαλάρωση», διότι ο συντελεστής που προκαλεί τις αλλαγές αυτές είναι συνήθως μεγαλύτερος της μονάδας 1.0 και μικρότερος του δύο 2.0. Προκειμένου να γίνει εφαρμογή, ας θεωρηθεί επίσης η Εξ. 2.22 κατά Laplace:

			 

			[image: Equation-2.24.jpg] 

			 

			(2.24)

			 

			Η μέσα στην αγκύλη ποσότητα δίνει το υπόλοιπο [image: Equation-2.25.jpg]:

			 

			[image: Equation-2.25.jpg] 

			(2.25)

			 

			Δίνει, δηλαδή, τις συνιστώσες του διανύσματος των υπόλοιπων [image: Equation-N_1.jpg]. Η Εξ. 2.24 γράφεται:

			 

			[image: Equation-2.26.jpg] 

			(2.26)

			 

			Στη μέθοδο των διαδοχικών υπερχαλαρώσεων χρησιμοποιείται η:

			 

			[image: Equation-2.27.jpg] 

			(2.27)

			Εάν ονομαστεί β ο λόγος [image: Equation-O_1.jpg], τότε η τεχνική της υπερχαλαρώσεως γράφεται ως:

			 

			[image: Equation-2.28.jpg] 

			(2.28)

			 

			Εάν β=1.0, τότε η ανωτέρω εξίσωση παίρνει τη μορφή:

			 

			[image: Equation-2.29.jpg] 

			(2.29)

			 

			όπου ω είναι ο συντελεστής υπερχαλαρώσεως και λαμβάνει τιμές μεταξύ του 1.0 και 2.0.

			Η ταχύτητα σύγκλισης με την οποία λειτουργεί η μέθοδος των διαδοχικών υπερχαλαρώσεων κατά Gauss-Seidel, μπορεί να επιταχυνθεί με την επίλυση συστήματος εξισώσεων αντί της σημείο προς σημείο επίλυσης. Οι εξισώσεις του συστήματος μπορεί να αποτελούνται από τρεις αγνώστους η κάθε μία. Ο σχηματισμός έχει ως εξής:

			 

			[image: Equation-2.30.jpg] 

			(2.30)

			 

			και η τεχνική ονομάζεται «μέθοδος των διαδοχικών υπερχαλαρώσεων στις γραμμές» (Line successive over-relaxation, Gauss-Seidel LSOR).

			2.8.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος g-s-over

			 

			Το προς επίλυση πρόβλημα αριθμητικών εξισώσεων που ζητείται να υπολογιστεί με επαναληπτική μέθοδο και με την τεχνική της υπερχαλαρώσεως έχει ως εξής:

			 

			[image: Equation-2.31.jpg] 

			(2.31)

			2.8.3 Δεδομένα του προγράμματος g-s-over

			 

			Στην αρχή του προγράμματος g-s-over.f90 υπό τη μορφή “Comment”  ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο g-s-over.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 6 (=Ν στο πρόγραμμα g-s-over.f90) δείχνει τον αριθμό των εξισώσεων που πρέπει να λυθούν. Ο αριθμός 10000 (=NCOUNTMX), πάλι στην πρώτη γραμμή, δείχνει τον μέγιστο αριθμό επαναλήψεων που μπορούν να εκτελεστούν.

			2η Γραμμή. Το μέγιστο λάθος που μπορεί να γίνει ανεκτό δείχνεται στη δεύτερη γραμμή και ισούται με 0.000001 (=ERRORMX), ενώ στην ίδια γραμμή ο συντελεστής υπερχαλαρώσεως είναι 1.5 (=OMEGA).

			3η Γραμμή και λοιπές γραμμές. Οι 6 πρώτοι αριθμοί 4, -1, -1, -1, 0, 0 της τρίτης γραμμής δείχνουν τις τιμές των συντελεστών [image: Equation-P_1.jpg]δηλ. A(1,1),…Α(1,6) των αγνώστων Φ1, Φ2, Φ3, Φ4, Φ5, Φ6 της τρίτης γραμμής, δηλαδή της πρώτης εξίσωσης που πρέπει να λυθεί. Ο τελευταίος αριθμός στην τρίτη γραμμή (πρώτη προς επίλυση εξίσωση) δείχνει την τιμή του σταθερού όρου 0.0 (=Β(1)) δηλαδή του δεξιού μέρους της εξίσωσης. Οι υπόλοιπες γραμμές ακολουθούν την ίδια λογική. 

			Πιο αναλυτικά, όπως παρατίθεται από το πρόγραμμα g-s-over:

			 

			Ν=6, NCOUNTMX=10000

			ERRORMX=0.000001, OMEGA=1.5

			A(1,1)=4, A(1,2)=-1, A(1,3)=-1, A(1,4)=-1, A(1,5)=0 A(1,6)=0,Β(1)=0

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			 

			Η παράθεση των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο g-s-over.dat και έχει ως εξής:

			 

			6    10000

			0.000001 1.5

			 

			4   -1  -1  -1    0   0   0

			0    4  -1  -1   -1   0   0

			0    0   4  -1   -1  -1   0

			0    0   0   4    1   1  10

			1    1   0   0    4   0  10

			0    0   1   1    0   4   5

			2.8.4 Παράθεση του προγράμματος g-s-over

			 

			Το πρόγραμμα g-s-over.f90 δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			2.8.5 Αποτελέσματα του προγράμματος g-s-over

			 

			Για να λυθεί το πρόβλημα, χρειάστηκαν μόνο 12 ανακυκλώσεις και το μέγιστο λάθος είναι 0.0000004768. Η παράθεση των αποτελεσμάτων δίνεται στον φάκελο g-s-over.out και έχει ως εξής:

			 

			Number of iterations =12

			Maximum error is = 0.0000004768

			Solution is :

			 

			1.049640

			1.225934

			1.082116

			1.890513

			1.931107

			0.506843

			 

			H λύση του προβλήματος έχει ως εξής:

			 

			Φ1=1.049640

			Φ2=1.225934

			Φ3=1.082116

			Φ4=1.890513

			Φ5=1.931107

			Φ6=0.506843

			 

			2.9 EΠΙΛΥΣΗ TΡΙΔΙΑΓΩΝΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ, ΤΕΧΝΙΚΗ ΚΑΤΑ THOMAS, thomas

			2.9.1 Αριθμητική τεχνική thomas (Thomas)

			 

			Σε πολλές περιπτώσεις Υπολογιστικής Υδραυλικής Μηχανικής το σύστημα των αριθμητικών εξισώσεων έχει τον πίνακα των συντελεστών των άγνωστων A σε τέτοια μορφή, ώστε τα περισσότερα απ’ αυτά να είναι μηδενικά, και μόνο τα στοιχεία που βρίσκονται στην κύρια διαγώνιο και στις δευτερεύουσες διαγωνίους, που βρίσκονται πάνω και κάτω της κυρίας, να είναι μη μηδενικά. Υπάρχουν αριθμητικές τεχνικές επίλυσης, οι οποίες δεν απαιτούν πολύπλοκους υπολογισμούς. Μία από τις μεθόδους αυτές είναι και η αριθμητική τεχνική κατά Thomas (Thomas, 1995). 

			Ας υποτεθεί ότι απαιτείται η επίλυση του συστήματος των εξισώσεων, το οποίο προκύπτει από τη θεώρηση της εξίσωσης Laplace. Η Εξ. 2.22 μπορεί να αναδιαταχθεί θεωρώντας ότι οι τιμές της άγνωστης μεταβλητής [image: Equation-Q_1.jpg] και [image: Equation-R_1.jpg] είναι γνωστές από την προηγούμενη ανακύκλωση. Η αναδιάταξη αυτή δίνει:

			 

			[image: Equation-2.32.jpg] 

			(2.32)

			 

			Η ανωτέρω μορφή αποτελεί τριδιαγωνική μορφή του συστήματος. Στην περίπτωση διάταξης των αγνώστων κατά αύξουσα αριθμητική σειρά. το σύστημα των εξισώσεων, στη γενική περίπτωση, είναι:

			 

			[image: Equation-2.33.jpg] 

			(2.33)

			 

			Η λύση κατά Thomas είναι:

			 

			[image: Equation-2.34.jpg] 

			(2.34)

			όπου:

			 

			[image: Equation-2.35.jpg] 

			(2.35)

			2.9.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος thomas

			 

			Το προς επίλυση πρόβλημα αριθμητικών εξισώσεων που ζητείται να υπολογιστεί με την τεχνική κατά Thomas έχει ως εξής:

			 

			[image: Equation-2.36.jpg] 

			(2.36)

			2.9.3 Δεδομένα του προγράμματος thomas

			 

			Στην αρχή του προγράμματος thomas.f90 υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο thomas.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 4 (=Ν στο πρόγραμμα thomas.f90) δείχνει τον αριθμό των εξισώσεων που πρέπει να λυθούν. 

			2η Γραμμή και λοιπές γραμμές. Οι τρεις πρώτοι αριθμοί 0.0 (=Β(1)), 1.0 (=ΑΡ(1)), 2.0 (=Α(1)) της δεύτερης γραμμής δείχνουν τις τιμές των συντελεστών  -a, b, -c των αγνώστων 0, Φ1, Φ2, δηλαδή της πρώτης εξίσωσης που πρέπει να λυθεί. O τελευταίος αριθμός d στη δεύτερη γραμμή (πρώτη προς επίλυση εξίσωση) δείχνει την τιμή του σταθερού όρου, 1 (=C(1)), του δεξιού μέρους της Εξ. 2.35. Να προσεχθεί η αλλαγή προσήμου στους σταθερούς συντελεστές Β(J) και Α(J). Οι υπόλοιπες γραμμές ακολουθούν την ίδια λογική. 

			Πιο αναλυτικά, όπως παρατίθεται από το πρόγραμμα:

			 

			Ν=4

			Β(1)= 0.0,   AP(1)=  1.0,  A(1)=  2.0,   C(1)=1.0

			Β(2)= 0.0,   AP(2)= -1.0,  A(2)= -4.0,   C(2)=2.0

			Β(3)=-5.0,   AP(3)=  3.0,  A(3)= -1.0,   C(3)=3.0

			Β(4)= 0.0,   AP(4)=  1.0,  A(4)=  0.0,   C(4)=4.0

			 

			Η παράθεση των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο thomas.dat και έχει ως εξής:

			 

			 4

			 

			 0   1     2   1

			 0  -1    -4   2

			-5   3    -1   3

			 0   1     0   4

			2.9.4 Παράθεση του προγράμματος thomas

			 

			Το πρόγραμμα thomas.f90 δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			2.9.5 Αποτελέσματα του προγράμματος thomas

			 

			Η παράθεση των αποτελεσμάτων δίνεται στον φάκελο thomas.out και έχει ως εξής:

			 

			4

			 

			0.0000000E+00    1.000000       2.000000       1.000000

			0.0000000E+00   -1.000000      -4.000000       2.000000    -5.000000    3.000000      -1.000000       3.000000

			      0.0000000E+00    1.000000      0.0000000       4.000000

			 

			Solution is:

			 

			0.1304345

			-0.4347827

			0.3913043

			4.0000000

			 

			Η λύση του προβλήματος έχει ως εξής:

			 

			Φ1=  0.1304345

			Φ2= -0.4347827

			Φ3=  0.3913043

			Φ4=  4.0000000
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			3. ΕΠΙΛΥΣΗ ΠΑΡΑΒΟΛΙΚΩN ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

			Σύνοψη

			Στο Κεφάλαιο 3 «Επίλυση Παραβολικών Εξισώσεων» παρατίθενται αριθμητικές τεχνικές επίλυσης παραβολικών εξισώσεων. Αναφέρονται μερικές ρητές αριθμητικές τεχνικές και μία πεπλεγμένη. H παράθεση έχει ως εξής:

			
					.	euler: Τεχνική Euler για επίλυση παραβολικών εξισώσεων,

					.	expl: Τεχνική explicit για επίλυση παραβολικών εξισώσεων,

					.	lax: Τεχνική Lax για επίλυση παραβολικών εξισώσεων,

					.	frog: Tεχνική Leap-frog για επίλυση παραβολικών εξισώσεων,

					.	crank: Πεπλεγμένη τεχνική Crank-Nickolson για επίλυση παραβολικών εξισώσεων.

			

			 

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Μαθηματική ανάλυση, Γραμμική άλγεβρα, Αναλυτική γεωμετρία

			 

			3.1 ΡΗΤΗ ΤΕΧΝΙΚΗ EULER, euler

			3.1.1 Τεχνικές επίλυσης παραβολικών εξισώσεων

			 

			Ορισμένα προβλήματα της Υδραυλικής Μηχανικής, στα οποία υπεισέρχεται ο χρόνος t, οδηγούν στην επίλυση μερικών διαφορικών εξισώσεων παραβολικής μορφής. Παραδείγματα τέτοιων ροών είναι η διάχυση ενός βαθμωτού μεγέθους, όπως η υγρασία ή η θερμοκρασία, και η κίνηση συνεκτικού ρευστού μεταξύ επιφανειών κ.ά .(Σούλης, 1986;Κουτίτας, 1982). Η πλέον απλουστευμένη παραβολική εξίσωση είναι η εξίσωση Fourier. Για τη μελέτη π.χ. μίας χωρικής διάστασης, αυτή γράφεται:

			 

			[image: Equation-3.1.jpg] 

			(3.1)

			 

			όπου u η ταχύτητα ροής, ν το κινηματικό ιξώδες της ροής και y η θέση.

			«Ρητή» τεχνική (Εxplicit) είναι εκείνη η τεχνική, στην οποία η τιμή της άγνωστης μεταβλητής, στον κόμβο που μελετάται, εκφράζεται σε όρους γνωστών μεταβλητών, οι οποίες έχουν υπολογιστεί σε προηγούμενα χρονικά βήματα. Αντίθετα, εάν η μαθηματική έκφραση περιλαμβάνει τιμές της ανεξάρτητης μεταβλητής σε περισσότερους του ενός κόμβους, η τεχνική της επίλυσης ονομάζεται «πεπλεγμένη» (Ιmplicit). Τα περισσότερα αριθμητικά σχήματα που αναφέρονται στις επόμενες παραγράφους δύναται να χρησιμοποιηθούν και στην επίλυση υπερβολικών εξισώσεων.

			3.1.2 Αριθμητική τεχνική euler (Euler)

			 

			Απευθείας προσέγγιση της παραβολικής Εξ. 3.1 γίνεται με το να χρησιμοποιηθεί το παρακάτω αριθμητικό σχήμα ρητής τεχνικής του Euler (το σχήμα είναι ασταθές) (Hoffmann&Chiang, 1993):

			 

			 [image: Equation-3.2.jpg]

			(3.2)

			 

			Αυτή, λοιπόν, η εξίσωση μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τον υπολογισμό των τιμών της ταχύτητας κατά μήκος της πρώτης χρονοσειράς (Σχήμα 3.1) αντικαθιστώντας τις αρχικές συνθήκες κατά μήκος της t=0 στο δεξιό μέρος της Εξ. 3.2. Κατόπιν, πραγματοποιείται ο υπολογισμός της δεύτερης χρονοσειράς χρησιμοποιώντας τις τιμές της πρώτης κ.ο.κ., μέχρις ότου ικανοποιηθούν οι απαιτήσεις του προς επίλυση προβλήματος. H αριθμητική λύση είναι ευσταθής, εάν και μόνο εάν ικανοποιείται το κριτήριο ευστάθειας [image: Equation-A_2.jpg]. Το χρονικό βήμα δt υπόκειται από την ανωτέρω συνθήκη σε περιορισμούς. Εάν ο συντελεστής διάχυσης είναι πολύ μεγάλος, τότε το χρονικό βήμα περιορίζεται αισθητά.

			 

			[image: E:\1 NTFS\Academic DUTH\Σούλης Ιωάννης\Καλλιπος\αρχεια παραδοσης\αρχεια παραδοσης μετά τη γλωσσική επιμέλεια v.1\jvsoulis σχηματα\επεξεργασία πρωτότυπων αρχείων\Κεφάλαιο 3\Σχήμα 3.1.jpg] 

			Σχήμα 3.1 Υπολογιστικό δίκτυο για την επίλυση της παραβολικής Εξ. 3.1

			3.1.3 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος euler

			 

			Ας θεωρηθεί η περίπτωση της ροής ρευστού μεταξύ πλακών (Σχήμα 3.2) μία από τις οποίες σε δοθείσα χρονική στιγμή αρχίζει να κινείται με ταχύτητα U (=U(IMAX)) ίση προς 0.1 (m/s). 
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			Σχήμα 3.2 Συνεκτική ροή μεταξύ δύο παράλληλων πλακών η μία από τις οποίες σε δοθείσα χρονική στιγμή κινείται με ταχύτητα U=0.1 (m/s).

			To πρόβλημα είναι να υπολογιστεί χρονικά και χωρικά η ταχύτητα U (=U(I)) του ρευστού στον χώρο ροής. Η μεταξύ των πλακών απόσταση είναι ίση προς L=0.05 (m), επομένως το πεδίο ροής περιορίζεται μεταξύ των ορίων, τα οποία προσδιορίζουν τον χώρο αυτό με Δy (=DY) ίση με 0.001 (m), τη χωρική υποδιαίρεση της απόστασης L και ν (=ΝΕΕ) ίσο με 0.0001 (m2/s) τον συντελεστή του κινηματικού ιξώδους. Στην περίπτωση μη μόνιμης ροής, πρέπει να ικανοποιηθούν οι αρχικές και οι οριακές συνθήκες ροής.Οι οριακές συνθήκες απαιτούν, όπως όλοι οι υπολογιστικοί κόμβοι της ακίνητης πλάκας, να έχουν ταχύτητα U ίση με μηδέν, δηλαδή U(y,t)=U(0,t)=0.0 (m/s) σε κάθε χρονική στιγμή. Οι οριακές συνθήκες της κινούμενης πλάκας έχουν ταχύτητα ίση με U=0.1 (m/s). Δηλαδή, U(y,t)=U(L,t)=0.1 (m/s) για κάθε χρονική στιγμή.

			Οι αρχικές συνθήκες περιγράφουν την κατάσταση της μεταβολής της ταχύτητας U(y,t) στον χρόνο t=0. Δηλαδή, η τιμή της U(y,0) είναι γνωστή σ’ όλους τους κόμβους τη στιγμή έναρξης των υπολογισμών. Στην επίλυση προβλημάτων μη μόνιμης ροής, η λύση μεταδίδεται από τον αρχικό χρόνο t=0, με χρονική επαύξηση Δt (βήμα προς βήμα) προς τον τελικό χρόνο Τ, στον οποίο ζητείται η λύση. 

			3.1.4 Δεδομένα του προγράμματος euler

			 

			Στην αρχή του προγράμματος euler.for υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο euler.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 50 (=ΙΜΑΧ στο πρόγραμμα euler.for) δείχνει το σύνολο των χωρικών βημάτων Δy που χρειάζεται να εφαρμοστούν από την ακίνητη πλάκα μέχρι την κινητή, ενώ ο μέγιστος αριθμός των χρονικών βημάτων 10000 (=ΝΜΑΧ), δηλαδή ο Δt, εκφράζεται με τον δεύτερο αριθμό στην ίδια γραμμή.

			2η Γραμμή. Οι αριθμοί της δεύτερης γραμμής είναι 0.001 (=DY), η τιμή δηλαδή της Δy, 0.001 (=DT), είναι η τιμή της Δt, 0.1 (=U(IMAX)) η τιμή της ταχύτητας U στην άνω πλάκα και 0.0001 (=NEE) ο συντελεστής του κινηματικού ιξώδους ν. Η επιλογή των τιμών Δy και Δt πρέπει να ικανοποιεί το κριτήριο ευστάθειας της αριθμητικής λύσης:

			 

			[image: Equation-3.3.jpg] 

			(3.3)

			 

			3η Γραμμή. Η τελευταία γραμμή δείχνει την εκτυπωτική σειρά στον αριθμό επαναλήψεων που έχουν γίνει για έλεγχο και παρουσίαση των αποτελεσμάτων.

			Πιο αναλυτικά, από την παράθεση του προγράμματος euler.dat:

			 

			IMAX=50, NMAX=10000

			DY=0.001, DT=0.001, U(IMAX)=0.1, NEE=0.0001

			IPRINT(I) (I=1,10) 100, 200, 400, 600, 800, 1000,1500, 2000, 4000, 10000

			 

			Η πλήρης σειρά των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο euler.dat και έχει ως εξής:

			 

			50  10000

			0.001  0.001    0.1 0.0001

			100   200   400   600   800  1000   1500   2000   4000  10000

			3.1.5 Παράθεση του προγράμματος euler

			 

			Το πρόγραμμα euler.for δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			3.1.6 Αποτελέσματα του προγράμματος euler

			 

			Τα αποτελέσματα δίνονται στον φάκελο euler.out. Για τις χρονικές στιγμές t=1.0 (s) και t=10.0 (s) έχουν ως εξής:

			 

			 50         10000

			 1.0000000E-0 1.0000000E-03 0.1000000 9.9999997E-05

			 100 200 400 600 80 1000 1500 2000 4000 10000

			……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			**VELOCITY U (m/s) AT TIME (s) = 1.000** **No OF TIME STEPS=1000**

			 1 Y= 0.0000000000

			 2 Y= 0.0000130947

			 3 Y= 0.0000280719

			 4 Y= 0.0000451132

			 5 Y= 0.0000662893

			 6 Y= 0.0000921575

			 7 Y= 0.0001251829

			 8 Y= 0.0001665148

			 9 Y= 0.0002192436

			 10 Y= 0.0002853517

			 ……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			 40 Y= 0.0474034958

			 41 Y= 0.0519896299

			 42 Y= 0.0567816421

			 43 Y= 0.0617624074

			 44 Y= 0.0669119060

			 45 Y= 0.0722082555

			 46 Y= 0.0776271820

			 47 Y= 0.0831432045

			 48 Y= 0.0887291953

			 49 Y= 0.0943575874

			 50 Y= 0.1000000015

			……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			 **VELOCITY U (m/s) AT TIME (s)=10.000** **No OF TIME STEPS=10000**

			 1 Y= 0.0000000000

			 2 Y= 0.0019704716

			 3 Y= 0.0039415229

			 4 Y= 0.0059131444

			 5 Y= 0.0078859143

			 6 Y= 0.0098598152

			 7 Y= 0.0118354131

			 8 Y= 0.0138126789

			 9 Y= 0.0157921594

			10 Y= 0.0177738126

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			 40 Y= 0.0789602101

			 41 Y= 0.0810572058

			 42 Y= 0.0831562579

			 43 Y= 0.0852575079

			 44 Y= 0.0873603672

			 45 Y= 0.0894648582

			 46 Y= 0.0915704817

			 47 Y= 0.0936771482

			 48 Y= 0.0957844183

			 49 Y= 0.0978922099

			50 Y= 0.1000000015

			 

			Για τις χρονικές στιγμές t=1.0 (s) και t=10.0 (s) οι κατανομές των ταχυτήτων παρουσιάζονται στο Σχήμα 3.3.

			 

			[image: E:\1 NTFS\Academic DUTH\Σούλης Ιωάννης\Καλλιπος\αρχεια παραδοσης\αρχεια παραδοσης μετά τη γλωσσική επιμέλεια v.1\jvsoulis σχηματα\επεξεργασία πρωτότυπων αρχείων\Κεφάλαιο 3\Σχήμα 3.3.jpg] 

			Σχήμα 3.3 Κατανομή ταχύτητας U (m/s) μεταξύ των πλακών με ρητή τεχνική Euler μετά από t=1.0 (s) και t=10.0 (s)

			 

			3.2 ΡΗΤΗ ΤΕΧΝΙΚΗ, expl 

			3.2.1 Αριθμητική τεχνική expl (Explicit)

			 

			Η παραβολική εξίσωση που πρέπει να λυθεί είναι η εξίσωση Fourier, για την οποία έγινε αναφορά και στην προηγούμενη παράγραφο. Για τη μελέτη, π.χ. μίας χωρικής διάστασης, αυτή γράφεται:

			 

			[image: Equation-3.4.jpg] 

			(3.4)

			 

			όπου u η ταχύτητα ροής, ν το κινηματικό ιξώδες της ροής και y η θέση. Απευθείας προσέγγιση της Εξ. 3.4 γίνεται με το να χρησιμοποιηθούν προς τα εμπρός πεπερασμένες διαφορές για την έκφραση [image: Equation-B_2.jpg] και κεντρικές διαφορές για την έκφραση [image: Equation-C_2.jpg], (ρητή τεχνική παραβολικών εξισώσεων). Έτσι:

			 

			[image: Equation-3.5.jpg] 

			(3.5)

			 

			οπότε:

			 

			 [image: Equation-3.6.jpg]

			(3.6)

			 

			Αυτή, λοιπόν, η εξίσωση μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τον υπολογισμό των τιμών της ταχύτητας κατά μήκος της πρώτης χρονοσειράς (Σχήμα 3.1) αντικαθιστώντας τις αρχικές συνθήκες κατά μήκος της t=0 στο δεξιό  μέρος της Εξ. 3.6. Κατόπιν, πραγματοποιείται ο υπολογισμός της δεύτερης χρονοσειράς χρησιμοποιώντας τις τιμές της πρώτης κ.ο.κ., μέχρις ότου ικανοποιηθούν οι απαιτήσεις του προς επίλυση προβλήματος. Το κριτήριο ευστάθειας (Εξ. 3.3) πρέπει πάντα να ικανοποιείται.

			3.2.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος expl 

			 

			Το πρόβλημα που πρέπει να λυθεί είναι ακριβώς το ίδιο με αυτό που περιγράφεται στην Παράγραφο 3.1.2. Αφορά δηλαδή την κίνηση του ρευστού μεταξύ δύο πλακών, όταν η μία κινείται σχετικά με την άλλη.

			3.2.3 Δεδομένα του προγράμματος expl 

			 

			Τα δεδομένα του προγράμματος είναι ακριβώς τα ίδια με αυτά της Παραγράφου 3.1.3. και επαναλαμβάνονται εδώ για διευκόλυνση του αναγνώστη. Στην αρχή του προγράμματος expl.for υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο expl.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 50 (=ΙΜΑΧ στο πρόγραμμα euler.for) δείχνει το σύνολο των χωρικών βημάτων Δy που χρειάζεται να εφαρμοστούν από την ακίνητη πλάκα μέχρι την κινητή, ενώ ο μέγιστος αριθμός των χρονικών βημάτων είναι 10000 (=ΝΜΑΧ), δηλαδή ο Δt, και εκφράζεται με τον δεύτερο αριθμό στην ίδια γραμμή. 

			2η Γραμμή. Οι αριθμοί της δεύτερης γραμμής είναι 0.001 (=DY), η τιμή της Δy, 0.001 (=DT) η τιμή της Δt, 0.1 (=U(IMAX)) η τιμή της ταχύτητας U στην άνω πλάκα, 0.0001 (=NEE) ο συντελεστής του κινηματικού ιξώδους ν.

			3η Γραμμή. Η τελευταία γραμμή δείχνει την εκτυπωτική σειρά για έλεγχο και παρουσίαση των αποτελεσμάτων. 

			Πιο αναλυτικά, από την παράθεση του προγράμματος expl.dat:

			 

			IMAX=50, NMAX=10000

			DY=0.001, DT=0.001, U(IMAX)=0.1, NEE=0.0001

			IPRINT(I) (I=1,10) 100, 200, 400, 600, 800, 1000, 1500, 2000, 4000, 10000

			 

			Η πλήρης σειρά των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο expl.dat και έχει ως εξής:

			 

			50  10000

			0.001 0.001   0.1 0.0001

			100   200    400  600   800   1000   1500  2000  4000  10000

			3.2.4 Παράθεση του προγράμματος expl

			 

			Το πρόγραμμα expl.for δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			3.2.5 Αποτελέσματα του προγράμματος expl

			 

			Τα αποτελέσματα δίνονται στον φάκελο expl.out. Για τις χρονικές στιγμές t=1.0 (s) και t=10.0 (s) έχουν ως εξής:

			 

			50 10000

			1.0000000E-03 1.0000000E-03  0.1000000 9.9999997E-05

			100 200 400 600 800 1000 1500 2000 4000 10000

			 

			………………………………………………

			 ………………………………………………

			 ………………………………………………

			**VELOCITY U (m/s) AT TIME (s) =1.000**  **No OF TIME STEPS =1000**

			 1 Y= 0.0000000000

			 2 Y= 0.0000284593

			 3 Y= 0.0000584722

			 4 Y= 0.0000916450

			 5 Y= 0.0001296887

			 6 Y= 0.0001744728

			 7 Y= 0.0002280791

			 8 Y= 0.0002928565

			 9 Y= 0.0003714767

			 10 Y= 0.0004669900

			……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			 40 Y= 0.0479590967

			 41 Y= 0.0524600632

			 42 Y= 0.0571681261

			 43 Y= 0.0620682500

			 44 Y= 0.0671428666

			 45 Y= 0.0723719746

			 46 Y= 0.0777334273

			 47 Y= 0.0832031667

			 48 Y= 0.0887555405

			 49 Y= 0.0943637192

			 50 Y= 0.1000000015

			 ……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			 **VELOCITY U (m/s) AT TIME (s)= 10.000

			** **No OF TIMESTEPS=10000**

			  1 Y= 0.0000000000

			  2 Y= 0.0019738232

			  3 Y= 0.0039479220

			  4 Y= 0.0059225690

			  5 Y= 0.0078980373

			  6 Y= 0.0098745935

			  7 Y= 0.0118525038

			  8 Y= 0.0138320243

			  9 Y= 0.0158134047

			 ……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			 40 Y= 0.0789657980

			 41 Y= 0.0810616091

			 42 Y= 0.0831597745

			 43 Y= 0.0852600560

			 44 Y= 0.0873622224

			 45 Y= 0.0894659981

			 46 Y= 0.0915711448

			 47 Y= 0.0936773792

			 48 Y= 0.0957844555

			 49 Y= 0.0978920981

			 50 Y= 0.1000000015

			 

			Για τις χρονικές στιγμές t=1.0 (s) και t=10.0 (s) οι κατανομές των ταχυτήτων παρουσιάζονται στο Σχήμα 3.4.
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			Σχήμα 3.4 Κατανομή της ταχύτητaς U (m/s) μεταξύ των πλακών με ρητή τεχνική μετά από t=1.0 (s) και t=10.0 (s)

			 

			3.3 ΡΗΤΗ ΤΕΧΝΙΚΗ LAX, lax

			3.3.1 Αριθμητική τεχνική lax (Lax)

			 

			Απευθείας προσέγγιση της Εξ. 3.1 γίνεται με το να χρησιμοποιηθεί το παρακάτω αριθμητικό σχήμα ρητής τεχνικής του Lax:

			 

			[image: Equation-3.7.jpg] 

			(3.7)

			 

			Αυτή, λοιπόν, η εξίσωση μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τον υπολογισμό των τιμών της ταχύτητας κατά μήκος της πρώτης χρονοσειράς (Σχήμα 3.1) αντικαθιστώντας τις αρχικές συνθήκες κατά μήκος της t=0 στο δεξιό μέρος της Εξ. 3.7. Κατόπιν πραγματοποιείται ο υπολογισμός της δεύτερης χρονοσειράς χρησιμοποιώντας τις τιμές της πρώτης κ.ο.κ., μέχρις ότου ικανοποιηθούν οι απαιτήσεις του προς επίλυση προβλήματος.

			3.3.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος lax

			 

			Το πρόβλημα που πρέπει να λυθεί είναι ακριβώς το ίδιο με αυτό που περιγράφεται στην Παράγραφο 3.1.2. Αφορά δηλαδή την κίνηση του ρευστού μεταξύ δύο πλακών, όταν η μία κινείται σχετικά με την άλλη.

			3.3.3 Δεδομένα του προγράμματος lax

			 

			Τα δεδομένα του προγράμματος είναι ακριβώς τα ίδια με αυτά της Παραγράφου 3.1.3. και επαναλαμβάνονται εδώ για διευκόλυνση του αναγνώστη. Στην αρχή του προγράμματος lax.for υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο lax.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 50 (=ΙΜΑΧ, στο πρόγραμμα lax.for) δείχνει το σύνολο των χωρικών βημάτων Δy που χρειάζεται να εφαρμοστούν από την ακίνητη πλάκα μέχρι την κινητή, ενώ ο μέγιστος αριθμός των χρονικών βημάτων είναι 10000 (=ΝΜΑΧ), δηλαδή ο Δt, και εκφράζεται με τον δεύτερο αριθμό στην ίδια γραμμή. 

			2η Γραμμή. Οι αριθμοί της δεύτερης γραμμής είναι 0.001(=DY), η τιμή της Δy, 0.001 (=DT) η τιμή της Δt, 0.1 (=U(IMAX)) η μέγιστη τιμή της ταχύτητας U στην άνω πλάκα, 0.0001 (=NEE) ο συντελεστής του κινηματικού ιξώδους ν.

			3η Γραμμή. Η τελευταία γραμμή δείχνει την εκτυπωτική σειρά για έλεγχο και παρουσίαση των αποτελεσμάτων.

			Πιο αναλυτικά, από την παράθεση του προγράμματος lax.dat:

			 

			IMAX=50, NMAX=10000

			DY=0.001, DT=0.001, U(IMAX)=0.1, NEE=0.0001

			IPRINT(I) (I=1,10) 100, 200, 400, 600, 800, 1000,1500, 2000, 4000, 10000

			 

			Η πλήρης σειρά των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο lax.dat και έχει ως εξής:

			 

			50  10000

			0.001  0.001    0.1 0.0001

			100  200  400   600   800  1000  1500   2000   4000  10000

			3.3.4 Παράθεση του προγράμματος lax

			 

			Το πρόγραμμα lax.for δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			3.3.5 Αποτελέσματα του προγράμματος lax

			 

			Τα αποτελέσματα δίνονται στον φάκελο lax.out. Για τις χρονικές στιγμές t=1.0 (s) και t=10.0 (s) έχουν ως εξής:

			 

			 50 10000

			 1.00000E-03 1.0000000E-03 0.1000000 9.9999997E-05

			 100 200 400 600 800 1000 1500 2000 4000 10000

			……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			**VELOCITY U (m/s) AT TIME (s) = 1.000** **No OF TIME STEPS 1000**

			 1 Y= 0.0000000000

			 2 Y= 0.0016927123

			 3 Y= 0.0033869857

			 4 Y= 0.0050842194

			 5 Y= 0.0067858361

			 6 Y= 0.0084932102

			 7 Y= 0.0102077220

			 8 Y= 0.0119306957

			 9 Y= 0.0136634428

			 10 Y= 0.0154072149

			 ……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			 40 Y= 0.0763598680

			 41 Y= 0.0786852315

			 42 Y= 0.0810226128

			 43 Y= 0.0833708048

			 44 Y= 0.0857285336

			 45 Y= 0.0880944952

			 46 Y= 0.0904673561

			 47 Y= 0.0928457230

			 48 Y= 0.0952282399

			 49 Y= 0.0976134688

			 50 Y= 0.1000000015

			 ……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			**VELOCITY U (m/s) AT TIME (s)= 10.000** **No OF TIME STEPS=10000**

			 1 Y=  0.0000000000

			 2 Y=  0.0020408151

			 3 Y=  0.0040816292

			 4 Y=  0.0061224452

			 5 Y=  0.0081632584

			 6 Y=  0.0102040758

			 7 Y=  0.0122448877

			 8 Y=  0.0142857060

			 9 Y=  0.0163265187

			 10 Y=  0.0183673350

			……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			 40 Y=  0.0795918182

			 41 Y=  0.0816326365

			 42 Y=  0.0836734548

			 43 Y=  0.0857142732

			 44 Y=  0.0877550915

			 45 Y=  0.0897959098

			 46 Y=  0.0918367282

			 47 Y=  0.0938775465

			 48 Y=  0.0959183648

			 49 Y=  0.0979591832

			 50 Y=  0.1000000015

			 

			Για τις χρονικές στιγμές t=1.0 (s) και t=10.0 (s) οι κατανομές των ταχυτήτων παρουσιάζονται στο Σχήμα 3.5.
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			Σχήμα 3.5 Κατανομή της ταχύτητaς U (m/s) μεταξύ των πλακών με ρητή τεχνική Lax, μετά από t=1.0 (s) και t=10.0 (s)

			 

			3.4 ΡΗΤΗ ΤΕΧΝΙΚΗ LΕΑP-FROG, frog

			3.4.1 Αριθμητική τεχνική frog (Leap-frog)

			 

			Απευθείας προσέγγιση της Εξ. 3.1 γίνεται με το να χρησιμοποιηθεί το παρακάτω αριθμητικό σχήμα ρητής τεχνικής Leap-Frog,

			 

			[image: Equation-3.8.jpg] 

			(3.8)

			 

			Αυτή η εξίσωση μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τον υπολογισμό των τιμών της ταχύτητας κατά μήκος της πρώτης χρονοσειράς (Σχήμα 3.1) αντικαθιστώντας τις αρχικές συνθήκες κατά μήκος της t=0 στο δεξιό μέρος της Εξ. 3.8. Κατόπιν, πραγματοποιείται ο υπολογισμός της δεύτερης χρονοσειράς χρησιμοποιώντας τις τιμές της πρώτης κ.ο.κ., μέχρις ότου ικανοποιηθούν οι απαιτήσεις του προς επίλυση προβλήματος.

			3.4.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος frog

			 

			Το πρόβλημα που πρέπει να λυθεί είναι ακριβώς το ίδιο με αυτό που περιγράφεται στην Παράγραφο 3.1.2. Αφορά δηλαδή την κίνηση του ρευστού μεταξύ δύο πλακών, όταν η μία κινείται σχετικά με την άλλη.

			3.4.3 Δεδομένα του προγράμματος frog

			 

			Τα δεδομένα του προγράμματος είναι ακριβώς τα ίδια με αυτά της Παραγράφου 3.1.3. Στην αρχή του προγράμματος frog.for υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο frog.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 50 (=ΙΜΑΧ, στο πρόγραμμα frog.for) δείχνει το σύνολο των χωρικών βημάτων Δy που χρειάζεται να εφαρμοστούν από την ακίνητη πλάκα μέχρι την κινητή, ενώ ο μέγιστος αριθμός των χρονικών βημάτων είναι 10000 (=ΝΜΑΧ), δηλ. ο Δt, και εκφράζεται με τον δεύτερο αριθμό στην ίδια γραμμή. 

			2η Γραμμή. Οι αριθμοί της δεύτερης γραμμής είναι 0.001(=DY) η τιμή της Δy, 0.001 (=DT) η τιμή της Δt, 0.1 (=U(IMAX)) η μέγιστη τιμή της ταχύτητας U στην άνω πλάκα, 0.0001 (=NEE) ο συντελεστής του κινηματικού ιξώδους ν.

			3η Γραμμή. Η τελευταία γραμμή δείχνει την εκτυπωτική σειρά για έλεγχο και παρουσίαση των αποτελεσμάτων.

			Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο frog.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			 

			IMAX=50, NMAX=10000

			DY=0.001, DT=0.001, U(IMAX)=0.1, NEE=0.0001

			IPRINT(I) (I=1,10) 100, 200, 400, 600, 800, 1000, 1500, 2000, 4000, 10000

			 

			Η πλήρης σειρά των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο frog.dat και έχει ως εξής:

			 

			50  10000

			0.001  0.001   0.1 0.0001

			100   200   400   600   800  1000  1500   2000  4000  10000

			 

			3.4.4 Παράθεση του προγράμματος frog

			 

			Το πρόγραμμα frog.for δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			3.4.5 Αποτελέσματα του προγράμματος frog

			 

			Τα αποτελέσματα δίνονται στον φάκελο frog.out. Για τις χρονικές στιγμές t=1.0 (s) και t=10.0 (s) έχουν ως εξής:

			 

			50 10000

			1.00000E-03 1.0000000E-03 0.1000000 9.9999997E-05

			100 200 400 600 800 1000 1500 2000 4000 1000

			……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			**VELOCITY U (m/s)  AT TIME (s) = 1.000** **No OF TIME STEPS=1000**

			1 Y= 0.0000000000

			2 Y= 0.0000137686

			3 Y= 0.0000294447

			……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			 48 Y= 0.0887164772

			 49 Y= 0.0943511873

			 50 Y= 0.1000000015

			……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			**VELOCITY U (m/s) AT TIME (s)= 10.000** **No OF TIME STEPS=10000**

			1 Y=  0.0000000000

			2 Y=  0.0019703161

			3 Y=  0.0039412114

			……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			48 Y= 0.0957841948

			49 Y= 0.0978921130

			50 Y= 0.1000000010

			 

			Για τις χρονικές στιγμές t=1.0 (s) και t=10.0 (s) οι κατανομές των ταχυτήτων φαίνονται στο Σχήμα 3.6.

			 

			[image: E:\1 NTFS\Academic DUTH\Σούλης Ιωάννης\Καλλιπος\αρχεια παραδοσης\αρχεια παραδοσης μετά τη γλωσσική επιμέλεια v.1\jvsoulis σχηματα\επεξεργασία πρωτότυπων αρχείων\Κεφάλαιο 3\Σχήμα 3.6.jpg] 

			Σχήμα 3.6 Κατανομή της ταχύτητος U (m/s) μεταξύ των πλακών 

			 

			3.5 ΠΕΠΛΕΓΜΕΝΗ ΤΕΧΝΙΚΗ CRANK-NICKOLSON, crank

			 

			Αν και οι ρητές αριθμητικές τεχνικές είναι μαθηματικά εύκολο να καταστρωθούν και κατόπιν να εκτελεστούν οι σχετικοί υπολογισμοί, όπως αυτό έγινε στις προηγούμενες παραγράφους, εν τούτοις έχουν ένα σημαντικό μειονέκτημα, αυτό του περιορισμού του εμπρόσθιου χρονικού βήματος δt. Πρέπει πάντα, για την περίπτωση της Εξ. 3.1, να ισχύει ότι δt≤0.5 δy2/ν. Ο περιορισμός, όμως, αυτός γίνεται πλέον αισθητός, όταν μειωθεί η τιμή του χωρικού βήματος δy. Αυτό πραγματοποιείται οποτεδήποτε απαιτείται αύξηση της ακρίβειας των υπολογισμών. Το πρόβλημα αυτό μπορεί να αντιμετωπιστεί με το να εκφραστεί η μερική παράγωγος [image: C_8.jpg] σε όρους των τιμών της u στη j+1 χρονοσειρά αντί της j χρονοσειράς, όπως αυτό εφαρμόζεται στις ρητές λύσεις. Η παράγωγος [image: Equation-B_2.jpg] εκφράζεται με οπίσθιες πεπερασμένες διαφορές. Αυτή είναι, συνεπώς, μια πεπλεγμένη μέθοδος, διότι σε κάθε χρονοσειρά πρέπει να επιλυθεί ένα σύστημα αλγεβρικών εξισώσεων. Στη γενική περίπτωση εφαρμογής πεπλεγμένων τεχνικών η μερική παράγωγος [image: C_8.jpg]εκφράζεται ως γραμμικός συνδυασμός των πεπερασμένων διαφορών στις  χρονικές στιγμές j και j+1 (Σούλης, 1986; Ganzha&Vorozhtsov, 1996). H γενική προσεγγιστική μορφή της εξίσωσης:

			 

			[image: Equation-3.9.jpg] 

			(3.9)

			 

			δύναται να γραφεί ως:

			 

			[image: Equation-3.10.jpg] 

			(3.10)

			 

			όπου ο συντελεστής θ παίρνει τιμές μεταξύ 0.0 και 1.0. Η ανωτέρω εξίσωση είναι η γενική περίπτωση. Ειδικά στην περίπτωση κατά την οποία θ=0.0, η ανωτέρω εξίσωση δίνει τη ρητή μέθοδο, ενώ στην περίπτωση κατά την οποία θ=1.0, δίνει την πλήρως πεπλεγμένη μέθοδο. Η αριθμητική προσέγγιση θα συγκλίνει κάτω από οποιεσδήποτε συνθήκες, εφόσον 1/2<θ<1.0. Στην περίπτωση όπου θ<1/2, για να υπάρξει ευστάθεια, πρέπει:

			 

			[image: Equation-3.11.jpg] 

			(3.11)

			3.5.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική crank (Crank-Nickolson)

			 

			Η πεπλεγμένη τεχνική επίλυσης της Εξ. 3.9, όπου ο συντελεστής θ παίρνει τιμή ίση προς 0.5, ονομάζεται μέθοδος Crank-Nicholson. Έτσι, εάν τεθεί ως α η έκφραση ν δt/δy2, τότε για θ=1/2 η Εξ. 3.10 γράφεται:

			 

			[image: Equation-3.12.jpg] 

			(3.12)

			 

			Τα προβλήματα μη μόνιμης ροής καταλήγουν σε επαναλαμβανόμενες λύσεις συστημάτων αλγεβρικών εξισώσεων. Οι μονοδιάστατες εξισώσεις της μη μόνιμης ροής καταλήγουν σε τριδιαγωνικούς πίνακες, των οποίων οι συντελεστές, εάν είναι γραμμικοί- προκύπτουν δηλαδή από γραμμικούς συντελεστές των μερικών διαφορικών εξισώσεων- είναι πολύ εύκολο να λυθούν με απευθείας απάλειψη. Οι τεχνικές των Gauss-Seidel και της μεθόδου των διαδοχικών υπερχαλαρώσεων των κόμβων μπορούν κάλλιστα να εφαρμοστούν, ιδίως όσον αφορά πολυδιάστατα προβλήματα μη μόνιμης ροής με μη γραμμικούς συντελεστές. 

			3.5.2 Πρόβλημα για την επίλυση μέσω του προγράμματος crank

			 

			Aς θεωρηθεί το αριθμητικό παράδειγμα της Παραγράφου 3.1.2 της συνεκτικής ροής διά των πλακών. Ζητείται να εφαρμοστεί η πεπλεγμένη τεχνική κατά Crank-Nicholson για την επίλυση του προβλήματος αυτού.

			3.5.3 Δεδομένα του προγράμματος crank

			 

			Τα δεδομένα του προγράμματος είναι ακριβώς τα ίδια με αυτά της Παραγράφου 3.1.2. Στην αρχή του προγράμματος crank.for υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο crank.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 50 (=ΙΜΑΧ, στο πρόγραμμα crank.for) δείχνει το σύνολο των χωρικών βημάτων Δy, που χρειάζεται να εφαρμοστούν από την ακίνητη πλάκα μέχρι την κινητή, ενώ ο μέγιστος αριθμός των χρονικών βημάτων είναι 10000 (=ΝΜΑΧ), δηλ. ο Δt, και εκφράζεται με τον δεύτερο αριθμό στην ίδια γραμμή.

			2η Γραμμή. Οι αριθμοί της δεύτερης γραμμής είναι 0.001(=DY) η τιμή. της Δy, 0.001 (=DT) η τιμή της Δt, 0.1 (=U(IMAX)) η μέγιστη τιμή της ταχύτητας U στην άνω πλάκα, 0.0001 (=NEE) ο συντελεστής του κινηματικού ιξώδους ν.

			3η Γραμμή. Η τελευταία γραμμή δείχνει την εκτυπωτική σειρά για έλεγχο και παρουσίαση των αποτελεσμάτων.

			 

			IMAX=50, NMAX=10000

			DY=0.001, DT=0.001, U(IMAX)=0.1, NEE=0.0001

			IPRINT(I) (I=1,10) 100, 200, 400, 600, 800, 1000, 1500, 2000, 4000, 10000

			 

			Το αρχείο των δεδομένων crank.dat έχει ως εξής:

			 

			50  10000

			0.001 0.001    0.1 0.0001

			100   200  400  600  800  1000 1500  2000   4000  10000

			3.5.4 Παράθεση του προγράμματος crank

			 

			Το πρόγραμμα crank.for δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			3.5.5 Αποτελέσματα του προγράμματος crank

			 

			Τα αποτελέσματα δίνονται στον φάκελο crank.out και για τις χρονικές στιγμές t=1.0 (s) και t=10.0 (s) παρουσιάζονται στο Σχήμα 3.7.
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			Σχήμα 3.7 Κατανομή της ταχύτητας U (m/s) μεταξύ των πλακών με πεπλεγμένη τεχνική Crank-Nickolson, μετά από t=1.0 (s) και t=10.0 (s)

			 

			50  10000

			1.00000E-03 1.000000E-03 1.000000E-01 1.000000E-04

			100 200 400 600 800 1000 1500 2000 4000 1000

			……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			 VELOCITY U (m/s) AT TIME (s) = 1.000 No OF TIME STEPS =   1000

			 1 Y= .0000000000

			 2 Y= .0000287036

			 3 Y= .0000589623

			……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			48 Y= .0887506500

			49 Y= .0943612200

			50 Y= .1000000000

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			VELOCITY U (m/s) AT TIME (s)= 10.000  No OF TIME STEPS  10000

			1 Y=  .0000000000

			2 Y=  .0019730830

			3 Y=  .0039464450

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			48 Y=  .0957822400

			49 Y=  .0978909600

			50 Y=  .1000000000
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			4. ΕΠΙΛΥΣΗ ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ

			Σύνοψη

			Στο Κεφάλαιο 4 «Επίλυση Υπερβολικών Εξισώσεων» παρατίθενται αριθμητικές τεχνικές επίλυσης υπερβολικών προβλημάτων (Hoffmann&Chiang, 1993). Αναφέρονται ρητές υπολογιστικές τεχνικές απλών και πολλαπλών βημάτων επίλυσης. Η παράθεση έχει ως εξής:

			
					1.	lax-wen:Tεχνική Lax-Wendroff για επίλυση υπερβολικών εξισώσεων,

					2.	maccmk: Tεχνική Mac-Cormack για επίλυση υπερβολικών εξισώσεων,

					3.	r-k: Tεχνική τεσσάρων βημάτων Runge-Kuttα για επίλυση υπερβολικών εξισώσεων.

			

			 

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Μαθηματική ανάλυση, Γραμμική άλγεβρα, Αναλυτική γεωμετρία

			 

			4.1 ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 

			4.1.1 Γραμμικές και μη γραμμικές υπερβολικές εξισώσεις ροής 

			 

			Οι υπερβολικές εξισώσεις της Υδραυλικής Μηχανικής απαιτούν ιδιαίτερη αντιμετώπιση για την αριθμητική τους επίλυση (Σούλης, 1986). Ένα παράδειγμα υπερβολικής εξίσωσης είναι η εξίσωση χρώματος που περιγράφεται από τη μερική διαφορική εξίσωση:

			 

			[image: Equation-4.1.jpg] 

			(4.1)

			 

			Η ταχύτητα διάδοσης των διαταραχών α θεωρείται ότι είναι σταθερή και γι’ αυτό η εξίσωση χαρακτηρίζεται ως γραμμική. Στη γενική περίπτωση, ο συντελεστής α είναι δυνατό να είναι συνάρτηση της άγνωστης μεταβλητής u, οπότε η υπερβολική εξίσωση χαρακτηρίζεται ως μη γραμμική. Στην παράγραφο αυτή θα δοθούν μερικές κλασικές μορφές σχημάτων πεπερασμένων διαφορών, οι οποίες εφαρμόζονται στην υπερβολική εξίσωση γενικής μορφής, συμπεριλαμβανόμενης της μη γραμμικής:

			 

			[image: Equation-4.2.jpg] 

			(4.2)

			 

			όπου f(u) είναι οποιαδήποτε συνάρτηση της μεταβλητής u, π.χ.[image: Equation-A_3.jpg], οπότε η Εξ. 4.2 γράφεται:

			 

			[image: Equation-4.3.jpg] 

			(4.3)

			 

			Εάν [image: Equation-B_3.jpg] αναπαριστά την τιμή της μεταβλητής u στον χώρο με θέση iΔx και στη χρονική στιγμή kΔt, τότε η υπερβολική εξίσωση μπορεί να αναπαρασταθεί με διάφορα αριθμητικά σχήματα. Αυτά διακρίνονται σε τεχνικές απλών και πολλαπλών βημάτων ανάλογα με τα χρονικά βήματα, τα οποία απαιτούνται για να ολοκληρωθεί ένα βήμα. Οι ρητές τεχνικές αυτές υπόκεινται σε περιορισμούς σχετικά με το μέγιστο των χωρικών και χρονικών βημάτων. Εν γένει, πρέπει να ισχύει ότι, [image: Equation-C_3.jpg]. Τα πεπλεγμένα αριθμητικά σχήματα είναι κατά κανόνα ευσταθή για όλα τα χωρικά και χρονικά βήματα. Να αναφερθεί ότι τα ρητά αριθμητικά σχήματα που αναφέρονται στην επομένη παράγραφο, για την επίλυση υπερβολικών προβλημάτων ροής, μπορούν κάλλιστα να εφαρμοστούν και στις περιπτώσεις παραβολικών ροών (Σούλης, 1986;Hoffmann&Chiang, 1993; Κουτίτας, 1982; Farlow, 1982; Ganzha&Vorozhtsov, 1996).

			4.1.2 Ρητά αριθμητικά σχήματα απλών βημάτων για την επίλυση υπερβολικών εξισώσεων 

			 

			Euler. Στο ρητό αυτό σχήμα η αναπαράσταση της χωρικής μεταβολής της Εξ. 4.2 γίνεται με τη χρήση κεντρικών διαφορών, ενώ η χρονική μεταβολή αναπαρίσταται με εμπρόσθια διαφορά: Το σχήμα αυτό είναι αριθμητικά ασταθές.

			 

			[image: Equation-4.4.jpg] 

			(4.4)

			 

			Lax. Το σχήμα αυτό είναι επίσης ρητό και προσομοιάζει το σχήμα Euler με τη διαφοροποίηση της έκφρασης [image: Equation-B_3.jpg]. Εδώ χρησιμοποιείται ο μέσος όρος των δύο παραπλήσια ευρισκόμενων χωρικών κόμβων:

			 

			[image: Equation-4.5.jpg] 

			(4.5)

			 

			Leap-Frog. Το σχήμα αυτό είναι ρητό και προσομοιάζει επίσης το σχήμα Euler με τη διαφοροποίηση της έκφρασης [image: Equation-B_3.jpg]. Εδώ χρησιμοποιείται κεντρική διαφορά για  τους χρονικούς κόμβους:

			 

			[image: Equation-4.6.jpg] 

			(4.6)

			 

			Προσέγγιση της χωρικής μεταβολής με οπίσθια διαφορά. Το σχήμα αυτό είναι ρητό και προσομοιάζει επίσης το σχήμα Euler με τη διαφοροποίηση της έκφρασης f([image: Equation-B_3.jpg]). Εδώ, χρησιμοποιείται οπίσθια διαφορά για τους χωρικούς κόμβους διαφορών, ενώ η χρονική μεταβολή αναπαρίσταται με εμπρόσθια διαφορά:

			 

			[image: Equation-4.7.jpg] 

			(4.7)

			4.1.3 Ρητά αριθμητικά σχήματα πολλαπλών βημάτων για την επίλυση υπερβολικών εξισώσεων

			 

			Mac-Cormack. Στο ρητό αυτό αριθμητικό σχήμα η αναπαράσταση της χρονικής μεταβολής της Eξ. 4.2 γίνεται με τη χρήση δύο βημάτων, πρόβλεψης-διόρθωσης (Prediction-correction), ενώ η χωρική μεταβολή στο πρώτο βήμα χρησιμοποιεί εμπρόσθια διαφορά και στο δεύτερο κεντρική (Σούλης, 1986; Fletcher, 1990):

			 

			Πρώτο βήμα:

			 

			[image: Equation-4.8.jpg] 

			(4.8) 

			 

			Δεύτερο βήμα:

			[image: Equation-4.9.jpg] 

			(4.9)

			 

			όπου [image: Equation-D_2.jpg] είναι η προκύπτουσα τιμή της συνάρτησης f(u) κάνοντας χρήση της ενδιάμεσης τιμής [image: Equation-E_2.jpg] κ.ο.κ. To αριθμητικό αυτό σχήμα είναι δεύτερης τάξης ακρίβειας. Με διαφορές το ανωτέρω σχήμα είναι:

			 

			Πρώτο βήμα:

			 

			[image: Equation-4.10.jpg] 

			(4.10)

			 

			[image: Equation-4.11.jpg] 

			(4.11)

			 

			Δεύτερο βήμα:

			 

			[image: Equation-4.12.jpg] 

			(4.12)

			 

			[image: Equation-4.13.jpg] 

			(4.13)

			 

			Lax-Wendroff. Αυτή είναι μια μεγάλη οικογένεια αριθμητικών σχημάτων. Tο προαναφερθέν αριθμητικό σχήμα του Mac-Cormack αποτελεί μόνο ένα τμήμα αυτής της οικογένειας. Στο ρητό αυτό σχήμα είναι:

			 

			Πρώτο βήμα:

			 

			[image: Equation-4.14.jpg] 

			(4.14)

			 

			Δεύτερο βήμα:

			 

			[image: Equation-4.15.jpg] 

			(4.15)

			 

			Ρητή τεχνική των τεσσάρων βημάτων Runge-Kutta. Η ολοκλήρωση στον χρόνο πραγματοποιείται σε τέσσερα βήματα. Σύμφωνα με τη μέθοδο αυτή, η τιμή της [image: Equation-F_2.jpg]υπολογίζεται από τη γνωστή τιμή της [image: Equation-B_3.jpg]με την εφαρμογή τεσσάρων ενδιάμεσων βημάτων. Έτσι, η λύση γίνεται πιο γρήγορη και είναι και πιο ευσταθής. Αυτά τα βήματα είναι:

			 

			[image: Equation-4.16.jpg] 

			(4.16)

			 

			[image: Equation-4.17.jpg] 

			(4.17)

			 

			[image: Equation-4.18.jpg] 

			(4.18)

			 

			  [image: Equation-4.19.jpg] 

			(4.19)

			 

			με,

			 

			[image: Equation-4.20.jpg] 

			(4.20)

			 

			όπου [image: Equation-G_2.jpg] είναι το δεξιό τμήμα της ισότητας (Right Hand Side) της προς επίλυση εξίσωσης.

			 

			4.2 ΡΗΤΗ ΤΕΧΝΙΚΗ LAX-WENDROFF, lax-wen

			4.2.1 Αριθμητική τεχνική lax-wen (Lax-Wendroff)

			 

			Η εξίσωση που πρέπει να επιλυθεί, στη γενική της έκφραση, έχει τη μορφή (Hoffmann&Chiang, 1993):

			 

			[image: Equation-4.21.jpg] 

			(4.21)

			 

			όπου η άγνωστη ποσότητα u είναι τώρα η συγκέντρωση C και η συνάρτηση [image: Equation-H_2.jpg] γίνεται f(C). Εδώ είναι [image: Equation-I_1.jpg] με την ταχύτητα u σταθερή. Επομένως, η προς επίλυση μερική διαφορική εξίσωση παίρνει τον πιο κάτω σχηματισμό:

			 

			[image: Equation-4.22.jpg] 

			(4.22)

			 

			Απευθείας προσέγγιση της ανωτέρω εξίσωσης γίνεται με το να χρησιμοποιηθεί το παρακάτω αριθμητικό σχήμα ρητής τεχνικής του Lax-Wendroff:

			 

			Πρώτο βήμα:

			 

			[image: Equation-4.23.jpg] 

			(4.23)

			 

			Δεύτερο βήμα:

			 

			[image: Equation-4.24.jpg] 

			(4.24)

			 

			Αυτή, λοιπόν, η εξίσωση μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τον υπολογισμό των τιμών της συγκέντρωσης κατά μήκος της πρώτης χρονοσειράς αντικαθιστώντας τις αρχικές συνθήκες κατά μήκος της t=0 στο δεξιό μέρος της Εξ. 4.23. Κατόπιν, πραγματοποιείται ο υπολογισμός του δεύτερου χωρικού βήματος, όπως δείχνεται στην Εξ. 4.24. Αυτό είναι και το τέλος υπολογισμών της πρώτης χρονικής περιόδου μετά την έναρξη. Στη συνέχεια, γίνεται ο υπολογισμός της δεύτερης χρονοσειράς χρησιμοποιώντας τις τιμές της πρώτης κ.ο.κ., μέχρις ότου ικανοποιηθούν οι  απαιτήσεις του προς επίλυση προβλήματος.

			4.2.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος lax-wen

			 

			Το πρόβλημα που απαιτείται να επιλυθεί παρουσιάζεται ως εξής: κατά τη στιγμή έναρξης της ροής, t (=T) δηλαδή στο 0.0 (s), σε έναν χώρο ροής ορισμένου μήκους και ίσο με L=50.0 (m) (Σχήμα 4.1) η συγκέντρωση μιας ουσίας C (=CO) είναι ίση με 0.0 (m3/m3) . Κατά τη χρονική αυτή στιγμή η ταχύτητα ροής U (=U) σε όλο τον χώρο είναι σταθερή και ίση με 1.0 (m/s). Ξαφνικά, στην είσοδο αφήνεται να εισρεύσει μια ουσία, ένα βαθμωτό μέγεθος δηλαδή, της οποίας η συγκέντρωση C (=CINLET) είναι ίση με 1.0 (m3/m3). Κάτω από τη διαφορά συγκέντρωσης μεταξύ εισόδου και των παρακείμενων χώρων ροής και υπό την επίδραση της ταχύτητας, ο ρύπος αρχίζει να μεταφέρεται και να διαχέεται σταδιακά προς τον υπόλοιπο χώρο. Ζητείται, λοιπόν, να υπολογιστεί η συγκέντρωση του ρύπου C (=C(J)) αυτού σε όλες τις θέσεις x (m) ροής και σε όλες τις χρονικές περιόδους t.

			 

			[image: E:\1 NTFS\Academic DUTH\Σούλης Ιωάννης\Καλλιπος\αρχεια παραδοσης\αρχεια παραδοσης μετά τη γλωσσική επιμέλεια v.1\jvsoulis σχηματα\επεξεργασία πρωτότυπων αρχείων\Κεφάλαιο 4\Σχήμα 4.1.jpg] 

			Σχήμα 4.1 Υπολογιστικός χώρος για την επίλυση του προβλήματος μετάδοσης της συγκέντρωσης C (m3/m3) βαθμωτού μεγέθους με τεχνική Lax-Wendroff

			4.2.3 Δεδομένα του προγράμματος lax-wen

			 

			Στην αρχή του προγράμματος lax-wen.f90 υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο lax-wen.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 50 (=JΜΑΧ, στο πρόγραμμα lax-wen.f90) δείχνει το σύνολο των χωρικών βημάτων Δx που χρειάζεται να εφαρμοστούν από την είσοδο μέχρι την έξοδο του χώρου ροής, ενώ ο μέγιστος αριθμός 10000 (=ΝΜΑΧ) των χρονικών βημάτων Δt εκφράζεται με τον δεύτερο αριθμό στην ίδια γραμμή.

			2η Γραμμή. Στη δεύτερη γραμμή 1.0 (=DΧ) είναι η χωρική απόσταση, 0.7 (=DΤ) είναι το χρονικό βήμα Δt, 1.0 (=U) είναι η τιμή της ταχύτητας U, 1.0 (=CINLET) είναι η συγκέντρωση στην είσοδο, 0.0 (=COUTLET) η συγκέντρωση στην έξοδο. 

			3η Γραμμή. Η τελευταία γραμμή δείχνει την εκτυπωτική σειρά για έλεγχο των αποτελεσμάτων. Πιο αναλυτικά, από την παράθεση του προγράμματος lax-wen.dat:

			 

			JMAX=50,  NMAX=10000

			DX=1.0, DT=0.7, CINLET=1.0, COUTLET=0.0

			IPRINT(I) (I=1,10) 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50

			 

			Το αρχείο των δεδομένων lax-wen.dat έχει ως εξής:

			 

			50 10000

			1.0   0.7   1.0   1.0   0.0

			5   10   15   20   25   30   35   40   45   50

			4.2.4 Παράθεση του προγράμματος lax-wen

			 

			Το πρόγραμμα lax-wen.f90 δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			4.2.5 Αποτελέσματα του προγράμματος lax-wen

			 

			Τα αποτελέσματα δίνονται στον φάκελο lax-wen.out και για τις χρονικές στιγμές t=3.5 (s), t=7.0 (s) και t=28.0 (s) έχουν ως εξής:

			 

			50   10000

			1.000000  0.7000000  1.00000 1.000000 0.0000000E+00

			5   10   15   20   25   30   35   40   45   50

			……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			**CONCENTRATION C (m3/m3)AT TIME (s)=3.500** **No OF TIMESTEPS=5**

			1 J=  1.0000000000

			2 J=  1.0286588669

			3 J=  0.8731248975

			4 J=  0.5500926971

			5 J=  0.4200198948

			6 J=  0.1498688608

			7 J=  0.1077554822

			8 J=  0.0202892441

			9 J=  0.0140495943

			10 J=  0.0010903230

			……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			48 J=   0.0000000000

			49 J=   0.0000000000

			50 J=   0.0000000000

			 

			**CONCENTRATION C(m3/m3)AT TIME(s)=7.000** **No OF TIME STEPS= 10**

			1 J=  1.0000000000

			2 J=  1.0497986078

			3 J=  1.0611183643

			4 J=  1.0846287012

			5 J=  0.9918860793

			6 J=  0.7992667556

			7 J=  0.6682927608

			8 J=  0.3962699771

			9 J=  0.3109344244

			10 J=  0.1336990140

			……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			48 J=  0.0000000000

			49 J=  0.0000000000

			50  J= 0.0000000000

			 

			 **CONCENTRATION C(m3/m3)AT TIME(s)=28.000** **No OF TIMESTEPS=40**

			1 J= 1.0000000000

			2 J= 1.0008041859

			3 J= 0.9993098974

			4 J= 0.9962061644

			5 J= 0.9963597655

			6 J= 0.9966790080

			7 J= 1.0020276308

			8 J= 1.0131361485

			9 J= 1.0148439407

			10 J= 1.0183906550

			 

			……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			48 J= 0.0000078408

			49 J= 0.0000069748

			50 J= 0.0000000000

			 

			Για τις χρονικές στιγμές t=3.5 (s), t=7.0 (s) και t=28.0 (s) οι κατανομές της συγκέντρωσης παρουσιάζονται στο Σχήμα 4.2.
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			Σχήμα 4.2 Κατανομή της συγκέντρωσης C (m3/ m3) με ρητή τεχνική Lax-Wendroff μετά από t=3.5 (s), t=7.0 (s) και t=28.0 (s). Τιμές της συγκέντρωσης πέραν του 1.0 (m3/ m3) δείχνουν αριθμητικό λάθος.

			 

			4.3 ΡHTH ΤΕΧΝΙΚΗ MAC-CORMACK, maccomk

			4.3.1 Αριθμητική τεχνική maccmk (Mac-Cormack) 

			 

			Απευθείας προσέγγιση της Εξ. 4.22 γίνεται με το να χρησιμοποιηθεί το παρακάτω αριθμητικό σχήμα ρητής τεχνικής Mac-Cormack (Σούλης, 1986):

			 

			Πρώτο βήμα:

			 

			[image: Equation-4.25.jpg] 

			(4.25)

			 

			Δεύτερο βήμα:

			 

			[image: Equation-4.26.jpg] 

			(4.26)

			 

			όπου [image: Equation-J_2.jpg] είναι η προκύπτουσα τιμή της συνάρτησης f(u) κάνοντας χρήση της ενδιάμεσης τιμής [image: Equation-K_2.jpg] κ.ο.κ. 

			Αυτή, λοιπόν, η εξίσωση μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τον υπολογισμό των τιμών της συγκέντρωσης κατά μήκος της πρώτης χρονοσειράς αντικαθιστώντας τις αρχικές συνθήκες κατά μήκος της t=0 στο δεξιό μέρος της Εξ. 4.25. Κατόπιν, πραγματοποιείται ο υπολογισμός του δεύτερου χωρικού βήματος, όπως δείχνεται στην Εξ. 4.26. Αυτό είναι και το τέλος υπολογισμών της πρώτης χρονικής περιόδου μετά την έναρξη. Στη συνέχεια, γίνεται ο υπολογισμός της δεύτερης χρονοσειράς χρησιμοποιώντας τις τιμές της πρώτης κ.ο.κ., μέχρις ότου ικανοποιηθούν οι απαιτήσεις του προς επίλυση προβλήματος.

			4.3.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος maccmk

			 

			Η εκφώνηση του προβλήματος είναι ίδια με αυτήν του προβλήματος της προηγουμένης Παραγράφου 4.2.2.

			4.3.3 Δεδομένα του προγράμματος maccmk

			 

			Τα δεδομένα του προγράμματος είναι ακριβώς τα ίδια με αυτά της Παραγράφου 4.2.2. και η επανάληψή τους είναι προς διευκόλυνση του αναγνώστη. Στην αρχή του προγράμματος maccmk.f90 υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο maccmk.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 50 (=JΜΑΧ, στο πρόγραμμα maccmk.f90) δείχνει το σύνολο των χωρικών βημάτων Δx που χρειάζεται να εφαρμοστούν από την είσοδο μέχρι την έξοδο του χώρου ροής, ενώ ο μέγιστος αριθμός των χρονικών βημάτων 10000 (=ΝΜΑΧ), δηλαδή ο Δt, εκφράζεται με τον δεύτερο αριθμό στην ίδια γραμμή. 

			2η Γραμμή. Στη δεύτερη γραμμή είναι 1.0 (=DΧ) η χωρική απόσταση Δx, 0.7 (=Dt) το χρονικό βήμα Δt, 1.0 (=U) η τιμή της ταχύτητας U, 1.0 (=CINLET) η συγκέντρωση C στην είσοδο, 0.0 (=COUTLET) η συγκέντρωση στην έξοδο.

			3η Γραμμή. Η τελευταία γραμμή δείχνει την εκτυπωτική σειρά για έλεγχο των αποτελεσμάτων. Πιο αναλυτικά, από την παράθεση του προγράμματος maccmk.dat:

			 

			JMAX=50, NMAX=10000

			DX=1.0, DT=0.7, CINLET=1.0,COUTLET=0.0

			IPRINT(I) (I=1,10) 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50

			 

			Το αρχείο των δεδομένων maccmk.dat έχει ως εξής:

			 

			50  10000

			                           1.0    0.7    1.0    1.0    0.0

			5  10  15  20   25   30   35   40   45   50

			4.3.4 Παράθεση του προγράμματος maccmk

			 

			Το πρόγραμμα maccmk.f90 δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			4.3.5 Αποτελέσματα του προγράμματος maccmk

			 

			Τα αποτελέσματα δίνονται στον φάκελο maccmk.out και για τις χρονικές στιγμές t=3.5 (s), t=7.0 (s) και t=28.0 (s) έχουν ως εξής:

			 

			50 10000

			1.000000   0.7000000   1.000000    1.000000     0.00000E+00

			5  10  15  20  25   30  35  40  45  50

			……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			**CONCENTRATION C(m3/m3) AT TIME(s)=3.500** **No OF TIMESTEPS = 5**

			1 J=  1.0000000000

			2 J=  0.9548894167

			3 J=  0.8547654152

			4 J=  0.5833624005

			5 J=  0.2421889305

			6 J=  0.0438667946

			7 J=  0.0000000000

			8 J=  0.0000000000

			9 J=  0.0000000000

			 10 J=  0.0000000000

			……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			48 J=  0.0000000000

			   49 J=  0.0000000000

			50 J=  0.0000000000

			 

			**CONCENTRATION C (m3/m3)AT TIME (s)=7.000** **No OF TIMESTEPS=10**

			 

			1 J=  1.0000000000

			2 J=  0.9980960488

			3 J=  0.9969731569

			4 J=  1.0038468838

			5 J=  1.0017118454

			6 J=  0.9137758017

			7 J=  0.6818467379

			8 J=  0.3776464760

			9 J=  0.1420548260

			10 J=  0.0320807580

			……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			48 J=  0.0000000000

			49 J=  0.0000000000

			50 J=  0.0000000000

			 

			**CONCENTRATION C (m3/m3)AT TIME (s)=28.00** **No OF TIMESTEPS=40**

			 1 J=  1.0000000000

			 2 J=  1.0000000000

			 3 J=  1.0000000000

			 4 J=  1.0000000000

			 5 J=  0.9999998212

			 6 J=  0.9999998808

			 7 J=  1.0000015497

			 8 J=  1.0000017881

			 9 J=  0.9999920726

			10 J=  0.9999817610

			……………………………………………

			  ……………………………………………

			  ……………………………………………

			 48 J=  0.0000000000

			 49 J=  0.0000000000

			50 J=  0.0000000000

			 

			Για τις χρονικές στιγμές t=3.5 (s), t=7.0 (s) και t=28.0 (s) οι κατανομές της συγκεντρώσεως δείχνονται στο Σχήμα 4.3.

			 

			[image: E:\1 NTFS\Academic DUTH\Σούλης Ιωάννης\Καλλιπος\αρχεια παραδοσης\αρχεια παραδοσης μετά τη γλωσσική επιμέλεια v.1\jvsoulis σχηματα\επεξεργασία πρωτότυπων αρχείων\Κεφάλαιο 4\Σχήμα 4.3.jpg] 

			Σχήμα 4.3 Κατανομή της συγκέντρωσης C (m3/m3) με ρητή τεχνική Mac-Cormack, μετά από t=3.5 (s), t=7.0 (s) και t=28.0 (s). Τιμές της συγκέντρωσης πέραν του 1.0 (m3/ m3) δείχνουν αριθμητικό λάθος. Στην παρούσα εφαρμογή το αριθμητικό λάθος είναι μικρότερο του αντιστοίχου που φαίνεται στο Σχήμα 4.2 με χρήση υπολογιστικής τεχνικής Lax-Wendroff.

			 

			4.4 ΡΗΤΗ ΤΕΧΝΙΚΗ ΤΕΣΣΑΡΩΝ ΒΗΜΑΤΩΝ KATA RUNGE-KUTTΑ, r-k

			4.4.1 Αριθμητική τεχνική r-k (Runge-Kutta)

			 

			Η ολοκλήρωση στον χρόνο πραγματοποιείται σε τέσσερα βήματα (Αποστολάτου, 1973; Dormand, 1996). Σύμφωνα με τη μέθοδο αυτή, η τιμή της [image: Equation-F_2.jpg] υπολογίζεται από τη γνωστή τιμή της [image: Equation-B_3.jpg] με την εφαρμογή τεσσάρων ενδιάμεσων βημάτων. Έτσι, η λύση που επιτυγχάνεται, γίνεται ταχύτερα και είναι και πιο ευσταθής. Τα βήματα είναι:

			 

			[image: Equation-4.27.jpg] 

			(4.27)

			 

			[image: Equation-4.28.jpg] 

			(4.28)

			 

			[image: Equation-4.29.jpg] 

			(4.29)

			 

			[image: Equation-4.30.jpg] 

			(4.30)

			 

			με

			 

			[image: Equation-4.31.jpg] 

			(4.31)

			 

			όπου [image: Equation-L_2.jpg] είναι το δεξιό τμήμα της προς επίλυση εξίσωσης. Η τεχνική αυτή δύναται να εφαρμοστεί σε παραβολικές και υπερβολικές εξισώσεις. Παρακάτω δίνεται μια εφαρμογή για την μερική διαφορική εξίσωση:

			 

			[image: Equation-4.32.jpg] 

			(4.32)

			 

			όπου C η συγκέντρωση της ουσίας στον όγκο ελέγχου V, R ο ρυθμός εισαγωγής ρύπων στον όγκο ελέγχου, ΚW είναι ο ρυθμός με τον οποίο ο άνεμος αφαιρεί ρύπους και KC είναι ο ρυθμός με τον οποίο χημικές αντιδράσεις αφαιρούν ρύπους. Με απλές εμπρόσθιες χρονικές μεταβολές η Εξ. 4.32 γράφεται:

			 

			[image: Equation-4.33.jpg] 

			(4.33)

			4.4.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος r-k

			 

			Σε έναν όγκο ελέγχου V (=V) 450000000 η αρχική συγκέντρωση C (=C(1)) είναι 0.0022. Ο ρυθμός εισαγωγής ρύπων R (=R) στον δοθέντα όγκο ελέγχου είναι 15500. Ο άνεμος που πνέει έχει τη δυνατότητα να αφαιρεί ρύπους με ρυθμό 0.012 (=ΚW). Επιπλέον, αναπτύσσονται στον όγκο ελέγχου χημικές αντιδράσεις που δύνανται να αφαιρούν ρύπους με ρυθμό 0.0003 (=KC). Ζητείται να υπολογιστεί η συγκέντρωση των ρύπων C (=C(I)) στον χώρο αυτό για κάθε επόμενη χρονική στιγμή t (=Τ) με την αριθμητική τεχνική των τεσσάρων βημάτων κατά Runge-Kutta.

			4.4.3 Δεδομένα του προγράμματος r-k

			 

			Στην αρχή του προγράμματος r-k.f90 υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο r-k.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			Γραμμή 1. Στη μοναδική γραμμή στον φάκελο r-k.dat ο αριθμός 0.0022 (=C(1)) δείχνει την αρχική συγκέντρωση C ενός ρύπου στον όγκο ελέγχου, ο αριθμός 15500 (=R) δείχνει τον ρυθμό εισαγωγής ρύπων R στον δοθέντα όγκο ελέγχου V=45000000. 0.012 (=ΚW) είναι ο ρυθμός με τον οποίο ο άνεμος αφαιρεί ρύπους ΚW. 0.0003 (=ΚC) είναι ο ρυθμός με τον οποίο χημικές αντιδράσεις ΚC αφαιρούν ρύπους. Ο αριθμός 10 (=DT) εκφράζει το χρονικό βήμα Δt και ο τελευταίος αριθμός 10 (=ΝΜΑΧ) εκφράζει τον μέγιστο αριθμό χρονικών βημάτων. Πιο αναλυτικά, από την παράθεση του προγράμματος r-k.dat:

			 

			C(1)=0.0022,R=15500,V=450000000,KW=0.0012, KC=0.0003,DT=10,NMAX= 10

			 

			Το αρχείο των δεδομένων r-k.dat έχει ως εξής:

			 

			0.0022   15500   450000000   0.0012   0.0003   10   10

			4.4.4 Παράθεση του προγράμματος r-k

			 

			Το πρόγραμμα r-k.f90 δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			4.4.5 Αποτελέσματα του προγράμματος r-k

			 

			Τα αποτελέσματα δίνονται στον φάκελο r-k.out και έχουν ως εξής:

			 

			**Concentration C (Kg/m3) AT TIME (s) =   10.000**  

			**No OF TIME STEPS = 1** 10.00000 C=  0.0022000000

			 

			 **Concentration C (Kg/m3) AT TIME (s) =   20.000** 

			**No OF TIME STEPS = 2** 20.00000 C=  0.0025091202

			……………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………

			**Concentration C (Kg/m3) AT TIME (s) =   90.000** 

			**No OF TIME STEPS = 9** 90.00000 C=  0.0045478670

			 

			 **Concentration C (Kg/m3) AT TIME (s) =  100.000** 

			**No OF TIME STEPS =10**100.00000 C=  0.0048220321

			 

			Για διάφορες χρονικές στιγμές οι κατανομές της συγκέντρωσης παρουσιάζονται στο Σχήμα 4.4.
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			Σχήμα 4.4 Κατανομή της συγκέντρωσης C στον χρόνο με την ρητή τεχνική των πολλαπλών βημάτων κατά Runge-Kutta.
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			5. ΜΟΝΟΔΙΑΣΤΑΤΕΣ ΡΟΕΣ

			Σύνοψη

			Στο Κεφάλαιο 5 «Μονοδιάστατες Ροές» παρατίθενται προγράμματα επίλυσης εξισώσεων μονοδιάστατης ροής, όπως ροή ελεύθερης επιφάνειας, διάχυσης και ροής εντός πορωδών μέσων. Η ροή με ελεύθερη επιφάνεια μπορεί να είναι υποκρίσιμη ή υπερκρίσημη και η επίλυση με ρητή ή πεπελεγμένη τεχνική. H παράθεση έχει ως εξής:

			
					1.	tank: Eκκένωση δεξαμενής,

					2.	οcfsb: Υποκρίσιμη ροή ελεύθερης επιφάνειας, ρητή τεχνική Mac- Cormack,

					3.	οcfsp: Υπερκρίσιμη ροή ελεύθερης επιφάνειας, ρητή τεχνική Mac- Cormack,

					4.	οcfimp: Υπερκρίσιμη ροή ελεύθερης επιφάνειας, πεπλεγμένη τεχνική Mac- Cormack,

					5.	non-uni: Ανομoιόμoρφη ροή, τραπεζοειδής διατομή,

					6.	1dmoist: Μονοδιάστατη  ροή υγρασίας,

					7.	salinity: Μεταφορά και διάχυση,

					8.	bouss: Ροή Boussinesq,

					9.	scour: Μεταφορά φερτών και εναπόθεση,

					10.	hammer: Πλήγμα κριού.

			

			 

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Μαθηματική ανάλυση, Αριθμητική ανάλυση, Μηχανική Ρευστών, Υδραυλική Μηχανική, Ροή ελεύθερης επιφάνειας. Πλήγμα κριού, Υπόγεια Υδραυλική

			 

			5.1 ΔΕΞΑΜΕΝΗ, tank

			5.1.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική tank

			 

			Για το εξωτερικό υδραγωγείο η χρήση δεξαμενών είναι ο πλέον αποδοτικός τρόπος για την συσσώρευση του ύδατος και την παροχή της ροής με σχετικά σταθερό φορτίο (Κουτίτας, 1982).

			Η παροχή του ύδατος εντός αγωγού με εμβαδό διατομής a συνδεδεμένου με δεξαμενή είναι:

			 

			[image: Equation-5.1.jpg] 

			(5.1)

			 

			όπου Q η παροχή, Cd ο συντελεστής εκροής και U η μέση τιμή της ταχύτητας εντός του αγωγού. Από την εξίσωση του Bernoulli, η ταχύτητα εκροής U από τη δεξαμενή σε βάθος h από την ελεύθερη επιφάνεια, είναι:

			 

			[image: Equation-5.2.jpg] 

			(5.2)

			 

			άρα:

			 

			[image: Equation-5.3.jpg] 

			(5.3)

			Η παροχή, όμως, αυτή προήλθε από τον υποβιβασμό της στάθμης h του ύδατος εντός της δεξαμενής:

			 

			[image: Equation-5.4.jpg] 

			(5.4)

			 

			όπου A το εμβαδό της διατομής της δεξαμενής και dh/dt η ταχύτητα πτώσης της ελεύθερης επιφάνειας του ύδατος εντός της δεξαμενής. Επομένως:

			 

			[image: Equation-5.5.jpg] 

			(5.5)

			 

			και τελικά:

			 

			[image: Equation-5.6.jpg] 

			(5.6)

			 

			Απευθείας προσέγγιση της Εξ. 5.6 γίνεται με το να χρησιμοποιηθεί το παρακάτω αριθμητικό σχήμα ρητής τεχνικής:

			 

			[image: Equation-5.7.jpg] 

			(5.7)

			 

			όπου j η χρονική στιγμή και δt το χρονικό βήμα. Αυτή, λοιπόν, η εξίσωση μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τον υπολογισμό των τιμών της ταχύτητας κατά μήκος της πρώτης χρονοσειράς, αντικαθιστώντας τις αρχικές συνθήκες κατά μήκος της t=0 στο δεξιό μέρος της Εξ. 5.7. Κατόπιν, πραγματοποιείται ο υπολογισμός της δεύτερης χρονοσειράς χρησιμοποιώντας τις τιμές της πρώτης κ.ο.κ., μέχρις ότου ικανοποιηθούν οι απαιτήσεις του προς επίλυση προβλήματος.

			5.1.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος tank

			 

			Ένα κυλινδρικό δοχείο που παριστά δεξαμενή (Σχήμα 5.1) έχει διάμετρο R (=RBIG) ίση προς 2.5 (cm). Πλησίον του κάτω άκρου του είναι συνδεδεμένος ένας αγωγός με ακτίνα r (=RSMALL) ίση προς 0.05 (cm). Το βάθος του ύδατος h0 (=HO) εντός του δοχείου αρχικά είναι ίσο 10.0 (cm). O συντελεστής εκροής Cd (=CD) του ύδατος από το δοχείο προς τον αγωγό είναι ίσος με 1.0. Ζητείται να υπολογιστεί η μεταβολή του βάθους του ύδατος h (=H(I)) σε (cm) στο δοχείο συναρτήσει του χρόνου t (=Τ) σε (s). Η επιτάχυνση της βαρύτητας g (=GA) είναι 980.7 (cm/s2). Στο πρόβλημα είναι, A=πR2 με R=2.5 (cm), a=πr2 με r=0.05 (cm), Cd=1.0 και h0=10.0 (cm), όπου h0 η αρχική τιμή βάθους του ύδατος στο δοχείο και δt=1.0 (s).
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			Σχήμα 5.1 Εκροή από κυλινδρικό δοχείο ακτίνας R=2.5 (cm) προς αγωγό ακτίνας r=0.05 (cm). Το αρχικό βάθος του δοχείου είναι h0=10.0 (cm).

			5.1.3 Δεδομένα του προγράμματος tank

			 

			Στην αρχή του προγράμματος tank.f90 με τη μορφή “Comment”  ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο tank.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. 10.0 (=DT), στο πρόγραμμα tank.f90) είναι το χρονικό βήμα Δt, 3.1415927 (=PI) δηλαδή ο π και 980.7 (=GA) είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας g.

			2η Γραμμή. 2.5 (=RBIG ) είναι η ακτίνα R της δεξαμενής, 0.05 (=RSMALL) είναι η ακτίνα r του αγωγού και 10.0 (=HO) είναι το βάθος ho του ύδατος εντός της δεξαμενής.

			Πιο αναλυτικά, με την παράθεση του προγράμματος tank.dat:

			 

			DT=1.0,PI=3.1415927,GA=980.7

			RBIG=2.5, RSMALL=0.05, HO=10.0

			 

			Η πλήρης σειρά των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο tank.dat και έχει ως εξής:

			 

			 1.0 3.1415927  980.7

			 2.5      0.05   10.0

			5.1.4 Παράθεση του προγράμματος tank

			 

			Το πρόγραμμα tank.f90 δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			5.1.5 Αποτελέσματα του προγράμματος tank

			 

			Η παράθεση των αποτελεσμάτων δίνεται στον φάκελο tank.out. Για την πτώση του βάθους του ύδατος από τα 10.0 (cm) μέχρι και τα 9.0 (cm) μεσολαβούν 87.0 (s) και η κατανομή έχει ως φαίνεται στο Σχήμα 5.2.
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			Σχήμα 5.2 Κατανομή βάθους ύδατος h (cm) της δεξαμενής με τον χρόνο t(s).

			 

			10.00000  3.141593   980.7000

			2.500000  5.01E-02  1.000000   10.00000

			 

			10.00000  9.987350  9.974710  9.962076   9.949451

			9.936834  9.924225  9.911624  9.899031   9.886446

			9.873869  9.861300  9.848739  9.836185   9.823641

			…………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………

			9.194452  9.182323  9.170202  9.158090   9.145985

			9.133887  9.121799  9.109717  9.097645   9.085580

			9.073523  9.061474  9.049433  9.037400   9.025375

			9.013358   9.001349

			…………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………

			 

			5.2 ΥΠΟΚΡΙΣΙΜΗ ΡΟΗ ΕΛΕΥΘΕΡΗΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΣ, ΡΗΤH ΤΕΧΝΙΚΗ MAC-CORMACK, οcfsb

			5.2.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική οcfsb (Open channel flow subcritical)

			 

			Ως ανοικτός αγωγός εννοείται ένας αγωγός, στον οποίο το νερό ρέει με ελεύθερη την επιφάνειά του. Η διατομή της ροής σε ανοικτούς αγωγούς δύναται να μεταβάλλεται ελεύθερα. Ροή με ελεύθερη επιφάνεια εμφανίζεται σε ανοικτούς αγωγούς, όπου η ελεύθερη αύτη επιφάνεια υπόκειται συνήθως μόνο σε ατμοσφαιρική πίεση. Επειδή, λοιπόν, η πίεση είναι σταθερή, η ροή προκαλείται από το ειδικό βάρος του ρευστού.

			Παραδείγματα ανοικτών αγωγών αποτελούν οι ποταμοί, οι τεχνητές διώρυγες, οι κλειστοί αγωγοί, οι οποίοι δεν είναι γεμάτοι με υγρά κ.λπ. Στις πιο πολλές περιπτώσεις η ροή των υγρών σε ανοικτούς αγωγούς αναφέρεται στη ροή ύδατος. Ακόμη και αν υποτεθεί ότι η ροή είναι σταθερή και ομοιόμορφη, και πάλι η λύση των προβλημάτων των ανοικτών αγωγών είναι δυσκολότερη απ’ ό,τι η λύση των προβλημάτων των κλειστών αγωγών. Μάλιστα, ενώ οι περισσότεροι κλειστοί αγωγοί είναι κυκλικής διατομής, στους ανοικτούς αγωγούς οι διατομές ποικίλλουν από τις πιο απλές μέχρι τις διατομές των ποταμών, τελείως ακανόνιστου σχήματος. Επίσης, υπάρχει μεγάλη ανομοιομορφία στις στερεές επιφάνειες των ανοικτών αγωγών οι οποίες ποικίλλουν από τις λείες επιφανείας των ξύλινων κατασκευών μέχρις τις πετρώδεις και ανώμαλες επιφάνειες του πυθμένα των ποταμών. Περισσότερες πληροφορίες για την ανομοιόμορφη ροή δίνονται και στην Παράγραφο 5.5.

			Η ασταθής ροή εντός του ανοικτού αγωγού, που έχει σταθερό πλάτος, θεωρείται ότι είναι ομοιογενής, ασυμπίεστη ενώ απουσιάζουν οι δυνάμεις λόγω πνοής ανέμου και οι δυνάμεις Coriolis (Chow, 1979). Θεωρώντας υδροστατική κατανομή της πίεσης, η εξίσωση της ροής περιγράφεται ως (Σούλης, 1986):

			 

			[image: Equation-5.8.jpg] 

			(5.8)

			όπου οι μεταβλητές E, F και Q ορίζονται ως:

			 

			[image: Equation-5.9.jpg] 

			(5.9)

			 

			όπου h είναι το βάθος του ύδατος, u είναι η μέση καθ’ ύψος ταχύτητα ροής κατά τη διαμήκη x κατεύθυνση. Η κλίση πυθμένα είναι [image: Equation-A_4.jpg] κατά τη x κατεύθυνση και ορίζεται ως, [image: Equation-B_4.jpg], όπου z παριστάνει το υψόμετρο του πυθμένα. Η κλίση τριβής [image: Equation-C_4.jpg] ορίζεται ως,:

			 

			[image: Equation-5.10.jpg] 

			(5.10)

			 

			όπου n είναι ο συντελεστής τριβής κατά Manning. Η μεταβολή των ποσοτήτων ροής στον χρόνο για ένα πρόβλημα σταθερής ροής είναι ένας κατάλληλος τρόπος επαναλήψεων για να συγκλίνει κανείς σε σταθερή ροή. Στην γενική μορφή η εξίσωση που πρέπει να επιλυθεί είναι:

			 

			[image: Equation-5.11.jpg] 

			(5.11)

			 

			όπου f(u) είναι οποιαδήποτε συνάρτηση της μεταβλητής u, π.χ. [image: Equation-D_3.jpg]. Στο ρητό αριθμητικό σχήμα του Mac-Cormack η αναπαράσταση της χρονικής μεταβολής, η οποία χρησιμοποιείται ως ψευδοχρονική επαύξηση, γίνεται με τη χρήση δύο βημάτων, πρόβλεψης-διόρθωσης, ενώ η χωρική μεταβολή στο πρώτο βήμα χρησιμοποιεί προς τα εμπρός διαφορά, ενώ στο δεύτερο κεντρική ως κατωτέρω:

			 

			Πρώτο βήμα,

			[image: Equation-5.12.jpg] 

			(5.12)

			 

			Δεύτερο βήμα,

			 

			[image: Equation-5.13.jpg] 

			(5.13)

			όπου [image: Equation-E_3.jpg] είναι η προκύπτουσα τιμή της συνάρτησης f(u) κάνοντας χρήση της ενδιάμεσης τιμής [image: Equation-F_3.jpg] κ.ο.κ. To αριθμητικό αυτό σχήμα είναι δεύτερης τάξης ακριβείας.

			Στην παρούσα εφαρμογή το αριθμητικό σχήμα του Mac-Cormack εφαρμόζεται δύο φορές: μία για την εξίσωση της συνέχειας της μάζας και μία για τη διατήρηση της ορμής. 

			Στην πρώτη περίπτωση εφαρμόζεται η πρόβλεψη, δηλαδή το πρώτο βήμα, και μετά η διόρθωση, δηλαδή το δεύτερο βήμα και επιλύεται η εξίσωση της συνέχειας της μάζας, οπότε u=h από την πρώτη σειρά του πίνακα της Ε και f(u)=hu από την πρώτη σειρά του πίνακα της F (Εξ. 5.9 και 5.11). 

			Στη δεύτερη περίπτωση εφαρμόζεται η πρόβλεψη, δηλαδή το πρώτο βήμα, και μετά η διόρθωση, δηλαδή το δεύτερο βήμα και επιλύεται η εξίσωση της διατήρησης της ορμής, οπότε u=hu από τη δεύτερη σειρά του πίνακα της Ε και f(u)= [image: Equation-G_3.jpg] από τη δεύτερη σειρά του πίνακα της F (Εξ. 5.9 και 5.11). Η χρήση του κριτηρίου Courant-Friedrichs-Levy (CFL) είναι ένας ασφαλής τρόπος για την επιλογή του χρονικού βήματος Δt. Είναι:

			 

			[image: Equation-5.14.jpg] 

			(5.14)

			 

			όπου FT  συντελεστής για το κριτήριο CFL και c η ταχύτητα διάδοσης της διαταραχής:

			 

			[image: Equation-5.15.jpg] 

			(5.15)

			 

			Για την επίλυση του προβλήματος της υποκρίσιμης ροής εφαρμόζονται οι συνθήκες σταθερού βάθους h και σταθερής ταχύτητας U στην έξοδο του χώρου ροής. Η είσοδος αφήνεται ελεύθερη οριακών συνθηκών.

			5.2.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος οcfsb

			 

			Δίδεται ένας ορθογωνικός ανοικτός αγωγός πλάτους B (=B) ίσου προς 7.0 (m) με κλίση πυθμένα Sox (=SOX) ίση προς 0.01 (Σχήμα 5.3). Η τραχύτητα του αγωγού δίνει συντελεστή τριβής n (=EN) κατά Manning ίσο προς 0.022. Η ταχύτητα U (=UO) στην έξοδο είναι 1.428 (m/s) και το βάθος ροής ho (=HO), επίσης στην έξοδο, είναι ίσο προς 2.0 (m). Ζητείται η κατανομή και η γραφική παράσταση των h (=H(J)) σε (m) του βάθους του ύδατος, της ταχύτητας U (=U(J)) σε (m/s) και του αριθμού Froude σε όλο τον L=15.0 (m) μήκους αγωγό. Η επιτάχυνση της βαρύτητας g (=GA) να ληφθεί ίση προς 9.807 (m/s2 ).
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			Σχήμα 5.3 Γεωμετρία της διατομής για το πρόβλημα της ροής σε ανοικτούς αγωγούς ορθογωνικής διατομής. Η κλίση του πυθμένα είναι 0.01. Το μήκος του αγωγού είναι 15.0 (m) και η τριβή της ροής με τα τοιχώματα κατά Manning ίση προς 0.022. Η ταχύτητα U στην έξοδο είναι 1.428 (m/s) και το βάθος ροής h επίσης στην έξοδο, είναι ίσο προς 2.0 (m). 

			5.2.3 Δεδομένα του προγράμματος οcfsb

			 

			Στην αρχή του προγράμματος οcfsb.f90 υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο οcfsb.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 60 (=JMAX στο πρόγραμμα οcfsb.f90) δείχνει τον αριθμό των χωρικών βημάτων Δx, ενώ ο αριθμός 5000 (=IPRT) πάλι στην πρώτη γραμμή, δείχνει τον μέγιστο αριθμό επαναλήψεων της αριθμητικής τεχνικής.

			2η Γραμμή. 7.0 (=Β) είναι το πλάτος B του ανοικτού αγωγού, 0.25 (=DX) είναι το χωρικό βήμα Δx, 9.807 (=GA) η επιτάχυνση της βαρύτητας g και 0.01 (=SOX) η κλίση του αγωγού Sox.

			3η Γραμμή. 2.0 (=HO) είναι η τιμή του βάθους ύδατος h στην έξοδο, 1.428 (=UO) είναι η τιμή της ταχύτητας του ύδατος U στη έξοδο, 0.8 (=FT) είναι ο συντελεστής FT για το κριτήριο CFL και 0.022 (=EN) είναι o συντελεστής τριβής n κατά Manning.

			Πιο αναλυτικά, με την παράθεση του προγράμματος οcfsb.dat:

			 

			JJMAX=60, IPRT=5000

			B=7.0, DX=0.25, GA=9.807,  SOX=0.01

			HO=2.0, UO=1.428, FT=0.8,  EN=0.022

			 

			Η πλήρης σειρά των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο οcfsb.dat και έχει ως εξής:

			 

			 60  5000

			7.0  0.25  9.807  0.01

			2.0 1.428    0.8 0.022

			5.2.4 Παράθεση του προγράμματος οcfsb

			 

			Το πρόγραμμα ocfsb.f90 δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			5.2.5 Αποτελέσματα του προγράμματος οcfsb

			 

			Η παράθεση των αποτελεσμάτων δίνεται στον φάκελο οcfsb.out και έχει ως εξής:

			 

			60           5000

			7.000000  0.2500000    9.807000  9.9999998E-03

			2.000000   1.428000   0.8000000  2.2000000E-02

			………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………

			Iteration step =  5000 Error in U (%) = 0.0000050815

			 

			 J=1 H (m) = 1.8463  U (m/s) = 1.5469  Fr = 0.3635

			 J=2 H (m) = 1.8489  U (m/s) = 1.5447  Fr = 0.3628

			 J=3 H (m) = 1.8515  U (m/s) = 1.5425  Fr = 0.3620

			 J=4 H (m) = 1.8542  U (m/s) = 1.5403  Fr = 0.3612

			 J=5 H (m) = 1.8568  U (m/s) = 1.5381  Fr = 0.3605

			………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………

			J=56 H (m) = 1.9896  U (m/s) = 1.4354  Fr = 0.3250

			 J=57 H (m) = 1.9922  U (m/s) = 1.4336  Fr = 0.3243

			 J=58 H (m) = 1.9948  U (m/s) = 1.4317  Fr = 0.3237

			 J=59 H (m) = 1.9974  U (m/s) = 1.4299  Fr = 0.3231

			 J=60 H (m) = 2.0000  U (m/s) = 1.4280  Fr = 0.3224

			 

			Στα Σχήματα 5.4, 5.5 και 5.6 φαίνονται οι κατανομές του βάθους του ύδατος h (m), της ταχύτητας U (m/s) και του αριθμού Froude κατά μήκος του αγωγού αντιστοίχως.
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			Σχήμα 5.4 Κατανομή του βάθους ύδατος h (m) κατά μήκος του αγωγού
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			Σχήμα 5.5 Κατανομή ταχύτητας ύδατος U (m/s) κατά μήκος του αγωγού
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			Σχήμα 5.6 Κατανομή αριθμού Froude κατά μήκος του αγωγού

			 

			5.3 ΥΠΕΡΚΡΙΣΙΜH ΡΟΗ ΕΛΕΥΘΕΡΗΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΣ, ΡΗΤH ΤΕΧΝΙΚΗ MAC-CORMACK, οcfsp

			5.3.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική ocfsp (Open channel flow supercritical) 

			 

			Το θεωρητικό υπόβαθρο και η αριθμητική τεχνική του ρητού σχήματος Mac-Cormack περιγράφονται στην Παράγραφο 5.2.1. 

			5.3.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος οcfsp

			 

			Το προς επίλυση πρόβλημα είναι γεωμετρικά όμοιο με αυτό της Παραγράφου 5.2.2. Η διαφοροποίηση είναι μόνο στις συνθήκες ροής, όπου τώρα υποστηρίζεται υπερκρίσιμη ροή. Για την επίλυση του προβλήματος της υπερκρίσιμης ροής εφαρμόζονται οι συνθήκες σταθερού βάθους h και σταθερής ταχύτητας U στην είσοδο του χώρου ροής. Η έξοδος αφήνεται ελεύθερη οριακών συνθηκών.

			Δίδεται ένας ορθογωνικός ανοικτός αγωγός πλάτους B (=B) ίσου προς 7.0 (m) με κλίση πυθμένα So (=SOX) ίση προς 0.01. Η τραχύτητα του αγωγού δίνει συντελεστή τριβής n (=EN) κατά Manning ίσο προς 0.022. Η ταχύτητα στην είσοδο U (=UO) είναι 2.428 (m/s) και το βάθος ροής ho (=HO), επίσης στην είσοδο, είναι 0.5 (m). Ζητείται η κατανομή και η γραφική παράσταση των h (=H(J)) σε (m) του βάθους του ύδατος, της ταχύτητας U (=U(J)) σε (m/s) και του αριθμού Froude σε όλο τον L=15.0 (m) μήκους αγωγό. Η επιτάχυνση της βαρύτητας g (=GA) να ληφθεί ίση προς 9.807 (m2 /s ).

			5.3.3 Δεδομένα του προγράμματος οcfsp

			 

			Στην αρχή του προγράμματος οcfsp.f90 υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο οcfsp.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 60 (=JMAX στο πρόγραμμα οcfsp.f90) δείχνει τον αριθμό των χωρικών βημάτων Δx, ενώ ο αριθμός 5000 (=IPRT), πάλι στην πρώτη γραμμή, δείχνει τον μέγιστο αριθμό επαναλήψεων της αριθμητικής τεχνικής.

			2η Γραμμή. 7.0 (=Β) είναι το πλάτος του ανοικτού αγωγού B, 0.25 (=DX) είναι το χωρικό βήμα Δx, 9.807 (=GA) η επιτάχυνση της βαρύτητας g και 0.01 (=SOX) η κλίση του αγωγού Sox.

			3η Γραμμή. 0.5 (=HO) είναι η τιμή του βάθους ύδατος ho στην είσοδο, 2.428 (=UO) είναι η τιμή της ταχύτητας του ύδατος U επίσης στην είσοδο, 0.5 (=FT) είναι ο συντελεστής FT για το κριτήριο CFL και 0.022 (=EN) είναι o συντελεστής τριβής n κατά Manning.

			Πιο αναλυτικά, από την παράθεση του προγράμματος οcfsp.dat:

			 

			JMAX=60,IPRT=5000

			B=7.0, DX=0.25, GA=9.807, SOX=0.01

			HO=0.5UO=2.428,FT=0.5, EN=0.022

			 

			Η πλήρης σειρά των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο οcfsp.dat και έχει ως εξής:

			 

			60  5000

			7.0   0.25 9.807  0.01

			0.5  2.428   0.5 0.022

			5.3.4 Παράθεση του προγράμματος οcfsp

			 

			Το πρόγραμμα ocfsp.f90 δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			5.3.5 Αποτελέσματα του προγράμματος οcfsp

			 

			Η παράθεση των αποτελεσμάτων δίνεται στον φάκελο οcfsp.out και έχει ως εξής:

			 

			60            5000

			  7.000000  0.2500000    9.807000   9.9999998E-03

			0.5000000   2.428000   0.5000000   2.2000000E-02

			………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………

			 Iteration step = 2730  Error in U (%) = 0.0000009494

			 

			 J=1 H (m)= 0.5000  U (m/s) = 2.4280  Fr = 1.0965

			 J=2 H (m)= 0.4984  U (m/s) = 2.4360  Fr = 1.1019

			 J=3 H (m)= 0.4969  U (m/s) = 2.4431  Fr = 1.1067

			 J=4 H (m)= 0.4956  U (m/s) = 2.4495  Fr = 1.1111

			 J=5 H (m)= 0.4944  U (m/s) = 2.4554  Fr = 1.1151

			………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………

			 J=57 H (m)= 0.4780  U (m/s) = 2.5396  Fr = 1.1729

			 J=58 H (m)= 0.4780  U (m/s) = 2.5399  Fr = 1.1731

			 J=59 H (m)= 0.4779  U (m/s) = 2.5402  Fr = 1.1734

			 J=60 H (m)= 0.4779  U (m/s) = 2.5405  Fr = 1.1736

			 

			Στα Σχήματα 5.7, 5.8 και 5.9 φαίνονται οι κατανομές του βάθους του ύδατος h (m), της ταχύτητας του ύδατος U (m/s) και του αριθμού Froude κατά μήκος του αγωγού αντιστοίχως.
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			Σχήμα 5.7 Κατανομή του βάθους ύδατος h (m) κατά μήκος του αγωγού
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			Σχήμα 5.8 Κατανομή ταχύτητας ύδατος U (m/s) κατά μήκος του αγωγού
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			Σχήμα 5.9 Κατανομή αριθμού Froude κατά μήκος του αγωγού

			 

			5.4 ΥΠΕΡΚΡΙΣΙΜH ΡΟΗ ΕΛΕΥΘΕΡΗΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΣ, ΠΕΠΛΕΓΜΕΝΗ ΤΕΧΝΙΚΗ MAC-CORMACK, οcfimp

			5.4.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική οcfimp (Open channel flow implicit)

			 

			Το αριθμητικό σχήμα της πεπλεγμένης τεχνικής Mac-Cormack σχηματίζει δισδιαγωνικό σχήμα, το οποίο είναι προφανώς ταχύτατο στην επίλυσή του (Fletcher, 1990; Molinaro&Natale, 1994). Είναι:

			 

			Πρώτο βήμα,
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			Δεύτερο βήμα,
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			όπου:
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			(5.20)

			 

			Το σχήμα αυτό είναι δεύτερης τάξης ακριβείας και ευσταθές σε κάθε περίπτωση.

			5.4.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος οcfimp

			 

			Το προς επίλυση πρόβλημα είναι γεωμετρικά όμοιο με αυτό της Παραγράφου 5.2.1. Για την επίλυση του προβλήματος της υπερκρίσιμης ροής εφαρμόζονται οι συνθήκες σταθερού βάθους h και σταθερής ταχύτητας U στην είσοδο του χώρου ροής. Η έξοδος αφήνεται ελεύθερη οριακών συνθηκών.

			5.4.3 Δεδομένα του προγράμματος οcfimp

			 

			Στην αρχή του προγράμματος ocfimp.f90 υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο ocfimp.dat και έχουν ως κατωτέρω: 

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 60 (=JMAX στο πρόγραμμα ocfimp.f90) δείχνει τον αριθμό των χωρικών βημάτων Δx, ενώ ο αριθμός 5000 (=IPRT) πάλι στην πρώτη γραμμή, δείχνει τον μέγιστο αριθμό επαναλήψεων της αριθμητικής τεχνικής.

			2η Γραμμή. 7.0 (=Β) είναι το πλάτος του ανοικτού αγωγού B, 0.25 (=DX) είναι το χωρικό βήμα Δx, 9.807 (=GA) είναι g η επιτάχυνση της βαρύτητας και 0.01 (=SOX) η κλίση So του αγωγού.

			3η Γραμμή. 0.2 (=HO) είναι η τιμή του βάθους ύδατος ho στην είσοδο, 1.428 (=UO) είναι η τιμή της ταχύτητας του ύδατος U επίσης στην είσοδο, 0.075 (=FT) είναι ο συντελεστής FT για το κριτήριο CFL, και 0.022 (=EN) είναι o συντελεστής τριβής n κατά Manning.

			Πιο αναλυτικά, με την παράθεση του προγράμματος ocfimp.dat:

			 

			JMAX=60,IPRT=5000

			B=7.0, DX=0.25, GA=9.807, SOX=0.01

			HO=0.2, UO=1.428, FT=0.075, EN=0.022

			 

			Η πλήρης σειρά των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο οcfsp.dat και έχει ως εξής:

			 

			60  5000

			7.0  0.25  9.807  0.01

			0.2 1.428  0.075 0.022

			5.4.4 Παράθεση του προγράμματος οcfimp

			 

			Το πρόγραμμα ocfimp.f90 δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			5.4.5 Αποτελέσματα του προγράμματος οcfimp

			 

			Η σύγκλιση της αριθμητικής λύσης είναι ταχεία σε σύγκριση με τη ρητή τεχνική της Παραγράφου 5.3. Η παράθεση των αποτελεσμάτων δίνεται στον φάκελο οcfimp.out και έχει ως εξής:

			 

			       60             5000

			 7.000000     0.2500000    9.807000    9.9999998E-03

			0.2000000      1.428000    7.50E-02    2.2000000E-02

			………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………

			 Iteration step = 955  Error in U (%) = 0.0000048707

			 

			 J=1 H (m)= 0.2000  U (m/s) = 1.4280  Fr = 1.0196

			 J=2 H (m)= 0.1974  U (m/s) = 1.4467  Fr = 1.0398

			 J=3 H (m)= 0.1963  U (m/s) = 1.4550  Fr = 1.0487

			 J=4 H (m)= 0.1956  U (m/s) = 1.4598  Fr = 1.0539

			 J=5 H (m)= 0.1952  U (m/s) = 1.4630  Fr = 1.0574

			………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………

			J=56 H (m)= 0.1942  U (m/s) = 1.4705  Fr = 1.0655

			 J=57 H (m)= 0.1942  U (m/s) = 1.4705  Fr = 1.0655

			 J=58 H (m)= 0.1942  U (m/s) = 1.4705  Fr = 1.0655

			 J=59 H (m)= 0.1942  U (m/s) = 1.4705  Fr = 1.0655

			 J=60 H (m)= 0.1942  U (m/s) = 1.4705  Fr = 1.0655

			 

			Στα Σχήματα 5.10, 5.11 και 5.12 φαίνονται οι κατανομές του βάθους του ύδατος h (m),της ταχύτητας του ύδατος U (m/s )και του αριθμού Froude κατά μήκος του αγωγού αντιστοίχως.
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			Σχήμα 5.10 Κατανομή του βάθους ύδατος h (m) κατά μήκος του αγωγού
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			Σχήμα 5.11 Κατανομή ταχύτητας ύδατος U (m/s) κατά μήκος του αγωγού

			 

			[image: E:\1 NTFS\Academic DUTH\Σούλης Ιωάννης\Καλλιπος\αρχεια παραδοσης\αρχεια παραδοσης μετά τη γλωσσική επιμέλεια v.1\jvsoulis σχηματα\επεξεργασία πρωτότυπων αρχείων\Κεφάλαιο 5\Σχήμα 5.12.jpg] 

			Σχήμα 5.12 Κατανομή αριθμού Froude κατά μήκος του αγωγού

			5.5 ANOMOIOMOΡΦΗ ΡΟΗ, ΤΡΑΠΕΖΟΕΙΔΗΣ ΔΙΑΤΟΜΗ, non-uni

			5.5.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική non-uni (non-uniform)

			 

			Σε έναν φυσικό αγωγό, όπως έναν ποταμό, η κλίση του πυθμένα και το σχήμα της διατομής του μεταβάλλονται σε τέτοια έκταση, ώστε είναι σπάνιο το φαινόμενο ομοιόμορφης ροής. Για να εφαρμοστούν, λοιπόν, οι εξισώσεις της ομοιόμορφης ροής ο αγωγός πρέπει να διαιρεθεί σε διάφορα πεπερασμένα μήκη Δx, εντός των οποίων οι συνθήκες ροής είναι προσεγγιστικά ίδιες. Η κλίση αγωγού λόγω βαρύτητας προκαλεί ροή, της οποίας η ταχύτητα διαρκώς αυξάνει κατά μήκος του ανοικτού αγωγού, όπως ακριβώς συμβαίνει και στην περίπτωση της ελεύθερης πτώσης σώματος. 

			Αλλά οι δυνάμεις βαρύτητας αντιτίθενται στις δυνάμεις τριβής. Οι δυνάμεις τριβής αυξάνονται με την αύξηση της ταχύτητος ροής, ενώ η δύναμη της βαρύτητας παραμένει σταθερή. Έτσι, οι δύο αυτές δυνάμεις θα εξισορροπηθούν και η εμφάνιση ομοιόμορφης ροής θα είναι πλέον γεγονός. Όταν οι δύο αυτές αντιτιθέμενες δυνάμεις δεν ευρίσκονται σε ισορροπία, η ροή είναι ανομοιόμορφη (Vreudenhil, 1989). Υπάρχουν δύο ειδών ανομοιόμορφες ροές: η βαθμιαίως και η ταχέως μεταβαλλόμενη ροή. Στην πρώτη περίπτωση, η αλλαγή των συνθηκών επεκτείνεται σε μεγάλη απόσταση. Το είδος της ροής αυτής είναι το αντικείμενο μελέτης της παρούσας παραγράφου. Στη δεύτερη περίπτωση οι αλλαγές των συνθηκών ροής, ήτοι του βάθους και της ταχύτητας, εμφανίζονται απότομα και κατά συνέπεια σε μικρή, σχετικώς, απόσταση στον χώρο ροής. Η ροή αυτή ονομάζεται «ταχέως μεταβαλλόμενη ροή». Η βαθμιαίως μεταβαλλόμενη ροή δύναται είτε να είναι υποκρίσιμη [image: Equation-H_3.jpg], όπου ο συμβολισμός Fr δηλοί αριθμό Froude, είτε υπερκρίσιμη [image: Equation-I_2.jpg]. Βαθμιαίως μεταβαλλόμενη ροή εμφανίζεται στην είσοδο και έξοδο των ανοικτών αγωγών, στις αλλαγές της διατομής του υπό μελέτη ανοικτού αγωγού, σε γωνίες και σε διάφορα εμπόδια τα οποία είναι δυνατό να παρεμβληθούν στη ροή, όπως φράγματα, εκχειλιστές, αναβαθμοί, πτώσεις κ. ά.

			Η σταθερή ροή εντός του ανοικτού αγωγού που έχει μεταβαλλόμενο βάθος κατά μήκος, οπότε ονομάζεται «ανομοιόμορφη ροή», θεωρείται ότι είναι ομοογενής και ασυμπίεστη, ενώ απουσιάζουν οι δυνάμεις λόγω πνοής ανέμου και οι δυνάμεις Coriolis (Welyan, 1992; Σούλης, 1986). Οι εξισώσεις που ελέγχουν τη ροή, είναι:
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			ή
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			όπου Q η παροχή, A το εμβαδόν της υγρής διατομής του ανοικτού αγωγού, U η μέση ταχύτητα σε κάθε διατομή, h το βάθος του ύδατος, So η κλίση του πυθμένα και Sf η κλίση της γραμμής ενέργειας ή κλίση τριβών. Η κλίση τριβής [image: Equation-C_4.jpg] ορίζεται ως:
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			(5.24)

			 

			όπου η τραχύτητα του αγωγού δίνεται με τον συντελεστή τριβής n κατά Manning. Στην ανωτέρω εξίσωση R είναι η υδραυλική ακτίνα με R=Α/P, όπου Ρ η βρεχόμενη περίμετρος του ανοικτού αγωγού. Τυπική διατομή δίνεται στο Σχήμα 5.13. Η Εξ. 5.23 γράφεται:
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			(5.25)

			 

			και με πεπερασμένες διαφορές:

			 

			[image: Equation-5.26.jpg] 

			(5.26)
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			Σχήμα 5.13 Τυπική τραπεζοειδής διατομή ανοικτού αγωγού. Με Α το εμβαδόν της υγρής διατομής, Ρ η υγρή περίμετρος, b πλάτος πυθμένα και Β το πλάτος ελεύθερης επιφάνειας.

			Για την επίλυση του προβλήματος της υποκρίσιμης ροής, όπως θα είναι το παρόν πρόβλημα (Παράγραφος 5.5.2) εφαρμόζονται οι συνθήκες σταθερού βάθους h και σταθερής ταχύτητας U στην έξοδο του χώρου ροής. Η είσοδος θεωρείται ελεύθερη οριακών συνθηκών.

			Για την επίλυση του προβλήματος της υπερκρίσιμης ροής εφαρμόζονται οι συνθήκες σταθερού βάθους h και σταθερής ταχύτητας U στην είσοδο του χώρου ροής. Η έξοδος αφήνεται ελεύθερη οριακών συνθηκών.

			5.5.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος non-uni

			 

			Δίδεται ένας τραπεζοειδής ανοικτός αγωγός (ορθογωνικός στην παρούσα εφαρμογή) (Σχήμα 5.13), πλάτους πυθμένα B (=Β) ίσου προς 5.0 (m) με κλίση πυθμένα So (=SO) ίση προς 0.002. Η τραχύτητα του αγωγού δίνει συντελεστή τριβής n (=MANNING) κατά Manning ίσο προς 0.025. Η παροχή Q (=Q) είναι 50.0 (m3/s) και το βάθος του ύδατος h (=H(1)) στην έξοδο είναι 10.0 m. Ο αριθμός των χωρικών βημάτων Δx είναι 100 (=JMAX). Να χρησιμοποιηθεί σταθερό βήμα Δh (=DH) υπολογισμού των βαθών από διατομή σε διατομή ίσο προς 0.05 m. Η κλίση των πρανών είναι ίση προς 0.0 (=ML) στο αριστερό πρανές και 0.0 (=ΜR) στο δεξιό πρανές. Ζητείται να υπολογιστούν οι κατανομές και οι γραφικές παραστάσεις του βάθους h (=H(J)) σε (m) του ύδατος, της ενεργής διατομής Α (=A(J)) σε (m2), της υγρής περιμέτρου Ρ (=P) σε (m), της υδραυλικής ακτίνας R (=R(J)) σε (m), της ενεργειακής κλίσεως Sf (=SF(J)) και της ταχύτητας U (=U(J)) σε (m/s) του ύδατος κατά μήκος του αγωγού και σε ικανή απόσταση από τη θέση h=10.0 (m). Η επιτάχυνση της βαρύτητας g (=GA) να ληφθεί ίση προς 9.807 (m2/s). Οι συνθήκες ροής δίνουν υποκρίσιμη ροή.

			5.5.3 Δεδομένα του προγράμματος non-uni

			 

			Στην αρχή του προγράμματος non-uni.f90 υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο non-uni.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 100 (=JMAX στο πρόγραμμα non-uni.f90) στην πρώτη γραμμή δείχνει τον αριθμό των χωρικών βημάτων Δx.

			2η Γραμμή. 0.025 (=MANNING) είναι ο συντελεστής n κατά Manning, 50.0 (=Q) είναι η παροχή Q, 0.002 (=SO) είναι η κλίση So του αγωγού, 5.0 (=Β) το πλάτος B του πυθμένα του τραπεζοειδούς διατομής αγωγού, 0.0 (=ML) η κλίση του αριστερού πρανούς ML, 0.0 (=MR) η κλίση του δεξιού πρανούς MR.

			3η Γραμμή. 10.0 (=H(1)) είναι η τιμή του βάθους ύδατος h στην έξοδο και 0.05 (=DH) είναι το σταθερό βήμα υπολογισμού Δh των βαθών από διατομή σε διατομή.

			Πιο αναλυτικά, με την παράθεση του προγράμματος non-uni.dat:

			 

			JMAX=100

			MANNING=0.025, Q=50.0, SO=0.002, B=5.0, ML=0.0, MR=0.0

			H(1)=10.0,DH=0.05

			 

			Η πλήρης σειρά των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο non-uni.dat και έχει ως εξής:

			 

			100

			0.025  50.0  0.002  5.0  0.0  0.0

			10.0 0.05

			5.5.4 Παράθεση του προγράμματος non-uni

			 

			Το πρόγραμμα non-uni.f90 δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			5.5.5 Αποτελέσματα του προγράμματος non-uni

			 

			Η παράθεση των αποτελεσμάτων δίνεται στον φάκελο non-uni.out και έχει ως εξής:

			 

			100

			2.50E-02  50.0000  2.0E-03  5.0000  0.00E+00  0.00E+00

			10.000000 5.000E-02

			J= 1 H(J)= 10.000 (m)

			 J= 2 H(J)=  9.950 (m)

			 J= 3 H(J)=  9.900 (m)

			………………………………………………………

			………………………………………………………

			………………………………………………………

			J= 98 H(J)=  5.150 (m)

			J= 99 H(J)=  5.100 (m)

			J= 100 H(J)=  5.050 (m)

			 

			 

			J= 1 A(J)=  49.875 (m2)

			J= 2 A(J)=  49.625 (m2)

			J= 3 A(J)=  49.375 (m2)

			………………………………………………………

			………………………………………………………

			………………………………………………………

			J=98 A(J)=  25.625 (m2)

			J=99 A(J)=  25.375 (m2)

			J=100 A(J)=  25.125 (m2)

			 

			 

			J= 1 P(J)=  24.950 (m)

			J= 2 P(J)=  24.850 (m)

			J= 3 P(J)=  24.750 (m)

			………………………………………………………

			………………………………………………………

			………………………………………………………

			J= 98 P(J)=  15.250 (m)

			J= 99 P(J)=  15.150 (m)

			J= 100 P(J)=  15.050 (m)

			 

			 

			J= 1 R(J)=  1.999 (m)

			J= 2 R(J)=  1.997 (m)

			J= 3 R(J)=  1.995 (m)

			………………………………………………………

			………………………………………………………

			………………………………………………………

			J= 98 R(J)=  1.680 (m)

			J= 99 R(J)=  1.675 (m)

			J= 100 R(J)=  1.669 (m)

			 

			 

			J= 1 U(J)=   1.999 (m/s)

			J= 2 U(J)=   1.997 (m/s)

			J= 3 U(J)=   1.995 (m/s)

			……………………………………………………………

			……………………………………………………………

			……………………………………………………………

			J=98 U(J)=  1.6800 (m/s)

			J=99 U(J)=  1.6750 (m/s)

			J=100 U(J)=  1.6690 (m/s)

			 

			J= 1 SF(J)=  0.00025

			J= 2 SF(J)=  0.00025

			J= 3 SF(J)=  0.00026

			……………………………………………………

			……………………………………………………

			……………………………………………………

			J= 98 SF(J)= 0.00119

			J= 99 SF(J)= 0.00122

			J= 100 SF(J)= 0.00125

			 

			 

			J= 1 DX(J)= -28.269 (m)

			J= 2 DX(J)= -28.311 (m)

			J= 3 DX(J)= -28.354 (m)

			     ……………………………………………………………

			……………………………………………………………

			……………………………………………………………

			J= 98 DX(J)= -57.138 (m)

			J= 99 DX(J)= -59.103 (m)

			J= 100 DX(J)= -61.299 (m)

			 

			 

			J= 1 LX(J)= -28.269 (m)

			J= 2 LX(J)= -56.580 (m)

			J= 3 LX(J)= -84.934 (m)

			 …………………………………………………………

			…………………………………………………………

			…………………………………………………………

			J= 97 LX(J)= -3339.548 (m)

			J= 98 LX(J)= -3396.685 (m)

			J= 99 LX(J)= -3455.788 (m)

			J=100 LX(J)=-3517.087 (m)

			 

			Στα Σχήματα 5.14, 5.15, 5.16, 5.17, 5.18 και 5.19 φαίνονται οι κατανομές του βάθους του ύδατος h (m), της ενεργής διατομής A (m2), της υγρής περιμέτρου P (m), της υδραυλικής ακτίνας R (m), της ενεργειακής κλίσης και της ταχύτητας του ύδατος U (m/s) κατά μήκος του αγωγού αντιστοίχως.
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			Σχήμα 5.14 Κατανομή του βάθους ύδατος h (m) κατά μήκος του αγωγού
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			Σχήμα 5.15 Ενεργή διατομή A (m2) κατά μήκος του αγωγού
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			Σχήμα 5.16 Υγρή περίμετρος P (m) κατά μήκος του αγωγού
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			Σχήμα 5.17 Υδραυλική ακτίνα R (m) κατά μήκος του αγωγού
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			Σχήμα 5.18 Ενεργειακή κλίση Sf κατά μήκος του αγωγού
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			Σχήμα 5.19 Κατανομή ταχύτητας ύδατος U (m/s) κατά μήκος του αγωγού

			 

			5.6 OΡΙΖΟΝΤΙA ΡΟΗ ΥΓΡΑΣΙΑΣ, 1dmoist

			5.6.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική 1dmoist (1 dimensional moisture)

			 

			Αναλυτικότερη παρουσίαση του θεωρητικού υποβάθρου δίνεται στην Παράγραφο 6.1. H εξίσωση που περιγράφει τη ροή της υγρασίας για μια διάσταση έχει τη μορφή (Κουτίτας, 1982; Σούλης, 1986):

			 

			[image: Equation-5.27.jpg] 

			(5.27)

			 

			Στην εξίσωση αυτή C είναι η συγκέντρωση της υγρασίας και D ο συντελεστής διάχυσης. Εάν ο συντελεστής διάχυσης D είναι σταθερός και ανεξάρτητος του βαθμωτού μεγέθους C, της συγκέντρωσης της υγρασίας δηλαδή, τότε:

			 

			[image: Equation-5.28.jpg] 

			(5.28)

			 

			Για την επίλυση του προβλήματος θα χρησιμοποιηθεί η μέθοδος των πεπερασμένων διαφορών κάνοντας χρήση της ρητής τεχνικής. Είναι:

			 

			[image: Equation-5.29.jpg] 

			(5.29)

			 

			όπου i o δείκτης που προσδιορίζει τη θέση στον χώρο και j o δείκτης που προσδιορίζει τη θέση στον χρόνο. Λύνοντας ως προς Ci,j+1:

			 

			[image: Equation-5.30.jpg] 

			(5.30)

			5.6.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος 1dmoist

			 

			Nα υπολογιστεί η μετάδοση του βαθμωτού μεγέθους C (=TH(J)) σε (cm3/cm3) συναρτήσει του χρόνου t (=T) σε (s) εντός υλικού συνολικού μήκους L=0.1 (m), του οποίου ο συντελεστής διάχυσης D (=DEE) είναι σταθερός και παίρνει την τιμή των 0.001 (m2/s). H εξίσωση που ελέγχει τη ροή στην γενική της έκφραση έχει την μορφή:

			 

			[image: Equation-5.31.jpg] 

			(5.31)

			 

			όπου x (m) η απόσταση. Το πορώδες υλικό μέσα στο οποίο μεταδίδεται το βαθμωτό μέγεθος, π.χ. η υγρασία ή ο ρύπος, έχει αρχικά συγκέντρωση C (=YGRARX) ίση προς 0.2 (cm3/cm3) παντού. Σ’ όλες τις χρονικές στιγμές t εφαρμόζεται στη μία πλευρά συγκέντρωση C (=YGRO1) με τιμή 0.5 (cm3/cm3) (Σχήμα 5.20) η οποία διατηρείται σταθερή κατά τη διάρκεια της διήθησης. Οι υπολογισμοί να συνεχιστούν, μέχρις ότου γίνει αισθητή η μεταβολή της συγκέντρωσης στους κοντινούς κόμβους. Η χωρική απόσταση Δx (=DX) να ληφθεί ίση προς 0.001 (m) και να γίνει χρήση ρητής αριθμητικής τεχνικής.
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			Σχήμα 5.20 Υπολογιστικός χώρος για την επίλυση του προβλήματος μετάδοσης της συγκέντρωσης C (cm3/cm3) βαθμωτού μεγέθους

			5.6.3 Δεδομένα του προγράμματος 1dmoist

			 

			Στην αρχή του προγράμματος 1dmoist.f90 υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο 1dmoist.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 100 (=JΜΑΧ στο πρόγραμμα 1dmoist.f90) δείχνει το σύνολο των χωρικών βημάτων Δx που χρειάζεται να εφαρμοστούν από την αρχή εφαρμογής της  υγρασίας, ενώ ο μέγιστος αριθμός των χρονικών βημάτων 10000 (=ΝΜΑΧ) εκφράζεται με τον δεύτερο αριθμό στην ίδια γραμμή.

			2η Γραμμή. 0.01 (=DX) είναι η τιμή της Δx, 0.01 (=DT) είναι η τιμή της Δt, 0.5 (=ΥGRO1) η τιμή της συγκέντρωσης C στην είσοδο του χώρου ροής, 0.2 (=YGRARX) η αρχική τιμή της συγκέντρωσης στον χώρο ροής και 0.001 (=DEE) o συντελεστής διάχυσης της υγρασίας D στον χώρο αυτό της ροής.

			3η Γραμμή. Η τελευταία γραμμή δείχνει την εκτυπωτική σειρά για έλεγχο και παρουσίαση των αποτελεσμάτων σε διάφορες επαναλήψεις και άρα σε διάφορες χρονικές στιγμές.

			Πιο αναλυτικά, με την παράθεση του προγράμματος 1dmoist.dat:

			 

			JMAX=100,NMAX=10000

			DΧ=0.001, DT=0.001, ΥGRO1=0.5, YGRARX=0.2, DEE=0.001

			IPRINT(I) (I=1,10) 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 800, 900, 10000

			 

			Η παράθεση των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο 1dmoist.dat και έχει ως εξής:

			 

			100 100000

			9.999998E-03 9.999998E-03 0.50000 0.200000 1.00000E-03 

			10  20  30  40  50  60  70  800  900  10000

			5.6.4 Παράθεση του προγράμματος 1dmoist

			 

			Το πρόγραμμα 1dmoist.f90 δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			5.6.5 Αποτελέσματα του προγράμματος 1dmoist

			 

			Η παράθεση των αποτελεσμάτων δίνεται στον φάκελο 1dmoist.out και έχει ως εξής:

			 

			100   100000

			9.999998E-03 9.999998E-03 0.50000 0.20000 1.000000E-03

			10  20  30  40  50  60  70  800  900 10000

			……………………………………………

			                                        ……………………………………………

			……………………………………………

			 Moisture (m3/m3) at time (s) = 0.50000 No of time steps = 50

			1 X=     0.50000

			2 X=     0.42580

			3 X=     0.35862

			4 X=     0.30354

			5 X=     0.26259

			6 X=     0.23497

			7 X=     0.21804

			8 X=     0.20858

			9 X=     0.20377

			10 X=     0.20153

			                                            ……………………………………………

			                                        ……………………………………………

			……………………………………………

			98 X=     0.20000

			99 X=     0.20000

			100 X=     0.20000

			 

			 Moisture (m3/m3)at time (s)= 100.00295 Noof timesteps =10000

			1 X=     0.50000

			2 X=     0.49465

			3 X=     0.48930

			4 X=     0.48395

			5 X=     0.47861

			6 X=     0.47329

			7 X=     0.46798

			8 X=     0.46268

			9 X=     0.45740

			10 X=     0.45214

			……………………………………………

			                                        ……………………………………………

			……………………………………………

			98 X=     0.20185

			99 X=     0.20092

			100 X=     0.20000

			 

			Στο Σχήμα 5.21 φαίνεται η μετάδοση της συγκέντρωσης της υγρασίας με την απόσταση εντός του πορώδους μέσου στις χρονικές στιγμές των t=0.5 (s) και t=100.0 (s).
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			Σχήμα 5.21 Μετάδοση της συγκέντρωσης C (cm3/cm3) βαθμωτού μεγέθους (υγρασίας) στις χρονικές στιγμές των t=0.5 (s) και t=100.0 (s)

			 

			5.7 ΜΕΤΑΦΟΡΑ ΚΑΙ ΔΙΑΧΥΣΗ, salinity

			5.7.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική salinity (Salinity)

			 

			Τα μαθηματικά ομοιώματα που διέπουν τα προβλήματα της ρύπανσης του περιβάλλοντος χώρου, όπως υπόγειοι υδροφορείς, ποταμοί, παράκτιες περιοχές, ατμόσφαιρα κ.ά., οδηγούν, στην πιο απλή των περιπτώσεων, σε εξίσωση που περιγράφει τη μονοδιάστατη διάχυση και μεταφορά (Κουτίτας, 1982). Στη γενική περίπτωση η μεταβλητή C της παρακάτω εξίσωσης μπορεί να είναι ένα βαθμωτό φυσικό μέγεθος, όπως η αλατότητα (Salinity), η θερμοκρασία κ.ά. (βλέπε και Παράγραφο 6.4.1). Η εξίσωση αυτή έχει τη μορφή:

			 

			[image: Equation-5.32.jpg] 

			(5.32)

			 

			Στην εξίσωση αυτή C είναι η συγκέντρωση του ρύπου και Ε ο συντελεστής διάχυσης. Εάν ο συντελεστής διάχυσης Ε είναι σταθερός και ανεξάρτητος του βαθμωτού μεγέθους C, τότε:

			 

			[image: Equation-5.33.jpg] 

			(5.33)

			 

			Για την επίλυση του προβλήματος θα χρησιμοποιηθεί η μέθοδος των πεπερασμένων διαφορών κάνοντας χρήση της ρητής τεχνικής Mac-Cormack. Στο ρητό αυτό αριθμητικό σχήμα η αναπαράσταση της χρονικής μεταβολής, η οποία χρησιμοποιείται ως ψευδο-χρονική επαύξηση, γίνεται με τη χρήση δύο βημάτων, πρόβλεψης-διόρθωσης, ενώ η χωρική μεταβολή στο πρώτο βήμα χρησιμοποιεί προς τα εμπρός διαφορά, ενώ στο δεύτερο κεντρική ως κατωτέρω:

			 

			Πρώτο βήμα,

			 

			[image: Equation-5.34.jpg] 

			(5.34)

			 

			Δεύτερο βήμα,

			 

			[image: Equation-5.35.jpg] 

			(5.35)

			 

			όπου [image: Equation-J_3.jpg] είναι η προκύπτουσα τιμή της συνάρτησης f(u)=UC κάνοντας χρήση της ενδιάμεσης τιμής [image: Equation-K_3.jpg] κ.ο.κ. To αριθμητικό αυτό σχήμα είναι δεύτερης τάξης ακριβείας. 

			5.7.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος salinity

			 

			Να υπολογιστεί η μετάδοση του ρύπου C (=S(J)) σε (kg/m3) συναρτήσει του χρόνου t (=T) σε (s) εντός χώρου και στα πρώτα 10.0 (km) αυτού, όταν ο συντελεστής διάχυσης Ε (=E) είναι σταθερός και παίρνει την τιμή των 100.0 (m2/s). Το πορώδες υλικό, μέσα στο οποίο μεταδίδεται ο ρύπος, έχει αρχικά συγκέντρωση C (=SINLET) ίση προς 33.0 (kg/m3) παντού. Σ’ όλες τις χρονικές στιγμές εισάγεται στη μία πλευρά συγκέντρωση C (=SOUTLET) με τιμή 1.3 (kg/m3) (Σχήμα 5.22), η οποία διατηρείται σταθερή κατά τη διάρκεια της ροής. H ταχύτητα U (=U) μεταφοράς του ρύπου είναι -0.12 (m/s).
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			Σχήμα 5.22 Υπολογιστικός χώρος για την επίλυση διάχυσης-μεταφοράς της συγκέντρωσης C (kg/m3) ρύπου

			5.7.3 Δεδομένα του προγράμματος salinity

			 

			Στην αρχή του προγράμματος salinity.f90 υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο salinity.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 100 (=JΜΑΧ στο πρόγραμμα salinity.f90) δείχνει το σύνολο των χωρικών βημάτων Δx που χρειάζεται να εφαρμοστούν από την αρχή εισαγωγής του ρύπου, ενώ ο μέγιστος αριθμός των χρονικών βημάτων 100000 (=ΝΜΑΧ) εκφράζεται με τον δεύτερο αριθμό στην ίδια γραμμή.

			2η Γραμμή. Οι αριθμοί της δεύτερης γραμμής είναι 1000 (=DX) η τιμή της Δx, 1000 (=DT) η τιμή της Δt, -0.12 (=U) η ταχύτητα στην είσοδο του χώρου ροής, 33.0 (=SINLET) η αρχική τιμή της συγκέντρωσης C στον χώρο ροής, 1.3 (=SOUTLET) η αρχική τιμή της συγκέντρωσης στην είσοδο του χώρου ροής και 100.0 (=E) o συντελεστής διάχυσης Ε του ρύπου στον χώρο της ροής. 

			3η Γραμμή. Η τελευταία γραμμή δείχνει την εκτυπωτική σειρά (αριθμό επαναλήψεων που έχουν γίνει) για έλεγχο των αποτελεσμάτων. 

			Πιο αναλυτικά, με την παράθεση του προγράμματος salinity.dat:

			 

			JMAX=100, NMAX=100000

			DΧ=1000,DT=1000, U=-0,12, SINLET=33, SOUTLET=1.3, E=100

			IPRINT(I) (I=1,10) 50,100,…5000, 10000, 20000

			 

			Η παράθεση των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο salinity.dat και έχει ως εξής:

			 

			100  100000

			1000 1000  -0.12   33.0   1.3   100.0

			50  100   200   300   400   500  1000  5000  10000   20000

			5.7.4 Παράθεση του προγράμματος salinity 

			 

			Το πρόγραμμα salinity.f90 δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			5.7.5 Αποτελέσματα του προγράμματος salinity

			 

			Η παράθεση των αποτελεσμάτων δίνεται στον φάκελο salinity.out και έχει ως εξής:

			 

			100  100000

			1000.000 1000.000 -0.1200000 33.0000 1.300000 100.000

			50    100    200    300   400     500   1000    5000   10000  20000

			……………………………………………

			                                        ……………………………………………

			……………………………………………

			*Salinity S (m3/m3) at time (s)=50000.000****No of time steps= 50**

			1 J=  33.0000000000

			2 J=  33.0000000000

			3 J=  33.0000000000

			…………………………………………………

			                                        …………………………………………………

			…………………………………………………

			97 J=   4.7843420000

			98 J=   3.0405360000

			99 J=   1.9169690000

			100 J=   1.3000000000

			…………………………………………………

			                                        …………………………………………………

			…………………………………………………

			*Salinity S (m3/m3)at time (s)=500000.000***No of time steps= 500**

			1 J=  33.0000000000

			2 J=  32.9660600000

			3 J=  32.9451700000

			…………………………………………………

			                                        …………………………………………………

			…………………………………………………

			97 J=   1.3000030000

			98 J=   1.3000020000

			99 J=   1.3000010000

			100 J=   1.3000000000

			 

			Στο Σχήμα 5.23 απεικονίζεται η μετάδοση της συγκέντρωσης του ρύπου με την απόσταση εντός του χώρου ροής στις χρονικές στιγμές των t=50000.0 (s) και t=500000.0 (s).
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			Σχήμα 5.23 Μετάδοση της συγκέντρωσης C (kg/m3) του ρύπου στις χρονικές στιγμές των t=50000.0 (s) και t=500000.0 (s)

			 

			5.8 EΞΙΣΩΣΗ BOUSSINESQ, bouss 

			5.8.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική bouss (Boussinesq)

			 

			Σε πολλά προβλήματα Υπόγειας Υδραυλικής είναι επιθυμητό να επιλυθεί μονοδιάστατη ροή, προκειμένου να υπολογιστεί το υδραυλικό φορτίο. Η εξίσωση Boussinesq, που αναφέρεται παρακάτω, περιγράφει τη χρονική μεταβολή του υδραυλικού φορτίου για μονοδιάστατη ροή με ελεύθερη επιφάνεια (Κουτίτας, 1982; Σιδηρόπουλος & Φωτιάδης,  2005):

			 

			[image: Equation-5.36.jpg] 

			(5.36)

			 

			όπου h είναι το υδραυλικό φορτίο, x και t είναι η χωρική και χρονική θέση αντίστοιχα, k είναι ο συντελεστής διαπερατότητας του εδάφους, n το πορώδες του εδάφους, d=h-z με z την υψομετρική θέση του αδιαπέραστου πυθμένα του υδροφορέα και Qi την παροχή άντλησης από τον υδροφορέα σε i διαφορετικές θέσεις.

			Η Εξ. 5.36 δύναται να προσεγγισθεί με εμπρόσθια διαφορά στον χρόνο, ενώ  ως προς τον χώρο με κεντρική διαφορά για την πρώτη παράγωγο και οπίσθια διαφορά για τη δεύτερη παράγωγο. Θα εφαρμοστεί ρητή αριθμητική τεχνική. Η ανωτέρω εξίσωση γράφεται:

			 

			[image: Equation-5.37.jpg] 

			(5.37)

			 

			και

			 

			[image: Equation-5.38.jpg] 

			(5.38)

			 

			Στην ανωτέρω εξίσωση n είναι οι τιμές της προηγούμενης χρονικής στιγμής, Δt είναι το χρονικό βήμα και Δx είναι το χωρικό βήμα.

			5.8.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος bouss

			 

			Στο Σχήμα 5.24 δίνεται ένα υπόγειος υδροφορέας με οριζόντιο αδιαπέραστο πυθμένα z (=Ζ(J)) ίσο με 0.0 (m) και μήκος L=1000.0 (m). Αρχικά, το φορτίο h (=ΗΟUΤLΕΤ) ήταν 10.0 (m) και ξαφνικά στο αριστερό άκρο το φορτίο h (=ΗINLET) μειώνεται στα 7.0 (m). Υπάρχει άντληση Q (=QOUT) ίση με 0.02 (m3/s/m) σε τρία διαφορετικά σημεία, ήτοι: JALFA (=5) που απέχει 250.0 (m) από το αριστερό άκρο, το JBETA (=10) που απέχει 500.0 (m) και το JGAMMA (=15) απέχον 750.0 (m), όπως αυτό φαίνεται στο Σχήμα 5.24. O συντελεστής διαπερατότητας k (=KAPA) ισούται προς 10.0 (m/s) και το πορώδες n (=EN) του εδάφους ισούται προς 0.4. Ζητείται να υπολογιστεί η μεταβολή στον χρόνο t (=T) σε (s) της ελεύθερης επιφάνειας του υδροφορέα h (=H(J)). Να θεωρηθεί ότι το φορτίο h τη χρονική στιγμή έναρξης της όλης διαδικασίας παραμένει ίσο με 10.0 (m) παντού πλην της αριστερής πλευράς. Να χρησιμοποιηθούν 20 χωρικά βήματα Δx. Σε όλες τις χρονικές στιγμές το φορτίο στο δεξιό άκρο παραμένει ίσο προς 10.0 (m).
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			Σχήμα 5.24 Yπόγειος υδροφορέας αρχικού βάθους 10.0 (m) και μήκους 1000.0 (m,) όπου γίνεται η αποστράγγιση. Ξαφνικά το φορτίο (βάθος) h πίπτει στα 7.0 (m) (αριστερά). Ο πυθμένας είναι οριζόντιος. Η άντληση γίνεται σε τρεις θέσεις.

			5.8.3 Δεδομένα του προγράμματος bouss

			 

			Στην αρχή του προγράμματος bouss.f90 υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο bouss.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 20 (=JMAX στο πρόγραμμα bouss.f90) δείχνει τον αριθμό των Δx χωρικών βημάτων που θα χρησιμοποιηθούν. Ο αριθμός 100000 (=ΝΜΑΧ) δείχνει τον αριθμό των Δt χρονικών βημάτων που θα χρησιμοποιηθούν.

			2η Γραμμή. 50.0 (=DX) είναι η απόσταση Δx, 1.0 (=DΤ) είναι η τιμή του χρονικού βήματος Δt που θα χρησιμοποιηθεί, ο αριθμός 7.0 (=ΗΙΝLΕΤ) είναι το φορτίο του ύδατος h στη μια πλευρά του χώρου προς αποστράγγιση (αριστερή), ο αριθμός 10.0 (=ΗΟUΤLΕΤ) είναι το φορτίο του h ύδατος στην άλλη πλευρά του χώρου προς αποστράγγιση (δεξιά), 10.0 (=ΚΑΡΑ) είναι η διαπερατότητα του εδάφους, 0.4 (=EN) είναι το πορώδες του εδάφους.

			3η Γραμμή. Ζ (=0.0, 0.0,…) είναι τα υψόμετρα του αδιαπέραστου τοιχώματος του χώρου ροής.

			4η Γραμμή. 5 (=JALFA) είναι η οριζόντια θέση που γίνεται η πρώτη άντληση, 10 (=JBETA) είναι η θέση που γίνεται η δεύτερη άντληση και 15 (=JGAMMA) είναι η θέση που γίνεται η τρίτη άντληση.

			5η Γραμμή. 0.02 (=QOUT(JALFA)) είναι η ποσότητα παροχής Q που αντλείται από την πρώτη άντληση, 0.02 (= QOUT(JBETA)) είναι η ποσότητα παροχής που αντλείται από τη δεύτερη άντληση, 0.02 (=QOUT(JGAMMA)) είναι η ποσότητα παροχής που αντλείται από την τρίτη άντληση:

			6η Γραμμή. 5 (=ΙPRINT) κάθε χρονική στιγμή ΙPΡΙΝΤ εκτυπώνει τα αποτελέσματα.Πιο αναλυτικά, με την παράθεση του προγράμματος bouss.dat:

			 

			JMAX=20, NMAX=100000

			DΧ=50.0, DT=1.0, HINLET=7.0, OUTLET=10.0, KAPA=10.0, EN=0.4

			Z(J=20),J=0.0,…0,0

			JALFA=5,JBETA=10,JGAMMA=15

			QOUT(JALFA)=0.02, QOUT(JBETA)=0.02, QOUT(JGAMMA)=0.02

			IPRINT(I) (I=1,10) 5, 10, 20, 50, 100, 500, 1000, 5000, 10000,100000

			 

			Η παράθεση των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο bouss.dat και έχει ως εξής:

			 

			20    100000

			50.0  1.0  7.0 10.0 10.0  0.4

			 

			0.0  0.0  0.0  0.0  0.0  0.0  0.0  0.0  0.0  0.0  0.0  0.0  0.0  0.0  0.0  0.0  0.0  0.0  0.0  0.0

			 

			5   10   15

			0.02 0.02 0.02

			5   10   20  50  100  500  1000  5000  10000  100000

			5.8.4 Παράθεση του προγράμματος bouss

			 

			Το πρόγραμμα bouss.f90 δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			5.8.5 Αποτελέσματα του προγράμματος bouss

			 

			Η παράθεση των αποτελεσμάτων δίνεται στον φάκελο bouss.out και έχει ως εξής:

			 

			20    100000

			50.00000 1.000000 7.000000 10.00000 10.00000 0.4000000

			0.0E+00  0.0E+00 0.0E+00...0.0E+00 0.0E+00   0.0E+00

			5      10        15

			2.00E-02 2.00E-02 2.000E-02

			5  10  20  50  100  500  1000  5000  10000  100000

			…………………………………

			                                        …………………………………

			…………………………………

			Head H (m) at time(s)  = 100.000  No of time steps = 100

			1 J=   7.00000

			2 J=   7.55221

			3 J=   8.01845

			4 J=   8.37900

			5 J=   8.62621

			6 J=   8.98514

			7 J=   9.22993

			8 J=   9.37555

			9 J=   9.43519

			10 J=   9.41993

			11 J=   9.55024

			12 J=   9.62352

			13 J=   9.64851

			14 J=   9.63184

			15 J=   9.57881

			16 J=   9.70245

			17 J=   9.79983

			18 J=   9.87756

			19 J=   9.94213

			20 J=  10.00000

			 Discharge q (m2/h)=0.773

			…………………………………………

			                                        …………………………………………

			…………………………………………

			 Head H (m) at time(s) = 500.00  No of time steps =500

			 1 J=   7.00000

			 2 J=   7.00293

			 3 J=   6.99760

			 4 J=   6.97601

			 5 J=   6.93050

			 6 J=   7.13958

			 7 J=   7.30938

			 8 J=   7.43941

			 9 J=   7.52960

			10 J=   7.58020

			11 J=   7.85071

			12 J=   8.07746

			13 J=   8.26627

			14 J=   8.42242

			15 J=   8.55080

			16 J=   8.88420

			17 J=   9.18964

			18 J=   9.47376

			19 J=   9.74225

			20 J=  10.00000

			Discharge q (m2/h)=0.0

			 

			Στο Σχήμα 5.25 απεικονίζεται το φορτίο h (m) στις χρονικές στιγμές των t=100.0 (s) και t=500.0 (s). Στο Σχήμα 5.26 δείχνεται η εκροή-εισροή της ειδικής παροχής q (m3/s/m) από την τάφρο σε συνάρτηση με το χρονικό διάστημα t (s).
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			Σχήμα 5.25 Φορτίο ύδατος h (m) κατά μήκος της περιοχής αποστραγγίσεως στις χρονικές στιγμές των t=100.0 (s) και t=500.0 (s)
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			Σχήμα 5.26 Εκροή-εισροή της παροχής q (m3/s/m) από και προς την τάφρο (αριστερό άκρο, Σχήμα 5.24) σε συνάρτηση με το χρονικό διάστημα t (s)

			 

			5.9 ΜΕΤΑΦΟΡΑ ΦΕΡΤΩΝ KAI ENΑΠΟΘΕΣΗ, scour

			5.9.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική scour

			 

			Από μηχανικής άποψης η ακριβής ποσοτική περιγραφή της διάβρωσης ή/και της εναπόθεσης φερτών υλών στον πυθμένα των φυσικών αγωγών είναι εξαιρετικά σημαντική για την Ποτάμια Μηχανική. Η ροή σε φυσικούς αγωγούς είναι αρκετά πολύπλοκη και υπάρχει μια διαρκής αλληλεπίδραση μεταξύ της κίνησης του ρευστού και της μεταβολής της στάθμης των πρανών και του πυθμένα. Για την πιο απλή περίπτωση μελέτης τέτοιων φαινομένων, η μονοδιάστατη εξίσωση ροής που διέπει τη μεταβολή του πυθμένα ενός φυσικού αγωγού συναρτήσει του χρόνου είναι (Vreudenhil, 1989; Κουτίτας, 1982):

			 

			[image: Equation-5.39.jpg] 

			(5.39)

			 

			όπου h είναι το υψόμετρο του πυθμένα στον ανοικτό αγωγό και Qs (m3/s/m) είναι η στερεοπαροχή ανά μονάδα πλάτους, η οποία σε μια εμπειρική της μορφή δίνεται από την εξίσωση:

			 

			[image: Equation-5.40.jpg] 

			(5.40)

			 

			όπου C ο πειραματικός συντελεστής στερεομεταφοράς και U (=QS/h) η μέση ταχύτητα σε κάθε διατομή μελέτης του αγωγού. H Εξ. 5.39 αναλύεται σε πεπερασμένες διαφορές χρησιμοποιώντας προς τα εμπρός διαφορές για τη χρονική μεταβολή και προς τα πίσω διαφορά για τη χωρική μεταβολή.

			5.9.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος scour

			 

			Ένας φυσικός ανοικτός αγωγός έχει μήκος L=200.0 (m). Το ύψος h (=H(J)) (m) του πυθμένα δίνεται στο Σχήμα 5.27 και το πλάτος Β (=Β) αυτού είναι ίσο προς 10.0 (m). H παροχή Q (=Q) ισούται προς 5.0 (m3/s) και ο συντελεστής στερεομεταφοράς C (=CE) είναι ίσος προς 0.0001 (s). Ζητείται να υπολογιστεί και να γίνει η γραφική παράσταση της μορφολογίας του βάθους του πυθμένα του αγωγού h (m) συναρτήσει του χρόνου t (=T) σε (s).
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			Σχήμα 5.27 Αρχική μορφολογία υψομέτρου του πυθμένα (βάθους) h (m)

			5.9.3 Δεδομένα του προγράμματος scour

			 

			Στην αρχή του προγράμματος scour.f90 υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο scour.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 20 (=JMAX στο πρόγραμμα scour.f90) δείχνει τον αριθμό των Δx υποδιαιρέσεων, ενώ ο δεύτερος αριθμός 500000 (=NMAX) είναι ο μέγιστος αριθμός των χρονικών βημάτων Δt. 

			2η Γραμμή. 10.0 (=DX) στο πρόγραμμα scour.dat είναι το χωρικό βήμα Δx, 500.0 (=DT) είναι το χρονικό βήμα Δt, 5.0 (=Q) είναι η παροχή Q, 10.0 (=Β) είναι το πλάτος του αγωγού B και 0.0001 (=CE) είναι ο πειραματικός συντελεστής C στερεοπαροχής.

			3η Γραμμή. 2.0, 1.8, 2.0,…1.8, 2.0, 2.0 (=Η(J)) είναι το ύψος του αγωγού σε διάφορες θέσεις.

			4η Γραμμή. 10 (=NPRINT) κάθε ΝPΡΙΝΤ εκτυπώνει τα αποτελέσματα. Πιο αναλυτικά, με την παράθεση του προγράμματος bouss.dat:

			 

			JMAX=20, NMAX=500000

			DΧ=10.0,   DT=500.0,   Q=5.0,   B=10.0,   CE=0.0001

			H(J=1,20)) 2.0, 1.8, 2.0,…1.8, 2.0, 2.0

			  IPRINT(I) (I=1,10) 10, 20, 40, 60, 80, 10000, 150, 200, 400 1000

			 

			Η παράθεση των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο scour.dat και έχει ως εξής:

			 

			  20  500000

			10.0 500.0    5.0   10.0  0.0001

			 

			 2.0    1.8  2.0   2.3   2.1   2.2    2.2    2.2     2.2

			 2.2    1.8  1.7   1.6   1.5   1.5    1.5    1.8     1.8

			 

			 2.0     2.0

			        10  20  40  60  80  10000  150  200  400  1000

			5.9.4 Παράθεση του προγράμματος scour

			 

			Το πρόγραμμα scour.f90 δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			5.9.5 Αποτελέσματα του προγράμματος scour

			 

			20    500000

			10.00000  500.0000  5.000000  10.00000 9.999E-05

			2.000000  1.800000  2.000000  2.300000  2.100000

			2.200000  2.200000  2.200000  2.200000  2.200000  1.800000  1.700000  1.600000  1.500000  1.500000

			1.500000  1.800000  1.800000  2.000000  2.000000

			10  20  40  60  80  10000  150  200  400  1000

			…………………………………

			                                        …………………………………

			…………………………………

			Depth (m)  at time (s) = 5000000,000  No of time steps  = 10000

			1 H= 2,00000

			2 H= 1,99239

			3 H= 1,97561

			…………………………………

			                                        …………………………………

			…………………………………

			18 H= 1,66754

			19 H= 1,63762

			20 H= 1,63728

			Sediment rate (m3/s) time (s)=5000000,00  No of time steps = 10000

			1 QS=  0,0000062

			2 QS=  0,0000063

			3 QS=  0,0000064

			………………………………………

			                                        ………………………………………

			………………………………………

			18 QS= 0,0000090

			19 QS= 0,0000093

			20 QS= 0,0000093

			 

			Velocity (m/s)  at time (s)=5000000,000  No of time steps =10000

			1 U= 0,25000

			2 U= 0,25096

			3 U= 0,25309

			……………………………

			                                        ……………………………

			……………………………

			19 U= 0,30532

			20 U= 0,30539

			 

			Στο Σχήμα 5.28 απεικονίζεται η μεταβολή του υψομέτρου (βάθους) του πυθμένα από την αρχική θέση στη θέση μετά από t=5000000.0 (s).
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			Σχήμα 5.28 Μορφολογία υψομέτρου πυθμένα (βάθους) h (m) κατά την αρχική θέση και μετά από t=5000000.0 (s)

			 

			5.10 ΠΛΗΓΜΑ ΚΡΙΟΥ, hammer

			5.10.1 Πλήγμα κριού και αριθμητική τεχνική

			 

			Όταν κινούμενη μάζα ύδατος ή ρευστού ανάλογης πυκνότητας εξαναγκάζεται να ακινητοποιηθεί ή να μειώσει δραστικά το μέγεθος ή την διεύθυνση της ταχύτητάς του, αναπτύσσεται μια έντονη διαφορά πίεσης (υπερπίεση). Το φαινόμενο αυτό ονομάζεται «υδραυλικό πλήγμα» ή «πλήγμα κριού» (Κουτίτας, 1982). Η πιο συνηθισμένη μορφή πλήγματος κριού  εμφανίζεται, όταν η δικλείδα που ελέγχει τη ροή κλείνει ολικά ή μερικά. Όσο ταχύτερο είναι το κλείσιμο της δικλείδας τόσο πιο έντονο είναι το πλήγμα κριού. Αυτή η έντονη μεταβολή της ταχύτητας του ρευστού έχει ως συνέπεια έντονες μεταβολές των πιέσεων που προκαλούν μεγάλα προβλήματα στους αγωγούς από ηχητικές διαταραχές και δονήσεις μέχρι και ρήξη των πιο εύθραυστων μερών των αγωγών. Το πλήγμα κριού μεταδίδεται με την ταχύτητα του ήχου μέσα στο ρευστό και με διαδοχικές ανακλάσεις στα τερματικά μέρη των αγωγών μειώνει την ισχύ του. Κρίσιμα είναι τα πρώτα χρονικά διαστήματα μετά την έναρξη του κλεισίματος της δικλείδας. Η ελάττωση των επιπτώσεων του πλήγματος κριού γίνεται, ανάλογα με την περίπτωση, με πύργους ανάπαλσης, δοχεία εκτόνωσης ή με άλλες υδροπνευματικές εφαρμογές.

			Η ταχύτητα του ήχου μέσα στο ρευστό πρέπει να υπολογιστεί. Σε μια πρώτη απλοποιημένη μορφή η εξίσωση παίρνει την μορφή:

			 

			[image: Equation-5.41.jpg] 

			(5.41)

			 

			με c (m/s) την ταχύτητα μετάδοσης του ήχου, ρ (kg/m3) την πυκνότητα του ρευστού, Κ (N/m2) το μέτρο ελαστικότητάς του, D (m) τη διάμετρο του αγωγού, e (m) το πάχος του αγωγού και E (N/m2) το μέτρο ελαστικότητας του αγωγού. Για τη διευκόλυνση των υπολογισμών στο πρόβλημα της Παραγράφου 5.10.2 η τιμή  του c θα δίνεται από τα δεδομένα.

			Μια συνηθισμένη αλλά απλοϊκή μορφή (χωρίς την ύπαρξη τριβών) των διαφορικών εξισώσεων που ελέγχουν τη ροή είναι:

			 

			[image: Equation-5.42.jpg] 

			(5.42)

			 

			[image: Equation-5.43.jpg] 

			(5.43)

			 

			όπου h (m) είναι το φορτίο, t (s) ο χρόνος, g (m/s2) η επιτάχυνση της βαρύτητας και x (m) η απόσταση. Μελετάται η περίπτωση γραμμικής μεταβολής του κλεισίματος της βαλβίδας στα κατάντη ενός αγωγού με απότομο κλείσιμο της βαλβίδας (Τ<2L/c, όπου Τ ολικός χρόνος κλεισίματος και L το μήκος του αγωγού). Η ταχύτητα στην έξοδο είναι:

			 

			[image: Equation-5.44.jpg] 

			(5.44)

			 

			με Α δηλώνεται το εμβαδόν της διατομής στη δοθείσα χρονική στιγμή των υπολογισμών και Αο η αρχική τιμή του εμβαδού της διατομής. Από τις Εξ. 5.42 και 5.43 προκύπτει το αριθμητικό σχήμα:

			 

			[image: Equation-5.45.jpg] 

			(5.45)

			 

			[image: Equation-5.46.jpg] 

			(5.46)

			 

			Πρέπει να ισχύει η συνθήκη, Courant ήτοι:

			 

			[image: Equation-5.47.jpg] 

			(5.47)

			 

			Ως αρχική συνθήκη δίνονται τα φορτία h και οι ταχύτητες U σε όλο το μήκος του αγωγού. Αρχικά επιλύεται η Εξ. 5.45 σε όλο το μήκος του αγωγού και ακολούθως η Εξ. 5.46.

			5.10.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος hammer (Water hammer)

			 

			Αγωγός μήκους L ίσου προς 5000.0 (m) (Σχήμα 5.29), τροφοδοτείται με παροχή ύδατος από δεξαμενή αρχικού βάθους (φορτίου) ίσου προς ho=4.0 (m). H ταχύτητα του ύδατος Uo εντός του αγωγού ισούται προς 8.0 (m/s). Το υλικό των τοιχωμάτων του αγωγού η γεωμετρία του αγωγού και η θερμοκρασία του ύδατος δίνουν μια ταχύτητα διάδοσης του ήχου c ίση προς 2755.0 (m/s). Ξαφνικά, η δικλείδα που βρίσκεται στα κατάντη του αγωγού κλείνει γραμμικά λόγω βλάβης σε χρονικό διάστημα 2.0 (sec). Ζητείται να υπολογιστεί η κατανομή του φορτίου πίεσης κατά μήκος του αγωγού στο πλήρες κλείσιμο της δικλείδας.
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			Σχήμα 5.29 Εκροή από κυλινδρική δεξαμενή για πλήγμα κριού. Το αρχικό βάθος της δεξαμενής είναι h0=4.0 (m). To μήκος του αγωγού είναι L=5000.0 (m). Η ταχύτητα στον αγωγό U είναι 8.0 (m/s). Η βαλβίδα κλείνει απότομα σε t=2.0 (sec). To πλήθος των υποδιαιρέσεων Δx είναι 25.

			5.10.3 Δεδομένα του προγράμματος hammer

			 

			Στην αρχή του προγράμματος hammer.f90 υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο hammer.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 25 (=JMAX στο πρόγραμμα hammer.f90) δείχνει τον αριθμό των Δx υποδιαιρέσεων, ο δεύτερος αριθμός 200 (=NMAX) είναι ο μέγιστος αριθμός των χρονικών βημάτων Δt, 2 (=TMAX) είναι η μέγιστη τιμή του χρόνου που απαιτείται για να κλείσει η βαλβίδα.

			2η Γραμμή. 200.0 (=DX) στο πρόγραμμα hammer.dat είναι το χωρικό βήμα Δx, 0.01(=DT) είναι το χρονικό βήμα Δt, 9.807 (=GA) είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας.

			3η Γραμμή. 4.0 (=ΗΟ), είναι το βάθος του ύδατος στην δεξαμενή τη χρονική στιγμή που αρχίζει να κλείνει η δικλείδα στον αγωγό, 8.0 (=UO) είναι η ταχύτητα του ύδατος στον αγωγό την χρονική στιγμή που αρχίζει να κλείνει η δικλείδα, 2755.0 (=c) είναι η ταχύτητα του ήχου στον αγωγό.

			Πιο αναλυτικά, με την παράθεση του προγράμματος hammer.dat:

			 

			JMAX=25,NMAX=200,  TMAX=2

			DΧ=200.0, DT=0.01,GA=9.807

			HO=4.0,UO=8.0,C=2755

			 

			Η παράθεση των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο scour.dat και έχει ως εξής:

			 

			25   200       2

			200.0   0.01 9.807  5000.0

			4.0   8.0  2755.0

			5.10.4 Παράθεση του προγράμματος hamme

			 

			Το πρόγραμμα scour.f90 δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			5.10.5 Αποτελέσματα του προγράμματος hammer

			 

			 25        200  2.00000000

			200.000000  9.99999978E-03 9.80700016  5000.00000

			4.00000000 8.00000000  2755.00000

			 

			 J=     2   H (m) =      272.6010   U (m/s) =  7.4122

			 

			 J=     3   H (m) =      433.0980   U (m/s) =  7.1716

			 

			 J=     4   H (m) =      477.4807   U (m/s) =  6.9205

			 

			 J=     5   H (m) =      510.7945   U (m/s) =  6.7021

			 

			 J=     6   H (m) =      609.9102   U (m/s) =  6.3086

			 

			 J=     7   H (m) =      711.5286   U (m/s) =  5.7788

			 

			 J=     8   H (m) =      762.9804   U (m/s) =  5.4376

			 

			 J=     9   H (m) =      844.4335   U (m/s) =  5.2207

			 

			 J=    10   H (m) =      964.2673   U (m/s) =  4.8230

			 

			 J=    11   H (m) =     1036.9022   U (m/s) =  4.4499

			 

			 J=    12   H (m) =     1117.8937   U (m/s) =  4.2254

			 

			 J=    13   H (m) =     1231.1097   U (m/s) =  3.8530

			 

			 J=    14   H (m) =     1303.4691   U (m/s) =  3.5080

			 

			 J=    15   H (m) =     1397.7516   U (m/s) =  3.2522

			 

			 J=    16   H (m) =     1496.3024   U (m/s) =  2.8677

			 

			 J=    17   H (m) =     1572.8584   U (m/s) =  2.5802

			 

			 J=    18   H (m) =     1676.4209   U (m/s) =  2.2569

			 

			 J=    19   H (m) =     1757.1862   U (m/s) =  1.9152

			 

			 J=    20   H (m) =     1852.8304   U (m/s) =  1.6230

			 

			 J=    21   H (m) =     1941.1100   U (m/s) =  1.2726

			 

			 J=    22   H (m) =     2031.5521   U (m/s) =  0.9745

			 

			 J=    23   H (m) =     2122.4602   U (m/s) =  0.6367

			 

			 J=    24   H (m) =     2212.2866   U (m/s) =  0.3245

			 

			Στο Σχήμα 5.30 παρουσιάζεται  η μεταβολή του φορτίου του αγωγού κατά μήκος αυτού μετά από t=2.0 (s).
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			Σχήμα 5.30 Φορτίο ύδατος h (m) κατά μήκος του αγωγού μετά από t=2.0 (s).
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			6. ΔΙΣΔΙΑΣΤΑΤΕΣ ΡΟΕΣ, ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΕΣ ΔΙΑΦΟΡΕΣ

			Σύνοψη

			Στο Κεφάλαιο 6 «Δισδιάστατες Ροές, Πεπερασμένες Διαφορές»” παρατίθενται προγράμματα δισδιάστατης ροής με τη χρήση της τεχνικής των πεπερασμένων διαφορών όπως διάχυσης-μεταφοράς και ροής εντός πορωδών μέσων.  H παράθεση έχει ως εξής:

			
					1.	2dmoist: Δυο διαστάσεων ακόρεστη ροή, ρητή τεχνική πεπερασμένων διαφορών,

					2.	laplace: Δυναμική ροή, ρητή τεχνική πεπερασμένων διαφορών,

					3.	gwflow: Κορεσμένη ροή, ρητή τεχνική πεπερασμένων διαφορών,

					4.	advdif: Μεταφορά-διάχυση, ρητή τεχνική πεπερασμένων διαφορών.

			

			 

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Μαθηματική ανάλυση, Αριθμητική ανάλυση, Γραμμική άλγεβρα, Μηχανική Ρευστών, Υδραυλική Μηχανική, Ροή ελεύθερης επιφάνειας, Ροή σε πορώδη μέσα, Μετραφορά-διάχυση

			 

			6.1 ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΕΣ ΔΙΑΦΟΡΕΣ ΚΑΙ ΜΟΝΙΜΗ ΡΟΗ (ΕΛΛΕΙΠΤΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ)

			6.1.1 Χώρος ροής

			 

			Η εφαρμογή της μεθόδου των πεπερασμένων διαφορών, προκειμένου να επιλυθούν προβλήματα σταθερής ή ασταθούς ροής, είναι παρόμοια με την έννοια ότι η ολοκλήρωση των μερικών διαφορικών εξισώσεων (ΜΔΕ) στον χώρο υπολογισμών καταλήγει στο να επιλυθούν συστήματα αριθμητικών εξισώσεων και μόνο (Brebbia&Ferrante, 1983). Είναι προφανές ότι προκύπτουν τα ανωτέρω συστήματα, ανεξάρτητα του εάν οι ΜΔΕ που ελέγχουν τη ροή είναι ελλειπτικές, παραβολικές ή υπερβολικές (Hoffmann&Chiang, 1993; Σούλης, 1986).

			Στο Σχήμα 6.1 παρουσιάζεται ο χώρος ελλειπτικών προβλημάτων σε δύο διαστάσεις. Ο κόμβος Pi,j βρίσκεται μέσα στον υπολογιστικό χώρο R, ο οποίος περικλείεται από την καμπύλη, το όριο δηλαδή C. Oι δύο δείκτες i και j αντιστοιχούν στις x και y διευθύνσεις. Ο κόμβος Pi,j δέχεται πληροφορίες από τους πλησιέστερους κόμβους, οι οποίοι κείνται σ’ όλες τις διευθύνσεις: πάνω, κάτω, αριστερά και δεξιά αυτού. Τέλος, στη περίπτωση των υπερβολικών προβλημάτων ο κόμβος Pi,j δεν μπορεί να παράσχει πληροφορίες σ’ όλους τους κοντινούς με αυτόν κόμβους. Αυτοί οι οποίοι δέχονται πληροφορίες, βρίσκονται προς τα κατάντη και απ’ αυτούς μόνο όσοι βρίσκονται μέσα στον χώρο επιρροής. 

			Ο σχηματισμός των συστήματος εξισώσεων που προκύπτει είναι ιδιάζων. Στη περίπτωση ελλειπτικών εξισώσεων, όπως είναι η εξίσωση της σταθερής, δυναμικής ροής Laplace:

			 

			[image: Equation-6.1.jpg] 

			(6.1)

			 

			όπου Φ το δυναμικό και x, y οι Καρτεσιανές συντεταγμένες, όλες οι εξισώσεις που προκύπτουν λύνονται ως ένα σύστημα εξισώσεων.
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			Σχήμα 6.1 Χώρος ελλειπτικών προβλημάτων

			6.1.2 Προσέγγιση εξισώσεων ροής με πεπερασμένες διαφορές

			 

			Για καλύτερη κατανόηση των αριθμητικών μεθόδων στη επίλυση της μόνιμης ροής γίνεται εφαρμογή της σε ροή του χώρου των δύο διαστάσεων. Η περιοχή ολοκλήρωσης R ενός ελλειπτικού προβλήματος δείχνεται στο Σχήμα 6.1. Η περιοχή αυτή  περικλείεται από μια καμπύλη C. Στη πραγματικότητα είναι δυνατό να υπάρξουν μέσα στην υπό ολοκλήρωση περιοχή R και διάφοροι άλλοι γεωμετρικοί σχεδιασμοί όπως, τυχαία γεωμετρία αποτελούμενη από κλειστές καμπύλες ή γεωμετρία που ορίζεται από κύκλους ή τετράγωνα ή τρίγωνα κ.λ.π. Στα όρια των καμπύλων αυτών,

			 

			
					.	η τιμή της άγνωστης συνάρτησης, η οποία είναι δυνατό να είναι οποιαδήποτε από τις φυσικές ποσότητες ροής, όπως η ταχύτητα, το δυναμικό της ροής, η ροϊκή συνάρτηση, η στατική πίεση, η θερμοκρασία κ.ά. ή

					.	η τιμή της παραγώγου αυτής προς την κάθετη στην καμπύλη διεύθυνση σε κάθε σημείο της καμπύλης C ή

					.	ο συνδυασμός των ανωτέρω,

			

			 

			πρέπει να δίνεται από την εκφώνηση ή να συνυπολογίζεται από τα αναφερόμενα και να παραμένει σταθερή στη διάρκεια των υπολογισμών μέχρι και την τελική επίτευξη της λύσης.

			Ως παράδειγμα εφαρμογής ας θεωρηθεί η εξίσωση κίνησης της ροής σε πορώδη ομογενή και ισότροπα μέσα και στο πεδίο ισχύος του νόμου Darcy. Στην περίπτωση αυτή η προς επίλυση εξίσωση η οποία διέπει τη ροή είναι η Εξ. 6.1. Στην προκείμενη περίπτωση:

			 

			[image: Equation-6.2.jpg] 

			(6.2)

			 

			όπου Κ ο συντελεστής της σχετικής διαπερατότητας ή ο συντελεστής της υδραυλικής αγωγιμότητας, ο οποίος θεωρείται ότι είναι ανεξάρτητος του δυναμικού ταχύτητας Φ και h το υδραυλικό φορτίο. Ισχύει δε ότι:

			 

			[image: Equation-6.3.jpg] 

			(6.3)

			 

			όπου p η στατική πίεση του ρευστού, ρ η πυκνότητα, g η επιτάχυνση της βαρύτητας και z η υψομετρική απόσταση από το επίπεδο αναφοράς. Έστω, λοιπόν, ότι το ανωτέρω πρόβλημα πρέπει να επιλυθεί μέσα στον χώρο ροής, ο οποίος είναι ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο (Σχήμα 6.2) (Holt, 1977).
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			Σχήμα 6.2 Διακριτοποίηση του υπολογιστικού χώρου

			O χώρος ροής, δηλαδή το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο, καλύπτεται πλήρως με ένα ορθογωνικό και πάλι δίκτυο το οποίο έχει m σημεία κατά τη x-διεύθυνση και n σημεία κατά την y-διεύθυνση. Ο συνολικός αριθμός των κόμβων του δικτύου αυτού είναι m x n σημεία. Τα βήματα δx και δy στις x και y διευθύνσεις δίνονται:

			 

			[image: Equation-6.4.jpg] 

			(6.4)

			 

			[image: Equation-6.5.jpg] 

			(6.5)

			 

			όπου Χ, Υ τα συνολικά μήκη στις x, y διευθύνσεις των πλευρών του ορθογώνιου, αντίστοιχα. 

			Προσεγγίζεται η Εξ. 6.1 σε κάθε κόμβο μέσα στον χώρο R αντικαθιστώντας κάθε μία μερική παράγωγο της εξίσωσης με την αντίστοιχη ισοδύναμη προσέγγιση των πεπερασμένων διαφορών. Για τον κόμβο i, j εφαρμόζεται η δεύτερης τάξης εξίσωση για κάθε μερική παράγωγο της Εξ. 6.1, οπότε:

			 

			[image: Equation-6.6.jpg] 

			(6.6)

			 

			Η ανωτέρω εξίσωση μπορεί να γραφεί:

			 

			[image: Equation-6.7.jpg] 

			(6.7)

			 

			Στην περίπτωση στην οποία χρησιμοποιηθούν ίσα βήματα μήκους (δx=δy), η ανωτέρω εξίσωση γράφεται:

			 

			[image: Equation-6.8.jpg] 

			(6.8)

			 

			Η εξίσωση αυτή είναι γνωστή και ως «σχέση των πέντε κόμβων». Συνήθως εκφράζεται ως ένα «μόριο» της μορφής:

			 

			[image: Equation-6.9.jpg] 

			(6.9)

			6.1.3 Αναπαράσταση οριακών συνθηκών με πεπερασμένες διαφορές

			 

			O σχηματισμός των πεπερασμένων διαφορών για τους κόμβους, οι οποίοι βρίσκονται μέσα στον χώρο υπολογισμών R, ήταν το αντικείμενο μελέτης της προηγούμενης παραγράφου. Βέβαια, ο χώρος των υπολογισμών περικλείνεται από την καμπύλη C, η οποία και αποτελεί το όριο του προβλήματος στο οποίο απαιτείται να βρεθεί μία τιμή για κάθε κόμβο που βρίσκεται στην καμπύλη αυτή. Διακρίνονται διάφορες περιπτώσεις.

			Σταθερή τιμή της άγνωστης συνάρτησης στα όρια. Εάν η τιμή της άγνωστης συνάρτησης είναι γνωστή για κάθε κόμβο της καμπύλης C, τότε το πρόβλημα είναι σχετικά απλό. Η τιμή της άγνωστης συνάρτησης, έστω του δυναμικού ταχυτήτων Φ, τίθεται απευθείας στην Εξ.6.8. Με τον τρόπο αυτό, για κάθε εξίσωση και σ’ οποιονδήποτε κόμβο που βρίσκεται στο όριο, θα υπάρξει ένας μη μηδενικός όρος στη δεξιά πλευρά της ισότητας. Έτσι, περιλαμβάνονται όλες οι οριακές τιμές της συνάρτησης στο σύστημα των εξισώσεων που προκύπτει.

			Οριακές συνθήκες με ύπαρξη παράγωγου. Σ’ ένα κλασικό πρόβλημα ροής με ύπαρξη δυναμικού πεδίου ταχυτήτων, η ταχύτητα κοντά στα στερεά όρια βαίνει παράλληλα προς αυτά. Συνεπεία αυτού, η κάθετη ροή προς τα τοιχώματα είναι μηδενική. Επομένως, η μαθηματική έκφραση με χρήση μερικής παράγωγου, στη γενική περίπτωση, απαιτεί όπως:

			 

			[image: Equation-6.10.jpg] 

			(6.10)

			 

			Η μερική παράγωγος δηλώνει παραγώγιση προς κατεύθυνση κάθετη και προς τα έξω στο όριο C. Από τη φυσική θεώρηση είναι δυνατόν να προκύψουν διάφοροι συντελεστές α και β. Αυτοί δεν είναι υποχρεωτικό να είναι σταθεροί. Πιθανόν να είναι συναρτήσεις της άγνωστης μεταβλητής Φ, οπότε τα πράγματα είναι λίγο πιο περίπλοκα. Ας γίνει, λοιπόν, εφαρμογή της Εξ. 6.10 στην πλευρά, η οποία εκφράζεται με την εξίσωση x=0 (Σχήμα 6.3). Η μερική παράγωγος πρέπει να εκφραστεί πρώτα ως προς την εμπρός πεπερασμένη διαφορά θεωρώντας τον κόμβο i, j. 
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			(6.11)
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			Σχήμα 6.3 Προσέγγιση παράγωγου στα όρια. Εμπρός διαφορά.

			Εάν η μερική παράγωγος στην Εξ. 6.10 εκφραστεί ως κεντρική πεπερασμένη διαφορά θεωρώντας τον κόμβο i, j (Σχήμα 6.4), είναι:
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			(6.12)
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			Σχήμα 6.4 Προσέγγιση παράγωγου στα όρια. Κεντρική διαφορά

			Το Φi-1,j είναι ένας «φανταστικός» κόμβος που βρίσκεται πέραν του χώρου υπολογισμών. Η τιμή της Φi-1,j υπολογίζεται από την Εξ. 6.12 και αντικαθίσταται στην Εξ. 6.7, οπότε:

			 

			[image: Equation-6.13.jpg] 

			(6.13)

			 

			Η ανωτέρω εξίσωση αποτελεί δεύτερης τάξης προσέγγιση 0(δx2) και προφανώς ισχύει στα όρια και μόνο όπου έχει εφαρμογή η Εξ. 6.10. 

			 

			6.2 OΡΙΖΟΝΤΙΑ/ΚΑΤΑΚΟΡΥΦΗ ΡΟΗ ΥΓΡΑΣΙΑΣ, ΤΕΧΝΙΚΗ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΔΙΑΦΟΡΩΝ, 2dmoist

			6.2.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική 2dmoist (2 dimensional moisture)

			 

			Το υπόγειο νερό μπορεί να χωριστεί σε δύο περιοχές κατά την έννοια μιας κατακόρυφης ευθείας, μιας περιοχής που καλείται «ζώνη κορεσμού» και μέσα στην οποία όλοι οι πόροι του εδάφους είναι γεμάτοι με νερό. Το άνω όριο αυτής της ζώνης καλείται «φρεατική στάθμη» και η πίεση σε όλα τα σημεία της στάθμης αυτής είναι ίση με την ατμοσφαιρική. Το κάτω όριο περιορίζεται συνήθως από ένα αδιαπέραστο όριο, μια περιοχή που καλείται «ζώνη αερισμού» και που εκτείνεται από τη φρεατική στάθμη μέχρι την επιφάνεια του εδάφους. Οι πόροι μέσα στη ζώνη αερισμού είναι γεμάτη με αέρα και υδρατμούς. Η ροή μέσα στη ζώνη αερισμού καλείται «ακόρεστη» και αποτελεί μια ειδική περίπτωση ταυτόχρονης ροής αέρα και νερού, όπου όμως η αέρια φάση θεωρείται ότι δεν συμμετέχει στην κίνηση. Η επίλυση ακόρεστης ροής μπορεί να λύσει προβλήματα μόλυνσης υπόγειου εδάφους από βιομηχανικά απόβλητα, προβλήματα επαναφόρτισης υδροφόρων υπόγειων στρωμάτων, εγγειοβελτιωτικά έργα κ.ά.

			Τα προβλήματα της μη μόνιμης ροής του χώρου των δύο διαστάσεων, από υπολογιστικής άποψης, είναι τρισδιάστατα, διότι συμμετέχουν οι δύο διαστάσεις του χώρου και η μία διάσταση του χρόνου. Ας θεωρηθεί η εξίσωση του χώρου των δύο διαστάσεων x, y όπου y είναι τώρα η κατακόρυφη διάσταση (Kotake&Hijikata, 1993; Smith, 1969):

			 

			[image: Equation-6.14.jpg] 

			(6.14)

			 

			η οποία εφαρμόζεται στην ορθογωνική διατομή που περικλείεται από 0≤x≤ X και 0≤y≤Y, όπως φαίνεται στο Σχήμα 6.5 και η οποία δηλώνει τη μετάδοση υγρασίας με συντελεστή διάχυσης D(C), ενώ Κ(C) είναι η υδραυλική αγωγιμότητα. Στην ανωτέρω εξίσωση ο συντελεστής διάχυσης D=Dx=Dy υπολογίζεται από πειραματική συνάρτηση και η οποία για δοθέν έδαφος δύναται να πάρει τη μορφή:
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			(6.15)
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			Σχήμα 6.5 Υπολογιστικός χώρος για την επίλυση προβλήματος μη μόνιμης ροής του χώρου των δύο διαστάσεων

			Η υδραυλική αγωγιμότητα δίνεται:

			 

			[image: Equation-6.16.jpg] 

			(6.16)

			 

			Η αρχική τιμή της υγρασίας C, δηλαδή οι αρχικές συνθήκες ροής, στον χρόνο t=0 πρέπει να υπολογιστούν σ’ όλους τους κόμβους του ορθογώνιου ΟXY (Σχήμα 6.5). Ακριβώς όπως και στην περίπτωση της μονοδιάστατης ροής, η λύση της ανωτέρω εξίσωσης μπορεί να μεταδοθεί προς τα εμπρός είτε με ρητή είτε με πεπλεγμένη τεχνική. Oι δείκτες i και j να θεωρηθεί ότι μεταβάλλονται στις x, y διευθύνσεις του χώρου αντιστοίχως και ότι ο συντελεστής k μεταβάλλεται στον χρόνο t. Για ένα πρόβλημα, στο οποίο οι οριακές τιμές της υγρασίας είναι πλήρως καθορισμένες για t>0, το όριο της σταθερότητας της λύσης είναι [image: Equation-B_5.jpg]. Στη γενική περίπτωση, στο ρητό αριθμητικό σχήμα Mac-Cormack με το οποίο θα γίνει η διακριτοποίηση της Εξ. 6.14, η αναπαράσταση της χρονικής μεταβολής της γενικής μορφής εξίσωσης:

			 

			[image: Equation-6.17.jpg] 

			(6.17)

			 

			γίνεται με τη χρήση δύο βημάτων, πρόβλεψης-διόρθωσης, ενώ η χωρική μεταβολή στο πρώτο βήμα χρησιμοποιεί προς τα εμπρός διαφορά, ενώ στο δεύτερο κεντρική. Έτσι: 

			 

			Πρώτο βήμα,
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			(6.18)

			 

			Δεύτερο βήμα,
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			(6.19)

			 

			όπου [image: Equation-A_5.jpg] και [image: Equation-C_5.jpg] είναι οι τιμές των συναρτήσεων f(u,v) και g(u,v) κάνοντας χρήση των ενδιάμεσων τιμών [image: Equation-D_4.jpg], [image: Equation-E_4.jpg] κ.ο.κ για τις υπόλοιπες άγνωστες μεταβλητές. Οι συναρτήσεις f(u,v) και g(u,v) στην προκειμένη περίπτωση της μετάδοσης του βαθμωτού μεγέθους, της υγρασίας δηλαδή της παρούσας παραγράφου, δίνονται ως:

			 

			[image: Equation-6.20.jpg] 

			(6.20)

			 

			[image: Equation-6.21.jpg] 

			(6.21)

			 

			Για οριζόντια ροή ο όρος Κ στην Εξ. 6.14 τίθεται ίσος με μηδέν.

			6.2.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος 2dmoist

			 

			Nα υπολογιστεί η μετάδοση της υγρασίας ή αναλόγως και οποιουδήποτε βαθμωτού μεγέθους C (=TH(Ι,J)) σε (m3/m3), συναρτήσει του χρόνου t (=T) σε (s) εντός εδάφους συνολικού μήκους L=38.0 (m) και βάθους 38.0 (m), του οποίου ο συντελεστής διάχυσης D (m2/min) είναι ομοιογενής και ισότροπος και δίνεται από την Εξ. 6.15, ενώ η υδραυλική αγωγιμότητα Κ (m/min) δίνεται από την Εξ. 6.16. H εξίσωση που ελέγχει τη ροή είναι η Εξ. 6.14. Το πορώδες υλικό μέσα στο οποίο μεταδίδεται η υγρασία έχει αρχική συγκέντρωση C (=ΤΗΑRX) ίση με 0.2 (m3/m3) παντού. Σ’ όλες τις χρονικές στιγμές εφαρμόζεται συγκέντρωση C (=ΤΗΟRΙΟΝ) με τιμή 0.4 (m3/m3), όπως παρουσιάζεται στο Σχήμα 6.6, η οποία διατηρείται σταθερή κατά τη διάρκεια της διήθησης. Οι χωρικές αποστάσεις Δx (=DX) και Δy (=DY) να ληφθούν ίσες προς 1.0 (m) και να γίνει χρήση της ρητής αριθμητικής τεχνικής Mac-Cormack.
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			Σχήμα 6.6 Υπολογιστικό δίκτυο και χώρος εφαρμογής της συγκέντρωσης της υγρασίας C=0.4 (m3/m3) για όλους τους χρόνους. Παντού αλλού η συγκέντρωση C είναι 0.2 (m3/m3). O δείκτης J μεταβάλλεται κατά τη x διεύθυνση (οριζόντια), ενώ ο δείκτης I μεταβάλλεται κατά την y διεύθυνση (εγκάρσια).

			6.2.3 Δεδομένα του προγράμματος 2dmoist

			 

			Στην αρχή του προγράμματος 2dmoist.f90 υπό τη μορφή “Comment”  ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο 2dmoist.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 38 (=JΜΑΧ στο πρόγραμμα 2dmoist.f90) δείχνει τον αριθμό των Δx υποδιαιρέσεων. Ο δεύτερος αριθμός 38 (=IMAX) δίνει τον αριθμό των Δy υποδιαιρέσεων. O αριθμός 8 (=JP) στην τρίτη θέση δίνει τον δείκτη, μέχρι τον οποίο εισάγεται η συγκέντρωση C της υγρασίας (συνήθως 1 μέχρι JP). 1 (=IP) είναι ο αριθμός του IMAX στην θέση του οποίου εισάγεται η υγρασία. 10000 (=NMAX) είναι ο μέγιστος αριθμός των χρονικών επαυξήσεων Δt .

			2η Γραμμή. 1 (=DX) είναι το χωρικό βήμα Δx κατά τη x διεύθυνση. Στη δεύτερη θέση 1 (=DΥ) είναι το χωρικό βήμα Δy κατά την y διεύθυνση. Στην τρίτη θέση 0.1 (=DT) είναι το χρονικό βήμα Δt.

			3η Γραμμή. 0.4 (=THORION) είναι η τιμή του βαθμωτού μεγέθους C στο όριο που εφαρμόζεται. 0.2 (=THΑRΧ) είναι η αρχική τιμή του βαθμωτού μεγέθους C στο πεδίο ροής.

			4η Γραμμή. 150, 500, 1000,…(=(IPRINT(I)) για Ι=1 μέχρι 10 είναι ο αριθμός του χρόνου, στον οποίο ζητούνται αναλυτικά οι τιμές των φυσικών ποσοτήτων ροής.

			Πιο αναλυτικά, από την παράθεση του προγράμματος 2dmoist.dat:

			 

			IΜΑΧ=38, JMAX=38, ΙP=8, JP=1,NMAX=1000

			DX=1, DΥ=1,   DT=0.1

			THORION=0.4,      THΑRΧ=0.2

			IPRINT(I) (I=1,10) 150, 200, 1000…

			 

			Η παράθεση των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο 2dmoist.dat και έχει ως εξής:

			 

			38    38    8    1 10000

			1.0  1.0   0.1

			0.4   0.2

			150 500 1000 2000 5000 10000 10000 10000 10000 10000

			6.2.4 Παράθεση του προγράμματος 2dmoist 

			 

			Το πρόγραμμα 2dmoist.f90 έχει ως ακολούθως.

			6.2.5 Αποτελέσματα του προγράμματος 2dmoist

			 

			Τα αποτελέσματα δίνονται στον φάκελο 2dmoist.out.

			 

			38      38         8        1      10000

			1.000000       1.000000    1.000000E-01

			4.000000E-01    2.000000E-01

			150  500 1000 2000 5000 10000 10000 10000 10000 10000

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			Moisture (cm3/cm3) at time (min) =  50.000 No of time steps = 500

			 1 J=      .40000   .40000   .40000   .40000   .40000   .40000   .40000   .40000   .22862   .20563   .20148   .20095   .20089   .20089   .20089   .20089   .20089   .20089   .20089   .20089   .20089   .20089   .20089   .20089   .20089   .20089   .20089   .20089   .20089   .20089   .20089   .20089   .20089   .20089   .20089   .20089   .20089   .20089

			 

			2 J=       .32598   .32598   .32587   .32553   .32454   .32176   .31406   .29234   .22767   .20489.   20077   .20024   .20018   .20018   .20018   .20018   .20018   .20018   .20018   .20018   .20018   .20018   .20018   .20018   .20018   .20018   .20018   .20018   .20018   .20018   .20018   .20018   .20018   .20018   .20018   .20018   .20018   .20018

			 

			3 J=       .25381   .25381   .25372   .25344   .25257   .25012   .24396   .23066   .20889   .20157   .20023   .20005   .20003   .20003   .20003   .20003   .20003   .20003   .20003   .20003   .20003   .20003   .20003   .20003   .20003   .20003   .20003   .20003   .20003   .20003   .20003   .20003   .20003   .20003   .20003   .20003   .20003   .20003

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			 Moisture (cm3/cm3) at time (min) = 500.021	  No of time steps = 5000

			1 J=       .40000   .40000   .40000   .40000   .40000   .40000   .40000   .40000   .52941   .41450   .33939   .29088   .25913   .23976   .22911   .22378   .22130   .22021   .21975   .21957   .21950   .21947   .21947   .21946   .21946   .21946   .21946   .21946   .21946   .21946   .21946   .21946   .21946   .21946   .21946   .21946   .21946   .21946

			 

			2 J=       .37398   .37398   .37380   .37345   .37303   .37285   .37391   .37966   .40263   .36211   .31550   .27690   .24884   .23092   .22086   .21577   .21338   .21233   .21189   .21171   .21164   .21162   .21161   .21161   .21161   .21160   .21160   .21160   .21160   .21160   .21160   .21160   .21160   .21160   .21160   .21160   .21160   .21160

			 

			3 J=       .34818   .34818   .34778   .34699   .34587   .34454   .34329   .34237   .33979   .31690   .28660   .25823   .23634   .22203   .21393   .20983   .20790   .20705   .20670   .20656   .20650   .20648   .20648   .20647   .20647   .20647   .20647   .20647   .20647   .20647   .20647   .20647   .20647   .20647   .20647   .20647   .20647   .20647

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			 

			Στο Σχήμα 6.7 φαίνεται η κατανομή της συγκέντρωσης της υγρασίας C (m3/m3) στις θέσεις x=5.0 (m) και x= 15.0 (m) μετά από διήθηση t=500.021 (min). Στο Σχήμα 6.8 δείχνεται η κατανομή της συγκέντρωσης της υγρασίας C (m3/m3) στις θέσεις y=1.0 (m), y=2.0(m) και y= 3.0 (m) μετά από διήθηση t=500.021 (min).
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			Σχήμα 6.7 Συγκέντρωση υγρασίας C (m3/m3) στις θέσεις x=5.0 (m) και x=15.0 (m) (Σχήμα 6.2) μετά από διήθηση t=500.021 (min)
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			Σχήμα 6.8 Συγκέντρωση υγρασίας C (m3/m3) στις θέσεις y=1.0 (m), y=2.0 (m) και y=3.0 (m) (Σχήμα 6.2) μετά από διήθηση t=500.021 (min)

			 

			6.3 ΕΠΙΛΥΣH ΕΛΛΕΙΠΤΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ LAPLACE, laplace

			6.3.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική laplace (Laplace)

			 

			Στο παρακάτω πρόβλημα ροής της Υδραυλικής το πεδίο των πιέσεων ικανοποιεί την εξίσωση Laplace (Κουτίτας, 1982; Σούλης, 1986):

			 

			[image: Equation-6.22.jpg] 

			(6.22)

			 

			Ισχύει δε ότι:

			 

			[image: Equation-6.23.jpg] 

			(6.23)

			 

			Η εξίσωση των κεντρικών διαφορών της εξίσωσης Laplace γράφεται:

			 

			[image: Equation-6.24.jpg] 

			(6.24)

			 

			Πλησίον των ορίων η ανωτέρω εξίσωση μορφώνεται ανάλογα. Για συνθήκη απλής ροής τίθεται η τιμή της συνάρτησης Φ δυναμικού, ώστε να εκφράσει τις ταχύτητες που επικρατούν στην είσοδο ή/και στην έξοδο. Επί των στερεών ορίων η κάθετη συνιστώσα της ταχύτητας προς το τοίχωμα τίθεται ίση με μηδέν και η τιμή της δυναμικής συνάρτησης λαμβάνεται με μια διαφορά προς τα εμπρός ή προς τα πίσω κατά το δοκούν σε σχέση με το προς επίλυση πρόβλημα. Είναι δηλαδή:

			 

			[image: Equation-6.25.jpg] 

			(6.25)

			 

			όπου [image: Equation-F_4.jpg] η κάθετη συνιστώσα της ταχύτητας και [image: Equation-G_4.jpg] η χωρική απόσταση που είναι κάθετη προς την στερεή επιφάνεια του χώρου εφαρμογής. Η ανωτέρω εξίσωση με χρήση πεπερασμένων, επί παραδείγματι, προς τα εμπρός διαφορών κατά την Ι κοντά στο τοίχωμα δίνει:

			 

			[image: Equation-6.26.jpg] 

			(6.26)

			 

			Με προς τα εμπρός πεπερασμένες διαφορές οι ταχύτητες U, V γράφονται:

			 

			[image: Equation-6.27.jpg] 

			(6.27)

			 

			όπου n+1 η τρέχουσα ανακύκλωση.

			6.3.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος laplace

			 

			Το δυναμικό Φ (=F(I,J)) στην επιφάνεια ΑΒ (Σχήμα 6.9) ισούται με 10.0 (m2/s). Στην επιφάνεια ΔΕ ισούται με 0.0 (m2/s), ενώ στις επιφάνειες ΒΓ, ΓΔ, ΕΖ και ΖΗ τα τοιχώματα είναι αδιαπέραστα. Ο χώρος έχει διακριτοποιηθεί με Δx (=DX) ίσο με 1.0 (m) και Δy (=DY) ίσο με 1.0 (m). To μήκος L, δηλαδή η ΑΖ, είναι 50.0 (m) και το πλάτος W, δηλαδή η απόσταση AB, είναι επίσης 50.0 (m). Το άνοιγμα ΔΕ στην έξοδο είναι 10.0 (m). Ζητείται να υπολογιστούν οι ταχύτητες ροής U (m/s), V (m/s) στις x, y διευθύνσεις, αντίστοιχα.
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			Σχήμα 6.9 Γεωμετρία για την εφαρμογή της εξίσωσης Laplace. H ροή ενεργοποιείται λόγω διαφοράς δυναμικού Φ=10.0 (m2/s) μεταξύ εισόδου και εξόδου εκ του χώρου ροής. Mε x=42.0 (m), 44.0 (m) και 48.0 (m) σημειώνονται οι θέσεις, όπου γίνονται οι γραφικές παραστάσεις των ταχυτήτων U, V. O δείκτης J μεταβάλλεται κατά τη x διεύθυνση (οριζόντια) ενώ ο δείκτης I κατά την y διεύθυνση (εγκάρσια). Το σημείο Δ έχει συντεταγμένες (IUPPER,JM) και το σημείο Ε (ILOWER,JM).

			Οι οριακές συνθήκες του προβλήματος είναι:

			 

			[image: Equation-6.28.jpg] 

			(6.28)

			6.3.3 Δεδομένα του προγράμματος laplace

			 

			Στην αρχή του προγράμματος laplace.f90 υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. O δείκτης J μεταβάλλεται κατά τη x διεύθυνση (οριζόντια), ενώ ο δείκτης I κατά την y διεύθυνση (εγκάρσια). Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο laplace.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 50 (=JM, στο πρόγραμμα laplace.f90) δείχνει τον μέγιστο αριθμό των Δx, ενώ ο δεύτερος αριθμός 50 (=ΙM) δείχνει τον μέγιστο αριθμό των Δy. Ο αριθμός 20 (=ILOWER) δείχνει τη μικρότερη τιμή του δείκτη Ι (κατά την y διεύθυνση) στην έξοδο από τον χώρο ροής, ενώ ο αριθμός 30 (=IUPPER) δείχνει τη μεγαλύτερη τιμή του δείκτη Ι στην έξοδο από τον χώρο ροής.

			2η Γραμμή (συνέχεια). Ο αριθμός 10.0 (=F) δίνει την κατανομή του δυναμικού Φ στην είσοδο του χώρου ροής (50 δεδομένα, IM).

			3η Γραμμή. Ο αριθμός 0.0 (=F) δίνει την κατανομή του δυναμικού Φ στην έξοδο του χώρου ροής (10 δεδομένα, ΙUPPER-ILOWER).

			Πιο αναλυτικά, από την παράθεση του προγράμματος laplace.dat:

			 

			JM=50,IM=50,ILOWER=20,IUPPER=30

			F=10.0

			F=0.0

			 

			Η παράθεση των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο laplace.dat και έχει ως εξής:

			 

			50   50   20   30

			 

			10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0

			10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0

			10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0

			10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0

			10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0 10.0

			 

			0.0  0.0  0.0  0.0  0.0  0.0  0.0  0.0  0.0

			6.3.4 Παράθεση του προγράμματος laplace

			 

			Το πρόγραμμα laplace.f90 δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			6.3.5 Αποτελέσματα του προγράμματος laplace

			 

			Τα αποτελέσματα δίνονται στον φάκελο laplace.out.

			 

			50   50   20   30

			 

			10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000

			10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000

			10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000     10.00000

			 

			0.0000E+00    0.0000E+00    0.0000E+00   0.000E+00 0.0000E+00    0.0000E+00    0.0000E+00     0.000E+00  0.0000E+00 0.0000E+00   0.000E+00

			 

			**No OF TIME STEPS = 10222****MAXIMUM DIFFERENCE IN PHI=0.000000**

			 **VELOCITY U(m/s)**

			 

			U(m/s) =0.13968  0.13968  0.13966  0.13962  0.13958  0.13951  0.13944  0.13934  0.13923  0.13909  0.13894  0.13875  0.13853  0.13828  0.13799  0.13765  0.13727  0.13682  0.13631  0.13573  0.13505  0.13429  0.13341  0.13241  0.13127  0.12997  0.12850  0.12683  0.12493  0.12279  0.12038  0.11766  0.11461  0.11119  0.10738  0.10315  0.09846  0.09329  0.08761  0.08141  0.07469  0.06745  0.05969  0.05145  0.04277  0.03370  0.02431  0.01468  0.00491  0.00000

			 

			U(m/s) =0.13968  0.13968  0.13966  0.13962  0.13958  0.13951  0.13944  0.13934  0.13923  0.13909  0.13894  0.13875  0.13853  0.13828  0.13799  0.13765  0.13727  0.13682  0.13631  0.13573  0.13505  0.13429  0.13341  0.13241  0.13127  0.12997  0.12850  0.12683  0.12493  0.12279  0.12038  0.11766  0.11461  0.11119  0.10738  0.10315  0.09846  0.09329  0.08761  0.08141  0.07469  0.06745  0.05969  0.05145  0.04277  0.03370  0.02431  0.01468  0.00491  0.00000

			 

			U(m/s) =0.13969  0.13969  0.13967  0.13964  0.13959  0.13953  0.13945  0.13936  0.13925  0.13912  0.13896  0.13878  0.13857  0.13832  0.13803  0.13770  0.13732  0.13689  0.13639  0.13581  0.13515  0.13440  0.13353  0.13255  0.13143  0.13015  0.12870  0.12705  0.12518  0.12307  0.12068  0.11799  0.11497  0.11159  0.10781  0.10360  0.09894  0.09379  0.08813  0.08194  0.07522  0.06796  0.06017  0.05189  0.04316  0.03402  0.02455  0.01483  0.00496  0.00000

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			U(m/s) =0.13823  0.13822  0.13819  0.13814  0.13807  0.13799  0.13788  0.13774  0.13759  0.13740  0.13718  0.13694  0.13665  0.13632  0.13595  0.13552  0.13504  0.13449  0.13387  0.13318  0.13238  0.13149  0.13049  0.12935  0.12808  0.12664  0.12503  0.12322  0.12119  0.11893  0.11639  0.11357  0.11043  0.10695  0.10309  0.09884  0.09417  0.08906  0.08349  0.07745  0.07094  0.06396  0.05652  0.04865  0.04040  0.03180  0.02292  0.01384  0.00463  0.00000

			 

			U(m/s) =0.13821  0.13820  0.13817  0.13812  0.13805  0.13796  0.13785  0.13772  0.13756  0.13737  0.13715  0.13690  0.13661  0.13627  0.13589  0.13546  0.13497  0.13442  0.13379  0.13308  0.13228  0.13138  0.13036  0.12921  0.12792  0.12646  0.12483  0.12300  0.12095  0.11866  0.11610  0.11325  0.11009  0.10658  0.10270  0.09843  0.09374  0.08861  0.08303  0.07699  0.07048  0.06351  0.05610  0.04827  0.04007  0.03153  0.02272  0.01372  0.00459  0.00000

			 

			U(m/s) =0.13821  0.13820  0.13817  0.13812  0.13805  0.13796  0.13785  0.13772  0.13756  0.13737  0.13715  0.13690  0.13661  0.13627  0.13589  0.13546  0.13497  0.13442  0.13379  0.13308  0.13228  0.13138  0.13036  0.12921  0.12792  0.12646  0.12483  0.12300  0.12095  0.11866  0.11610  0.11325  0.11009  0.10658  0.10270  0.09843  0.09374  0.08861  0.08303  0.07699  0.07048  0.06351  0.05610  0.04827  0.04007  0.03153  0.02272  0.01372  0.00459  0.00000

			 

			**VELOCITY V(m/s)**

			V(m/s) =0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000

			 

			V(m/s) =0.00000  0.00001  0.00001  0.00002  0.00003  0.00003  0.00004  0.00005  0.00006  0.00007  0.00009  0.00010  0.00012  0.00013  0.00016  0.00018  0.00021  0.00024  0.00027  0.00031  0.00036  0.00041  0.00047  0.00053  0.00061  0.00069  0.00078  0.00089  0.00100  0.00114  0.00128  0.00144  0.00161  0.00180  0.00201  0.00223  0.00246  0.00271  0.00297  0.00323  0.00349  0.00375  0.00400  0.00424  0.00445  0.00462  0.00476  0.00486  0.00491  0.00491

			 

			V(m/s) =0.00000  0.00002  0.00004  0.00006  0.00008  0.00010  0.00013  0.00015  0.00018  0.00022  0.00025  0.00030  0.00035  0.00040  0.00046  0.00054  0.00062  0.00071  0.00081  0.00093  0.00107  0.00122  0.00139  0.00159  0.00181  0.00206  0.00234  0.00265  0.00300  0.00339  0.00382  0.00430  0.00482  0.00539  0.00601  0.00667  0.00738  0.00812  0.00889  0.00968  0.01048  0.01127  0.01203  0.01273  0.01337  0.01391  0.01434  0.01463  0.01478  0.01478

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			  V(m/s) =0.00000 -0.00003 -0.00006 -0.00009 -0.00012-0.00015

			-0.00018 -0.00022 -0.00026 -0.00030 -0.00035 -0.00040-0.00046

			-0.00053 -0.00060 -0.00068 -0.00078 -0.00088 -0.00099-0.00112

			-0.00127 -0.00143 -0.00161 -0.00182 -0.00204 -0.00230-0.00258

			-0.00289 -0.00323 -0.00361 -0.00403 -0.00449 -0.00498-0.00552

			-0.00609 -0.00670 -0.00735 -0.00802 -0.00871 -0.00941-0.01011

			-0.01080 -0.01146 -0.01206 -0.01261 -0.01306 -0.01342-0.01367

			 –0.01380-0.01380

			 

			  V(m/s) =0.0000  -0.00001 -0.00002 -0.00003 -0.00004-0.00005

			-0.00006 -0.00007 -0.00009 -0.00010 -0.00012 -0.00013-0.00015

			-0.00018 -0.00020 -0.00023 -0.00026 -0.00020 -0.00033-0.00038

			-0.00042 -0.00048 -0.00054 -0.00061 -0.00068 -0.00077-0.00086

			-0.00097 -0.00108 -0.00121 -0.00135 -0.00150 -0.0016 -0.00184

			-0.0020  -0.00224 -0.00245 -0.00267 -0.00290 -0.00314-0.00330

			-0.00360 -0.00381 -0.00401 -0.00419- 0.00434 -0.00446-0.00454

			-0.00459-0.00459

			 

			V(m/s) =0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000  0.00000

			 

			**VELOCITY POTENTIAL PHI (m2/s)

			         PHI(m2/s)=       10.00000  9.86032  9.72065  9.58101  9.44140  9.30186  9.16237  9.02298  8.88369  8.74452  8.60550  8.46665  8.32800  8.18958  8.05144  7.91361  7.77613  7.63907  7.50249  7.36645  7.23104  7.09634  6.96247  6.82952  6.69765  6.56698  6.43770  6.30999  6.18405  6.06012  5.93846  5.81936  5.70314  5.59015  5.48075  5.37538  5.27446  5.17846  5.08789  5.00324  4.92506  4.85386  4.79016  4.73448  4.68726  4.64894  4.61987  4.60032  4.59050  4.59050

			 

			PHI(m2/s)=        10.00000  9.86032  9.72065  9.58101  9.44140  9.30186  9.16237  9.02298  8.88369  8.74452  8.60550  8.46665  8.32800  8.18958  8.05144  7.91361  7.77613  7.63907  7.50249  7.36645  7.23104  7.09634  6.96247  6.82952  6.69765  6.56698  6.43770  6.30999  6.18405  6.06012  5.93846  5.81936  5.70314  5.59015  5.48075  5.37538  5.27446  5.17846  5.08789  5.00324  4.92506  4.85386  4.79016  4.73448  4.68726  4.64894  4.61987  4.60032  4.59050  4.59050

			 

			PHI(m2/s)=          10.0000  9.86031  9.72062  9.58097  9.44135  9.30179  9.16229  9.02288  8.88357  8.74438  8.60533  8.46645  8.32777  8.18932  8.05113  7.91325  7.77572  7.63860  7.50195  7.36583  7.23032  7.09553  6.96153  6.82846  6.69643  6.56560  6.43613  6.30821  6.18204  6.05785  5.93590  5.81649  5.69992  5.58654  5.47674  5.37092  5.26953  5.17304  5.08196  4.99679  4.91807  4.84635  4.78216  4.72600  4.67837  4.63969  4.61034  4.59060  4.58068  4.58068

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			PHI(m2/s)=          10.000 9.86177  9.72357  9.58540

			9.44729  9.30925  9.17132  9.03350  8.89583  8.75833  8.62103  8.48396  8.34716  8.21066  8.07451  7.93877  7.80347  7.66869  7.53448  7.40094  7.26813  7.13617  7.00515  6.87519  6.74644  6.61904  6.49316  6.36898  6.24672  6.12660  6.00887  5.89381  5.78173  5.67295  5.56783  5.46676  5.37014  5.27841  5.19202  5.11143  5.03712  4.96955  4.90920  4.85651  4.81190  4.77572  4.74830  4.72988  4.72062  4.72062

			 

			PHI(m2/s)=        10.00000  9.86179  9.72361  9.58546  9.44736  9.30935  9.17144  9.03365  8.89600  8.75853  8.62126  8.48423  8.34747  8.21101  8.07492  7.93922  7.80399  7.66928  7.53515  7.40169  7.26898  7.13713  7.00623  6.87641  6.74781  6.62058  6.49488  6.37092  6.24888  6.12901  6.01156  5.89681  5.78506  5.67663  5.57190  5.47124  5.37505  5.28376  5.19783  5.11770  5.04385  4.97675  4.91683  4.86454  4.82028  4.78441  4.75722  4.73896  4.72979  4.72979

			 

			PHI(m2/s)=        10.00000 9.86179   9.72361  9.58546  9.44736  9.30935  9.17144  9.03365  8.89600  8.75853  8.62126  8.48423  8.34747  8.21101  8.07492  7.93922  7.80399  7.66928  7.53515  7.40169  7.26898  7.13713  7.00623  6.87641  6.74781  6.62058  6.49488  6.37092  6.24888  6.12901  6.01156  5.89681  5.78506  5.67663  5.57190  5.47124  5.37505  5.28376  5.19783  5.11770  5.04385  4.97675  4.91683  4.86454  4.82028  4.78441  4.75722  4.73896  4.72979  4.72979

			 

			Στο Σχήμα 6.10 φαίνεται η κατανομή της διαμήκους, δηλαδή της αξονικής ταχύτητας U (m/s) κατά πλάτος του αγωγού στις θέσεις α) 42.0 (m), β) 44.0 (m) και γ) 48.0 (m) από την είσοδο, αντίστοιχα. Το συνολικό πλάτος των 17.5 (m) αναφέρεται σε σμμετρική απόσταση γύρω από την κεντρική ροϊκή γραμμή. Παράλληλα, στο Σχήμα 6.11 δείχνεται η κατανομή της εγκάρσιας ταχύτητας V (m/s) κατά πλάτος του αγωγού στις θέσεις α) 42.0 (m), β) 44.0 (m) και γ) 48.0 (m) από την είσοδο, αντίστοιχα.
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			Σχήμα 6.10 Κατανομή της διαμήκους (αξονικής) ταχύτητας U (m/s) κατά πλάτος του αγωγού στις θέσεις ,a) 42.0 (m), β) 44.0 (m) και γ) 48.0 (m) από την είσοδο. Το συνολικό πλάτος των 17.5 (m) αναφέρεται στη συμμετρική πέριξ της κεντρικής ροϊκής γραμμής εγκάρσια απόσταση.
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			Σχήμα 6.11 Κατανομή της εγκάρσιας ταχύτητας V (m/s) κατά πλάτος του  αγωγού στις θέσεις a) 42.0 (m), β) 44.0 (m) και γ) 48.0 (m) από την είσοδο (Σχήμα 6.6). Το συνολικό πλάτος των 17.5 (m) αναφέρεται στη συμμετρικά πέριξ της κεντρικής ροϊκής γραμμής εγκάρσια απόσταση.

			 

			6.4 ΡΟΗ ΕΝΤΟΣ ΠΟΡΩΔΩΝ ΜΕΣΩΝ, gwflow

			6.4.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική gwflow (Ground water flow)

			 

			Στο παρακάτω πρόβλημα κορεσμένης ροής της Υπόγειας Υδραυλικής το πεδίο των πιέσεων ικανοποιεί την εξίσωση Laplace (Κουτίτας, 1982; Σούλης, 1986; Holt, 1977)::

			 

			[image: Equation-6.29.jpg] 

			(6.29)

			[image: Equation-6.30.jpg] 

			(6.30)

			 

			όπου Κ συντελεστής διαπερατότητας του πορώδους υλικού και Φ (=p/ρg +z) το υδραυλικό φορτίο. Η αριθμητική εξίσωση των κεντρικών διαφορών της Εξ. 6.29 γράφεται:

			 

			[image: Equation-6.31.jpg] 

			(6.31)

			 

			Για συνθήκη απλής ροής τίθεται η τιμή της συνάρτησης δυναμικού Φ, ώστε να εκφράσει τις ταχύτητες που επικρατούν στην είσοδο ή/και στην έξοδο. Επί των στερεών ορίων η κάθετη συνιστώσα της ταχύτητας [image: E_8.jpg] προς το τοίχωμα τίθεται ίση με μηδέν και η τιμή του φορτίου Φ λαμβάνεται με μια διαφορά προς τα εμπρός ή προς τα πίσω, κατά το δοκούν, σε σχέση με το προς επίλυση πρόβλημα. Επομένως, επί παραδείγματι οι τιμές της Φ στην ΙΚ (Σχήμα 6.12) είναι ίδιες με τις τιμές της Φ στη ΛΜ. Με πεπερασμένες διαφορές οι ταχύτητες U, V γράφονται:

			 

			[image: Equation-6.32.jpg] 

			(6.32)

			 

			[image: E:\1 NTFS\Academic DUTH\Σούλης Ιωάννης\Καλλιπος\αρχεια παραδοσης\αρχεια παραδοσης μετά τη γλωσσική επιμέλεια v.1\jvsoulis σχηματα\επεξεργασία πρωτότυπων αρχείων\Κεφάλαιο 6\Σχήμα 6.12.jpg] 

			Σχήμα 6.12 Υπολογιστικό δίκτυο του πορώδους χώρου ροής για τον υπολογισμό της διαφεύγουσας παροχής κάτωθι του φράγματος. O δείκτης J μεταβάλλεται κατά τη x διεύθυνση (οριζόντια), ενώ ο δείκτης I κατά την y διεύθυνση (κατακόρυφα).

			6.4.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος gwflow 

			 

			Το φορτίο Φ (=F(Ι,J)) σε (m) στην επιφάνεια ΑΒ (Σχήμα 6.12) ισούται με 30.0 (m) και η διαφορά φορτίου μεταξύ των επιφανειών ΑΒ και ΓΔ είναι 20.0 (m). Στα όρια ΑΗ και ΔΘ η τιμή του φορτίου είναι 30.0 (m) και 10.0 (m) λόγω υδροστατικής κατανομής, αντίστοιχα. Ο χώρος έχει διακριτοποιηθεί με Δx (=DX) ίσο με 10.0 (m) και Δy (=DY) ίσο με 10.0 (m). O συντελεστής διαπερατότητας του πορώδους υλικού Κ (=K) είναι 1.0 (mm/s). Ζητείται να υπολογιστεί η διαφεύγουσα παροχή κάτωθι του φράγματος. Η διακριτοποίηση του χώρου ροής δείχνεται επίσης στο Σχήμα 6.13.
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			Σχήμα 6.13 Υπολογιστικό δίκτυο του πορώδους χώρου ροής με τις οριακές συνθήκες και τον τρόπο υπολογισμού της παροχής διήθησης (m3/s/m)

			Οι οριακές συνθήκες του προβλήματος είναι:

			 

			
					.	στην ΑΒ: Φ=30.0 (m),

					.	στη ΓΔ: Φ=10.0 (m),

					.	στην ΑΗ: Φ=30.0 (m),

					.	στη ΔΘ: Φ=10.0 (m),

					.	στην ΗΘ, η οποία είναι αδιαπέραστο όριο, ισχύει Κ [image: Equation-H_4.jpg], επομένως οι τιμές της Φ στην ΙΚ (Σχήμα 6.12) είναι ίδιες με τις τιμές της Φ στη ΛΜ, 

					.	στη ΒΕ, η οποία είναι αδιαπέραστο όριο, ισχύει Κ [image: Equation-I_3.jpg], επομένως η τιμή της Φ στη Ν είναι ίδια με την τιμή της Φ στο Ο,

					.	στην ΕΖ, η οποία είναι αδιαπέραστο όριο, ισχύει Κ [image: Equation-H_4.jpg], επομένως η τιμή της Φ στο Ξ είναι ίδια με την τιμή της Φ στο Π.

			

			 

			Αναλυτική παρουσίαση των οριακών συνθηκών παρατίθεται στο Σχήμα 6.13. Για να επιλυθεί το πρόβλημα γίνεται μια αρχική εκτίμηση των τιμών της Φ στο πεδίο ροής. Η εκτίμηση αυτή αποτελεί την πρώτη ανακύκλωση.

			6.4.3 Δεδομένα του προγράμματος gwflow

			 

			Στην αρχή του προγράμματος gwflow.f90 υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. O δείκτης J μεταβάλλεται κατά τη x διεύθυνση (οριζόντια), ενώ ο δείκτης I κατά την y διεύθυνση (κατακόρυφα). Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο gwflow.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 6 (=IMUP στο πρόγραμμα gwflow.f90) δείχνει τον μέγιστο αριθμό των Δy, ενώ ο δεύτερος αριθμός 4 (=ΙMDΑΜ) δείχνει τον αριθμό των Δy, όπου βρίσκεται η βάση του φράγματος. Ο αριθμός 5 (=IMDOWN) δείχνει τον αριθμό των Δy, όπου βρίσκεται η στέψη του φράγματος.

			2η Γραμμή. Ο αριθμός 8 (=JM) δίνει τον μέγιστο αριθμό των Δx, ενώ ο δεύτερος αριθμός 4 (=JUP) δείχνει τον αριθμό των Δx, όπου βρίσκεται η αρχή της βάσης του φράγματος. Ο αριθμός 6 (=JDOWN) δείχνει τον αριθμό των Δx, όπου βρίσκεται το τέλος του φράγματος.

			3η Γραμμή. Οι αριθμοί 70.0, 70.0, 70.0, 70.0, 70.0, 70.0 (=IMUP) δίνουν τις τιμές του φορτίου Φ στο αριστερό τμήμα του φράγματος (Σχήμα 6.9), γραμμή ΑΗ.

			4η Γραμμή. Οι αριθμοί 10.0, 10.0, 10.0, 10.0, 10.0 (=IMDOWN) δίνουν τις τιμές του φορτίου Φ στο δεξιό τμήμα του φράγματος (Σχήμα 6.9), γραμμή ΔΘ.

			5η Γραμμή. Οι αριθμοί 70.0, 70.0, 70.0, 70.0 (=JUP) δίνουν τις τιμές του φορτίου Φ στο πάνω αριστερό τμήμα του φράγματος (Σχήμα 6.9), γραμμή AB.

			6η Γραμμή. Οι αριθμοί 10.0, 10.0, 10.0 (=JDOWN) δίνουν τις τιμές του φορτίου Φ στο πάνω δεξιά τμήμα του φράγματος (Σχήμα 6.10), γραμμή ΓΔ.

			7η Γραμμή. 0.00002 (=K) είναι ο συντελεστής διαπερατότητας του πορώδους μέσου, 10.0 (=DΧ), είναι το μήκος του χωρικού βήματος Δx, 10.0 (=DY) είναι το μήκος του χωρικού βήματος Δy.

			Πιο αναλυτικά, από την παράθεση του προγράμματος gwflow.dat:

			 

			IMUP=6, ΙMDΑΜ=4, IDOWN=5

			JM=8,   JUP=4, JDOWN=6

			F(I,1) (I=1,IMUP)= 70.0, 70.0, 70.0, 70.0, 70.0, 70.0

			F(I,JM) (I=1,IMDOWN)= 10.0, 10.0, 10.0, 10.0, 10.0, 10.0

			F(IMUP,J) (J=1,JUP)=70.0, 70.0, 70.0, 70.0

			F(IMDOWN,J) (J=JDOWN,JM)=      10.0, 10.0, 10.0

			 K=0.00002,   DX=10.0,    DY=10.0

			 

			Η παράθεση των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο gwflow.dat και έχει ως εξής:

			 

			6     4     5

			8     4     6

			 

			70.0   70.0  70.0  70.0  70.0  70.0

			10.0   10.0  10.0  10.0  10.0  10.0

			 

			70.0   70.0  70.0  70.0

			 

			10.0  10.0  10.0

			 

			0.00002  10.0  10.0

			6.4.4 Παράθεση του προγράμματος gwflow

			 

			Το πρόγραμμα gwflow.f90 δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			6.4.5 Αποτελέσματα του προγράμματος gwflow

			 

			Τα αποτελέσματα δίνονται στον φάκελο gwflow.out.

			 

			6  4  5

			8  4  6

			 

			70.00000  70.00000  70.00000   70.00000   70.00000   70.00000

			 

			10.00000  10.00000   10.00000   10.00000   10.00000

			 

			70.00000   70.00000   70.00000   70.00000

			 

			10.00000   10.00000   10.00000

			 

			1.9999999E-05   10.00000   10.00000

			 

			No of iterations =       1 Maximum differences inF =  40.7421875000  5.7812500000  1.9140625000

			 

			No of iterations =       2 Maximum differences inF =  14.5605468750  2.1130371094  4.1186523438

			 

			No of iterations =       3 Maximum differences inF =  10.9877014160  1.2346649170  6.7324829102

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………

			No of iterations =     104 Maximum differences inF =  0.0000000000  0.0000000000  0.0000038147

			 

			No of iterations =     105 Maximum differences inF =  0.0000000000  0.0000000000  0.0000038147

			 

			No of iterations =     106 Maximum differences inF =  0.0000000000  0.0000000000  0.0000000000

			 

			Position I =  1, Velocity  u (m/s) (underneath dam) = 0.00002

			 

			Position I =  2, Velocity  u (m/s) (underneath dam) = 0.00002

			 

			Position I =  3, Velocity  u (m/s) (underneath dam) = 0.00003

			 

			Position I =  4, Velocity  u (m/s) (underneath dam)   0.00005

			 

			Discharge q (m3/day/m) =  82.28500

			 

			Ο υπολογισμός της παροχής κάτωθι του φράγματος γίνεται ως εξής. Λαμβάνεται μια διατομή, έστω η zz΄ (Σχήμα 6.13) και υπολογίζονται οι παροχές Q1, Q2, Q3 και Q4 των επιμέρους τμημάτων. Η ταχύτητα U υπολογίζεται από την Εξ. 6.32 και η παροχή π.χ. Q2=U11 Δy όπου Δy=10.0 (m) και [image: Equation-J_4.jpg]. Η ταχύτητα V θεωρείται μηδενική σχετικά με την U και παραλείπεται από τους υπολογισμούς. Η ολική παροχή θα είναι, Q=Q1+Q2+Q3+Q4= 82.285 (m3/day/m). Να σημειωθούν οι τιμές των Δy=5.0 (m), πλησίον των στερεών ορίων και επίσης Δy=10.0 (m), ενδιάμεσα κατά τον υπολογισμό της παροχής ανά μονάδα πλάτους του φράγματος στην περιοχή κάτω από αυτό.

			 

			6.5 ΜΕΤΑΦΟΡΑ KAI ΔΙΑΧΥΣH, advdif

			6.5.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική advdif (Advection-diffusion)

			 

			Διάχυση είναι η τάση των μορίων μιας ουσίας να διασπείρονται από περιοχές υψηλότερης συγκέντρωσης προς τις περιοχές μικρότερης συγκέντρωσης. Η τάση αυτή εκδηλώνεται με αντίστοιχη μετακίνηση των μορίων. Τούτο σημαίνει πως η μετακίνηση των μορίων γίνεται και προς τις τρεις κατευθύνσεις με μεγαλύτερο ρυθμό από την περιοχή της υψηλότερης συγκέντρωσης. 

			H εξίσωση που ελέγχει τη μεταφορά και διάχυση έχει τη μορφή (Κουτίτας, 1982; Κουτίτας, Χ.Γ, Ghiaetal.,1994; Ferziger&Peric, 1999):

			 

			[image: Equation-6.33.jpg] 

			(6.33)

			 

			Στην εξίσωση αυτή C είναι η συγκέντρωση του ρύπου και Ε ο συντελεστής διάχυσης. Εάν ο συντελεστής διάχυσης Ε είναι σταθερός και ανεξάρτητος του βαθμωτού μεγέθους C (ρύπου), τότε:

			 

			[image: Equation-6.34.jpg] 

			(6.34)

			 

			Για την επίλυση του προβλήματος θα χρησιμοποιηθεί η μέθοδος των πεπερασμένων διαφορών κάνοντας χρήση της ρητής τεχνικής Mac-Cormack. Στο ρητό αυτό αριθμητικό σχήμα η αναπαράσταση της χρονικής μεταβολής, η οποία χρησιμοποιείται ως ψευδοχρονική επαύξηση, γίνεται με τη χρήση δύο βημάτων, πρόβλεψης- διόρθωσης, ενώ η χωρική μεταβολή στο πρώτο βήμα χρησιμοποιεί προς τα εμπρός διαφορά, ενώ στο δεύτερο κεντρική ως κατωτέρω:

			 

			Πρώτο βήμα,

			 

			[image: Equation-6.35.jpg] 

			(6.35)

			 

			Δεύτερο βήμα,

			 

			[image: Equation-6.36.jpg] 

			(6.36)

			 

			όπου [image: Equation-K_4.jpg] είναι η προκύπτουσα τιμή της συνάρτησης f(u)=UC κάνοντας χρήση της ενδιάμεσης τιμής [image: Equation-M_2.jpg]και [image: Equation-N_2.jpg] είναι η προκύπτουσα τιμή της συνάρτησης g(u)=VC κάνοντας χρήση της ενδιάμεσης τιμής [image: Equation-M_2.jpg] κ.ο.κ. To αριθμητικό αυτό σχήμα είναι δεύτερης τάξης ακριβείας.

			6.5.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος advdif 

			 

			Nα υπολογισεί η μετάδοση του ρύπου C (=C(Ι,J)) σε (cm3/cm3) συναρτήσει του χρόνου t (=T) σε (s) εντός χώρου διαστάσεων 40.0 x 40.0 (m)x(m) (Σχήμα 6.14). Ο συντελεστής διάχυσης Κ (=ΚΧ=ΚΥ) είναι σταθερός κατά τις x, y διευθύνσεις και ίσος με 0.1 (m2/s). O χώρος στον οποίο εφαρμόζεται ο ρύπος έχει συγκέντρωση C (=CORION), ενώ είναι ίσος προς 1.0 (cm3/cm3) και βρίσκεται στη θέση (I,J)=(20.0, 20.0), ενώ παραμένει σταθερός σε όλες τις χρονικές στιγμές. Σ’ όλο τον υπόλοιπο χώρο οι αρχικές συνθήκες απαιτούν συγκέντρωση C (=CARX) ίση με 0.0 (cm3/cm3), H ταχύτητα U (=U) μεταφοράς του ρύπου είναι 0.2 (m/s) και η ταχύτητα V (=V) είναι 0.2 (m/s).
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			Σχήμα 6.14 Υπολογιστικός χώρος για την επίλυση του προβλήματος διάχυσης-μεταφοράς της συγκέντρωσης C ρύπου που εφαρμόζεται στη θέση (IP,JP)=(20,20). O δείκτης J μεταβάλλεται κατά τη x διεύθυνση (οριζόντια), ενώ ο δείκτης I κατά την y διεύθυνση (εγκάρσια).

			6.5.3 Δεδομένα του προγράμματος advdif

			 

			Στην αρχή του προγράμματος advdif.f90 υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. O δείκτης J μεταβάλλεται κατά τη x διεύθυνση (οριζόντια), ενώ ο δείκτης I κατά την y διεύθυνση (εγκάρσια). Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο advdif.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. 40 (=ΙΜ στο πρόγραμμα advdif.f90) είναι ο αριθμός των Δy υποδιαιρέσεων, 40 (=JΜ) είναι ο αριθμός των Δx υποδιαιρέσεων, 20 (=IP) είναι ο δείκτης για την Ι θέση του ρύπου, 20 (=JP) είναι ο δείκτης για την J θέση του ρύπου, 10000 (=NMAX) είναι ο μέγιστος αριθμός επαναλήψεων.

			2η Γραμμή. 1 (=DX) είναι το χωρικό βήμα Δx κατά την x διεύθυνση. Στη δεύτερη θέση 1 (=DΥ) είναι το χωρικό βήμα Δy=1.0 (m) κατά την y διεύθυνση. Στην τρίτη θέση 0.1 (=DT) είναι το χρονικό βήμα Δt, 0.2 (=U) είναι η ταχύτητα U κατά την x διεύθυνση. 0.2 (=V) είναι η ταχύτητα V κατά την y διεύθυνση.

			3η Γραμμή. 0.1 (=ΚΧ) είναι η τιμή του συντελεστή διάχυσης Kx=0.1 κατά την x διεύθυνση, 0.1 (=ΚΥ) είναι η τιμή του συντελεστή διάχυσης Ky=0.1 κατά την y διεύθυνση, 1.0 (=CORION) είναι η τιμή του βαθμωτού μεγέθους C=1.0 στο όριο που εφαρμόζεται. 0.0 (=CΑRΧ) είναι η αρχική τιμή του βαθμωτού μεγέθους C στο πεδίο ροής πλην του ορίου.

			4η Γραμμή. 20, 30, 40… (=(IPRINT(I)) για Ι=1 μέχρι 10 είναι ο αριθμός του χρόνου, στον οποίο ζητούνται αναλυτικά οι τιμές των φυσικών ποσοτήτων ροής.

			Πιο αναλυτικά, από την παράθεση του προγράμματος advdif.dat:

			 

			IM=40,  JM=40, IP=20, JP=20, NMAX=10000

			DX=1.0,DY=1.0, DT=0.1, U=0.2,      V=0.2

			KX=0.1, KY=0.1,    CORION=1.0,   CARX=0.0

			(IPRINT(I) (I=1,10) 20, 30, 40, 50, 60, 70,80,1000,1500, 3000

			 

			Η παράθεση των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο advdif.dat και έχει ως εξής:

			 

			40    40    20    20  10000

			1.0   1.0   0.1   0.2    0.2

			0.1   0.1   1.0    0.0

			20   30   40   50   60   70   80  1000  1500  3000

			6.5.4 Παράθεση του προγράμματος advdif

			 

			Το πρόγραμμα advdif.f90 δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			6.5.5 Αποτελέσματα του προγράμματος advdif

			 

			Τα αποτελέσματα δίνονται στον φάκελο advdif.out.

			 

			40       40             20           20       10000

			1.000000   1.0000    1.00000E-01  2.00000E-01 2.00000E-01 1.0000E-01    1.00000E-01     1.000000   0.000E+00

			20  30  40  50  60  70  80  1000  1500  3000 ………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			/Concentration C (m3/m3)at time(s)=99.999 / No of time steps = 1000

			………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			19 J=    .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00001  -.00006  -.00240   .00757   .00433   .00217   .00093   .00031   .00004  -.00006  -.00008  -.00007  -.00005  -.00004   -.0000  -.00001  -.00001  -.00001  .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000

			 

			 20 J=    .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000  -.00002   -.0012   .00757  1.00000   .49806   .25022   .12569   .06308   .03160   .01579   .00786   .00389   .00192   .00094   .00045   .00022   .00010   .00005    .00002   .00001   .00000   .00000   .00000   .00000

			 

			 21 J=   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000   .00000  -.00002   -.0012   .00433   .49806   .49781   .37390   .24980   .15648   .09408   .05496   .03142   .01766   .00979   .00536   .00291   .00156   .00083   .00044   .00023   .00012   .00006   .00003   .00002   .00000

			………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			Στο Σχήμα 6.15 φαίνεται η κατανομή της συγκέντρωσης του ρύπου C (cm3/cm3) κατά μήκος της y διεύθυνσης στη θέση x=20.0 (m) μετά από διήθηση t=500.0 (s). Στο Σχήμα 6.16 δείχνεται η κατανομή της συγκέντρωσης του ρύπου C (cm3/cm3) κατά μήκος της x διεύθυνσης στη θέση y=20.0 (m) μετά από t=500.0 (s).
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			Σχήμα 6.15 Κατανομή της συγκέντρωσης του ρύπου C (cm3/cm3) κατά μήκος της y διεύθυνσης στη θέση x=20.0 (m) μετά από χρόνο t=500.0 (s)

			[image: E:\1 NTFS\Academic DUTH\Σούλης Ιωάννης\Καλλιπος\αρχεια παραδοσης\αρχεια παραδοσης μετά τη γλωσσική επιμέλεια v.1\jvsoulis σχηματα\επεξεργασία πρωτότυπων αρχείων\Κεφάλαιο 6\Σχήμα 6.16.jpg] 

			Σχήμα 6.16 Κατανομή της συγκέντρωσης του ρύπου C (cm3/cm3) κατά μήκος της x διεύθυνσης στη θέση y=20.0 (m) μετά από χρόνο t=500.0 (s)
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			7. ΔΙΣΔΙΑΣΤΑΤΕΣ ΡΟΕΣ, ΠΕΡΑΣΜΕΝOI ΟΓΚΟΙ

			Σύνοψη

			Στο Κεφάλαιο 7 «Δισδιάστατες Ροές, Πεπερασμένοι Όγκοι» παρατίθενται προγράμματα δισδιάστατης ροής με τη χρήση: α) της τεχνικής των πεπερασμένων όγκων με μετασχηματισμούς, όπως σταθερής ή ασταθούς ροής ελεύθερης επιφάνειας, ροής σε κλειστούς αγωγούς, διαχύσης-μεταφοράς και ροής σε πορώδη μέσα και β) της τεχνικής των πεπερασμένων όγκων στον φυσικό χώρο ροής χωρίς μετασχηματισμούς για επίλυση προβλημάτων ελεύθερης επιφάνειας. Η χρήση των υπολογιστικών τεχνικών για επίλυση προβλημάτων δισδιάστατης ροής είναι το πρώτο βήμα για την ανάπτυξη τρισδιάστατων προβλημάτων ροής. H παράθεση έχει ως εξής:

			
					1.	fvcom:  Συμπιεστή ροή, ρητή τεχνική πεπερασμένων όγκων,

					2.	fvincom: Ασυμπίεστη ροή, ρητή τεχνική πεπερασμένων όγκων,

					3.	fvunsat:  Ακόρεστη ροή, ρητή τεχνική πεπερασμένων όγκων,

					4.	fvunstdy: Ασταθής ροή ελεύθερης επιφάνειας, ρητή τεχνική πεπερασμένων όγκων,

					5.	fvocfimp: Σταθερή ροή ελεύθερης επιφάνειας, τεχνική πεπερασμένων,

					6.	pgοcfexp: Σταθερή ροή ελεύθερης επιφάνειας, ρητή τεχνική σε φυσικό υπολογιστικό δίκτυο.

			

			 

			Προαπαιτούμενη γνώση

			Αριθμητική ανάλυση, Γραμμική άλγεβρα,Μηχανική Ρευστών, Υδραυλική Μηχανική,Ροή ελεύθερης επιφάνειας, Συμπιεστή ροή, Ακόρεστη ροή

			 

			7.1 ΣΥΜΠΙΕΣΤΗ ΡΟΗ ΣΕ ΚΛΕΙΣΤΟΥΣ ΑΓΩΓΟΥΣ, fvcom 

			7.1.1 Τεχνική των πεπερασμένων όγκων

			Το μαθηματικό πλαίσιο στο οποίο βασίζεται ο υπολογισμός των ροών είναι ένα σύστημα μερικών διαφορικών εξισώσεων, οι οποίες περιγράφουν τους νόμους διατήρησης μάζας, ορμής και ενέργειας. Επειδή τα περισσότερα εφαρμοσμένα προβλήματα της Υδραυλικής Μηχανικής αναφέρονται σε πολύπλοκες γεωμετρικές κατασκευές, το σύστημα συντεταγμένων στο οποίο καταστρώνονται οι μερικές διαφορικές εξισώσεις, πρέπει να προσεγγίσει με ακρίβεια τη μορφή του πεδίου ροής κοντά στα καμπυλωμένα όρια. Το σύστημα συντεταγμένων πρέπει να λαμβάνει υπόψη την κίνηση των ορίων, η οποία θα μπορούσε να υπάρξει στο πρόβλημα, όπως την κίνηση βαλβίδων, τη ροή ελεύθερης επιφάνειας ύδατος, την κίνηση δικλείδων και εμβόλων, των παλμικών κινήσεων της κατασκευής. Σε πολλές περιπτώσεις απαιτείται η πύκνωση του υπολογιστικού πλέγματος σε περιοχές έντονης μεταβολής των φυσικών ποσοτήτων της ροής, όπως στη μεταβολή της πυκνότητας σε κρουστικό κύμα, στη μεταβολή του βάθους του ύδατος στο σχηματισμό υδραυλικού άλματος, στη μεταβολή των ταχυτήτων σε περιοχές αναστροφής ροής. Αντίθετα, σε περιοχές όπου οι μεταβολές των φυσικών χαρακτηριστικών είναι σχετικά μικρές ενδείκνυται η χρήση αραιού υπολογιστικού πλέγματος για το σκοπό εξοικονόμησης υπολογιστικού χρόνου (Central Processing Unit, CPU) και μνήμης. Επίσης, η αριθμητική τεχνική μπορεί να εφαρμοστεί σε χρονικά μεταβαλλόμενο μετασχηματισμό συστήματος συντεταγμένων (Σούλης&Μπέλλος, 1988). Για την αντιμετώπιση των παραπάνω περιπτώσεων οι μερικές διαφορικές εξισώσεις διατηρήσεως της μάζας, των ορμών και της ενέργειας γράφονται σε γενικευμένο σύστημα συντεταγμένων. Η πύκνωση ή αραίωση του υπολογιστικού πλέγματος μπορεί να γίνει βάσει των προσδοκώμενων μεταβολών των φυσικών ποσοτήτων ροής ή αυτόματα χρησιμοποιώντας κάποια από τις γνωστές τεχνικές κατασκευής υπολογιστικών πλεγμάτων, π.χ. επιλυτής Poisson. Τα ανωτέρω υπολογιστικά πλέγματα έχουν το πλεονέκτημα, όσον αφορά τα δισδιάστατα προβλήματα ροής, να ταυτίζουν τα καμπύλα όρια του πεδίου με υπολογιστικές γραμμές. Ανάλογη είναι η συμπεριφορά του μετασχηματισμού στον χώρο των τριών διαστάσεων, όπου οι καμπύλες οριακές επιφάνειες ταυτίζονται με επίπεδες επιφάνειες (Soulis, 1991). Με το μετασχηματισμό το δίκτυο καταλήγει σ’ ένα σύνολο αλληλοσυνδεδεμένων πεπερασμένων όγκων ή στοιχείων, π.χ. τετραγώνων προκειμένου για δισδιάστατα προβλήματα ή κύβων προκειμένου για τρισδιάστατα προβλήματα. Οι αριθμητικοί υπολογισμοί εκτελούνται κυρίως στον υπολογιστικό χώρο, όπου λόγω της ισαποστάσεως των κόμβων μπορεί να χρησιμοποιηθεί οποιοδήποτε αριθμητικό σχήμα πεπερασμένων διαφορών άρα και ευκολία προγραμματισμού. Το μεγαλύτερο πλεονέκτημα είναι η ευκολία και η ακρίβεια υπολογισμού των διάφορων τύπων οριακών συνθηκών των εφαρμοσμένων προβλημάτων Υδραυλικής Μηχανικής, όπως συνθήκη μηδενικής ταχύτητας κάθετης σε αδιαπέρατο τοίχωμα ή προδιαγραφείσα συνθήκη ταχυτήτων ή πιέσεων σε τμήμα του πεδίου ροής.

			Πολύ στενά συνδεδεμένη με τις μεθόδους των πεπερασμένων διαφορών και των πεπερασμένων στοιχείων είναι και η μέθοδος των πεπερασμένων όγκων. Η σχετικά νέα αυτή τεχνική φιλοδοξεί να συνδυάσει τα πλεονεκτήματα των πεπερασμένων διαφορών και των πεπερασμένων στοιχείων χωρίς να έχει τα μειονεκτήματά τους (Σούλης, 1986; Soulis, 1991). Επιγραμματικά, θα μπορούσε κάποιος να ισχυριστεί ότι το μεγαλύτερο μειονέκτημα των πεπερασμένων διαφορών είναι η δυσκολία με την οποία εφαρμόζονται οι οριακές συνθήκες, ιδίως όταν τα όρια του προβλήματος έχουν περίπλοκη γεωμετρία. Ενώ το μέγιστο των πλεονεκτημάτων τους είναι ότι απαιτείται ελάχιστο μαθηματικό υπόβαθρο, συνεπώς μπορεί να χρησιμοποιηθεί από πλειάδα ερευνητών. Τα πεπερασμένα στοιχεία ήρθαν για να καλύψουν το κενό των πεπερασμένων διαφορών στις περιπτώσεις περίπλοκης γεωμετρίας. Επειδή τα περισσότερα προβλήματα Μηχανικής απαιτούν τρισδιάστατη ανάλυση με πολύπλοκη γεωμετρία, η μέθοδος των πεπερασμένων στοιχείων είχε μεγάλη ανάπτυξη. Ναι μεν, τα προβλήματα αυτά λύθηκαν, όμως η βασική θεωρία των πεπερασμένων στοιχείων απαιτεί τον σχηματισμό εξισώσεων ροής, ο οποίος, μολονότι δεν είναι δύσκολος να πραγματοποιηθεί, εν τούτοις αποτρέπει τη χρήση τους από μεγάλο τμήμα της ερευνητικής κοινότητας. Η μέθοδος των πεπερασμένων όγκων, στη βασική της εκδοχή, θα μπορούσε να χαρακτηριστεί ως μέθοδος πεπερασμένων διαφορών, όπου όμως ο φυσικός χώρος έχει μετασχηματιστεί σε υπολογιστικό ή ως μέθοδος πεπερασμένων στοιχείων, όπου όμως δεν ακολουθείται ούτε ο λογισμός των μεταβολών ούτε η μέθοδος των σταθμισμένων υπολοίπων. Η μέθοδος των πεπερασμένων όγκων αρχίζει με πεπερασμένα στοιχεία, δηλαδή χρήση συναρτήσεων παρεμβολών ως βασικό μέσο μετασχηματισμού και καταλήγει στον σχηματισμό των κλασικών υπολογιστικών σχηματισμών των πεπερασμένων διαφορών. Η ανωτέρω περιγραφή είναι η επικρατούσα αντίληψη για το τι υπονοείται με τον όρο «πεπερασμένοι όγκοι». Με την ίδια ονομασία εμφανίζεται και η τεχνική της επίλυσης των εξισώσεων ροής σε φυσικό σύστημα συντεταγμένων, όπου δεν γίνεται κανένας μετασχηματισμός εξισώσεων ροής, βλέπε Παράγραφο 7.6.

			Προκειμένου, λοιπόν, να αυξηθούν η απόδοση, η ακρίβεια και η ευκολία εφαρμογής των οριακών συνθηκών ενός υπολογιστικού σχήματος, είναι δόκιμο να εκτελεστεί ένας μετασχηματισμός από τον φυσικό χώρο ροής στον υπολογιστικό χώρο. Ο μετασχηματισμός επιτρέπει την τοποθέτηση πάρα πολλών υπολογιστικών κόμβων σε περιοχές ροής με μεγάλη μεταβολή των κλίσεων των φυσικών ποσοτήτων ροής. Ο υπολογιστικός χώρος μπορεί, σε μία εκδοχή, να είναι τετράπλευρα σε 2D ροές ή εξάεδρα σε 3D ροές και διαιρείται σε ένα σύστημα κόμβων οι οποίοι ισαπέχουν μεταξύ τους. Για να επιλυθούν οι εξισώσεις στον υπολογιστικό χώρο, πρέπει πρώτα να μετασχηματισθούν από τον φυσικό χώρο ή γενικευμένο (global) στον υπολογιστικό ή τοπικό (local).

			7.1.2 Εξισώσεις ροής σε μετασχηματισμένο (τοπικό) σύστημα συντεταγμένων σε τρεις διαστάσεις

			 

			Εστω xi , i=1, 2, 3 οι συντεταγμένες ενός σημείου σ’ ένα σύστημα αναφοράς. Η ανάλυση θα μπορούσε να περιλάβει Ν συντεταγμένες. Εδώ θεωρούνται οι τρεις διαστάσεις του χώρου και η μία του χρόνου. ΄Εστω, λοιπόν, ότι [image: Equation-A_6.jpg], i=1, 2, 3 είναι οι συντεταγμένες αυτού του σημείου σε ένα νέο σύστημα αναφοράς. Ας υποτεθεί ότι υπάρχουν οι εξής γραμμικώς ανεξάρτητες σχέσεις μεταξύ των συντεταγμένων αυτών:

			 

			[image: Equation-7.1.jpg] 

			(7.1)

			 

			Εάν η συναρτησιακή ορίζουσα:

			 

			[image: Equation-7.2.jpg] 

			(7.2)

			 

			είναι διάφορη του μηδενός, τότε οι Εξ. 7.1 αποτελούν έναν μετασχηματισμό από το σύστημα συντεταγμένων xi στο[image: Equation-A_6.jpg] και αντίστροφα.

			Εάν οι ποσότητες Ε1, Ε2, Ε3 σ’ ένα σύστημα συντεταγμένων [image: Equation-B_6.jpg], συνδέονται με τις ποσότητες [image: Equation-C_6.jpg] σ’ ένα άλλο σύστημα συντεταγμένων [image: Equation-D_5.jpg] με τις εξισώσεις μετασχηματισμού:

			 

			[image: Equation-7.3.jpg] 

			(7.3)

			 

			τότε οι ποσότητες [image: Equation-C_6.jpg] ονομάζονται «ανταλλοίωτες συνιστώσες ενός διανύσματος» ή «συνιστώσες ανταλλοίωτου τανυστή πρώτης τάξης». Από τη θεωρία της τανυστικής ανάλυσης είναι γνωστό ότι η απόκλιση ενός διανύσματος E με συνιστώσες Ε1, Ε2, Ε3 στο σύστημα [image: Equation-B_6.jpg] μετασχηματίζεται ως (Σούλης&Μπέλλος, 1988):

			 

			[image: Equation-7.4.jpg] 

			(7.4)

			7.1.3 Εξισώσεις συνάρτησης δυναμικού σε μετασχηματισμένο (τοπικό) σύστημα συντεταγμένων σε τρεις διαστάσεις

			 

			Πολλά από τα προβλήματα Μηχανικής Ρευστών απαιτούν επίλυση με χρήση της συνάρτησης δυναμικού Φ. Εάν Φ είναι η συνάρτηση δυναμικού, τότε η Λαπλασιανή της είναι [image: Equation-E_5.jpg], μετασχηματίζεται δε σύμφωνα με την Εξ. 7.4 ως (Soulis, 1991):

			 

			[image: Equation-7.5.jpg] 

			(7.5)

			 

			όπου ο επαναλαμβανόμενος δείκτης i δηλώνει άθροισμα και gij είναι τα στοιχεία του αντίστροφου πίνακα,

			 G-1, όπου ο G είναι ο πίνακας:

			 

			[image: Equation-7.6.jpg] 

			(7.6)

			 

			με Η τον πίνακα του μετασχηματισμού και ΗT τον ανάστροφο αυτού. Η ορίζουσα h του μετασχηματισμού Η από το σύστημα συντεταγμένων x, y, z στο ξ, η, ζ είναι:

			 

			[image: Equation-7.7.jpg] 

			(7.7)

			 

			Πρέπει να χρησιμοποιηθούν οι παρακάτω εξισώσεις:

			 

			[image: Equation-7.8.jpg] 

			 

			(7.8)

			 

			H πλήρης έκφραση των gij (i, j= 1,2,3) είναι:

			[image: Equation-7.9.jpg] 

			(7.9)

			 

			με,

			 

			[image: Equation-7.10.jpg] 

			(7.10)

			 

			[image: Equation-7.11.jpg] 

			(7.11)

			7.1.4 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική συνάρτησης δυναμικού σε μετασχηματισμένο (τοπικό) σύστημα συντεταγμένων σε δύο διαστάσεις, fvcom (Finite-volume compressible)

			 

			Η ανάπτυξη της αριθμητικής τεχνικής θα γίνει στον χώρο των δύο διαστάσεων για ευκολότερη κατανόησή της. Η μετάβαση σε μια διάσταση θα είναι πολύ απλή. Η δισδιάστατη μορφή των ανωτέρω εξισώσεων μπορεί να ληφθεί θέτοντας στις ανωτέρω εξισώσεις [image: Equation-F_5.jpg]ενώ ισχύει [image: Equation-G_5.jpg]. Με ανάλογο συλλογισμό προκύπτει η μονοδιάστατη μορφή. O υπολογισμός των μερικών παράγωγων ως προς ξ, η, ζ είναι ευχερής, γιατί οι διαφορές Δξ, Δη, Δζ μπορούν να πάρουν σταθερή τιμή (μονάδα) και να μην συμπεριληφθούν στους υπολογισμούς.

			Ας εφαρμοστεί μετασχηματισμός στηριζόμενος σε μη γραμμικές παρεμβολές δεύτερης τάξης. Έτσι, στρεβλά τετράπλευρα του φυσικού χώρου (Σχήμα 7.1) απεικονίζονται σε τετράγωνα του υπολογιστικού χώρου (Σχήμα 7.2). Στην περίπτωση αυτή, οι συναρτήσεις παρεμβολής είναι οκτώ (8), ήτοι Ν1, Ν2,…Ν8 , και αντιστοιχούν με τους κόμβους του μη γραμμικού πεπερασμένου στοιχείου. Ισχύει:

			 

			[image: Equation-7.12.jpg] 

			(7.12)

			 

			[image: Equation-7.13.jpg] 

			(7.13)

			 

			όπου:

			 

			[image: Equation-7.14.jpg] 

			(7.14)
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			Σχήμα 7.1 Μη γραμμικές παρεμβολές δεύτερης τάξης. Στρεβλά τετράπλευρα του φυσικού χώρου x, y.

			[image: E:\1 NTFS\Academic DUTH\Σούλης Ιωάννης\Καλλιπος\αρχεια παραδοσης\αρχεια παραδοσης μετά τη γλωσσική επιμέλεια v.1\jvsoulis σχηματα\επεξεργασία πρωτότυπων αρχείων\Κεφάλαιο 7\Σχήμα 7.2.jpg] 

			Σχήμα 7.2 Τοπικές συντεταγμένες (Local) (ξ,η) για το αντίστοιχο στοιχείο του Σχήματος 7.1. Υπολογιστικός χώρος ροής

			 

			Ας θεωρηθεί ότι η ροή είναι δύο διαστάσεων, σταθερή, μη-συνεκτική και αστρόβιλη. Η ανάλυση δεν περιορίζεται σε ασυμπίεστη ροή, αλλά επεκτείνεται και στον χώρο της συμπιεστής ροής, όπως διηχητική ροή, (transonic flow). Στον φυσικό χώρο, όπου χρησιμοποιείται το Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων, οι εξισώσεις ροής είναι:

			 

			[image: Equation-7.15.jpg] 

			(7.15)

			 

			όπου ρ η πυκνότητα του ρευστού, Φ η συνάρτηση δυναμικού πεδίου και ισχύει,

			 

			[image: Equation-7.16.jpg] 

			(7.16)

			 

			όπου u, v οι ταχύτητες κατά τις x και y διευθύνσεις του φυσικού (Καρτεσιανού ή γενικευμένου) συστήματος συντεταγμένων αντίστοιχα. Προκειμένου η ανωτέρω εξίσωση να εφαρμοστεί σε ροή συμπιεστών αερίων, είναι:

			 

			[image: Equation-7.17.jpg] 

			(7.17)

			 

			και

			 

			[image: Equation-7.18.jpg] 

			(7.18)

			 

			όπου, ρο1 η ολική πυκνότητα του ρευστού, pο1 η ολική πίεση του ρευστού, Το1 η ολική θερμοκρασία του ρευστού και γ=cp/cv ο λόγος των ειδικών θερμοχωρητικοτήτων με σταθερή πίεση cp και με σταθερό όγκο cv. 

			Όταν εισαχθεί ο μετασχηματισμός του γενικευμένου x, y συστήματος συντεταγμένων στο τοπικό ξ, η σύστημα, η Εξ. 7.15 σε συνδυασμό με την Εξ. 7.5 γράφεται:

			 

			[image: Equation-7.19.jpg] 

			(7.19)

			 

			ή

			 

			[image: Equation-7.20.jpg] 

			(7.20)

			 

			όπου οι ταχύτητες U, V του τοπικού συστήματος συντεταγμένων ξ, η δίνονται ως:

			 

			[image: Equation-7.21.jpg] 

			(7.21)

			 

			[image: Equation-7.22.jpg] 

			(7.22)
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			(7.23)
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			(7.24)

			 

			[image: Equation-7.25.jpg] 

			(7.25)

			 

			[image: Equation-7.26.jpg] 

			(7.26)

			 

			Η ορίζουσα h του μετασχηματισμού Η είναι:

			 

			[image: Equation-7.27.jpg] 

			(7.27)

			 

			Οι φυσικές ταχύτητες συνδέονται με τις υπολογιστικές με τις εξισώσεις:

			 

			[image: Equation-7.28.jpg] 

			(7.28)

			 

			[image: Equation-7.29.jpg] 

			(7.29)

			 

			Eνα πρωτεύον πεπερασμένο στοιχείο, το οποίο είναι ένα στρεβλό τετράπλευρο του φυσικού χώρου (Σχήμα 7.3) αποτελείται από οκτώ (8) κόμβους, ενώ ένα δευτερεύον πεπερασμένο στοιχείο καλύπτει οκτώ (8) πρωτεύοντα πεπερασμένα στοιχεία (Σχήμα 7.4). Στο κέντρο του δευτερεύοντος πεπερασμένου στοιχείου αναφέρονται οι δείκτες i, j. Οι τοπικές συντεταγμένες μεταβάλλονται ως:

			 

			[image: Equation-7.30.jpg] 

			(7.30)

			 

			έτσι ώστε οι ακμές του τετραγώνου να βρίσκονται στα ξ=±1 και η=±1. Οι μερικές παράγωγοι της μεταβλητής, π.χ. x, στα κέντρα των πεπερασμένων στοιχείων, τα οποία βρίσκονται στα σημεία ξ=0 και η=0 υπολογίζονται από τις εξισώσεις:

			 

			[image: Equation-7.31.jpg] 

			(7.31)

			 

			με ανάλογες εξισώσεις για τις μερικές παράγωγους των y, ρhU, ρhV ως προς ξ και η. Τα Δξ και Δη είναι ίσα με το μοναδιαίο μήκος και έτσι παραλήφθηκαν από τους υπολογισμούς. Η Εξ. 7.20 μπορεί να αναπτυχθεί εφαρμόζοντάς την στα δευτερεύοντα στοιχεία κέντρου i, j και χρησιμοποιώντας τις Εξ. 7.31. Έτσι:
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			(7.32)
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			Σχήμα 7.3 ΄Ενα δευτερεύον στοιχείο καλύπτει οκτώ (8) πρωτεύοντα στοιχεία του φυσικού χώρου ροής.
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			Σχήμα 7.4 ΄Ενα δευτερεύον στοιχείο καλύπτει οκτώ (8) πρωτεύοντα στοιχεία του υπολογιστικού χώρου ροής.

			Η αριθμητική προσέγγιση των U, V στο κέντρο ενός πρωτεύοντος στοιχείου δίνεται (Εξ. 7.21) ως:

			 

			[image: Equation-7.33.jpg] 

			(7.33)

			 

			[image: Equation-7.34.jpg] 

			(7.34)

			 

			Αντικατάσταση των ανωτέρω τιμών στην Εξ. 7.32, μετά την εκτέλεση αριθμητικών πράξεων, δίνει:

			 

			[image: Equation-7.35.jpg] 

			(7.35)

			 

			όπου:

			 

			[image: Equation-7.36.jpg] 

			(7.36)

			 

			Το σύνολο των Εξ. 7.35 λύνεται με αριθμητικές επαναληπτικές τεχνικές αρχίζοντας με αρχική κατανομή των Φi,j. Για την επίλυση των προβλημάτων των πεπερασμένων όγκων του παρόντος συγγράμματος εφαρμόζεται παντού η αριθμητική τεχνική της χαλαρώσεως κατά Gauss-Seidel. Η υπορουτίνα trans.for επιλύει το πρόβλημα της διηχητικής ροής (βλέπε Appendix Ι στο Παράρτημα Ι). Οι υπορουτίνες two.for και three.for, που εφαρμόζουν τις οριακές συνθήκες, επιλύουν την αστρόβιλη ροή κατά μήκος της πρώτης και δεύτερης υπολογιστικής γραμμής, μέχρι να προχωρήσει η υπολογιστική διαδικασία από το στερεό όριο (Παράρτημα ΙΙ Two-dimensional unsaturated flow in irregularly shaped regions, Σχήματα 3a και 3b αντιστοίχως). Ακολουθεί ο κυρίως χώρος υπολογισμού της αστρόβιλης ροής που εκφράζεται με την υπορουτίνα mid.for που σαρώνει όλες τις υπολογιστικές γραμμές μέχρι την προηγούμενη από την προτελευταία. Ακολουθούν οι υπορουτίνες ims.for και imsp1.for, που εφαρμόζουν τις οριακές συνθήκες, για τον υπολογισμό του δυναμικού στην προτελευταία και τελευταία υπολογιστική σειρά του πεδίου ροής. Τέλος, καλείται η υπορουτίνα perbou.for για τον υπολογισμό της αστρόβιλης ροής στα περιοδικά όρια (Σχήμα 7.5).

			Λεπτομερής περιγραφή του θεωρητικού υποβάθρου και της αριθμητικής τεχνικής fvcom παρατίθεται στο Παράρτημα I: A finite volume method for two dimensional transonic potential flow through turbomachinery blade rows.

			7.1.5 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος fvcom

			 

			Στο Σχήμα 7.5 απεικονίζεται η γεωμετρία της σειράς πτερυγίων για συμπιεστή ροή. Η ολική πίεση Ρο1 (=PO1) στην είσοδο του πεδίου είναι 100000.0 (N/m2), η ολική θερμοκρασία επίσης στην είσοδο είναι Το1 (=ΤΟ1) ίση με 300.0ο (Κ) και η γωνία β1 (=Β1), με την οποία εισέρχεται το αέριο, είναι 0.76 (rad) μετρούμενη από την αξονική διεύθυνση. Καθορίζεται μια μέση ταχύτητα U (=UIN) ίση με 150.0 (m/s) για τον υπολογισμό του λόγου p2/po1. R (=ROO) είναι η σταθερά των τελείων αερίων ίση με 287.5 (kJ/kg K). Cp (=CP) είναι η θερμική χωρητικότητα των αερίων με σταθερή πίεση ίση με 1005.0 σε (kJ/kg K). Ο λόγος Cp/Cv (=GA), όπου Cv είναι η θερμική χωρητικότητα των αερίων με σταθερό όγκο ίση με 1.4. Ανάντη και κατάντη της σειράς των πτερυγίων και επί των οριακών γραμμών η ροή είναι περιοδική. Ζητείται να υπολογιστεί η κατανομή της πυκνότητας, των ταχυτήτων ροής και του αριθμού Mach στις επιφάνειες πίεσης και υποπίεσης της σειράς των πτερυγίων με την θεωρία της συνάρτησης δυναμικού Φ (=F(I,J)). Να γίνει η γραφική παράσταση της μεταβολής του αριθμού Mach με την αξονική απόσταση.
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			Σχήμα 7.5 Γεωμετρία σειράς πτερυγίων για συμπιεστή ροή. Ανάντη και κατάντη της σειράς εφαρμόζονται περιοδικές συνθήκες ροής. Ο δείκτης Ι μεταβάλλεται κατά μήκος του άξονα y και o δείκτης J κατά μήκος του άξονα x.

			Ο καθορισμός [image: Equation-H_5.jpg] μεταξύ της εισόδου και της εξόδου εκ του χώρου ροής επιβάλλει μια διαφορά δυναμικού [image: Equation-I_4.jpg], η οποία παραμένει πάντα σταθερή, διότι η τιμή της [image: Equation-J_5.jpg] τίθεται πάντα ίση με μια σταθερή τιμή, έστω 0.0 (m2/s), κατά τη διάρκεια των επαναλήψεων για την επίλυση του προβλήματος. Εφόσον η διαφορά παραμένει σταθερή, σταθερή παραμένει και η τιμή του δυναμικού [image: Equation-K_5.jpg]στην έξοδο. Η αξονική απόσταση Δx παραμένει πάντα σταθερή. Η επίλυση του προβλήματος να γίνει σε μετασχηματισμένο ξ, η σύστημα συντεταγμένων.

			7.1.6 Δεδομένα του προγράμματος fvcom

			 

			Στην αρχή του προγράμματος fvcom.for υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Οι x συντεταγμένες τοποθετήθηκαν κατά μήκος του άξονα των πτερυγίων και οι y συντεταγμένες ακολούθησαν τα άνω και κάτω όρια των πτερυγίων που αντιστοιχούν σε κάθε τιμή του x. Ο δείκτης Ι μεταβάλλεται κατά μήκος του άξονα y και o δείκτης J κατά μήκος του άξονα x. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο fvcom.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. 7 (=ΙΜ) στο πρόγραμμα fvcom.for είναι ο αριθμός των Δy υποδιαιρέσεων, 33 (=JΜ) είναι ο αριθμός των Δx υποδιαιρέσεων, 7 (=JLE) είναι ο αριθμός J του εμπρόσθιου στερεού ορίου, 26 (=JΤE) είναι ο αριθμός J του οπίσθιου στερεού ορίου, 2000 (=MAX) είναι ο μέγιστος αριθμός επαναλήψεων.

			2η Γραμμή. 10 (=ΙRE) εκτυπώνει για τη σύγκλιση κάθε 10 επαναλήψεις, 5 (=ΙCΟ) εφαρμόζει το κριτήριο Kutta σε κάθε 1 επανάληψη, 1 (=ISMO) εφαρμόζει εξομάλυνση σε κάθε επανάληψη, 1 (=ΙCUSP) εφαρμόζει εξομάλυνση σε κάθε 1 επανάληψη στη αρχή του στερεού ορίου. 

			3η Γραμμή- συντεταγμένες. -0.0475, -0.0375, -0.0275,…(=X(2,J)) είναι οι x (m) συντεταγμένες του γεωμετρικού χώρου ροής. Να αναφερθεί ότι οι x συντεταγμένες είναι ακριβώς ίδιες στο κάτω και στο άνω όριο. Τα δεδομένα εξαντλούνται με την περιγραφή της γεωμετρίας μετά από 33 σειρές τιμών.

			4η Γραμμή- συντεταγμένες. -0.0494, -0.039, -0.0286,…(=Y(2,J)) είναι οι y (m) συντεταγμένες του κάτω ορίου του χώρου ροής. Τα δεδομένα εξαντλούνται με την περιγραφή της γεωμετρίας μετά από 33 σειρές τιμών. 

			5η Γραμμή- συντεταγμένες. 0.0032, 0.0136, 0.0240,…(=Y(IMP1,J)) με ΙMP1=IM+1 είναι οι y (m) συντεταγμένες του άνω ορίου του χώρου ροής. Τα δεδομένα εξαντλούνται με την περιγραφή της γεωμετρίας μετά από 33 σειρές τιμών. 

			5η Γραμμή από το τέλος. 287.5 (=ROO) είναι η σταθερά R των τελείων αερίων, 1005.0 (=CP) είναι η θερμική χωρητικότητα Cp με σταθερή πίεση, 1.4 (=GA) είναι ο λόγος Cp/Cv,. 1.466 (=ΟΜΕGΑ) είναι ο συντελεστής υπερχαλαρώσεως. 0.0 (=ΑLF) είναι ο συντελεστής για αξονική και εφαπτομενική εξομάλυνση. 

			4η Γραμμή από το τέλος. 100000.0 (=PO1) ολική πίεση στην είσοδο του χώρου ροής, 300.0 (=ΤΟ1) είναι η ολική θερμοκρασία στην είσοδο, 0.76 (=Β1) είναι η γωνία εισόδου της ροής μετρούμενη από την αξονική διεύθυνση, 0.95 (=OO) είναι ο συντελεστής εξομάλυνσης για περιοδικά όρια.

			3η Γραμμή από το τέλος. 1.566 (=OCT) είναι συντελεστής υπερχαλαρώσεως για διηχητική ροή, 1.0 (=COC) ενισχυτικός συντελεστής, 1.0 (=C1) συντελεστής για διηχητικές περιοχές, 0.02 (=DT) συντελεστής μειούμενος με τον αριθμό επαναλήψεων.

			Προτελευταία γραμμή. 150 (=UIN) η μέση ταχύτητα για καθορισμό του λόγου p2/po1, 0.95 (=RFJUMP) ο συντελεστής χαλαρώσεως για περιοδικά όρια, 0.0 (=AHELP) ο συντελεστής χαλαρώσεως για τις πρώτες επαναλήψεις.

			Τελευταία γραμμή. 1000, 2000, 3000, 4000, 5000, (=(IPRINT(I)) είναι ο αριθμός επαναλήψεων της αριθμητικής τεχνικής, στον οποίο ζητούνται αναλυτικά οι τιμές των φυσικών ποσοτήτων ροής. 

			Πιο αναλυτικά, από την παράθεση του προγράμματος fvcom.dat:

			 

			IM=7, JM=33, JLE=7, JTE=26, MAX=2000

			IRE=200, ICO=1, ISMO=1,  ICUSP=1

			X(2,J) (J=1,JM)= -0.0475,-0.0375, -0.0275…

			Y(2,J) (J=1,JM)= -0.0494,-0.0390, -0.0286…

			Y(IMP1,J) (J=1,JM)=  0.0032, 0.0136,  0.0240…

			ROO=287.5,  CP=1005.0, GA=1.4,   OMEGA=1.466,  ALF=0.0

			PO1=100000.0, TO1=300.0, B1=0.76,  OO=0.95

			OCT=1.566,   COC=1.0, C1=1.0,  DT=0.02

			UIN=150,   RFJUMP=0.95, AHELP=0.0

			IPRT(I) (I=1,5) 1000, 2000, 3000, 4000, 5000

			 

			Η παράθεση των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο fvcom.dat και έχει ως εξής:

			 

			7      33    7     26  2000

			10    1      1     1

			 

			 -0.0475 -0.0375 -0.0275 -0.0175 -0.0087 -0.0025  0.0017   0.0056  0.0107  0.0165  0.0206  0.0264  0.0317  0.0361  0.0405  0.0452  0.0500  0.0548  0.0595  0.0639  0.0683  0.0736  0.0794  0.0835  0.0893  0.0944  0.0983  0.1025  0.1075  0.1125  0.1175  0.1220  0.1275

			 

			 -0.0494 -0.0390 -0.0286 -0.0182 -0.0090 -0.0026  0.0025   0.0082  0.0150  0.0213  0.0249  0.0288  0.0314  0.0330  0.0341  0.0348  0.0351  0.0348  0.0341  0.0330  0.0314 

			 0.0288  0.0249  0.0213  0.0150  0.0082  0.0025 -0.0026 

			-0.0078 -0.0130  0.0182 -0.0234 -0.0286

			 

			  0.0032  0.0136  0.0240  0.0344  0.0435  0.0500  0.0536   0.0577  0.0580  0.0602  0.0616  0.0632  0.0644  0.0651   0.0657  0.0661  0.0662  0.0661  0.0657  0.0651  0.0644  0.0632  0.0616  0.0602  0.0580  0.0557  0.0536  0.0500  0.0448  0.0396  0.0344  0.0292  0.0240

			 

			287.5   1005.0     1.4   1.466     0.0

			100000.0   300.0    0.76    0.95

			1.566     1.0     1.0    0.02

			150.0    0.95    0.00

			1000     2000    3000    4000    5000

			7.1.7 Παράθεση του προγράμματος fvcom

			 

			Το πρόγραμμα fvcom.for δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			7.1.8 Αποτελέσματα του προγράμματος fvcom

			 

			Τα αποτελέσματα δίνονται στον φάκελο fvcom.out και έχουν ως εξής:

			 

			7   33  7 26 2000

			10  1  1    1

			 

			-4.749999E-02  -3.750001E-02   -2.750000E-02   -1.750000E-02   -8.700001E-03  -2.499999E-03    1.700000E-03    5.599998E-03    1.070000E-02   1.650000E-02    2.060000E-02    2.640000E-02

			 3.170000E-02   3.610000E-02    4.050000E-02    4.520001E-02     5.000001E-02   5.480000E-02    5.950001E-02    6.390001E-02    6.830001E-02   7.360002E-02    7.940003E-02    8.349998E-02

			 8.929999E-02   9.440004E-02    9.830003E-02    0.102500E-02                     0.107500E-02   0.112500E-02    0.117500E-02    0.122500E-02    0.127500E-02

			 

			-4.940002E-02  -3.900001E-02   -2.860000E-02   -1.820001E-02      -8.999996E-03  -2.600000E-03    2.499999E-03    8.200000E-03

			1.500000E-02   2.129999E-02    2.490001E-02    2.880000E-02

			3.139999E-02   3.300000E-02    3.410000E-02    3.480000E-02      3.510000E-02   3.480000E-02    3.410000E-02    3.300000E-02   3.139999E-02   2.880000E-02    2.490001E-02    2.129999E-02

			 1.500000E-02   8.200000E-03    2.499999E-03   -2.600000E-03

			-7.799998E-03  -1.300000E-02   -1.820001E-02   -2.339999E-02

			 -2.860000E-02

			 

			3.19999E-03    1.360000E-02    2.40000E-02    3.440001E-02        4.34999E-02    5.000001E-02    5.35998E-02    5.770001E-02    5.79998E-02    6.019999E-02    6.16000E-02    6.319977E-02

			6.44002E-02    6.509999E-02    6.57002E-02    6.610001E-02        6.62000E-02    6.610001E-02    6.57002E-02    6.509990E-02    6.44002E-02    6.319999E-02    6.16000E-02    6.019998E-02

			5.79998E-02    5.570000E-02    5.35998E-02    5.000001E-02        4.47999E-02    3.960000E-02    3.44001E-02    2.920001E-02    2.400000E-02

			 

			287.5000   1005.000   1.400000       1.466000   0.0000000E+00

			100000.0   300.0000       0.760000        0.950000

			1.566000   1.000000       1.000000   2.0000000E-02

			150.0000       0.950000        0.000000

			1000  2000  3000  4000  5000

			 

			1 X (m) -0.0475 Y (m) -0.0494 -0.0406 -0.0319 -0.0231

			 -0.0143 -0.0056  0.0032

			2 X (m) -0.0375 Y (m) -0.0390 -0.0302 -0.0215 -0.0127

			-0.0039  0.0048  0.0136

			3 X (m) -0.0275 Y (m) -0.0286 -0.0198 -0.0111 -0.0023   0.0065  0.0152  0.0240

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………

			31 X (m) 0.1175 Y (m) -0.0182 -0.0094 -0.0007  0.0081   0.0169  0.0256  0.0344

			32 X (m) 0.1225 Y (m) -0.0234 -0.0146 -0.0059  0.0029   0.0117  0.0204  0.0292

			33 X (m) 0.1275 Y (m) -0.0286 -0.0198 -0.0111  0.0023

			 

			 Iteration step = 1980,Max error in U (%) = 0.00697 at I= 2 and J= 3

			 Outlet angle (deg) = -45.010Axial smooth=0.000Relaxation factor = 1.466

			 

			 Iteration step = 1990,Max error in U (%) = 0.00989 at I= 2 and J= 2

			 Outlet angle (deg) = -45.010

			 Axial smooth=0.000

			  Relaxation factor = 1.466

			 

			  Iteration step = 2000,Max error in U (%) =-0.00913 at I= 2 and J= 2

			 Outlet angle (deg) = -45.010

			 Axial smooth=0.000

			  Relaxation factor = 1.46

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			 1 U (m/s)   87.681   131.508   110.973   130.191   111.621   136.942    87.681

			 2 U (m/s)   87.681   131.508   110.973   130.191   111.621   136.942    87.681

			 3 U (m/s)  101.169   130.929   115.757   129.300   115.777   136.856   101.169

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			14 U (m/s)  298.965   284.111   265.805   244.305   235.394   216.575   225.312

			15 U (m/s)  332.536   294.234   274.500   250.108   240.018   218.034   215.899

			16 U (m/s)  329.671   300.130   278.784   253.156   241.670   219.948   218.580

			 …………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			31 U (m/s)  117.112   126.228   107.475   127.740   109.773   143.690   117.112

			32 U (m/s)  111.681   127.583   101.449   128.191   104.904   141.779   111.681

			33 U (m/s)  111.681   127.583   101.449   128.191   104.904   141.779   111.681

			 1 V (m/s)   83.336 124.992   105.474   123.740   106.090   130.157    83.336

			 2 V (m/s)  149.605 126.419   122.066   125.993   123.235   118.806   149.605

			 3 V (m/s)  147.643 117.639   121.732   125.865   122.914   127.714   147.643

			………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			14 V (m/s) 144.656    79.672   64.566   52.579    45.294   35.098   -29.680

			15 V (m/s)  30.475    47.710   43.073   31.256    30.304   21.622   -23.948

			16 V (m/s)  86.268    32.161   24.302   21.197    16.631   13.574   -34.270

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			31 V (m/s) -114.431  -108.062 -117.119  -116.856  -121.665-116.476  -114.431

			32 V (m/s) -115.182  -110.390 -115.351  -115.403  -117.182

			 -115.601  -115.182

			33 V (m/s) -115.182  -110.390 -115.351 -115.403  -117.182

			 -115.601  -115.182

			2 Mach =  0.5219 0.5401 0.4858 0.5362 0.4899 0.5366 0.5219

			3 Mach =  0.5372 0.5201 0.4951 0.5339 0.4978 0.5551 0.5372

			4 Mach =  0.5376 0.5034 0.5177 0.5363 0.5337 0.5771 0.5376

			5 Mach =  0.5316 0.5231 0.5546 0.5523 0.5764 0.5633 0.5316

			6 Mach =  0.6112 0.5293 0.5795 0.5662 0.6152 0.5301 0.6112

			7 Mach =  0.5617 0.5559 0.6272 0.6208 0.6178 0.5506 0.6067

			8 Mach =  0.6269 0.6039 0.6704 0.5972 0.5845 0.4740 0.3874

			9 Mach =  0.6684 0.6793 0.6869 0.6232 0.6040 0.5275 0.5141

			 10 Mach =  0.7915 0.7517 0.7380 0.6531 0.6433 0.5823 0.6397

			 11 Mach =  0.8285 0.7919 0.7264 0.6668 0.6446 0.5773 0.5820

			 12 Mach =  0.9302 0.8334 0.7886 0.7181 0.6967 0.6321 0.6842

			 13 Mach =  0.9795 0.8856 0.8086 0.7343 0.6988 0.6297 0.6258

			 14 Mach =  1.0574 0.9180 0.8411 0.7596 0.7253 0.6582 0.6839

			 15 Mach =  1.0644 0.9290 0.8563 0.7669 0.7327 0.6572 0.6511

			 16 Mach =  1.0914 0.9428 0.8633 0.7736 0.7337 0.6614 0.6642

			 17 Mach =  1.1390 0.9700 0.8976 0.7866 0.7553 0.6699 0.6680

			 18 Mach =  1.0637 0.9380 0.8517 0.7697 0.7264 0.6585 0.6470

			 19 Mach =  1.1137 0.9304 0.8837 0.7721 0.7474 0.6646 0.6691

			 20 Mach =  1.0201 0.9135 0.8219 0.7566 0.7094 0.6553 0.6394

			 21 Mach =  0.9943 0.8857 0.8267 0.7423 0.7127 0.6415 0.6502

			 22 Mach =  0.8715 0.8251 0.7614 0.7181 0.6780 0.6312 0.6228

			 23 Mach =  0.8214 0.7733 0.7266 0.6707 0.6521 0.5911 0.6165

			 24 Mach =  0.7355 0.7356 0.6978 0.6548 0.6272 0.5737 0.5817

			 25 Mach =  0.6279 0.6471 0.6594 0.6117 0.6101 0.5441 0.5717

			 26 Mach =  0.5439 0.5754 0.6114 0.5828 0.5715 0.5186 0.5184

			 27 Mach =  0.5221 0.5167 0.5817 0.5658 0.5754 0.5004 0.5221

			 28 Mach =  0.4887 0.4915 0.5362 0.5416 0.5564 0.5106 0.4887

			 29 Mach =  0.4784 0.4824 0.5135 0.5250 0.5383 0.5387 0.4784

			 30 Mach =  0.4827 0.4765 0.4859 0.5156 0.5062 0.5547 0.4827

			 31 Mach =  0.4848 0.4895 0.4673 0.5111 0.4824 0.5481 0.4848

			 32 Mach =  0.4727 0.4974 0.4510 0.5091 0.4622 0.5417 0.4727

			 

			Στο Σχήμα 7.6 δείχνεται η κατανομή του αριθμού Mach στις επιφάνειες πίεσης και υποπίεσης κατά μήκος της αξονικής απόστασης της σειράς των πτερυγίων.
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			Σχήμα 7.6 Κατανομή αριθμού Mach στη σειρά των πτερυγίων. Η μη ακριβής περιγραφή της γεωμετρίας επιφέρει διαφοροποιήσεις στην κατανομή Mach 

			 

			7.2 ΑΣΥΜΠΙΕΣΤΗ ΡΟΗ ΣΕ ΚΛΕΙΣΤΟΥΣ ΑΓΩΓΟΥΣ, fvincom

			7.2.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική fvincom (Finite volume income- pressible)

			 

			Η αριθμητική τεχνική fvincom είναι ακριβώς ίδια με αυτή που αναπτύχθηκε στην Παράγραφο 7.1.4. Η μόνη διαφορά είναι ότι η ροή τώρα είναι ασυμπίεστη, συνεπεία του οποίου η Εξ. 7.15 απλοποιείται κατά πολύ. Η Εξ. 7.20, χωρίς την πυκνότητα ρ, μπορεί να αναπτυχθεί εφαρμόζοντάς την στα δευτερεύοντα στοιχεία κέντρου i, j. Έτσι:

			 

			[image: Equation-7.37.jpg] 

			(7.37)

			 

			Η αριθμητική προσέγγιση των U, V στο κέντρο ενός πρωτεύοντος στοιχείου δίνεται (Εξ. 7.21), ως:

			 

			[image: Equation-7.38.jpg] 

			(7.38)

			 

			[image: Equation-7.39.jpg] 

			(7.39)

			 

			Η αντικατάσταση των ανωτέρω τιμών στην Εξ. 7.37, μετά την εκτέλεση αριθμητικών πράξεων, δίνει:

			 

			[image: Equation-7.40.jpg] 

			(7.40)

			 

			όπου:

			 

			[image: Equation-7.41.jpg] 

			(7.41)

			 

			Λεπτομερής περιγραφή της αριθμητικής τεχνικής για την περιοδικότητα των ορίων παρατίθεται στο Παράρτημα I: A finite volume method for two dimensional transonic potential flow through turbomachinery blade rows. 

			Το σύνολο των Εξ. 7.40 επιλύεται με αριθμητικές επαναληπτικές τεχνικές αρχίζοντας με αρχική κατανομή των Φi,j. Για την επίλυση των προβλημάτων των πεπερασμένων όγκων του παρόντος συγγράμματος εφαρμόζεται παντού η αριθμητική τεχνική της χαλαρώσεως κατά Gauss-Seidel.

			7.2.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος fvincom

			 

			Τα πτερύγια Hobson (Σχήμα 7.7) αποτελούν μια τυπική κατασκευή σειράς πτερυγίων. Η παραδοχές που έγιναν, θεωρούν ότι η ροή είναι δισδιάστατη, ασυμπίεστη και μη συνεκτική. Οι συνθήκες ροής στην είσοδο απαιτούν την ολική πίεση Ηο (=H0) να είναι 100.0 (m). H γωνία β1 (=Β1), με την οποία εισέρχεται το ρευστό, είναι 0.76 (rad) μετρούμενη από την αξονική διεύθυνση. Ορίζεται μια ταχύτητα ροής (βλέπε Εξ. 7.4.2) U (=UIN) έστω 24.5 (m/s), η οποία καθορίζει το δυναμικό στην έξοδο, δεδομένου ότι το δυναμικό στην είσοδο μπορεί να λάβει οποιαδήποτε τιμή π.χ. 0.0 (m2/s): 

			 

			[image: Equation-7.42.jpg] 

			(7.42)
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			Σχήμα 7.7 Γεωμετρία πτερυγίων Hobson. Ανάντη και κατάντη της σειράς των πτερυγίων εφαρμόζονται περιοδικές συνθήκες ροής. Καθορίζεται λόγος εξόδου φορτίου προς ολικό φορτίο εισόδου h2/Ηo=0.78 μέσω της U=UIN=24.5 (m/s). Η ροή εισέρχεται με γωνία β1=0.76 (rad). Ο δείκτης Ι μεταβάλλεται κατά μήκος του άξονα y και o δείκτης J κατά μήκος του άξονα x.

			 

			Έτσι, οριοθετείται η παροχή ανά μονάδα πλάτους διά της σειράς των πτερυγίων, δεδομένου ότι η γεωμετρία του χώρου ροής είναι δεδομένη (Q=UA). Στα στερεά όρια η ροή βαίνει εφαπτομενικώς προς αυτά ή η κάθετος ταχύτητα qn προς τα τοιχώματα είναι μηδενική:

			 

			[image: Equation-7.43.jpg] 

			(7.43)

			 

			όπου n το κάθετο προς το τοίχωμα μοναδιαίο διάνυσμα. Ζητείται, λοιπόν, να υπολογιστεί η κατανομή των ταχυτήτων U, V κατά τις x, y διευθύνσεις των φορτίων και των πιέσεων h/Ηo στις επιφάνειες πίεσης και υποπίεσης κατά μήκος της αξονικής απόστασης της σειράς των πτερυγίων για h2 /Ηo =0.78 με χρήση της θεωρίας της συνάρτησης δυναμικού Φ (=F(I,J)). Να γίνει η γραφική παράσταση της μεταβολής του λόγου των πιέσεων h/Ηo με την αξονική απόσταση. Η επίλυση να γίνει σε μετασχηματισμένο ξ, η σύστημα συντεταγμένων. Να μην θεωρηθούν περιοδικά όρια.

			7.2.3 Δεδομένα του προγράμματος fvincom

			 

			Στην αρχή του προγράμματος fvincom.for υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Οι x συντεταγμένες τοποθετήθηκαν κατά μήκος του άξονα των πτερυγίων και οι y συντεταγμένες ακολούθησαν τα άνω και κάτω όρια των πτερυγίων που αντιστοιχούν σε κάθε τιμή του x. Ο δείκτης Ι μεταβάλλεται κατά μήκος του άξονα y και o δείκτης J κατά μήκος του άξονα x. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο fvincom.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. 7 (=ΙΜ) στο πρόγραμμα fvincom.for είναι ο αριθμός των Δy υποδιαιρέσεων, 33 (=JΜ) είναι ο αριθμός των Δx υποδιαιρέσεων, 1 (=JLE) είναι ο αριθμός J του ανάντη στερεού ορίου, 33 (=JΤE) είναι ο αριθμός J του κατάντη στερεού ορίου, 1000 (=MAX) είναι ο μέγιστος αριθμός επαναλήψεων.

			2η Γραμμή. 10 (=ΙRE) να εκτυπώνει για την σύγκλιση κάθε 10 επαναλήψεις, 1 (=ΙCΟ) να εφαρμόζει το κριτήριο Kutta κάθε 1 επανάληψη, 50 (=ISMO) εφαρμόζει εξομάλυνση κάθε 50 επαναλήψεις.

			3η Γραμμή- συντεταγμένες. -0.0475, -0.0375, -0.0275,…0.1175, 0.1225, 0.1275 (= X(2,J)) είναι οι x συντεταγμένες του γεωμετρικού χώρου ροής. Να αναφερθεί ότι οι x συντεταγμένες είναι ακριβώς ίδιες στο κάτω και στο άνω όριο. Τα δεδομένα εξαντλούνται με την περιγραφή της γεωμετρίας μετά από 33 σειρές τιμών.

			4η Γραμμή- συντεταγμένες. -0.0494, -0.039, -0.0286,…-0.008, -0.0065, -0.005 (=Y(2,J)) είναι οι y συντεταγμένες του κάτω ορίου του χώρου ροής. Τα δεδομένα εξαντλούνται με την περιγραφή της γεωμετρίας μετά από 33 σειρές τιμών. 

			5η Γραμμή-συντεταγμένες. 0.05, 0.0485, 0.047,…-0.013, -0.0182, -0.0234, 0.0286 (=Y(IMP1,J)) με ΙMP1=IM+1 είναι οι y συντεταγμένες του άνω ορίου του χώρου ροής. Τα δεδομένα εξαντλούνται με την περιγραφή της γεωμετρίας μετά από 33 σειρές τιμών.

			4η Γραμμή από το τέλος. 9.807 (=GA) είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας, 1.466 (=ΟΜΕGΑ) είναι ο συντελεστής υπερχαλαρώσεως, 0.0 (=ALF) είναι ο συντελεστής εξομάλυνσης.

			3η Γραμμή από το τέλος. 200.0 (=ΗΟ) είναι το ολικό φορτίο, 0.76 (=Β1) γωνίας εισόδου της ροής, 0.1 (=ΟΟ) είναι ο συντελεστής εξομάλυνσης για περιοδικά όρια.

			Προτελευταία γραμμή. 0.9 (=RFJUMP) συντελεστής χαλαρώσεως για περιοδικά όρια, 0.9 (=AHELP) συντελεστής χαλαρώσεως για τις πρώτες επαναλήψεις, 24.5 (=UIN) μέση ταχύτητα για τον καθορισμό του λόγου h2 /Ho.

			Τελευταία γραμμή. 1000, 3000, 8000, 9000, 10000 (=(IPRINT(I)) είναι ο αριθμός επαναλήψεων της αριθμητικής τεχνικής, στον οποίο ζητούνται αναλυτικά οι τιμές των φυσικών ποσοτήτων ροής.

			Πιο αναλυτικά, από την παράθεση του προγράμματος fvincom.dat:

			 

			IM=7, JM=33, JLE=1,JTE=33,MAX=1000

			IRE=20, ICO=1, ΙSMO=50

			X(2,J)(J=1,JM)-0.0475,-0.0375,-0.0275,…0.1175, 0.1225, 0.1275

			Y(2,J)(J=1,JM)-0.0494, -0.039,-0.0286,…-0.008,-0.0065, -0.005

			Y(IMP1,J)(J=1,JM)0.05, 0.0485,  0.047,…-0.013,-0.0234, 0.0286

			GA= 9.807,  OMEGA=1.466,  ALF=0.0

			HO=200.0,      B1=0.76,   OO=0.1

			RFJUMP=0.9,    AHELP=0.9, UIN=24.5

			IPRT(I) ( I=1,5) 1000, 3000, 8000, 9000, 10000

			 

			Η παράθεση των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο fvincom.dat και έχει ως εξής:

			 

			7    33  1  33 1000

			20   1   50

			 

			  -0.0475  -0.0375 -0.0275 -0.0175  -0.0087 -0.0025   0.0017   0.0056   0.0107  0.0165  0.0206   0.0264  0.0317   0.0361  0.0405   0.0452  0.0500  0.0548   0.0595  0.0639   0.0683

			     0.0736   0.0794  0.0835  0.0893   0.0944  0.0983   0.1025   0.1075  0.1125   0.1175  0.1225   0.1275

			 

			  -0.0494  -0.0390 -0.0286 -0.0182  -0.0090 -0.0026   0.0025  0.0082    0.015  0.0213  0.0249   0.0288   0.031   0.0330  0.0341   0.0348  0.0351  0.0348   0.0341   0.033   0.0314

			      0.0288   0.0249  0.0213   0.015   0.0082  0.0025   0.0026     -0.0078 -0.0130  -0.0182 -0.0234  -0.0286

				

			0.0032   0.0136  0.0240  0.0344   0.0435  0.0500   0.0536  0.0577    0.058  0.0602  0.0616   0.0632  0.0644   0.0651  0.0657   0.0661  0.0662  0.0661   0.0657  0.0651   0.0644

			      0.0630   0.0616  0.0602   0.0580  0.0557   0.0536    0.05   0.0448  0.0396   0.0344  0.0292   0.0240

			 

			9.807     1.466      0.0

			200.0      0.76      0.1

			0.90      0.90     24.5

			1000  3000  8000  9000  10000

			7.2.4 Παράθεση του προγράμματος fvincom

			 

			Για οικονομία χώρου η παράθεση του προγράμματος fvincom.for δίνεται στο DVD, δεδομένου ότι η όλη ανάπτυξη του κώδικα ακολουθεί τα βήματα του προγράμματος fvincom.for (Παράγραφος 7.1). Βεβαίως, το πρόβλημα αφορά ασυμπίεστη ροή και οι κατάλληλες υπορουτίνες της συμπιεστής ροής του προγράμματος fvincom.for πρέπει να αφαιρεθούν.

			7.2.5 Αποτελέσματα του προγράμματος fvincom

			 

			Τα αποτελέσματα δίνονται στον φάκελο fvincom.out και έχουν ως εξής:

			 

			7     33   1   33  1000

			20    1    50

			………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			9.807000       1.466000   0.000000E+00

			200.000000   7.600000E-01   1.000000E-01

			9.000000E-01   1.000000E-01      24.500000

			1000    3000   8000    9000  10000

			 

			 1 X (m) -.0475 Y (m) -.0494 -.0406 -.0319 -.0231 -.0143

			-.0056  .0032

			 2 X (m) -.0375 Y (m) -.0390 -.0302 -.0215 -.0127 -.0039  .0048  .0136

			 3 X (m) -.0275 Y (m) -.0286 -.0198 -.0111 -.0023  .0065  .0152  .0240

			………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			31 X (m)  .1175 Y (m)  -.0182 -.0094 -.0007  .0081  .0169  .0256  .0344

			32 X (m)  .1225 Y (m)  -.0234 -.0146 -.0059  .0029  .0117  .0204  .0292

			33 X (m)  .1275 Y (m)  -.0286 -.0198 -.0111 -.0023  .0065  .0152  .0240

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			Iteration step = 980,

			Max error in U (%) = 0.00584 at I= 2 and J= 28

			Outlet angle (deg) = -46.041,

			Axial smooth=0.000

			 Relaxation factor = 1.466

			 

			Iteration step = 1000,

			Max error in U (%) = -0.00675 at I= 2 and J= 26

			 Outlet angle (deg) = -46.041, Axial smooth=0.000

			 Relaxation factor = 1.466

			 

			 1 U (m/s)  21.349 21.387 21.393 21.420 21.404 21.416 21.502

			 2 U (m/s)  21.560 21.346 21.299 21.369 21.352 21.480 21.528

			 3 U (m/s)  21.770 21.305 21.206 21.319 21.300 21.544 21.554

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			 14 U (m/s)  44.253 40.075 36.705 34.483 32.059 30.633 28.602

			 15 U (m/s)  45.319 41.103 37.544 35.015 32.356 30.694 28.502

			 16 U (m/s)  45.827 41.581 37.913 35.329 32.659 30.970 28.789

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			 30 U (m/s)  21.402 20.712 21.076 21.481 21.854 22.001 21.129

			 31 U (m/s)  21.613 20.895 21.048 21.325 21.574 21.946 21.477

			 32 U (m/s)  21.831 21.084 21.073 21.255 21.374 21.855 21.663

			 33 U (m/s)  22.048 21.273 21.099 21.186 21.175 21.763 21.850

			 1 V (m/s)  22.172 22.060 22.022 22.066 22.069 22.238 22.377

			 2 V (m/s)  22.031 22.097 22.207 22.219 22.284 22.347 22.313

			 3 V (m/s)  21.890 22.133 22.393 22.372 22.499 22.456 22.250

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			14 V (m/s) 11.458  10.786  8.614  7.220  5.952  5.145  5.712

			    15 V (m/s)  7.758   7.274  5.774  4.824  3.992  3.511  3.926

			 16 V (m/s)  4.043   3.791  3.009  2.515  2.070  1.807  2.025

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			 31 V (m/s)-21.659 -22.107 -22.543 -22.549 -22.695 -22.356 -21.890

			32 V (m/s)-21.910 -22.093 -22.323 -22.347 -22.462 -22.445 -22.287

			  33 V (m/s)-22.162 -22.078 -22.103 -22.144 -22.230 -22.534 -22.685

			 2 h/Ho =  0.75778 0.75938 0.75864 0.75774 0.75719 0.75508 0.75494

			 3 h/Ho =  0.75703 0.75941 0.75754 0.75655 0.75530 0.75313 0.75537

			 4 h/Ho =  0.76257 0.76408 0.75799 0.75519 0.75124 0.75077 0.75894

			 5 h/Ho =  0.76477 0.76065 0.74713 0.74457 0.74264 0.75789 0.78103

			 6 h/Ho =  0.77483 0.75894 0.73742 0.74011 0.74830 0.78265 0.81608

			 7 h/Ho =  0.76131 0.73466 0.71206 0.72710 0.74708 0.80115 0.84294

			 8 h/Ho =  0.71402 0.69795 0.70115 0.73345 0.77094 0.83520 0.87514

			 9 h/Ho =  0.65628 0.65919 0.68545 0.72241 0.76362 0.80102 0.82014

			 10 h/Ho =  0.58616 0.61812 0.66820 0.71025 0.75013 0.77623 0.79293

			 11 h/Ho =  0.54099 0.60048 0.66609 0.70799 0.75011 0.77961 0.80306

			 12 h/Ho =  0.51673 0.58572 0.65056 0.69224 0.73493 0.75925 0.78262

			 13 h/Ho =  0.47900 0.56584 0.64155 0.68919 0.73555 0.76348 0.79299

			 14 h/Ho =  0.46732 0.56094 0.63764 0.68359 0.72897 0.75403 0.78313

			 15 h/Ho =  0.46109 0.55584 0.63217 0.68153 0.72906 0.75670 0.78899

			 16 h/Ho =  0.46047 0.55558 0.63127 0.68021 0.72700 0.75466 0.78768

			 17 h/Ho =  0.44989 0.54918 0.62809 0.67890 0.72721 0.75528 0.78877

			 18 h/Ho =  0.46000 0.55525 0.63104 0.68016 0.72710 0.75492 0.78808

			 19 h/Ho =  0.46036 0.55541 0.63204 0.68153 0.72918 0.75674 0.78888

			 20 h/Ho =  0.46578 0.55970 0.63671 0.68327 0.72918 0.75504 0.78483

			 21 h/Ho =  0.47733 0.56483 0.64110 0.68900 0.73564 0.76333 0.79248

			 22 h/Ho =  0.51393 0.58297 0.64817 0.69100 0.73479 0.76190 0.78748

			 23 h/Ho =  0.53891 0.59925 0.66478 0.70671 0.74868 0.77780 0.80118

			 24 h/Ho =  0.58262 0.61395 0.66385 0.70670 0.74780 0.78212 0.80543

			 25 h/Ho =  0.65707 0.66005 0.68410 0.71963 0.75528 0.79268 0.81612

			 26 h/Ho =  0.71230 0.69561 0.69635 0.72576 0.75790 0.80413 0.83382

			 27 h/Ho =  0.76257 0.73699 0.71510 0.73003 0.75353 0.80426 0.84116

			 28 h/Ho =  0.77330 0.75649 0.73399 0.73630 0.74626 0.78612 0.82207

			 29 h/Ho =  0.77051 0.76352 0.74714 0.74432 0.74355 0.76442 0.79175

			 30 h/Ho =  0.76405 0.76394 0.75390 0.75058 0.74687 0.75421 0.77164

			 31 h/Ho =  0.76133 0.76411 0.75752 0.75446 0.75006 0.74982 0.76027

			 32 h/Ho =  0.75613 0.76225 0.75976 0.75753 0.75491 0.74982 0.75374

			 

			Στο Σχήμα 7.8 παρουσιάζεται η κατανομή των πιέσεων h/Ηo στις επιφάνειες πίεσης και υποπίεσης κατά μήκος της αξονικής απόστασης της σειράς των πτερυγίων για h2/Ηo=0.78 από την είσοδο μέχρι την έξοδο του χώρου ροής.
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			Σχήμα 7.8 Κατανομή h /Ηo στη σειρά των πτερυγίων για h2/Ηo=0.78

			7.3 OΡΙΖΟΝΤΙA/ΚΑΤΑΚΟΡΥΦH ΡΟΗ ΥΓΡΑΣΙΑΣ, ΤΕΧΝΙΚΗ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΟΓΚΩΝ, fvunsat

			7.3.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική fvunsat (Finite volume unsaturated)

			 

			Στην περίπτωση που η ροή της υγρασίας είναι ακόρεστη και κατακόρυφη, τότε για τον χώρο των δύο διαστάσεων η εξίσωση ροής γράφεται ως (Tsakirisetal., 1991):

			 

			[image: Equation-7.44.jpg] 

			(7.44)

			 

			όπου Dx, Dz οι συντελεστές διάχυσης στις δύο διευθύνσεις και k ο συντελεστής υδραυλικής αγωγιμότητας με θ την υγρασία. Ο κατακόρυφος άξονας z θεωρείται θετικός προς τα κάτω. Η ανωτέρω εξίσωση μετασχηματίζεται με παρόμοιο με την Εξ. 7.20 τρόπο ως:

			 

			[image: Equation-7.45.jpg] 

			(7.45)

			 

			με:
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			(7.46)
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			(7.47)
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			(7.48)

			 

			[image: Equation-7.49.jpg] 

			(7.49)

			 

			[image: Equation-7.50.jpg] 

			(7.50)

			 

			Η ορίζουσα h του μετασχηματισμού Η είναι:

			 

			[image: Equation-7.51.jpg] 

			(7.51)

			 

			Η Εξ. 7.45 με προς τα εμπρός χρονικές μεταβολές και με κεντρικές χωρικές μεταβολές γράφεται ως:

			 

			[image: Equation-7.52.jpg] 

			(7.52)

			 

			όπου:

			 

			[image: Equation-7.53.jpg] 

			(7.53)

			 

			Στην Εξ. 7.52 τίθεται ενιαίος ο συντελεστής διάχυσης D=Dx=Dz που υπολογίζεται από εμπειρική συνάρτηση και η οποία για δοθέν έδαφος (Ida silt loam) δύναται να πάρει τη μορφή:

			 

			[image: Equation-7.54.jpg] 

			(7.54)

			 

			Η υδραυλική αγωγιμότητα υπολογίζεται ως:

			 

			[image: Equation-7.55.jpg] 

			(7.55)

			 

			H εκτέλεση των αριθμητικών πράξεων δίνει εξισώσεις παρόμοιες των Eξ. 7.35 και 7.36 με διαφορετικούς συντελεστές αi. Η επίλυση γίνεται με αριθμητική τεχνική Gauss-Seidel με χαλάρωση. Οι υπορουτίνες two.for, three.for, mid.for, ims.for και imsp1.for για τον υπολογισμό του δυναμικού έχουν τη συνήθη εφαρμογή, όπως αυτή αναπτύχθηκε στην Παράγραφο 7.1.4. Η υπορουτίνα sdk επιλύει τις Εξ. 7.54 και 7.55, ενώ η upbound.for υπολογίζει τη συγκέντρωση στα όρια του προβλήματος. Λεπτομερής περιγραφή του θεωρητικού υπόβαθρου και της αριθμητικής τεχνικής fvunsat παρατίθεται στο Παράρτημα II: Two-dimensional unsaturated flow in irregularly shaped regions using a finite volume method.

			7.3.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος fvunsat

			 

			Η χρήση πεπερασμένων όγκων, όπως έχει ήδη αναφερθεί, ενδείκνυται για εφαρμογές, στις οποίες η γεωμετρία του χώρου ροής είναι πολύπλοκη. Μια τέτοια εφαρμογή δίνεται και στο Παράρτημα II: Two-dimensional unsaturated flow in irregularly shaped regions using a finite volume method. Εδώ το πρόβλημα επί τούτου αναφέρεται σε ορθογωνική γεωμετρία του χώρου ροής.

			Nα υπολογιστεί η μετάδοση της υγρασίας θ (=TH(I,J)) (cm3/cm3) (βαθμωτού μεγέθους) συναρτήσει του χρόνου t (=T) σε (min) εντός εδάφους ορθογωνικής διατομής συνολικού μήκους L=70.0 (m) και βάθους W=30.0 (m), του οποίου ο συντελεστής διάχυσης D (=D(I,J)) σε μονάδες (cm2/min) είναι ομοιογενής και ισότροπος και δίνεται από την Εξ. 7.54, ενώ η υδραυλική αγωγιμότητα K (=K(I,J)) σε μονάδες (cm/min) δίνεται από την Εξ. 7.55. H εξίσωση που περιγράφει τη ροή είναι η Εξ. 7.45. Το πορώδες υλικό, μέσα στο οποίο μεταδίδεται το βαθμωτό μέγεθος, έχει αρχικά συγκέντρωση θ (=ΤΗΑRX), ίση προς 0.2 (cm3/cm3) παντού. Σ’ όλες τις χρονικές στιγμές εφαρμόζεται θ (=ΤΗΟΡΙΟΝ) με τιμή 0.5 (cm3/cm3), όπως φαίνεται στο Σχήμα 7.9, η οποία διατηρείται σταθερή κατά τη διάρκεια της διήθησης. Οι χωρικές αποστάσεις Δx (=DX) και Δz (=DY) να ληφθούν ίσες προς 2.5 (m) και 1.5789 (m) αντιστοίχως και να γίνει χρήση ρητής αριθμητικής τεχνικής πεπερασμένων όγκων.
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			Σχήμα 7.9 Υπολογιστικό δίκτυο και χώρος εφαρμογής της συγκέντρωσης της θ=0.5 (cm3/cm3) από τη θέση A(2,9) μέχρι και τη θέση B(2,11) για όλους τους χρόνους. Παντού η αρχική συγκέντρωση της υγρασίας θ είναι 0.2 (cm3/cm3). O δείκτης J μεταβάλλεται κατά τη x διεύθυνση (οριζόντια,) ενώ ο δείκτης I κατά την z διεύθυνση (κατακόρυφη).

			7.3.3 Δεδομένα του προγράμματος fvunsat

			 

			Στην αρχή του προγράμματος fvunsat.for υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Οι x συντεταγμένες τοποθετήθηκαν κατά μήκος της οριζόντιας κατεύθυνσης και οι z συντεταγμένες κατά μήκος της κατακόρυφης κατεύθυνσης. Ο δείκτης Ι μεταβάλλεται κατά μήκος του άξονα y και o δείκτης J κατά μήκος του άξονα z. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο fvunsat.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. 20 (=ΙΜ) στο πρόγραμμα fvunsat.for είναι ο αριθμός των Δz υποδιαιρέσεων, 29 (=JΜ) είναι ο αριθμός των Δx υποδιαιρέσεων, 9 (=JLE) είναι ο αριθμός του ανάντη ορίου, όπου εφαρμόζεται η αυξημένη συγκέντρωση, 11 (=JΤE) είναι ο αριθμός του κατάντη ορίου, όπου εφαρμόζεται η αυξημένη συγκέντρωση.

			2η Γραμμή. 20000 (=MAX) μέγιστος αριθμός επαναλήψεων, 1 (=ΙCUSP) εφαρμόζει εξομάλυνση κάθε 1 επανάληψη στην αρχή του στερεού ορίου, 99 (=ΜΜ1) μέγιστος αριθμός επαναλήψεων εντός κάθε Δt, 5 (=ISMO) μέγιστος αριθμός επαναλήψεων για αρχική εξομάλυνση, 500 (=ΙRΕ) επιλογή για εκτύπωση.

			3η Γραμμή- συντεταγμένες. 0.0, 2.5, 5.0,…(=X(2,J)) είναι οι x (m) συντεταγμένες του γεωμετρικού χώρου ροής. Να σημειωθεί ότι οι x συντεταγμένες είναι ακριβώς ίδιες στο άνω και στο κάτω όριο. Τα δεδομένα εξαντλούνται με την περιγραφή της γεωμετρίας μετά από 29 σειρές τιμών.

			4η Γραμμή- συντεταγμένες. 0.0, 2.5, 5.0,…(=X(IMP1,J)) όπου IMP1=IM+1 είναι οι x (m) συντεταγμένες του δεξιού άκρου του γεωμετρικού χώρου ροής. Οι x συντεταγμένες είναι ακριβώς ίδιες στο άνω και στο κάτω όριο. Τα δεδομένα εξαντλούνται με την περιγραφή της γεωμετρίας μετά από 29 σειρές τιμών.

			5η Γραμμή- συντεταγμένες. 0.0, 0.0, 0.0,…(= Υ(2,J)) είναι οι y (m) συντεταγμένες του άνω άκρου του γεωμετρικού χώρου ροής. Τα δεδομένα εξαντλούνται με την περιγραφή της γεωμετρίας μετά από 29 σειρές τιμών.

			6η Γραμμή- συντεταγμένες. 30.0, 30.0, 30.0,…(=Υ (IMP1,J)), όπου IMP1=IM+1 είναι οι y συντεταγμένες του κάτω άκρου του γεωμετρικού χώρου ροής. Τα δεδομένα εξαντλούνται με την περιγραφή της γεωμετρίας μετά από 29 σειρές τιμών.

			3η Γραμμή από το τέλος. 0.5 (=YGRO1) είναι η τιμή του βαθμωτού μεγέθους θ στο όριο που εφαρμόζεται. 0.2 (=YGRΑRΧ) είναι η αρχική τιμή του βαθμωτού μεγέθους θ στο πεδίο ροής, 1.466 (=ΟΜΕGΑ) είναι συντελεστής υπερχαλαρώσεως. 

			Προτελευταία γραμμή. 0.0 (=ΑLF) είναι ο συντελεστής για αξονική και εφαπτομενική εξομάλυνση, 0.0 (=AHELP) συντελεστής εξομάλυνσης για τις πρώτες επαναλήψεις, 0.000001 (=EPSILON) είναι το κριτήριο σύγκλισης, 0.01 (=DELTA) είναι η χρονική επαύξηση Δt (s).

			Τελευταία γραμμή. 10.0, 15.0, 30.0, 47.2, 50.0 (=(PRINT(I)) είναι ο αριθμός της χρονικής στιγμής t για την οποία ζητείται λύση και στην οποία δίνονται αναλυτικά οι τιμές των φυσικών ποσοτήτων ροής. 

			Πιο αναλυτικά, από την παράθεση του προγράμματος fvunsat.dat:

			 

			IM=20, JM=29, JLE=9, JTE=11

			MAX=20000, ICUSP=1,MM1=99,ISMO=5,IRE=500

			X(2,J) (J=1,JM) 0.0, 2.5, 5.0,...65.0, 67.5, 70.0

			X(IMP1,J) (J=1,JM) 0.0, 2.5, 5.0,...65.0, 67.5, 70.0

			Y(2,J) (J=1,JM) 0.0, 0.0, 0.0, ...0.0,  0.0,  0.0

			Y(IMP1,J) (J=1,JM)30.0,30.0,30.0,...30.0, 30.0, 30.0

			YGRO1=0.5,       YGRARX=0.2,OMEGA=1.466

			ALF=0.0, AHELP=0.0, EPSILON=0.000001, DELTA=0.01

			PRINT(I) (I=1,5) 10.0, 15.0, 30.0, 47.2, 50.0

			 

			Η παράθεση των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο fvunsat.dat και έχει ως εξής:

			 

			20   29   9    11

			20000  1   99   5   500

			 

			0.0   2.5   5.0   7.5  10.0  12.5  15.0  17.5  20.0  22.5   25.0  27.5  30.0  32.5  35.0  37.5  40.0  42.5  45.0  47.5  50.0  52.5  55.0  57.5  60.0  62.5  65.0  67.5  70.0

			 

			 0.0   2.5   5.0   7.5  10.0  12.5  15.0  17.5  20.0  22.5   25.0  27.5  30.0  32.5  35.0  37.5  40.0  42.5  45.0  47.5  50.0  52.5  55.0  57.5  60.0  62.5  65.0  67.5  70.0

			 

			0.0   0.0   0.0   0.0   0.0   0.0   0.0   0.0   0.0   0.0    0.0   0.0   0.0   0.0   0.0   0.0   0.0   0.0   0.0   0.0

			 0.0   0.0   0.0   0.0   0.0   0.0   0.0   0.0   0.0

			 

			30.0   30.0  30.0  30.0  30.0  30.0  30.0  30.0  30.0  30.0 30.0   30.0  30.0  30.0  30.0  30.0  30.0  30.0  30.0  30.0

			30.0  30.0  30.0  30.0  30.0  30.0  30.0  30.0  30.0

			0.5      0.2  1.466

			0.00   0.0 0.000001   0.01

			10.0  15.0  30.0  47.2  50.0

			7.3.4 Παράθεση του προγράμματος fvunsat

			 

			Η παράθεση του προγράμματος fvunsat.for δίνεται στο DVD, δεδομένου ότι η όλη ανάπτυξη του κώδικα ακολουθεί τα βήματα του προγράμματος fvcom.for (βλέπε Παράγραφο 7.1). 

			7.3.5 Αποτελέσματα του προγράμματος unsat

			 

			Τα αποτελέσματα δίνονται στον φάκελο unsat.out.

			 

			20   29   9    11

			20000   1   99   5   500

			 

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			5.000000E-01   2.00000E-01    1.466000

			0.000000E+00   0.00000E+00   1.00000E-06 1.00000E-02

			10.000000  15.000000     30.000000     47.200000     50.0000

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			Total elapsed time in minutes = 9.9701  10.00000  15.00000  30.00000  47.20000  50.00000

			 Number of iterations within Dt = 13

			 

			 Total elapsed time in minutes = 9.9801  10.00000  15.00000  30.00000  47.20000  50.00000

			 Number of iterations within Dt = 13

			 

			 Total elapsed time in minutes = 9.9901  10.00000  15.00000  30.00000  47.20000  50.00000

			 

			 1 Moisture (cm3/cm3)  0.2143  0.3346  0.4187 0.4261 0.4664 0.4656 0.4894 0.5000 0.5000 0.5000  0.4894  0.4656 0.4664 0.4261 0.4186 0.3344  0.2073 0.2002 0.2000 0.2000

			 2 Moisture (cm3/cm3)  0.2143  0.3344  0.4171 0.4242 0.4612 0.4605 0.4803 0.4839 0.4868 0.4839  0.4803  0.4605 0.4612 0.4242 0.4170 0.3342  0.2073 0.2002 0.2000 0.2000

			 3 Moisture (cm3/cm3)  0.2011  0.2313  0.3763 0.4068 0.4261 0.4448 0.4509 0.4667 0.4579 0.4667  0.4509  0.4448 0.4261 0.4068 0.3763  0.2312  0.2005 0.2000 0.2000 0.2000

			………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			27 Moisture (cm3/cm3)  0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000  0.2000  0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000

			28 Moisture (cm3/cm3)  0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000  0.2000  0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000

			29 Moisture (cm3/cm3)  0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000  0.2000  0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000 0.2000

			 

			Στο Σχήμα 7.10 δείχνεται η κατανομή της υγρασίας κατά μήκος της x απόστασης στις κατακόρυφες θέσεις z=0.0 (m), z=5.0 (m) και z=10.0 (m) μετά από 9.9901 (min).
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			Σχήμα 7.10 Κατανομή της υγρασίας θ (cm3/cm3) στις κατακόρυφες θέσεις z=0.0 (m), z=5.0 (m) και z=10.0 (m) κατά μήκος του άξονα x μετά από 9.9901 (min)

			 

			7.4 ΑΣΤΑΘΗΣ ΡΟΗ ΕΛΕΥΘΕΡHΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΣ (ΡΗΞΗ ΦΡΑΓΜΑΤΟΣ), fvunstdy

			7.4.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική fvunstdy (Finite volume unsteady)

			Ροή με ελεύθερη επιφάνεια εμφανίζεται σε ανοικτούς αγωγούς, όπου η ελεύθερη επιφάνεια υπόκειται συνήθως μόνο σε ατμοσφαιρική πίεση. Η θραύση φράγματος είναι το φαινόμενο κατά το οποίο προκαλείται μερική ή ολική κατάρρευση ενός φράγματος, έχοντας ως αποτέλεσμα τη μη ελεγχόμενη απελευθέρωση νερού, με καταστροφικές συνέπειες για τις κατάντη του φράγματος περιοχές. Λόγω της κρισιμότητας του θέματος αλλά και των ραγδαίων και μεγάλης κλίμακας επιπτώσεων που μπορεί να προκαλέσει η θραύση ενός φράγματος, πλήθος ερευνητών έχουν μελετήσει στο παρελθόν πειραματικά, αναλυτικά αλλά και υπολογιστικά το εν λόγω φαινόμενο.

			Για την επίλυση της θραύσης φράγματος θεωρείται ότι η ροή της ελεύθερης επιφάνειας είναι ασταθής, ομοιογενής, ασυμπίεστη και συνεκτική με υδροστατική κατανομή της πίεσης. Με την απουσία δυνάμεων Coriolis και δυνάμεων λόγω πνέοντος ανέμου οι εξισώσεις που περιγράφουν τη ροή γράφονται ως (Soulis, 1991):

			 

			[image: Equation-7.56.jpg] 

			(7.56)

			 

			[image: Equation-7.57.jpg] 

			(7.57)

			 

			[image: Equation-7.58.jpg] 

			(7.58)

			 

			Εδώ, x, y είναι οι Καρτεσιανές συντεταγμένες, t είναι ο χρόνος, u, v είναι οι μέσες κατά το βάθος ροής συνιστώσες της ταχύτητας κατά την x και y διεύθυνση αντίστοιχα, h είναι το βάθος ροής, g είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας και Sοx =[image: Equation-L_3.jpg] και Sοy =[image: Equation-M_3.jpg] είναι οι κλίσεις του πυθμένα όπου zb είναι το υψόμετρο του πυθμένα, με Sfx, Sfy τις κλίσεις τριβών:

			 

			[image: Equation-7.59.jpg] 

			(7.59)

			 

			και n ο συντελεστής τριβής κατά Manning. Όλη η αντίσταση ροής προέρχεται από την τριβή της ροής με τον πυθμένα. Ο νt είναι ο συντελεστής κινηματικού ιξώδους της ροής που απλοποιεί τις εξισώσεις (Navier-Stokes (Reynolds Stresses) και δίνεται ως:

			 

			[image: Equation-7.60.jpg] 

			(7.60)

			 

			με [image: Equation-N_3.jpg] τον συντελεστή τριβής κατά Chezy (προς το παρόν δεν έχει προγραμματισθεί για να περιλάβει και την εσωτερική τριβή του ρευστού). Το σύστημα των Εξ. 7.56-7.58 μπορεί να γραφεί, σε μητρωϊκή μορφή ως:

			 

			[image: Equation-7.61.jpg] 

			(7.61)

			 

			όπου:

			 

			[image: Equation-7.62.jpg] 

			(7.62)

			 

			Στο νέο σύστημα συντεταγμένων ξ, η, t η μητρωϊκή μορφή των Εξ. 7.57 βάσει των Εξ.7.4 είναι:

			 

			[image: Equation-7.63.jpg] 

			(7.63)

			 

			με:

			 

			[image: Equation-7.64.jpg] 

			(7.64)

			 

			[image: Equation-7.65.jpg] 

			(7.65)

			 

			και

			 

			[image: Equation-7.66.jpg] 

			(7.66)

			 

			Ακόμη, U, V είναι οι συνιστώσες των ταχυτήτων κατά μήκος των ξ, η συντεταγμένων (Σχήματα 7.11 και 7.12) και συνδέονται με τις ταχύτητες u, v του φυσικού συστήματος συντεταγμένων με τις εξισώσεις:

			 

			[image: Equation-7.67.jpg] 

			(7.67)
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			Σχήμα 7.11 Φυσικές x,y (Global) Καρτεσιανές συντεταγμένες για ένα τετράπλευρο. Γραμμικό πεπερασμένο στοιχείο.
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			Σχήμα 7.12 Τοπικές ξ, η (Local) συντεταγμένες για το αντίστοιχο τετράπλευρο του Σχήματος 7.11

			Για τον όγκο ελέγχου ΔV με μοναδιαίο ύψος και για το χρονικό βήμα Δt οι Εξ. 7.63 γράφονται:

			 

			[image: Equation-7.68.jpg] 

			(7.68)

			 

			[image: Equation-7.69.jpg] 

			(7.69)

			 

			[image: Equation-7.70.jpg] 

			(7.70)

			 

			Για τη ροή μάζας δημιουργείται στο σημείο i, j μια ποσότητα XFLUX ως:

			 

			[image: Equation-7.71.jpg] 

			(7.71)

			 

			και η YFLUX ως:

			 

			[image: Equation-7.72.jpg] 

			(7.72)

			 

			Οι όροι Δ([image: Equation-O_2.jpg]) και Δ([image: Equation-P_2.jpg]) της Εξ. 7.68 γράφονται ως:

			 

			[image: Equation-7.73.jpg] 

			(7.73)

			 

			[image: Equation-7.74.jpg] 

			(7.74)

			 

			και όμοια για τις Εξ.7.69 και 7.70.

			7.4.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος fvunstdy

			 

			Ο αγωγός έχει μήκος L=20.0 (m) με γραμμική αξονική κλίση που μειώνει το υψόμετρο του πυθμένα από 0.04 (m) στα 20.0 (m). Η γεωμετρία του αγωγού με τη στένωση για τη δημιουργία δισδιάστατης ροής φαίνεται στο Σχήμα 7.13. Η έξοδος παραμένει ελεύθερη. Ο συντελεστής τριβής n (=EN) κατά Manning τέθηκε ίσος προς 0.012. Ξαφνικά, το φράγμα που συγκρατεί το νερό ανάντη με βάθος 0.289 (m) θραύεται. To νερό διοχετεύεται ορμητικά προς τα κατάντη με ξηρό πυθμένα. Ζητείται να επιλυθεί το πρόβλημα με την εύρεση των κατανομών όλων των φυσικών χαρακτηριστικών του ύδατος κατά μήκος του αγωγού και σε ικανό χρονικό διάστημα. Να γίνει η γραφική παράσταση της μεταβολής της ταχύτητας U (=U(I,J)) και του αριθμού Froude κατά μήκος του αγωγού σε μετασχηματισμένο ξ, η σύστημα συντεταγμένων.
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			Σχήμα 7.13 Γεωμετρία του ανοικτού αγωγού για υπολογισμό της ροής μετά από απότομη ρήξη φράγματος τοποθετημένου στο στενότερο σημείο του κεκλιμένου αγωγού, δηλαδή στη θέση JDAM=18. Ανάντη του φράγματος, το βάθος ύδατος πριν τη ρήξη ήταν h=0.289 (m). Κατάντη υπάρχουν συνθήκες ξηρού πυθμένα. O δείκτης J μεταβάλλεται κατά τη x διεύθυνση (διαμήκης), ενώ ο δείκτης I κατά την y διεύθυνση (εγκάρσια). Στρεβλές διαστάσεις.

			Αρχικές συνθήκες ροής. Ανάντη του φράγματος καθορίζεται μια τιμή του βάθους του ύδατος, εξαρτώμενη από την κλίση του πυθμένα του αγωγού πριν την ρήξη του, με μηδενικές ταχύτητες προς όλες τις διευθύνσεις. Kατάντη του φράγματος καθορίζεται μια τιμή του βάθους του ύδατος ίση προς 0.001xh1 θεωρώντας το ως ξηρό πυθμένα. Τη στιγμή της ρήξης το βάθος στη θέση του φράγματος παίρνει την τιμή 4/9xh1, όπου h1 η ανάντη τιμή του βάθους στο φράγμα πριν την ρήξη. Η ταχύτητα στη θέση αυτή είναι (gh1)1/2. 

			Οριακές συνθήκες ροής. Στο ανάντη άκρο εφαρμόζονται οι Εξ. 35-37 (βλέπε Παράρτημα IΙΙ Computational of two dimensional dam break-flows) και στο κατάντη άκρο του ανοικτού αγωγού η Εξ. 38. Επί των στερεών ορίων η ταχύτητα V του τοπικού συστήματος συντεταγμένων τίθεται ίση με μηδέν.

			Αριθμητικό σχήμα. Το αριθμητικό σχήμα αναπροσαρμόζει τα βάθη και τις ορμές από την προηγούμενη τιμή αυτών n, βάσει των Εξ. 39-41 του Παραρτήματος IΙΙ Computational of two dimensional dam break-flows, όπου αναφέρονται και λεπτομερείς περιγραφές του θεωρητικού υποβάθρου και της αριθμητικής τεχνικής fvunstdy με τις σχετικές αρχικές και οριακές συνθήκες. Μετά τη σύγκλιση στη δοθείσα χρονική στιγμή, η λύση επαναλαμβάνεται για το επόμενο Δt. Στον πηγαίο κώδικα δίνονται αναλυτικές περιγραφές των επιμέρους υπολογιστικών πράξεων.

			7.4.3 Δεδομένα του προγράμματος fvunstdy

			 

			Στην αρχή του προγράμματος fvunstdy.for υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Οι x συντεταγμένες τοποθετήθηκαν κατά μήκος του αγωγού και οι y συντεταγμένες κατά μήκος του πλάτους του αγωγού. O δείκτης J μεταβάλλεται κατά τη x διεύθυνση (διαμήκη) ενώ ο δείκτης I μεταβάλλεται κατά την y διεύθυνση (εγκάρσια). Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο fvunstdy.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. 11 (=ΙΜ) στο πρόγραμμα fvunstdy.for είναι ο αριθμός των Δx υποδιαιρέσεων, 41 (=JΜ) είναι ο αριθμός των Δy υποδιαιρέσεων, 10000 (=NMAX) είναι ο μέγιστος αριθμός επαναλήψεων, 18 (=JDAM) είναι η αξονική θέση, όπου είναι τοποθετημένο το φράγμα (κάθετο στην ροή), 199 (=ΜΜ1) είναι ο μέγιστος αριθμός ανακυκλώσεων στο χρονικό βήμα Δt, (=NPRINT) κάθε ΝPRΙΝΤ εκτυπώνει το κριτήριο σύγκλισης.

			2η Γραμμή- συντεταγμένες X, Y. 0.0 (=Χ(J)) είναι οι x (m) συντεταγμένες του γεωμετρικού χώρου ροής. Να αναφερθεί ότι οι x συντεταγμένες είναι ακριβώς ίδιες στο κάτω και στο άνω όριο. 0.0 κ.ο.κ. (=Y(1,J)) είναι οι y (m) συντεταγμένες του κάτω ορίου του χώρου ροής, 1.4 κ.ο.κ. (=Y(ΙΜ,J)) είναι οι y (m) συντεταγμένες του άνω ορίου του χώρου ροής. Τα δεδομένα εξαντλούνται με την περιγραφή της γεωμετρίας μετά από 41 σειρές τιμών. 

			Πυθμένας ZO(I,J). 10.0 (=ZO(I,J)) είναι τα υψόμετρα του πυθμένα σε (m), όπου I (=1) είναι ο αριθμός της πρώτης γραμμής κατά την y και J (=1) ο αριθμός της πρώτης στήλης κατά τη x, 9.99 (=ZO(1,2)), 9.98 (=ZO(1,3)) κ.ο.κ.

			7η γραμμή από το τέλος. 9.807 (=GA) η τιμή της επιτάχυνσης της βαρύτητας g, 0.1 (=FT) συντελεστής για τη χρονική επαύξηση Δt, 0.04 (=SFTIN) αρχικός συντελεστής εξομάλυνσης για τις εφαπτομενικές συνιστώσες, 0.04 (=SFXIN) αρχικός συντελεστής εξομάλυνσης για τις αξονικές συνιστώσες.

			6η γραμμή από το τέλος. 1.0 (=C1) συντελεστής για εξομάλυνση στη συνέχεια, 0.25 (=C2) συντελεστής για εξομάλυνση στις ορμές, 0.9 (=FUP) συντελεστής για το δεξί μέλος των εξισώσεων ορμών, 0.05 (=PUP) συντελεστής για το βάθος ροής στα ανάντη.

			5η γραμμή από το τέλος. 0.0 (=VTIN) είναι η εφαπτομενική ταχύτητα V (m/s), δηλαδή κατά την y διεύθυνση, 0.44145 (=P1) η τιμή gh2.0/2.0 στην είσοδο του χώρου ροής, 0.0 (=B1) γωνία εισόδου της ροής. 0.00001 (=P2) η αρχική τιμή gh2.0/2.0 στην έξοδο του χώρου ροής, 0.012 (=EN) συντελεστής κατά Manning.

			4η γραμμή από το τέλος μέχρι τελευταία γραμμή. 3.001, 6.002, 9.003, 12.004 (=(IPRINT(I)) χρονικές στιγμές στις οποίες ζητείται λύση.

			Πιο αναλυτικά, από τη παράθεση του προγράμματος fvunstdy.dat:

			 

			IM=11, JM=41, NMAX=10000, JDAM=18, MM1=199, NPRINT=10

			X(J), Y(1,J), Y(IM,J),(J=1,JM) 0.0, 0.5, 1.4,…20.0, 0.0, 1.4 (41 δεδομένα σε στήλες)

			ΖΟ(I,J) ( J=1,JM) 10.00, 9.999, 9.998,…9.962, 9.961, 9.960 (41 δεδομένα σε στήλες)

			GA=9.807,  FT=0.1, SFTIN=0.04, SFXIN=0.04

			C1=1.0, C2=0.25,    FUP=0.9,   PUP=0.05

			VIN=0.0, P1=0.44145, B1=0.0, P2=0.00001,   EN=0.012

			IPRΙΝT(I)=3.001, 6.002, 9.003, 12.004,...54.018, 10.5035, 13.5045

			 

			Η παράθεση των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο fvunstdy.dat και έχει ως εξής:

			 

			11  41  10000  18  199   10

			 

			0.00  0.0  1.400

			0.50  0.0  1.400

			1.00  0.0  1.400

			1.50  0.0  1.400

			2.00  0.0  1.400

			2.50  0.0  1.400

			3.00  0.0  1.400

			3.50  0.0  1.400

			4.00  0.0  1.400

			4.50  0.0  1.400

			5.00  0.0  1.400

			5.50  0.0  1.223

			6.00  0.0  1.051

			6.50  0.0  0.897

			7.00  0.0  0.769

			7.50  0.0  0.670

			8.00  0.0  0.620

			8.50  0.0  0.589

			9.00  0.0  0.605

			9.50  0.0  0.627

			10.00  0.0  0.640

			10.50  0.0  0.682

			11.00  0.0  0.752

			11.50  0.0  0.818

			12.00  0.0  0.909

			12.50  0.0  0.988

			13.00  0.0  1.081

			13.50  0.0  1.154

			14.00  0.0  1.236

			14.50  0.0  1.284

			15.00  0.0  1.329

			15.50  0.0  1.368

			16.00  0.0  1.390

			16.50  0.0  1.400

			17.00  0.0  1.400

			17.50  0.0  1.400

			18.00  0.0  1.400

			18.50  0.0  1.400

			19.00  0.0  1.400

			19.50  0.0  1.400

			20.00  0.0  1.400

			10.00 9.999 9.998 9.997 9.996 9.995 9.994 9.993 9.992 9.991  9.990 9.989 9.988 9.987 9.986 9.985 9.984 9.983 9.982 9.981 9.980 9.979 9.978 9.977 9.976 9.975 9.974 9.973 9.972 9.971 9.970 9.969 9.968 9.967 9.966 9.965 9.964 9.963 9.962 9.961 9.960

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			10.00  9.999 9.998 9.997 9.996 9.995 9.994 9.993 9.992 9.991   9.990  9.989 9.988 9.987 9.986 9.985 9.984 9.983 9.982 9.981

			     9.980  9.979 9.978 9.977 9.976 9.975 9.974 9.973 9.972 9.971   9.970  9.969 9.968 9.967 9.966 9.965 9.964 9.963 9.962 9.961 9.960

			 

			  9.807    0.10    0.04   0.04

			  1.0    0.25    0.90   0.05

			  0.00     0.44145    0.00 0.00001  0.012

			3.001  6.002  9.003  12.004 15.005 18.006  21.007  24.008 27.009 30.010 33.011 36.012  39.013 42.014 45.015  48.016  51.017 54.018  10.5035 13.504

			7.4.4 Παράθεση του προγράμματος fvunstdy

			 

			Το πρόγραμμα fvunstdy.for δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			7.4.5 Αποτελέσματα του προγράμματος fvunstdy

			 

			Τα αποτελέσματα δίνονται στον φάκελο fvunstdy.out. Κατά τη χρονική στιγμή t= 3.091 (s) έχουν ως εξής:

			 

			4

			11  41  10000  18  199  10

			 

			0.000000E+00  0.000000E+00      1.400000

			5.000000E-01  0.000000E+00      1.400000

			1.000000  0.000000E+00      1.400000

			1.500000  0.000000E+00      1.400000

			2.000000  0.000000E+00      1.400000

			2.500000  0.000000E+00      1.400000

			3.000000  0.000000E+00      1.400000

			3.500000  0.000000E+00      1.400000

			4.000000  0.000000E+00      1.400000

			4.500000  0.000000E+00      1.400000

			5.000000  0.000000E+00      1.400000

			5.500000  0.000000E+00      1.223000

			6.000000  0.000000E+00      1.051000

			6.500000  0.000000E+00  8.970000E-01

			7.000000  0.000000E+00  7.690000E-01

			7.500000  0.000000E+00  6.700000E-01

			8.000000  0.000000E+00  6.200000E-01

			8.500000  0.000000E+00  5.890000E-01

			9.000000  0.000000E+00  6.050000E-01

			9.500000  0.000000E+00  6.270000E-01

			10.000000  0.000000E+00  6.400000E-01

			10.500000  0.000000E+00  6.820000E-01

			11.000000  0.000000E+00  7.520000E-01

			11.500000  0.000000E+00  8.180000E-01

			12.000000  0.000000E+00  9.090000E-01

			12.500000  0.000000E+00  9.880000E-01

			13.000000  0.000000E+00      1.081000

			13.500000  0.000000E+00      1.154000

			14.000000  0.000000E+00      1.236000

			14.500000  0.000000E+00      1.284000

			15.000000  0.000000E+00      1.329000

			15.500000  0.000000E+00      1.368000

			16.000000  0.000000E+00      1.390000

			16.500000  0.000000E+00      1.400000

			17.000000  0.000000E+00      1.400000

			17.500000  0.000000E+00      1.400000

			18.000000  0.000000E+00      1.400000

			18.500000  0.000000E+00      1.400000

			19.000000  0.000000E+00      1.400000

			19.500000  0.000000E+00      1.400000

			20.000000  0.000000E+00      1.400000

			 

			10.00000  9.999000  9.998000  9.997000  9.996000  9.995000   9.994000  9.993000  9.992000  9.991000  9.990000  9.989000  9.988000  9.987000  9.986000  9.985000  9.984000  9.983000   9.982000  9.981000  9.980000  9.979000  9.978000  9.977000  9.976000  9.975000  9.974000  9.973000  9.972000  9.971000   9.970000  9.969000  9.968000  9.967000  9.966000  9.965000   9.964000  9.963000  9.962000  9.961000  9.960000

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			10.00000  9.999000  9.998000  9.997000  9.996000  9.995000   9.994000  9.993000  9.992000  9.991000  9.990000  9.989000  9.988000  9.987000  9.986000  9.985000  9.984000  9.983000   9.982000  9.981000  9.980000  9.979000  9.978000  9.977000  9.976000  9.975000  9.974000  9.973000  9.972000  9.971000   9.970000  9.969000  9.968000  9.967000  9.966000  9.965000   9.964000  9.963000  9.962000  9.961000  9.960000

			 

			9.807000  1.000000E-01  4.000000E-02  4.000000E-02

			1.000000  2.500000E-01  9.000000E-01  5.000000E-02

			      0.0E+00  4.414500E-01  0.0000E+00    1.0000E-05  1.200000E-02

			 

			3.001000  6.0020000  9.0030000  12.004000  15.005000  18.006000  21.007000  24.008000  27.009000  30.010000  33.011000  36.012000  39.013000  42.014000  45.015000  48.016000  51.017000  54.018000  10.503500  13.504500

			 

			 1 X (m) = 0.0000 Y (m) = 0.0000 0.1400 0.2800 0.4200 0.5600 0.7000 0.8400 0.9800 1.1200 1.2600 1.4000

			 2 X (m) = 0.5000 Y (m) = 0.0000 0.1400 0.2800 0.4200 0.5600 0.7000 0.8400 0.9800 1.1200 1.2600 1.4000

			 3 X (m) = 1.0000 Y (m) = 0.0000 0.1400 0.2800 0.4200 0.5600 0.7000 0.8400 0.9800 1.1200 1.2600 1.4000

			 …………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			 18 X (m) = 8.5000 Y (m) = 0.0000 0.0589 0.1178 0.1767 0.2356 0.2945 0.3534 0.4123 0.4712 0.5301 0.5890

			 19 X (m) = 9.0000 Y (m) = 0.0000 0.0605 0.1210 0.1815 0.2420 0.3025 0.3630 0.4235 0.4840 0.5445 0.6050

			 20 X (m) = 9.5000 Y (m) = 0.0000 0.0627 0.1254 0.1881 0.2508 0.3135 0.3762 0.4389 0.5016 0.5643 0.6270

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			 Iterations within Dt = 3  Total time (secs) = 0.1801

			 Iterations within Dt = 20 Total time (secs) = 0.2101

			 Iterations within Dt = 20 Total time (secs) = 0.2401

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………

			 

			Iterations within Dt = 30 Total time (secs) = 3.0911

			1 Froude   .000   .000   .000   .000   .000    .000   .000.000   .000    .000   .000

			2 Froude   .002   .003   .003   .003   .003    .003   .003.003   .003    .003   .003

			3 Froude   .004   .004   .004   .004   .004    .004   .004.004   .004    .005   .006

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			8 Froude    .090  .091   .091   .090   .090   .090   .090.090   .090   .088   .088

			9 Froude    .135   .134   .134   .134   .134   .133   .134.133   .133   .132   .129

			   10 Froude   .179   .179   .179   .178   .177   .176   .174

			 .174   .173   .171   .171

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			26 Froude   2.352  2.359  2.375  2.404  2.431  2.469  2.501  2.574  2.635  2.656  2.681

			27 Froude   2.594  2.603  2.628  2.665  2.704  2.742  2.792  2.849  2.944  2.946  2.898

			28 Froude   2.845  2.855  2.885  2.928  2.975  3.024  3.077  3.156  3.223  3.229  3.199

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			    39 Froude   .337    .337   .337   .337   .337   .337   .337.337   .337   .337   .337

			   40 Froude   .337    .337   .337   .337   .337   .337   .337.337   .337   .337   .337

			 41 Froude   .340    .340   .340   .340   .340   .340   .340.340   .340   .340   .340

			 

			Στα Σχήματα 7.14 και 7.15 φαίνονται οι κατανομές της ταχύτητας U (m/s) του ύδατος και του αριθμού Froude κατά μήκος του αγωγού και σε δύο ροϊκές γραμμές που αντιπροσωπεύουν την ευθεία πλευρά του αγωγού και την καμπύλη πλευρά του αγωγού, αντιστοίχως.
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			Σχήμα 7.14 Κατανομή της διαμήκους (αξονικής) ταχύτητας ύδατος U (m/s) κατά μήκος του αγωγού τη χρονική στιγμή t=3.0 (s)
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			Σχήμα 7.15 Κατανομή του αριθμού Froude κατά μήκος του αγωγού τη χρονική στιγμή t=3.0 (s)

			 

			7.5 ΣΤΑΘΕΡΗ ΡΟΗ ΕΛΕΥΘΕΡHΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΣ, ΠΕΠΛΕΓΜΕΝΗ ΤΕΧΝΙΚΗ ΒΕΑΜ-WARMING, fvocfimp

			7.5.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική fvocfimp (Finite-volume open channel flow implicit)

			 

			Σε αντιστοιχία με την Παράγραφο 7.4.1, θεωρείται ότι η ροή της ελεύθερης επιφάνειας είναι σταθερή, ομοιογενής, ασυμπίεστη και συνεκτική με υδροστατική κατανομή της πίεσης. Με την απουσία δυνάμεων Coriolis και δυνάμεων λόγω πνέοντος ανέμου οι εξισώσεις που περιγράφουν τη ροή γράφονται με μορφή μητρώων ως (Klonidis&Soulis, 2011):

			 

			[image: Equation-7.75.jpg] 

			(7.75)

			 

			όπου:

			 

			[image: Equation-7.76.jpg] 

			(7.76)

			 

			Στο νέο σύστημα συντεταγμένων ξ, η και t η μητρωϊκή μορφή των Εξ. 7.75 είναι:

			 

			[image: Equation-7.77.jpg] 

			(7.77)

			 

			όπου:

			 

			[image: Equation-7.78.jpg] 

			(7.78)

			 

			[image: Equation-7.79.jpg] 

			(7.79)

			 

			Και

			 

			[image: Equation-7.80.jpg] 

			(7.80)

			 

			Σύμφωνα με τον παραπάνω μετασχηματισμό, ένα τετράπλευρο στοιχείο του φυσικού χώρου ροής αποτελείται από τέσσερις κόμβους (γραμμική παρεμβολή) που είναι τοποθετημένοι στις γωνίες του. Στο τοπικό σύστημα, το προκύπτον στοιχείο είναι ένα τετράγωνο που απαρτίζεται από τέσσερα στοιχεία του φυσικού χώρου. Το νέο στοιχείο αποτελείται από οκτώ κόμβους, από τους οποίους οι τέσσερις είναι τοποθετημένοι στις γωνίες του και οι υπόλοιποι στο μέσο της κάθε πλευράς. Το κέντρο του στοιχείου είναι το σημείο αρχής του τοπικού συστήματος συντεταγμένων (ξ=0, η=0) με τα ξ και η να μεταβάλλονται ως: –1 < ξ < 1, –1 < η < 1. Η απεικόνιση αυτή παρουσιάζεται στο Σχήμα 7.16.
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			Σχήμα 7.16 Χώρος 2D. Μετασχηματισμός στοιχείων από τον φυσικό, στον υπολογιστικό χώρο.

			Με ανάπτυξη σε σειρές Taylor των Εξ. 7.77 και ορίζοντας κεντρικές διαφορές ως προς τον χώρο και εμπρόσθιες διαφορές ως προς τον χρόνο προκύπτει, μετά από παραγοντοποίηση (βλέπε Παράρτημα IV: An implicit scheme for steady two-dimensional free-surface flow calculation) η πεπλεγμένη μορφή του σχήματος πεπερασμένων διαφορών ως:

			 

			[image: Equation-7.81.jpg] 

			(7.81)

			 

			Το παραπάνω σχήμα υλοποιείται σε τρία βήματα ως εξής:

			 

			[image: Equation-7.82.jpg] 

			(7.82)

			 

			Οι υπολογισμοί διεξάγονται με την ακόλουθη σειρά:

			 

			
					1.	Δημιουργείται το υπολογιστικό πλέγμα και ορίζονται οι αρχικές συνθήκες του προβλήματος, σύμφωνα με τις οποίες προδιαγράφεται μία αρχική κατανομή των ταχυτήτων και των βαθών ροής σε κάθε κόμβο εντός του πεδίου.

					2.	Εφαρμόζεται το 1ο βήμα του σχήματος, κατά το οποίο το υπολογιστικό πλέγμα σαρώνεται κατά την ξ κατεύθυνση. Η υπολογιστική διαδικασία οδηγεί στη λύση τρισδιαγώνιου συστήματος μητρώων απ’ όπου προκύπτουν οι τιμές του [image: Equation-Q_2.jpg]σε κάθε κόμβο του δικτύου, εξαιρουμένων αυτών που βρίσκονται στα στερεά όρια, την είσοδο και την έξοδο του αγωγού.

					3.	Εφαρμόζονται κατάλληλες οριακές συνθήκες μέσω των οποίων υπολογίζονται οι τιμές των [image: Equation-Q_2.jpg]επί των στερεών ορίων.

					4.	Κατόπιν εφαρμόζεται το 2ο βήμα του σχήματος, κατά το οποίο το υπολογιστικό δίκτυο σαρώνεται κατά την η κατεύθυνση. Από την επίλυση του προκύπτοντος τρισδιαγώνιου συστήματος μητρώων προκύπτουν οι τιμές του [image: Equation-R_2.jpg] σε κάθε κόμβο του δικτύου, εκτός από αυτούς που βρίσκονται στην είσοδο και την έξοδο του αγωγού.

					5.	Τέλος, από την εφαρμογή του 3ου βήματος υπολογίζονται οι τιμές των [image: Equation-S_1.jpg] σε κάθε κόμβο του δικτύου, εκτός από αυτούς που βρίσκονται στην είσοδο και την έξοδο του αγωγού.

					6.	Εφαρμόζονται κατάλληλες οριακές συνθήκες, μέσω των οποίων υπολογίζονται οι τιμές των [image: Equation-S_1.jpg]στην είσοδο και την έξοδο του αγωγού.

			

			 

			Γίνονται επαναλήψεις έως ότου ικανοποιηθεί ένα επιβεβλημένο κριτήριο σύγκλισης, το οποίο σχετίζεται με την επί τοις εκατό μέση ταχύτητα. Έτσι, αν [image: Equation-T_1.jpg] αποτελεί την συνισταμένη ταχύτητα ροής, τότε οι επαναλήψεις θα σταματήσουν όταν [image: Equation-U_1.jpg]όπου ERROR λαμβάνει μία προκαθορισμένη τιμή, συνήθως όχι μικρότερη του 10-6.

			7.5.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος fvocfimp

			 

			Επιλύεται αριθμητικά το πρόβλημα σταθερής, υπερκρίσιμης ροής σε ανοικτό αγωγό με καμπύλο το άνω τοίχωμα. Η γεωμετρία του αγωγού παρουσιάζεται στο επόμενο Σχήμα 7.17 (Rouseetal., 1951). Ο αγωγός έχει πλάτος εισόδου 5.0 (m), πλάτος εξόδου 14.1856 (m) και μήκος 30.0 (m). Στον αγωγό εισέρχεται σταθερή παροχή Q (=Qοx) ίση προς 31.316 (m3/s), που αντιστοιχεί σε αριθμό Froude ίσο με 2.0, ενώ το βάθος εισόδου της ροής h1 (=hI1) είναι σταθερό και ίσο με 1.0 (m). Η ροή είναι υπερκρίσιμη, οπότε η έξοδος παραμένει ελεύθερη. Ο συντελεστής τριβής κατά Manning n (=NM) τέθηκε ίσος προς 0.012. Ο αριθμός Courant για τον υπολογισμό του χρονικού βήματος λαμβάνει τιμή ίση με 1.5. Η βέλτιστη τιμή του τεχνητού ιξώδους SFE2, προκειμένου να εξασφαλιστεί αριθμητική ευστάθεια του σχήματος, τίθεται ίση με 0.12.
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			Σχήμα 7.17 Κάτοψη της γεωμετρίας του χώρου ροής για την περίπτωση της επίλυσης του προβλήματος της ρoής ελεύθερης επιφάνειας με πεπλεγμένη τεχνική Beam-Warming. H παροχή Q είναι ίση προς 31.316 (m3/s) που αντιστοιχεί σε αριθμό Froude ίσο με 2.0, ενώ το βάθος εισόδου της ροής h1 είναι σταθερό και ίσο με 1.0 (m). Λόγω γεωμετρικής συμμετρίας του αγωγού φαίνεται μόνο το άνω μισό αυτού.

			7.5.3 Δεδομένα του προγράμματος fvocfimp

			 

			Στην αρχή του προγράμματος fvocfimp.for υπό τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Οι x συντεταγμένες τοποθετήθηκαν κατά μήκος του αγωγού και οι y συντεταγμένες κατά μήκος του πλάτους του αγωγού. O δείκτης J μεταβάλλεται κατά τη x διεύθυνση, δηλαδή τη διαμήκη, ενώ ο δείκτης I μεταβάλλεται κατά την y διεύθυνση, δηλαδή την εγκάρσια. Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο fvocfimp.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. 7 (=ΙΜΑΧ) στο πρόγραμμα είναι ο μέγιστος αριθμός κόμβων κατά την y κατεύθυνση, 61 (=JΜmax) είναι ο μέγιστος αριθμός κόμβων κατά τη x κατεύθυνση, 0.001 (=ΔΤ) είναι το χρονικό βήμα, το οποίο όμως δεν λαμβάνει υπόψη του το πρόγραμμα, δεδομένου ότι αυτό εκτιμάται σε σχέση με τον τύπο [image: Equation-V_1.jpg]με:

			 

			[image: Equation-7.83.jpg],        

			(7.83)

			 

			όπου [image: Equation-W_1.jpg] αποτελεί την ταχύτητα μετάδοσης του κύματος και CN είναι ο αριθμός Courant. Ακολούθως, και πάντα στην 1η γραμμή, 1 (=Nmax) είναι ο μέγιστος αριθμός των χρονικών βημάτων (εδώ τίθεται ίσος με 1, λόγω του ότι επιλύεται σταθερή ροή), 50000 (=ITmax) αποτελεί τον μέγιστο αριθμό των ανακυκλώσεων, 1.5 (=CN) είναι ο αριθμός Courant για τον καθορισμό του χρονικού βήματος και 1.0E-5 (=CF) αποτελεί το κατώτατο αριθμητικό σφάλμα, πέραν του οποίου οι ανακυκλώσεις σταματούν.

			2η Γραμμή. Στη γραμμή αυτή καθορίζονται δύο ίσες «ζώνες», η άνω και η κάτω ζώνη, εντός των οποίων δίνεται η δυνατότητα πύκνωσης των κόμβων κατά την y-κατεύθυνση. Τότε, 0 (=IMid) είναι η μέση απόσταση μεταξύ των δύο τοιχωμάτων του αγωγού, δηλαδή ο άξονάς του, 0 (=YspaceUp) είναι η υποδιαίρεση της άνω «ζώνης» σε Δy αποστάσεις και 0 (=YspaceDown) είναι η υποδιαίρεση της κάτω «ζώνης» σε Δy αποστάσεις αντίστοιχα. Στο συγκεκριμένο πρόβλημα όλες οι τιμές αυτές τίθενται ίσες με 0 δηλώνοντας έτσι ότι ο χώρος δεν υποδιαιρείται σε «ζώνες» κατά την y κατεύθυνση.

			3η Γραμμή. Δίνονται με τη σειρά τα εξής δεδομένα: 1.0 (=hI1) που αντιστοιχεί στο βάθος νερού εισόδου του αγωγού, 1.0 (=hIMax) που αντιστοιχεί στο βάθος νερού εξόδου του αγωγού, 31.316 (=Qοx) ως σταθερή παροχή εισόδου στον αγωγό, 0.012 (=NM) που αντιστοιχεί στον αριθμό Manning, 0.00 (=Sοx) η κλίση πυθμένα κατά την x κατεύθυνση και 0.00 (=Sοy) η κλίση πυθμένα κατά την y κατεύθυνση.

			4η Γραμμή. 0.00 (=SFI) αποτελεί έναν γενικό συντελεστή διόρθωσης σφάλματος ανακυκλώσεων για ιδιαίτερα πολύπλοκες γεωμετρίες. Στην συγκεκριμένη εφαρμογή η τιμή είναι απενεργοποιημένη. 0.12 (=SFE2) αποτελεί την τιμή του τεχνητού ιξώδους, το οποίο εξασφαλίζει την αριθμητική ευστάθεια του σχήματος.

			5η Γραμμή. Στην 1η στήλη, X(1,J), J=1, JMax είναι οι x συντεταγμένες του κάτω τοιχώματος, δηλαδή της κεντρικής ροϊκής γραμμής του αγωγού. Στη 2η στήλη Y(1,J), J=1,JMax είναι οι y συντεταγμένες του κάτω τοιχώματος, επίσης της κεντρικής ροϊκής γραμμής του αγωγού. Στην 3η στήλη X(IMax,J), J=1,JMax είναι οι x συντεταγμένες του καμπύλου τοιχώματος. Στην 4η στήλη Y(IMax,J), J=1,JMax είναι οι y συντεταγμένες του καμπύλου τοιχώματος.

			Πιο αναλυτικά, από τη παράθεση του προγράμματος fvocfimp.dat:

			 

			 IM=7, JMmax=61,  ΔΤ=0.001, NMAX=50000,   CN=1.5,  CF=0.00001

			IMid=0,YspaceUp=0,Yspacedown=0

			   hI1=1.0, hIMax=1,Qox=31.316,  NM=0.012,  Sox=0.0,     Soy=0.0

			SFI=0.0,   SFE2=0.12

			X(1,J)(J=1, JMax) 0.0, 0.5, 1.0,…29.0, 29.5, 30.0

			(61 δεδομένα σε στήλες)

			Y(1,J)(J=1,JMax) 0.0, 0.0, 0.0,…0.0, 0.0, 0.0

			(61 δεδομένα σε στήλες)

			X(IMax,J)(J=1, JMax) 0.0, 0.5, 1.0,…29.0, 29.5, 30.0

			(61 δεδομένα σε στήλες)

			Y(IMax,J)(J=1,JMax) 5.0, 5.0198, 5.0559.0,…13.73.0, 13.597, 14.185

			(61 δεδομένα σε στήλες)

			 

			Η παράθεση των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο fvocfimp.dat και έχει ως εξής:

			 

			7 61 0.001 1 50000 1.5 1.0E-5

			0   0      0

			1.0 1.0 31.316 0.012 0.00   0.00

			0.0   0.12

			      .00 	.00000	 .00	  5.0000

			 .50 	.00000  .50	  5.0198

			 1.00 	.00000	 1.00		 5.0559

			 1.50 	.00000	 1.50		 5.1027

			 2.00 	.00000	 2.00		 5.1581

			 2.50 	.00000	 2.50		 5.2210

			 3.00 	.00000	 3.00		 5.2905

			 3.50 	.00000	 3.50		 5.3660

			 4.00 	.00000	 4.00		 5.4472

			 4.50 	.00000	 4.50		 5.5336

			 5.00 	.00000	 5.00		 5.6250

			 5.50 	.00000	 5.50		 5.7211

			 6.00 	.00000	 6.00		 5.8216

			 6.50 	.00000	 6.50		 5.9264

			 7.00 	.00000	 7.00		 6.0353

			 7.50 	.00000	 7.50		 6.1482

			 8.00 	.00000	 8.00		 6.2649

			 8.50 	.00000	 8.50		 6.3853

			 9.00 	.00000	 9.00		 6.5093

			 9.50 	.00000	 9.50		 6.6369

			10.00 	.00000	10.00		 6.7678

			10.50 	.00000	10.50		 6.9020

			11.00 	.00000	11.00		 7.0395

			11.50 	.00000	11.50		 7.1801

			12.00 	.00000	12.00		 7.3238

			12.50 	.00000	12.50		 7.4705

			13.00 	.00000	13.00		 7.6202

			13.50 	.00000	13.50		 7.7728

			14.00 	.00000	14.00		 7.9283

			14.50 	.00000	14.50		 8.0866

			15.00 	.00000	15.00		 8.2476

			15.50 	.00000	15.50		 8.4113

			16.00 	.00000	16.00		 8.5777

			16.50 	.00000	16.50		 8.7467

			17.00 	.00000	17.00		 8.9183

			17.50 	.00000	17.50		 9.0924

			18.00 	.00000	18.00		 9.2691

			18.50 	.00000	18.50		 9.4482

			19.00 	.00000	19.00		 9.6297

			19.50 	.00000	19.50		 9.8137

			20.00 	.00000	20.00		10.0000

			20.50 	.00000	20.50		10.1887

			21.00 	.00000	21.00		10.3796

			21.50 	.00000	21.50		10.5729

			22.00 	.00000	22.00		10.7684

			22.50 	.00000	22.50		10.9662

			23.00 	.00000	23.00		11.1662

			23.50 	.00000	23.50		11.3683

			24.00 	.00000	24.00		11.5727

			24.50 	.00000	24.50		11.7791

			25.00 	.00000	25.00		11.9877

			25.50 	.00000	25.50		12.1984

			26.00 	.00000	26.00		12.4111

			26.50 	.00000	26.50		12.6259

			27.00 	.00000	27.00		12.8428

			27.50 	.00000	27.50		13.0617

			28.00 	.00000	28.00		13.2825

			28.50 	.00000	28.50		13.5054

			29.00 	.00000	29.00		13.7302

			29.50 	.00000	29.50		13.9569

			30.00 	.00000	30.00		14.1856

			 

			7.5.4 Παράθεση του προγράμματος fvocfimp

			 

			Για οικονομία χώρου η παράθεση του προγράμματος fvocfimp.for δίνεται στο DVD στο αρχείο λογισμικών.

			7.5.5 Αποτελέσματα του προγράμματος fvocfimp

			 

			Τα αποτελέσματα δίνονται στο αρχείο fvocfimp.dat και έχουν ως εξής:

			 

			Node( 1, 1) X-CORD =  0.000  Y-CORD = 0.000

			Node( 1, 2) X-CORD =  0.500  Y-CORD = 0.000

			Node( 1, 3) X-CORD =  1.000  Y-CORD = 0.000

			Node( 1, 4) X-CORD =  1.500  Y-CORD = 0.000

			…………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………

			Node( 6,59) X-CORD = 29.000  Y-CORD = 11.442

			Node( 6,60) X-CORD = 29.500  Y-CORD = 11.631

			Node( 6,61) X-CORD = 30.000  Y-CORD = 11.821

			…………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………

			N=   1 Iteration No.=   263

			   h at X= 0.00   1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

			   h at X= 0.50   0.9985 0.9985 0.9985 0.9980 0.9948 0.9824 0.9699

			   h at X= 1.00   0.9998 0.9992 0.9986 0.9960 0.9860 0.9582 0.9304

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			h at X= 15.00  0.6839 0.6522 0.6205 0.5777  0.5249 0.4653 0.4056

			h at X= 15.50  0.6685 0.6378 0.6071 0.5658  0.5147 0.4567 0.3988

			h at X= 16.00  0.6537 0.6239 0.5942 0.5542  0.5047  0.448 0.3920

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			h at X= 29.00  0.4223 0.3994 0.3765 0.3491  0.3156 0.2771 0.2387

			h at X= 29.50  0.4174 0.3944 0.3714 0.3440  0.3107 0.2724 0.2341

			h at X= 30.00  0.4119 0.3894 0.3669 0.3397  0.3064 0.2677 0.2289

			 

			Στο Σχήμα 7.18 φαίνεται η κατανομή του h/h1 κατά μήκος του αγωγού σε τρεις ροϊκές γραμμές που αντιπροσωπεύουν την ευθεία πλευρά του αγωγού, την μεσοριακή μεταξύ των δύο πλευρών απόσταση και την καμπύλη πλευρά του αγωγού αντιστοίχως. Τα αποτελέσματα του παρόντος αριθμητικού σχήματος συγκρίνονται με τις μετρήσεις, Rouse et al. 1951, καθώς και με τα αποτελέσματα ενός ρητού αριθμητικού σχήματος, Soulis et al. 1989.
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			Σχήμα 7.18 Σύγκριση μεταξύ τιμών του αδιάστατου βάθους ροής h/h1 υπολογισθέντων από το παρόν αριθμητικό σχήμα, από το ρητό σχήμα, Soulis (1989) και αντίστοιχων μετρήσεων Rouse et al. (1951), Fr = 2.0, Q=31.316 m3/s.

			Tο παρόν αριθμητικό σχήμα χρειάστηκε 120 ανακυκλώσεις για να συγκλίνει προσεγγίζοντας τη λύση με μέσο επί τοις εκατό σφάλμα ίσο με 1.0x10-5, ενώ για τον ίδιο βαθμό σύγκλισης η ρητή τεχνική Soulis (1989) χρειάστηκε 222 ανακυκλώσεις.

			 

			7.6 ΣΤΑΘΕΡΗ ΡΟΗ ΕΛΕΥΘΕΡHΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΣ, ΕΠΙΛΥΣΗ ΣΕ ΦΥΣΙΚΟ ΧΩΡΟ ΡΟΗΣ, pgocfexp

			7.6.1 Θεωρητικό υπόβαθρο και αριθμητική τεχνική πεπερασμένων όγκων στον φυσικό χώρο ροής pgοcfexp (Physical grid open channel flow explicit)

			 

			Η ροή σε ανοικτό αγωγό θεωρείται ότι είναι ομοιογενής, ασυμπίεστη, δισδιάστατη, με απουσία δυνάμεων άνεμου και Coriolis. Θεωρείται υδροστατική η κατανομή της πίεσης. Οι υδροδυναμικές εξισώσεις και οι εξισώσεις της δισδιάστατης ροής με μη διαβρώσιμο πυθμένα περιγράφονται μ’ ένα μη γραμμικό, υπερβολικό σύστημα μερικών διαφορικών εξισώσεων (Farsirotou&Soulis, 2001):

			 

			Συνέχεια μάζας ρευστού,

			 

			[image: Equation-7.84.jpg] 

			(7.84)

			 

			Διατήρηση x-ορμής,

			 

			[image: Equation-7.85.jpg] 

			(7.85)

			 

			Διατήρηση y-ορμής,

			 

			[image: Equation-7.86.jpg] 

			(7.86)

			 

			όπου h το βάθος ροής, g η επιτάχυνση της βαρύτητας, zb το υψόμετρο του πυθμένα, Sοx =[image: Equation-L_3.jpg] και Sοy =[image: Equation-M_3.jpg] οι κλίσεις του πυθμένα και Sfx, Sfy οι κλίσεις τριβών:

			 

			[image: Equation-7.87.jpg] 

			(7.87)

			 

			με n τον συντελεστή τριβής της ροής Manning. Για την επίλυση των Εξ.7.84-7.86 πραγματοποιήθηκε η χρήση της ολοκληρωματικής μεθόδου, δηλαδή εφαρμόζοντας τις ανωτέρω εξισώσεις σε σειρά πεπερασμένων όγκων που καλύπτουν πλήρως τον χώρο ροής και ολοκληρώνοντας στις πλευρές των υπολογιστικών καννάβεων. Οι πεπερασμένοι αυτοί όγκοι έχουν κοινές πλευρές. Στο τέλος κάθε χρονικής επαύξησης Δt, η καθαρά εισροή σε κάθε στοιχειώδη πεπερασμένο όγκο είναι μηδενική, έτσι ώστε στο σύνολο η ροή μάζας και στερεών υλικών να διατηρείται, ενώ οι αλλαγές των ορμών ισούνται με τις δυνάμεις οι οποίες εφαρμόζονται από τα στερεά και μη όρια του συστήματος. Έστω ότι οι εξισώσεις ροής αναφέρονται σε έναν στοιχειώδη πεπερασμένο όγκο ΔV μοναδιαίου ύψους, ο οποίος έχει το σχήμα του τετράπλευρου (Σχήμα 7.16). Για τη χρονική επαύξηση Δt είναι:

			 

			[image: Equation-7.88.jpg] 

			(7.88)

			 

			Το Σχήμα 7.19 δείχνει το συμβολισμό που χρησιμοποιείται για τη διατήρηση της μάζας στον πεπερασμένο αυτό όγκο.
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			Σχήμα 7.19 Συμβολισμοί για την εξισορρόπηση της ροής μάζας ή/και ορμών.

			Στη ροή μάζας ορίζεται ο όρος XFLUX στον υπολογιστικό κόμβο i, j ως:

			 

			Συνέχεια μάζας ρευστού,

			 

			[image: Equation-7.89.jpg] 

			(7.89)

			 

			ενώ ο όρος YFLUX στον ίδιο υπολογιστικό κόμβο i, j ορίζεται ως:

			 

			[image: Equation-7.90.jpg] 

			(7.90)

			 

			Ο δεύτερος όρος του δεξιού τμήματος της ανωτέρω εξίσωσης προέρχεται από την εξισορρόπηση της ροής μάζας στην περιοχή ΑΒΕ (Σχήμα 7.19). Η απόσταση ΔYΒ φαίνεται επίσης στο Σχήμα 7.19. Οι όροι Δ(hu) και Δ(hv) των Εξ. 7.88 ορίζονται ως:

			 

			[image: Equation-7.91.jpg] 

			(7.91)

			 

			[image: Equation-7.92.jpg] 

			(7.92)

			 

			Παρόμοιες διαφορές εφαρμόζονται σε όλους τους όρους Δ των Εξ. 7.88. Έτσι, η εξίσωση της συνέχειας της μάζας, γράφεται ως:

			 

			[image: Equation-7.93.jpg] 

			(7.93)

			 

			Διατήρηση x-ορμής,

			 

			[image: Equation-7.94.jpg] 

			(7.94)

			 

			[image: Equation-7.95.jpg] 

			(7.95)

			 

			Έτσι, η διαφορά Δ(hu) σε κάθε πεπερασμένο όγκο είναι:

			 

			[image: Equation-7.96.jpg] 

			(7.96)

			 

			Διατήρηση y-ορμής,

			 

			[image: Equation-7.97.jpg] 

			(7.97)

			 

			[image: Equation-7.98.jpg] 

			(7.98)

			 

			Η διαφορά Δ(hv) σε κάθε πεπερασμένο όγκο είναι:

			 

			[image: Equation-7.99.jpg] 

			(7.99)

			 

			Η ανωτέρω περιγραφείσα αριθμητική τεχνική ονομάζεται «τεχνική χρονικής προώθησης» (Τime-marching technique). Στο Σχήμα 7.20 παρουσιάζεται μια τυπική κάτοψη ενός συγκλίνοντος- αποκλίνοντος ανοικτού αγωγού, όπου δύναται να εφαρμοστεί η παρούσα αριθμητική τεχνική. Για την επίλυση εφαρμόζεται παντού η αριθμητική τεχνική της υπερχαλαρώσεως κατά Gauss-Seidel. Λεπτομερής περιγραφή του θεωρητικού υπόβαθρου και της αριθμητικής τεχνικής pgocfexp παρατίθεται στο Παράρτημα V: Two dimensional subcritical and supercritical open channel flow calculation using a time-marching method.
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			Σχήμα 7.20 Τυπική κάτοψη ενός ανοικτού συγκλίνοντος-αποκλίνοντος αγωγού, όπου δύναται να εφαρμοστεί η παρούσα αριθμητική τεχνική. Το τυπικό τμήμα του υπολογιστικού δικτύου που φαίνεται, αποτελείται από πεπερασμένους όγκους σχήματος τετραπλεύρων, όπου οι δύο πλευρές αυτού είναι παράλληλες προς τον άξονα y.

			7.6.2 Πρόβλημα για επίλυση με χρήση του προγράμματος pgocfexp

			 

			Για πληρέστερη κατανόηση θα χρησιμοποιηθεί εδώ ο τρέχων αλγόριθμος για επίλυση μονοδιάστατου προβλήματος υπερκρίσιμης ροής (Σχήμα 7.18), μολονότι χρησιμοποιείται δισδιάστατος αλγόριθμος. Βέβαια, ο αλγόριθμος υπολογίζει και υποκρίσιμη ροή και προς τούτο πρέπει να ικανοποιηθούν οι ανάλογες οριακές συνθήκες τόσο στην είσοδο όσο και στην έξοδο του αγωγού. 

			Ο αγωγός έχει μήκος L=15.0 (m) και πλάτος W=7.0 (m) με γραμμική αξονική κλίση που υποβιβάζει τον πυθμένα από 0.6 (m) στα 15.0 (m). Η ροή είναι υπερκρίσιμη και τα δεδομένα της εισόδου φαίνονται στο Σχήμα 7.21. Η έξοδος παραμένει ελεύθερη. Ο συντελεστής τριβής n (=EN) κατά Manning τέθηκε ίσος προς 0.022. Η τιμή της ποσότητας P1 (=gh2.0/2.0) στην είσοδο είναι 0.196 (m3/s2) και της ποσότητας ΤΟΤΑL (=p1/ρg+(z1-z2)+u21/2g) επίσης στην είσοδο είναι 10.30396 (m). Το χωρικό βήμα Δx (=DΧ) να ληφθεί ίσο προς 0.25 (m). Ζητείται να επιλυθεί το πρόβλημα και να γίνει η γραφική παράσταση των κατανομών του βάθους του ύδατος H (=H(I,J)) και της ταχύτητας του ύδατος U (=U(I,J)) κατά μήκος του αγωγού με ρητή τεχνική σε φυσικό σύστημα συντεταγμένων x, y.
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			Σχήμα 7.21 Γεωμετρία (κάτοψη) του ανοικτού αγωγού, όπου εφαρμόζεται η παρούσα αριθμητική τεχνική του χρόνου προέλασης για υπερκρίσιμη ροή.

			7.6.3 Δεδομένα του προγράμματος pgocfexp

			 

			Στην αρχή του προγράμματος pgocfexp.for με τη μορφή “Comment” ή C δίνονται επεξηγήσεις για τη χρήση των σταθερών του προγράμματος. Οι x συντεταγμένες τοποθετήθηκαν κατά μήκος του αγωγού και οι y συντεταγμένες κατά μήκος του πλάτους του αγωγού. O δείκτης J μεταβάλλεται κατά τη x διεύθυνση (διαμήκη), ενώ ο δείκτης I κατά την y διεύθυνση (εγκάρσια). Πιο αναλυτικά, τα δεδομένα παρουσιάζονται στο αρχείο pgocfexp.dat και έχουν ως κατωτέρω:

			1η Γραμμή. Ο αριθμός 4 (=INFR στο πρόγραμμα pgocfexp.for) δείχνει ότι η ροή είναι υπερκρίσιμη. Εάν ο αριθμός αυτός είναι μικρότερος της μονάδος η ροή είναι υποκρίσιμη.

			2η Γραμμή. 5 (=ΙΜ) είναι ο αριθμός των Δy υποδιαιρέσεων, 61 (=JΜ) είναι ο αριθμός των Δx υποδιαιρέσεων, 3000 (=NMAX) είναι ο μέγιστος αριθμός επαναλήψεων, 10 (=NPRINT) κάθε ΝPΡΙΝΤ εκτυπώνει το κριτήριο σύγκλισης.

			3η Γραμμή- συντεταγμένες. 0.0 (=X(J)) είναι οι x (m) συντεταγμένες του γεωμετρικού χώρου ροής. Να αναφερθεί ότι οι x συντεταγμένες είναι ακριβώς ίδιες στο κάτω και στο άνω όριο. 0.0 (=Y(1,J)) είναι οι y (m) συντεταγμένες του κάτω ορίου του χώρου ροής, 7.0 (=Y(5,J)) είναι οι y (m) συντεταγμένες του άνω ορίου του χώρου ροής. Τα δεδομένα εξαντλούνται με την περιγραφή της γεωμετρίας μετά από 60 σειρές τιμών.

			4η Γραμμή. 10.0 (=ZO(I,J)) είναι τα υψόμετρα του πυθμένα σε (m) όπου I=1 είναι ο αριθμός της πρώτης γραμμής κατά την y και J=1 ο αριθμός της πρώτης στήλης κατά τη x, 9.99 (=ZO(1,2)), 9.98 (=ZO(1,3)) κ.ο.κ.

			Υποπροτελευταία γραμμή. 1.0 (=C1) συντελεστής για εξομάλυνση των αλλαγών στην εξίσωση της συνέχειας, 0.25 (=C2) συντελεστής για εξομάλυνση των αλλαγών στην εξίσωση των ορμών, 9.807 (=GA) η τιμή της επιτάχυνσης της βαρύτητας, 0.2 (=FT) συντελεστής για τη χρονική επαύξηση, 0.04 (=SFTIN) αρχικός συντελεστής εξομάλυνσης για τις εφαπτομενικές συνιστώσες, 0.04 (=SFXIN) αρχικός συντελεστής εξομάλυνσης για τις αξονικές συνιστώσες.

			Προτελευταία γραμμή. 0.0 (=VTIN) εφαπτομενική ταχύτητα V, δηλαδή κατά την y διεύθυνση. 0.196 (=P1) είναι η gh2.0/2.0 στην είσοδο του χώρου ροής για υπερκρίσιμη είσοδο ροής ή αρχική εκτίμηση για υποκρίσιμη είσοδο της ροής. 10.30396 (=TOTAL) είναι το ολικό φορτίο στην είσοδο του χώρου ροής για υπερκρίσιμη είσοδο ροής ή παροχή για υποκρίσιμη είσοδο ροής. 0.0 (=B1) είναι γωνία εισόδου β1 της ροής για υποκρίσιμη συνθήκη εισόδου ροής. 0.196 (=P2) η αρχική τιμή gh2.0/2.0 στην έξοδο του χώρου ροής για υπερκρίσιμη είσοδο ροής ή σταθερή τιμή για υποκρίσιμη είσοδο ροής. 0.6 (=PUP) είναι η τιμή συντελεστή για σταθεροποίηση των κατάντη τιμών των φυσικών ποσοτήτων ροής, 0.022 (=EN) o συντελεστής n κατά Manning.

			Τελευταία γραμμή. 5000 (=(IPRINT(I)) για Ι=1 είναι ο αριθμός επαναλήψεων της αριθμητικής τεχνικής στον οποίο ζητούνται αναλυτικά οι τιμές των φυσικών ποσοτήτων ροής, κ.ο.κ για I=2 είναι 500…

			Πιο αναλυτικά, από την παράθεση του προγράμματος pgocfexp.dat:

			 

			INFR=4

			IM=5, JM=61, NMAX=3000, NPRINT=10

			X(J), Y(1,J), Y(IM,J) ( J=1,JM) 0.0, 0.0, 7.0,…14.5, 0.0, 7.0

			(60 δεδομένα σε στήλες)

			  ΖΟ(I,J) ( J=1,JM) 10.0, 9.99, 9.98, …9.42 9.41,9.40

			(60 δεδομένα σε στήλες)

			C1=1.0, C2=0.25, GA= 9.807, FT=0.2,SFTIN=0.04,SFXIN=0.04

			VTIN=0.0,P1=0.196,TOTAL=10.30396,B1=0.0,P2=0.196,PUP=0.6, EN=0.022

			IPRINT(I) (I=1,5) 5000, 500,…5000, 5000, 5000

			 

			Η παράθεση των δεδομένων εισόδου δίνεται στον φάκελο pgocfexp.dat και έχει ως εξής:

			 

			4

			5   61  3000 10

			 

			0.0  0.0  7.0

			0.25  0.0  7.0

			0.50  0.0  7.0

			0.75  0.0  7.0

			1.00  0.0  7.0

			1.25  0.0  7.0

			1.50  0.0  7.0

			1.75  0.0  7.0

			2.00  0.0  7.0

			2.25  0.0  7.0

			2.50  0.0  7.0

			2.75  0.0  7.0

			3.00  0.0  7.0

			3.25  0.0  7.0

			3.50  0.0  7.0

			3.75  0.0  7.0

			4.00  0.0  7.0

			4.25  0.0  7.0

			4.50  0.0  7.0

			4.75  0.0  7.0

			5.00  0.0  7.0

			5.25  0.0  7.0

			5.50  0.0  7.0

			5.75  0.0  7.0

			6.00  0.0  7.0

			6.25  0.0  7.0

			6.50  0.0  7.0

			6.75  0.0  7.0

			7.00  0.0  7.0

			7.25  0.0  7.0

			 7.50  0.0  7.0

			 7.75  0.0  7.0

			 8.00  0.0  7.0

			 8.25  0.0  7.0

			 8.50  0.0  7.0

			 8.75  0.0  7.0

			 9.00  0.0  7.0

			 9.25  0.0  7.0

			 9.50  0.0  7.0

			 9.75  0.0  7.0

			10.00  0.0  7.0

			10.25  0.0  7.0

			10.50  0.0  7.0

			10.75  0.0  7.0

			11.00  0.0  7.0

			11.25  0.0  7.0

			11.50  0.0  7.0

			11.75  0.0  7.0

			12.00  0.0  7.0

			12.25  0.0  7.0

			12.50  0.0  7.0

			12.75  0.0  7.0

			13.00  0.0  7.0

			13.25  0.0  7.0

			13.50  0.0  7.0

			13.75  0.0  7.0

			14.00  0.0  7.0

			14.25  0.0  7.0

			14.50  0.0  7.0

			14.75  0.0  7.0

			15.00  0.0  7.0

			 

			10.0  9.99  9.98  9.97  9.96  9.95  9.94  9.93  9.92  9.91  9.90  9.89  9.88  9.87  9.86  9.85  9.84  9.83  9.82  9.81  9.80  9.79  9.78  9.77  9.76  9.75  9.74  9.73  9.72  9.71  9.70  9.69  9.68  9.67  9.66  9.65  9.64  9.63  9.62  9.61  9.60  9.59  9.58  9.57  9.56  9.55  9.54  9.53  9.52  9.51  9.50  9.49  9.48  9.47  9.46  9.45  9.44  9.43  9.42  9.41

			………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			 

			10.0  9.99  9.98  9.97  9.96  9.95  9.94  9.93  9.92  9.91  9.90  9.89  9.88  9.87  9.86  9.85  9.84  9.83  9.82  9.81  9.80  9.79  9.78  9.77  9.76  9.75  9.74  9.73  9.72  9.71  9.70  9.69  9.68  9.67  9.66  9.65  9.64  9.63  9.62  9.61  9.60  9.59  9.58  9.57  9.56  9.55  9.54  9.53  9.52  9.51  9.50  9.49  9.48  9.47  9.46  9.45  9.44  9.43  9.42  9.41  9.40

			 

			 1.0          0.2 9.807   0.2  0.04  0.04

			0.0     0.196     10.30396   0.0 0.196   0.6 0.022

			5000  500   1000  2000   4000  5000  5000  5000  5000  5000

			7.6.4 Παράθεση του προγράμματος pgocfexp

			 

			Το πρόγραμμα pgocfexp.for δίνεται στο αρχείο λογισμικών.

			7.6.5 Αποτελέσματα του προγράμματος pgocfexp

			 

			Τα αποτελέσματα δίνονται στον φάκελο pgocfexp.out. Μετά από 3000 ανακυκλώσεις, όταν έχει ικανοποιηθεί το κριτήριο σύγκλισης, έχουν ως:

			 

			4

			5    61    3000   10

			 

			0.0000000  0.0000000E+00 7.000000

			0.2500000  0.0000000E+00 7.000000

			0.5000000  0.0000000E+00 7.000000

			0.7500000  0.0000000E+00 7.000000

			1.0000000  0.0000000E+00 7.000000

			………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………

			14.000000  0.0000000E+00 7.000000

			14.250000  0.0000000E+00 7.000000

			14.500000  0.0000000E+00 7.000000

			14.750000  0.0000000E+00 7.000000

			15.000000  0.0000000E+00 7.000000

			10.00000 9.990000 9.980000 9.970000 9.960000 9.950000 9.940000 9.930000 9.920000 9.910000 9.900000 9.890000 9.880000 9.870000 9.860000 9.850000 9.840000 9.830000 9.820000 9.810000 9.800000 9.790000 9.780000 9.770000 9.760000 9.750000 9.740000 9.730000 9.720000 9.710000 9.700000 9.690000 9.680000 9.670000 9.660000 9.650000 9.640000 9.630000 9.620000 9.610000 9.600000 9.590000 9.580000 9.570000 9.560000 9.550000 9.540000 9.530000 9.520000 9.510000 9.500000 9.490000 9.480000 9.470000 9.460000 9.450000 9.440000 9.430000 9.420000 9.410000 9.400000

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			10.00000 9.990000 9.980000 9.970000 9.960000 9.950000 9.940000 9.930000 9.920000 9.910000 9.900000 9.890000 9.880000 9.870000 9.860000 9.850000 9.840000 9.830000 9.820000 9.810000 9.800000 9.790000 9.780000 9.770000 9.760000 9.750000 9.740000 9.730000 9.720000 9.710000 9.700000 9.690000 9.680000 9.670000 9.660000 9.650000 9.640000 9.630000 9.620000 9.610000 9.600000 9.590000 9.580000 9.570000 9.560000 9.550000 9.540000 9.530000 9.520000 9.510000 9.500000 9.490000 9.480000 9.470000 9.460000 9.450000 9.440000 9.430000 9.420000 9.410000 9.400000

			 

			1.0000   0.2500  9.8070 0.20000 3.99E-02  3.99E-02

			         0.00E+0 0.19600 10.30396  0.00E+0  0.1960  0.600 2.200E-02

			5000  500  1000  2000  4000  5000

			 

			  1 X (m) 0.0000 Y (m) 0.0000 1.7500 3.5000 5.2500 7.0000

			  2 X (m) 0.2500 Y (m) 0.0000 1.7500 3.5000 5.2500 7.0000

			  3 X (m) 0.5000 Y (m) 0.0000 1.7500 3.5000 5.2500 7.0000

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			…………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			 59 X (m) 14.5000 Y (m) 0.0000 1.7500 3.5000 5.2500 7.0000

			 60 X (m) 14.7500 Y (m) 0.0000 1.7500 3.5000 5.2500 7.0000

			 61 X (m) 15.0000 Y (m) 0.0000 1.7500 3.5000 5.2500 7.0000

			………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			………………………………………………………………………………………………………………………………………………………

			Iteration = 3870 Max Error= 0.0000554% I= 5 J= 58

			Iteration = 3880 Max Error= 0.0000554% I= 5 J= 60

			Iteration = 3890 Max Error= 0.0000443% I= 5 J= 60

			 1 U (m/s) 1.428  1.428  1.428  1.428  1.428

			 2 U (m/s) 1.521  1.521  1.521  1.521  1.521

			 3 U (m/s) 1.591  1.591  1.591  1.591  1.591

			……………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………

			59 U (m/s) 2.317  2.317  2.317  2.317  2.317

			60 U (m/s) 2.318  2.318  2.318  2.318  2.318

			61 U (m/s) 2.319  2.319  2.319  2.319  2.319

			1 Froude 1.020  1.020  1.020  1.020  1.020

			2 Froude 1.112  1.112  1.112  1.112  1.112

			3 Froude 1.185  1.185  1.185  1.185  1.185

			……………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………

			59 Froude 2.049  2.049  2.049  2.049  2.049

			60 Froude 2.050  2.050  2.050  2.050  2.050

			61 Froude 2.052  2.052  2.052  2.052  2.052

			1 H (m) 0.1999  0.1999  0.1999  0.1999 0.1999

			2 H (m) 0.1908  0.1908  0.1908  0.1908 0.1908

			3 H (m) 0.1837  0.1837  0.1837  0.1837 0.1837

			4 H (m) 0.1778  0.1778  0.1778  0.1778 0.1778

			……………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………

			……………………………………………………………………………………………………………………

			58 H (m)0.1304  0.1304  0.1304  0.1304 0.1304

			59 H (m)0.1304  0.1304  0.1304  0.1304 0.1304

			60 H (m)0.1303  0.1303  0.1303  0.1303 0.1303

			61 H (m)0.1302  0.1302  0.1302  0.1302 0.1302

			 

			Στα Σχήματα 7.22, και 7.23 φαίνονται οι κατανομές του βάθους του ύδατος h (m) και της ταχύτητας U (m/s) του ύδατος κατά μήκος του αγωγού, αντιστοίχως.

			 

			[image: E:\1 NTFS\Academic DUTH\Σούλης Ιωάννης\Καλλιπος\αρχεια παραδοσης\αρχεια παραδοσης μετά τη γλωσσική επιμέλεια v.1\jvsoulis σχηματα\επεξεργασία πρωτότυπων αρχείων\Κεφάλαιο 7\Σχήμα 7.22.jpg] 

			Σχήμα 7.22 Κατανομή του βάθους του ύδατος h (m) κατά μήκος του αγωγού

			 

			[image: E:\1 NTFS\Academic DUTH\Σούλης Ιωάννης\Καλλιπος\αρχεια παραδοσης\αρχεια παραδοσης μετά τη γλωσσική επιμέλεια v.1\jvsoulis σχηματα\επεξεργασία πρωτότυπων αρχείων\Κεφάλαιο 7\Σχήμα 7.23.jpg] 

			Σχήμα 7.23 Κατανομή ταχύτητας ύδατος U (m/s) κατά μήκος του αγωγού
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			Παραρτήματα

			Στα Παραρτήματα παρατίθενται παρατηρήσεις (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ I) για τη διευκόλυνση στην κατανόηση των προγραμμάτων. Όλα τα προγράμματα, τα δεδομένα, τα αποτελέσματα και οι δημοσιεύσεις δίνονται και σε ηλεκτρονική μορφή (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ II). Οι πηγαίοι κώδικες των Κεφαλαίων 2,3,4,5 και 6 δίνονται σεfortranf90, ενώ οι περισσότεροι του Κεφαλαίου 7 σε fortran f77.

			 

			ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ I

			Παρατηρήσεις επί των προγραμμάτων

			 

			ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ II

			Λογισμικό
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							2.5 ΕΠΙΛΥΣΗ EΞΙΣΩΣΕΩΝ ΜΟΡΦΗΣ f(x)=0  π.χ. 5x-13.2+2sinx-4cosx=0, iter
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									2.5.4 Αποτέλεσμα του προγράμματος iter
								


							


						


								
							2.6 EΠΙΛΥΣH ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ, ΑΠΑΛΟΙΦΗ KATA GAUSS, gauss
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							2.7 EΠΙΛΥΣΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ, ΤΕΧΝΙΚΗ KATA GAUSS-SEIDEL, g-s
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							2.8 EΠΙΛΥΣH ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ, ΤΕΧΝΙΚΗ ΥΠΕΡ ΧΑΛΑΡΩΣΕ-ΩΣ ΚΑΤΑ GAUSS-SEIDEL, g-s-over
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							2.9 EΠΙΛΥΣΗ TΡΙΔΙΑΓΩΝΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ, ΤΕΧΝΙΚΗ ΚΑΤΑ THOMAS, thomas
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					3. ΕΠΙΛΥΣΗ ΠΑΡΑΒΟΛΙΚΩN ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ
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							3.2 ΡΗΤΗ ΤΕΧΝΙΚΗ, expl 
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									3.4.3 Δεδομένα του προγράμματος frog
								


										
									3.4.4 Παράθεση του προγράμματος frog
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					4. ΕΠΙΛΥΣΗ ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ
					
								
							4.1 ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
							
										
									4.1.1 Γραμμικές και μη γραμμικές υπερβολικές εξισώσεις ροής 
								


										
									4.1.2 Ρητά αριθμητικά σχήματα απλών βημάτων για την επίλυση υπερβολικών εξισώσεων 
								


										
									4.1.3 Ρητά αριθμητικά σχήματα πολλαπλών βημάτων για την επίλυση υπερβολικών εξισώσεων
								


							


						


								
							4.2 ΡΗΤΗ ΤΕΧΝΙΚΗ LAX-WENDROFF, lax-wen
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							4.3 ΡHTH ΤΕΧΝΙΚΗ MAC-CORMACK, maccomk
							
										
									4.3.1 Αριθμητική τεχνική maccmk (Mac-Cormack) 
								


										
									4.3.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος maccmk
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							4.4 ΡΗΤΗ ΤΕΧΝΙΚΗ ΤΕΣΣΑΡΩΝ ΒΗΜΑΤΩΝ KATA RUNGE-KUTTΑ, r-k
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									5.1.2 Πρόβλημα για επίλυση μέσω του προγράμματος tank
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							5.2 ΥΠΟΚΡΙΣΙΜΗ ΡΟΗ ΕΛΕΥΘΕΡΗΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΣ, ΡΗΤH ΤΕΧΝΙΚΗ MAC-CORMACK, οcfsb
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							5.3 ΥΠΕΡΚΡΙΣΙΜH ΡΟΗ ΕΛΕΥΘΕΡΗΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΣ, ΡΗΤH ΤΕΧΝΙΚΗ MAC-CORMACK, οcfsp
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							5.4 ΥΠΕΡΚΡΙΣΙΜH ΡΟΗ ΕΛΕΥΘΕΡΗΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΣ, ΠΕΠΛΕΓΜΕΝΗ ΤΕΧΝΙΚΗ MAC-CORMACK, οcfimp
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					6. ΔΙΣΔΙΑΣΤΑΤΕΣ ΡΟΕΣ, ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΕΣ ΔΙΑΦΟΡΕΣ
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									6.1.1 Χώρος ροής
								


										
									6.1.2 Προσέγγιση εξισώσεων ροής με πεπερασμένες διαφορές
								


										
									6.1.3 Αναπαράσταση οριακών συνθηκών με πεπερασμένες διαφορές
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									6.5.3 Δεδομένα του προγράμματος advdif
								


										
									6.5.4 Παράθεση του προγράμματος advdif
								


										
									6.5.5 Αποτελέσματα του προγράμματος advdif
								


							


						


					


				


						
					Βιβλιογραφία/Αναφορές
				


						
					 
				


						
					7. ΔΙΣΔΙΑΣΤΑΤΕΣ ΡΟΕΣ, ΠΕΡΑΣΜΕΝOI ΟΓΚΟΙ
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