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			Κεφάλαιο 4 Μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου και Απόκριση συχνότητας 

			Σύνοψη

			Στο κεφάλαιο αυτό δίνεται ο ορισμός του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου και παρουσιάζονται οι ιδιότητες του μετασχηματισμού. Δίνεται ο ορισμός της απόκρισης συχνότητας και αναλύεται η περιγραφή των γραμμικών χρονικά αμετάβλητων (Linear Time Invariant – LTI) συστημάτων μέσω της απόκρισης συχνότητας. Παρουσιάζονται τα φίλτρα επιλογής συχνοτήτων και τα φίλτρα γραμμικής φάσης.

			Προαπαιτούμενη γνώση 

			Σειρές, εξισώσεις διαφορών. Κεφάλαιο 1, Κεφάλαιο 2, Κεφάλαιο 3.

			4.1. Μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου

			1-2-3-4-0-0

			4.1.1. Ορισμός μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου

			Ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου (Discrete Time Fourier Transform – DTFT) είναι ένας μετασχηματισμός, που συνδέει το πεδίο του χρόνου με το πεδίο της συχνότητας. Ο μετασχηματισμός (transform) Fourier διακριτού χρόνου [image: ] μίας ακολουθίας διακριτού χρόνου [image: ], αν υπάρχει (η ύπαρξη του μετασχηματισμού αναλύεται στη επόμενη παράγραφο), είναι η αναπαράσταση της ακολουθίας συναρτήσει μιγαδικών εκθετικών ακολουθιών της μορφής [image: ], όπου [image: ] είναι η κυκλική συχνότητα. 

			Ο ευθύς (direct) μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου (Discrete Time Fourier Transform – DTFT) μίας ακολουθίας διακριτού χρόνου ορίζεται ως ακολούθως:

			[image: ] (4.1)

			και, αν υπάρχει, είναι μοναδικός (unique).

			Ο αντίστροφος (inverse) μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου (Inverse Discrete Time Fourier Transform – IDTFT) ορίζεται ως ακολούθως:

			[image: ] (4.2)

			και, αν υπάρχει, είναι μοναδικός (unique).

			Ο ευθύς και ο αντίστροφος μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου αποτελούν ένα μοναδικό ζεύγος και χρησιμοποιείται ο συμβολισμός:

			[image: ]

			Από την (4.1) και την (4.2) είναι φανερό ότι ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου είναι γραμμικός μετασχηματισμός, επειδή και η σειρά και το ολοκλήρωμα με βάση τα οποία ορίζεται ο μετασχηματισμός είναι τελεστές που πληρούν την ιδιότητα της γραμμικότητας.

			Επίσης, είναι προφανές, από τον ορισμό, ότι ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου είναι μιγαδική συνάρτηση:

			[image: ] (4.3)

			όπου

			- [image: ] είναι η πραγματική συνιστώσα του [image: ]

			- [image: ] είναι η φανταστική συνιστώσα του [image: ]

			- [image: ] είναι το μέτρο του [image: ]

			- [image: ] είναι η φάση του [image: ]

			Για το μέτρο ισχύει:

			[image: ]

			Ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου είναι περιοδικός με περίοδο 2π, δηλαδή ισχύει η ακόλουθη σχέση:

			[image: ] (4.4)

			Χρήσιμη ελληνόγλωσση βιβλιογραφία είναι τα βιβλία Hayes, 2000, McClellan, Schafer & Yoder, 2006, Ασημάκης, 2008, Θεοδωρίδης, Μπερμπερίδης, Κοφίδης, 2003, Καραγιάννης & Μαραγκός, 2010, Καραγιάννης & Τζιτζιράχου, 2003, Καραμπογιάς, 2009, Μάργαρης, 2014, Σκόδρας & Αναστασόπουλος, 2003.

			4.1.2. Ύπαρξη μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου

			Ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου μίας ακολουθίας διακριτού χρόνου [image: ] σχετίζεται με το μέτρο των πλατών της ακολουθίας και διατυπώνεται ως ακολούθως:

			[image: ] (4.5)

			όπου [image: ] ένας θετικός αριθμός. Από την (4.5) συμπεραίνουμε ότι το άπειρο άθροισμα των πλατών της ακολουθίας δεν είναι άπειρο, αλλά είναι πεπερασμένο, που σημαίνει ότι η ακολουθία είναι «παρατηρήσιμη», αφού οι τιμές της δεν απειρίζονται.

			Για παράδειγμα, ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου του σήματος [image: ] υπάρχει, επειδή μπορούμε να γράψουμε:

			[image: ]

			Αντίθετα, ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου του σήματος [image: ]δεν υπάρχει, επειδή

			[image: ]

			4.1.3. Υπολογισμός μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου

			Για να γίνει υπολογισμός του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου ενός σήματος, αρχικά γίνεται έλεγχος της ύπαρξης του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου, επαληθεύοντας την (4.5) και στην περίπτωση που υπάρχει, τότε υπολογίζεται ο τύπος του μετασχηματισμού χρησιμοποιώντας αθροίσματα.

			Παράδειγμα

			[image: ]

			Αρχικά γίνεται έλεγχος της ύπαρξης του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου

			[image: ]

			επειδή [image: ].

			Επομένως ικανοποιείται η (4.5), άρα υπάρχει ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου του σήματος.

			Στη συνέχεια γίνεται ο υπολογισμός:

			[image: ]

			επειδή από [image: ] και από τις ιδιότητες του μέτρου ενός μιγαδικού αριθμού μπορούμε να γράψουμε:[image: ]

			Άρα

			[image: ]

			Είναι προφανές, από τον ορισμό, ότι ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου είναι μιγαδική συνάρτηση. Για παράδειγμα, θέτοντας [image: ] στο προηγούμενο παράδειγμα, ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου του σήματος [image: ] είναι [image: ]. 

			Στο Σχήμα 4.1 φαίνεται η πραγματική συνιστώσα, η φανταστική συνιστώσα, το μέτρο και τη φάση του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου του σήματος.

			[image: ]

			Σχήμα 4.1 Μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου.

			Ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου είναι περιοδικός με περίοδο 2π. Για παράδειγμα, στο Σχήμα 4.2 φαίνεται η πραγματική συνιστώσα, η φανταστική συνιστώσα, το μέτρο και τη φάση του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου του σήματος [image: ], όπου είναι φανερή η περιοδικότητα.

			[image: ]

			Σχήμα 4.2 Περιοδικότητα μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου.

			4.1.4. Ζεύγη μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου

			Στον Πίνακα 4.1 παρουσιάζονται μερικοί τυπικοί μετασχηματισμοί Fourier διακριτού χρόνου (DTFT).
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			Πίνακας 4.1 Ζεύγη μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου (DTFT).

			4.1.5. Ιδιότητες μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου

			Οι βασικές ιδιότητες του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου είναι:

			4.1.5.1. Γραμμικότητα

			Αν [image: ] και [image: ], τότε

			[image: ] (4.6)

			για οποιεσδήποτε σταθερές [image: ].

			Απόδειξη.

			Αν [image: ], τότε από τον ορισμό του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου στην (4.1) έχουμε:

			[image: ]

			

			4.1.5.2. Μετατόπιση στον χρόνο

			Αν [image: ], τότε

			[image: ] (4.7)

			Απόδειξη.

			Αν [image: ], τότε από τον ορισμό του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου στην (4.1) έχουμε:

			[image: ]

			Θέτοντας [image: ], έχουμε:

			[image: ] 

			4.1.5.3. Αναδίπλωση 

			Αν [image: ], τότε

			[image: ] (4.8)

			Απόδειξη.

			Αν [image: ], τότε από τον ορισμό του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου στην (4.1) έχουμε:

			[image: ]

			Θέτοντας [image: ], έχουμε:

			[image: ] 

			4.1.5.4. Μετατόπιση στη συχνότητα

			Αν [image: ], τότε

			[image: ]  (4.9)

			Απόδειξη.

			Αν [image: ], τότε από τον ορισμό του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου στην (4.1) έχουμε:

			[image: ]

			Θέτοντας [image: ], έχουμε:

			[image: ]

			Παράδειγμα.

			Δίνονται τα σήματα [image: ] και [image: ] με μετασχηματισμούς Fourier διακριτού χρόνου [image: ] και [image: ].

			Στο Σχήμα 4.3 φαίνεται το μέτρο και τη φάση των μετασχηματισμών Fourier διακριτού χρόνου [image: ] και [image: ]. Είναι φανερό ότι ισχύει η ιδιότητα της μετατόπισης στη συχνότητα: [image: ].

			[image: ]

			Σχήμα 4.3 Μετατόπιση στη συχνότητα.

			4.1.5.5. Συνέλιξη 

			Αν [image: ] και [image: ], τότε

			[image: ] (4.10)

			Απόδειξη.

			Αν [image: ], τότε από τον ορισμό του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου στην (4.1) έχουμε:

			[image: ]

			Θέτοντας [image: ] και αλλάζοντας τη σειρά των αθροισμάτων, έχουμε:

			[image: ]

			Παράδειγμα. 

			Δίνονται τα σήματα [image: ] και [image: ] με μετασχηματισμούς Fourier διακριτού χρόνου [image: ] και [image: ].

			Η συνέλιξη των σημάτων [image: ] έχει μετασχηματισμό Fourier διακριτού χρόνου [image: ].

			Στο Σχήμα 4.4 φαίνεται το μέτρο και η φάση του μετασχηματισμών Fourier διακριτού χρόνου [image: ] και του γινομένου [image: ]. Είναι φανερό ότι ισχύει η ιδιότητα της συνέλιξης: [image: ].

			[image: ]

			Σχήμα 4.4 Συνέλιξη. 

			4.1.5.6. Μιγαδική συζυγία

			Αν [image: ], τότε

			[image: ]  (4.11)

			Απόδειξη.

			Αν [image: ], τότε από τον ορισμό του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου στην (4.1) έχουμε:

			[image: ]

			Παίρνοντας το συζυγές σήμα στην παραπάνω ισότητα μπορούμε να γράψουμε

			[image: ]

			από όπου το συζυγές σήμα του δίνει: 

			[image: ]

			δηλαδή

			[image: ] 

			4.1.5.7. Θεώρημα Parseval (αρχή διατήρησης της ενέργειας)

			Αν [image: ], τότε

			[image: ] (4.12)

			Απόδειξη.

			Χρησιμοποιώντας την (4.4) και τους ορισμούς του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου ευθύ και αντίστροφο στην (4.1) και (4.2) μπορούμε να γράψουμε 

			[image: ]

			

			Στον Πίνακα 4.2 παρουσιάζονται οι βασικές ιδιότητες του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου (DTFT)
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			Πίνακας 4.2 Ιδιότητες του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου (DTFT).

			Μπορείτε να διερευνήσετε τον μετασχηματισμό Fourier (DTFT) διακριτού χρόνου με το Διαδραστικό πρόγραμμα 4.1.

			[image: ]

			Διαδραστικό πρόγραμμα 4.1 Μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου (DTFT).

			Η Απάντηση/Λύση βρίσκεται στο Παράρτημα.

			4.1.6. Αντίστροφος μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου

			Αν και ο αντίστροφος μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου (Inverse Discrete Time Fourier Transform – IDTFT) ορίζεται μέσω ολοκληρώματος στην (4.2), ο υπολογισμός του αντίστροφου μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου, στηρίζεται τόσο στα ζεύγη του μετασχηματισμού που παρουσιάζονται στον Πίνακα 4.1, όσο και στις ιδιότητες του μετασχηματισμού.

			Παράδειγμα.

			Να υπολογιστεί το σήμα [image: ] που έχει μετασχηματισμό Fourier διακριτού χρόνου: 

			[image: ]

			Έχουμε:

			[image: ]

			Στη συνέχεια το γινόμενο αναλύεται σε άθροισμα απλών κλασμάτων:

			[image: ]

			Η ανάλυση σε απλά κλάσματα μπορεί να γίνει κάνοντας πράξεις:

			[image: ]

			Επομένως, καταλήγουμε σε ένα σύστημα 2 εξισώσεων με 2 αγνώστους:

			[image: ]

			με λύση

			[image: ]

			Άρα

			[image: ]

			Έτσι, ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου γράφεται:

			[image: ]

			Τέλος, χρησιμοποιώντας αντίστροφο μετασχηματισμό (από τα ζεύγη του μετασχηματισμού) και την ιδιότητα της γραμμικότητας του μετασχηματισμού, έχουμε:

			[image: ]

			4.1.7. Συνέλιξη μέσω μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου

			Ο υπολογισμός της συνέλιξης μέσω μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου στηρίζεται τόσο στα ζεύγη του μετασχηματισμού (βλέπε Πίνακα 4.1) και στις ιδιότητες του μετασχηματισμού.

			Η διαδικασία υπολογισμού της συνέλιξης δύο σημάτων διακριτού χρόνου μέσω μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου είναι η ακόλουθη: Δεδομένων δύο σημάτων [image: ] και [image: ], υπολογίζουμε τους μετασχηματισμούς Fourier διακριτού χρόνου [image: ] και [image: ] (στην περίπτωση που υπάρχουν). Στη συνέχεια υπολογίζουμε το γινόμενο [image: ], αφού γνωρίζουμε ότι [image: ] είναι ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου της συνέλιξης [image: ] (ιδιότητα συνέλιξης του μετασχηματισμού). Στη συνέχεια, το γινόμενο αναλύεται σε άθροισμα απλών κλασμάτων κάνοντας πράξεις (όπως στην προηγούμενη παράγραφο). Τέλος, χρησιμοποιώντας αντίστροφο μετασχηματισμό (από τα ζεύγη του μετασχηματισμού) και την ιδιότητα της γραμμικότητας του μετασχηματισμού, υπολογίζουμε τον αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier διακριτού χρόνου της [image: ], που είναι η ζητούμενη συνέλιξη.

			Παράδειγμα.

			Δίνονται τα σήματα

			[image: ]

			[image: ]

			Να υπολογιστεί η συνέλιξη [image: ] μέσω του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου.

			Αρχικά, χρησιμοποιώντας την (4.5), γίνεται έλεγχος της ύπαρξης των μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου:

			[image: ]

			και

			[image: ]

			Στη συνέχεια χρησιμοποιώντας τον Πίνακα 4.1 υπολογίζονται οι (ευθείς) μετασχηματισμοί με χρήση των ζευγών του μετασχηματισμού: 

			[image: ]

			[image: ]

			Μετά υπολογίζεται το γινόμενο

			[image: ]

			Στη συνέχεια το γινόμενο αναλύεται σε άθροισμα απλών κλασμάτων κάνοντας πράξεις:

			[image: ]

			Άρα

			[image: ]

			που γράφεται:

			[image: ]

			Τέλος, χρησιμοποιώντας αντίστροφο μετασχηματισμό (από τα ζεύγη του μετασχηματισμού) και την ιδιότητα της γραμμικότητας του μετασχηματισμού, έχουμε τη ζητούμενη συνέλιξη, που είναι:

			[image: ]

			4.2. Απόκριση συχνότητας 

			1-2-3-4-0-0

			4.2.1. Ορισμός της απόκρισης συχνότητας

			Κάθε γραμμικό χρονικά αμετάβλητο (LTI) σύστημα με κρουστική απόκριση [image: ] και είσοδο [image: ] παράγει στην έξοδο την απόκριση:

			[image: ] (4.13)

			όπως είδαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο.

			Ιδιοσυνάρτηση ενός γραμμικού χρονικά αμετάβλητου (LTI) συστήματος είναι ένα σήμα [image: ], το οποίο αν τεθεί ως είσοδος στο σύστημα, παράγει έξοδο [image: ], που είναι η είσοδος που έχει μεταβληθεί μόνο κατά πλάτος, δηλαδή η έξοδος είναι η είσοδος πολλαπλασιασμένη επί ένα συντελεστή [image: ], που ονομάζεται ιδιοτιμή.

			Σήματα της μορφής [image: ] είναι ιδιοσυναρτήσεις των γραμμικών χρονικά αμετάβλητων (LTI) συστημάτων.

			Πράγματι, αν [image: ] είναι η κρουστική απόκριση ενός γραμμικού χρονικά αμετάβλητου (LTI) συστήματος, τότε η απόκριση είναι:

			[image: ]

			όπου ο συντελεστής 

			[image: ]

			δεν εξαρτάται από το [image: ].

			Άρα η έξοδος [image: ] είναι η είσοδος [image: ] πολλαπλασιασμένη επί τον συντελεστή [image: ] και επομένως το σήμα [image: ] είναι ιδιοσυνάρτηση του LTI συστήματος.

			Χρησιμοποιώντας τον ορισμό του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου (DTFT), είναι τώρα φανερό ότι ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου (DTFT) της κρουστικής απόκρισης [image: ] είναι η συνάρτηση [image: ]. Συνδυάζοντας τη συνθήκη ύπαρξης του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου (DTFT) στην (4.5) με την ικανή και αναγκαία συνθήκη της ευστάθειας του γραμμικού χρονικά αμετάβλητου (LTI) συστήματος στην (3.13) συμπεραίνουμε ότι η συνάρτηση [image: ] πάντα υπάρχει.

			Ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου (DTFT) [image: ] της κρουστικής απόκρισης [image: ] ενός γραμμικού χρονικά αμετάβλητου (LTI) συστήματος ονομάζεται απόκριση συχνότητας (frequency response):

			[image: ] (4.14)

			Από την ιδιότητα της συνέλιξης του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου, είναι προφανές ότι ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου (DTFT) [image: ] της εισόδου [image: ] και ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου (DTFT) [image: ] της εξόδου [image: ] του LTI συστήματος συνδέονται με τη σχέση:

			[image: ]  (4.15)

			όπως φαίνεται στο Σχήμα 4.5.

			[image: ]

			Σχήμα 4.5 Απόκριση συχνότητας LTI συστήματος.

			Έτσι, στα LTI συστήματα, η συνέλιξη στον χρόνο γίνεται πολλαπλασιασμός στη συχνότητα.

			Είναι προφανές, από τον ορισμό στην (4.1), ότι η απόκριση συχνότητας είναι μιγαδική συνάρτηση:

			[image: ] (4.16)

			όπου

			- [image: ] είναι η πραγματική συνιστώσα της απόκριση συχνότητας [image: ]

			- [image: ] είναι η φανταστική συνιστώσα της απόκριση συχνότητας [image: ]

			- [image: ] είναι το μέτρο της απόκριση συχνότητας [image: ]

			- [image: ]  είναι η φάση της απόκριση συχνότητας [image: ]

			Για το μέτρο ισχύει

			[image: ]

			Η απόκριση συχνότητας είναι συμμετρική.

			[image: ] 

			[image: ] άρτια συμμετρία

			[image: ] περιττή συμμετρία

			[image: ] άρτια συμμετρία

			[image: ] περιττή συμμετρία

			Η απόκριση συχνότητας είναι περιοδική με θεμελιώδη περίοδο 2π.

			[image: ] (4.17)

			Αυτή η ιδιότητα της απόκρισης συχνότητας είναι εξαιρετικά σημαντική, γιατί αρκεί μία περίοδος της απόκρισης συχνότητας για να περιγράψει ένα LTI σύστημα. Και μάλιστα αυτό γίνεται τόσο στην περίπτωση συστημάτων πεπερασμένης κρουστικής απόκρισης, όσο και στην περίπτωση συστημάτων άπειρης κρουστικής απόκρισης.

			Παράδειγμα 1.

			Δίνεται η κρουστική απόκριση ενός γραμμικού χρονικά αμετάβλητου (LTI) συστήματος 

			[image: ]

			Τότε η απόκριση συχνότητας είναι:

			[image: ]

			Παράδειγμα 2.

			Δίνεται η κρουστική απόκριση ενός γραμμικού χρονικά αμετάβλητου (LTI) συστήματος 

			[image: ]

			Τότε η απόκριση συχνότητας είναι:

			[image: ]

			Χρησιμοποιώντας την ταυτότητα του Euler, έχουμε

			[image: ]

			από όπου είναι φανερό ότι

			- η πραγματική συνιστώσα είναι [image: ] 

			- η φανταστική συνιστώσα είναι [image: ] 

			- το μέτρο είναι [image: ] 

			- η φάση είναι [image: ] 

			Για τον υπολογισμό του μέτρου έχουμε

			[image: ]

			Άρα το μέτρο είναι

			[image: ]

			4.2.2. Περιγραφή LTI συστημάτων μέσω απόκρισης συχνότητας 

			Κάθε γραμμικό χρονικά αμετάβλητο σύστημα περιγράφεται με μία γραμμική εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές: 

			[image: ] (4.18) 

			Στο κεφάλαιο 3 είδαμε ότι η κρουστική απόκριση [image: ] αρκεί για να περιγράψει ένα LTI σύστημα στο πεδίο του χρόνου [image: ]. Τώρα θα δούμε ότι η απόκριση συχνότητας αρκεί για να περιγράψει ένα LTI σύστημα στο πεδίο της συχνότητας [image: ].

			Γνωρίζουμε ότι ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου (DTFT) της κρουστικής απόκρισης [image: ] είναι η απόκριση συχνότητας [image: ].

			Παίρνοντας τον μετασχηματισμό Fourier διακριτού χρόνου (DTFT) και στα δύο μέλη της εξίσωσης διαφορών, έχουμε

			[image: ]

			Οπότε

			[image: ]

			Όμως, γνωρίζουμε ότι:

			[image: ]

			οπότε

			[image: ]

			Άρα

			[image: ] (4.19)

			Παρατηρούμε ότι η απόκριση συχνότητας εξαρτάται από τους συντελεστές του LTI συστήματος. Επομένως, οι σταθεροί συντελεστές της γραμμικής εξίσωσης διαφορών αρκούν για να ορίσουν την απόκριση συχνότητας. Έτσι, η απόκριση συχνότητας αρκεί για να περιγράψει ένα LTI σύστημα στο πεδίο της συχνότητας.

			Παράδειγμα 1.

			Δίνεται η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές, που περιγράφει ένα LTI σύστημα:

			[image: ]

			Να υπολογιστεί η απόκριση συχνότητας.

			Παίρνοντας τον μετασχηματισμό Fourier διακριτού χρόνου (DTFT) και στα δύο μέλη της εξίσωσης διαφορών, έχουμε

			[image: ]

			Άρα

			[image: ]

			Παράδειγμα 2.

			Δίνεται η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές, που περιγράφει ένα LTI σύστημα:

			[image: ]

			Να υπολογιστεί η απόκριση συχνότητας.

			Από την εξίσωση διαφορών προκύπτει ότι πρόκειται για IIR φίλτρο με [image: ] και [image: ] και ότι οι σταθεροί συντελεστές είναι:

			[image: ]

			Επομένως, χρησιμοποιώντας τον τύπο της προηγούμενης παραγράφου, η απόκριση συχνότητας είναι:

			[image: ]

			Παράδειγμα 3.

			Δίνεται η απόκριση συχνότητας

			[image: ]

			Να βρεθεί η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές που περιγράφει το LTI σύστημα. 

			Από την απόκριση συχνότητας προκύπτει ότι πρόκειται για IIR φίλτρο με [image: ] και [image: ]και ότι οι σταθεροί συντελεστές είναι:

			[image: ]

			Επομένως, χρησιμοποιώντας τον τύπο της προηγούμενης παραγράφου, η εξίσωση διαφορών είναι:

			[image: ]

			4.2.3. Σύνδεση συστημάτων σε σειρά

			Ένα LTI σύστημα με απόκριση συχνότητας [image: ] συνδέεται σε σειρά με ένα LTI σύστημα με απόκριση συχνότητας [image: ], όπως φαίνεται στο Σχήμα 4.6. Το πρώτο σύστημα έχει είσοδο [image: ] με DTFT [image: ]και έξοδο [image: ] με DTFT [image: ]. Το δεύτερο σύστημα έχει είσοδο, την έξοδο του πρώτου συστήματος [image: ] με DTFT [image: ] και έξοδο [image: ] με DTFT [image: ]. 

			Η σύνδεση σε σειρά των δύο συστημάτων είναι ισοδύναμη με ένα LTI σύστημα με απόκριση συχνότητας

			[image: ] (4.20)

			Απόδειξη.

			Για τα δύο συστήματα, που είναι συνδεδεμένα σε σειρά, ισχύει:

			[image: ]

			[image: ]

			οπότε

			[image: ],

			επειδή ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα στον πολλαπλασιασμό.

			Όμως, η έξοδος γράφεται:

			[image: ]

			Επομένως :

			[image: ] 

			[image: ]

			Σχήμα 4.6 Σύνδεση συστημάτων σε σειρά.

			Η συνολική απόκριση συχνότητας ενός LTI συστήματος, που αποτελείται από LTI συστήματα συνδεδεμένα σε σειρά, είναι το γινόμενο των αποκρίσεων συχνότητας των επί μέρους συστημάτων.

			4.2.4. Σύνδεση συστημάτων παράλληλα

			Ένα LTI σύστημα με απόκριση συχνότητας [image: ] συνδέεται παράλληλα με ένα LTI σύστημα με απόκριση συχνότητας [image: ], όπως φαίνεται στο Σχήμα 4.7. Το πρώτο σύστημα έχει είσοδο [image: ] με DTFT [image: ]και έξοδο [image: ] με DTFT [image: ]. Το δεύτερο σύστημα έχει είσοδο [image: ] με DTFT [image: ]και έξοδο [image: ] με DTFT [image: ]. Οι έξοδοι των δύο συστημάτων αθροίζονται και δίνουν την συνολική έξοδο [image: ] με DTFT [image: ].

			Η παράλληλη σύνδεση των δύο συστημάτων είναι ισοδύναμη με ένα LTI σύστημα με απόκριση συχνότητας

			[image: ] (4.21)

			Απόδειξη.

			Για τα δύο συστήματα, που είναι συνδεδεμένα παράλληλα, ισχύει:

			[image: ]

			[image: ]

			οπότε

			[image: ]

			επειδή ισχύει η επιμεριστική ιδιότητα.

			Όμως, η έξοδος γράφεται:

			[image: ]

			Επομένως :

			[image: ] 

			[image: ]

			Σχήμα 4.7 Σύνδεση συστημάτων παράλληλα.

			Η συνολική απόκριση συχνότητας ενός LTI συστήματος, που αποτελείται από LTI συστήματα συνδεδεμένα παράλληλα, είναι το άθροισμα των αποκρίσεων συχνότητας των επί μέρους συστημάτων.

			4.2.5. Επίλυση εξισώσεων διαφορών μέσω μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου

			Η επίλυση εξισώσεων διαφορών μέσω μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου στηρίζεται τόσο στα ζεύγη του μετασχηματισμού, όσο και στις ιδιότητες του μετασχηματισμού.

			Παράδειγμα.

			Δίνεται η εξίσωση διαφορών 

			[image: ]

			Να υπολογίσετε την κρουστική απόκριση [image: ] του φίλτρου, δηλαδή την έξοδο του συστήματος για είσοδο [image: ].

			Η απόκριση συχνότητας είναι

			[image: ]

			Από τα ζεύγη του μετασχηματισμού, έχουμε:

			[image: ]

			Από την ιδιότητα της μετατόπισης του μετασχηματισμού, έχουμε:

			[image: ]

			Επομένως, από την ιδιότητα της γραμμικότητας του μετασχηματισμού, έχουμε:

			[image: ]

			4.2.6. Φίλτρα επιλογής συχνοτήτων 

			Ολοπερατά φίλτρα (All Pass) 

			Iδανικό ολοπερατό φίλτρο (All Pass) ονομάζεται το φίλτρο με το μέτρο της απόκρισης συχνότητας σταθερό και ίσο με τη μονάδα, δηλαδή:

			[image: ] (4.22)

			όπως φαίνεται στο Σχήμα 4.8.

			[image: ]

			Σχήμα 4.8 All Pass φίλτρο.

			Η απόκριση συχνότητας του ιδεατού ολοπερατού φίλτρου είναι:

			[image: ] (4.23)

			οπότε για το μέτρο της μπορούμε να γράψουμε: 

			[image: ]

			Η κρουστική απόκριση του ιδεατού ολοπερατού φίλτρου είναι:

			[image: ] (4.24)

			Απόδειξη.

			[image: ]

			Παίρνοντας αντίστροφο μετασχηματισμό Fourier διακριτού χρόνου, έχουμε:

			[image: ]

			Αλλά

			[image: ]

			οπότε

			[image: ] 

			Ιδανικά φίλτρα επιλογής συχνοτήτων ονομάζονται τα φίλτρα με κατά τμήματα σταθερό μέτρο της απόκρισης συχνότητας και διακρίνονται σε τέσσερις κατηγορίες:

			
					χαμηλοπερατά ή βαθυπερατά φίλτρα (Low Pass) 

					υψηπερατά φίλτρα (High Pass) 

					ζωνοπερατά φίλτρα (Band Pass) 

					ζωνοφρακτικά φίλτρα ή φίλτρα απόρριψης ζώνης (Band Stop) 

			

			Χαμηλοπερατό ή βαθυπερατό φίλτρο (Low Pass) 

			Η απόκριση συχνότητας του ιδανικού χαμηλοπερατού φίλτρου είναι:

			[image: ] (4.25)

			Για παράδειγμα, στο Σχήμα 4.9 φαίνεται η λειτουργία του χαμηλοπερατού φίλτρου, αφού παρουσιάζεται η απόκριση συχνότητας [image: ] του ιδανικού χαμηλοπερατού φίλτρου με [image: ], ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου [image: ] της εισόδου [image: ] του φίλτρου και ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου [image: ] της εξόδου [image: ] του φίλτρου. Στο Σχήμα 4.9 φαίνεται το μέτρο των [image: ], [image: ]και [image: ] για [image: ].

			[image: ]

			Σχήμα 4.9 Low Pass φίλτρο.

			Υψηπερατό φίλτρο (High Pass) 

			Η απόκριση συχνότητας του ιδανικού υψηπερατού φίλτρου είναι:

			[image: ] (4.26)

			Για παράδειγμα, στο Σχήμα 4.10 φαίνεται η λειτουργία του υψηπερατού φίλτρου, αφού παρουσιάζεται η απόκριση συχνότητας [image: ] του ιδανικού υψηπερατού φίλτρου με [image: ], ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου [image: ] της εισόδου [image: ] του φίλτρου και ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου [image: ] της εξόδου [image: ] του φίλτρου. Στο Σχήμα 4.10 φαίνεται το μέτρο των [image: ], [image: ]και [image: ] για [image: ].

			[image: ]

			Σχήμα 4.10 High Pass φίλτρο.

			Ζωνοπερατό φίλτρο (Band Pass) 

			Η απόκριση συχνότητας του ιδανικού ζωνοπερατού φίλτρου είναι:

			[image: ] (4.27)

			Για παράδειγμα, στο Σχήμα 4.11 φαίνεται η λειτουργία του ζωνοπερατού φίλτρου, αφού παρουσιάζεται η απόκριση συχνότητας [image: ] του ιδανικού ζωνοπερατού φίλτρου με [image: ] και [image: ], ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου [image: ] της εισόδου [image: ] του φίλτρου και ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου [image: ] της εξόδου [image: ] του φίλτρου. Στο Σχήμα 4.11 φαίνεται το μέτρο των [image: ], [image: ]και [image: ] για [image: ].

			[image: ]

			Σχήμα 4.11 Band Pass φίλτρο.

			Ζωνοφρακτικό φίλτρο ή φίλτρο απόρριψης ζώνης (Band Stop) 

			Η απόκριση συχνότητας του ιδανικού ζωνοφρακτικού φίλτρου είναι:

			[image: ] (4.28)

			Για παράδειγμα, στο Σχήμα 4.12 φαίνεται η λειτουργία του ζωνοφρακτικού φίλτρου, αφού παρουσιάζεται η απόκριση συχνότητας [image: ] του ιδανικού ζωνοφρακτικού φίλτρου με [image: ] και [image: ], ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου [image: ] της εισόδου [image: ] του φίλτρου και ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου [image: ] της εξόδου [image: ] του φίλτρου. Στο Σχήμα 4.12 φαίνεται το μέτρο των [image: ], [image: ]και [image: ] για [image: ].

			[image: ]

			Σχήμα 4.12 Band Stop φίλτρο.

			4.2.7. Φίλτρο αποκοπής ή απόρριψης συχνότητας

			Ένα φίλτρο αποκοπής ή απόρριψης συχνότητας (notch filter) αποκόπτει μία συγκεκριμένη συχνότητα. Θεωρούμε ότι η συχνότητα, που πρέπει να απορριφθεί, είναι μία συγκεκριμένη συχνότητα [image: ].

			Η τεχνική σχεδίασης FIR φίλτρου αποκοπής ή απόρριψης συχνότητας είναι η επιλογή FIR φίλτρου τάξης [image: ] με απόκριση συχνότητας της μορφής:

			[image: ]

			Η απόκριση συχνότητας θέλουμε να γίνεται μηδέν στη συχνότητα [image: ], οπότε επιλέγονται οι συντελεστές του φίλτρου, έτσι ώστε η απόκριση συχνότητας να γίνεται ίση με μηδέν στα συζυγή σημεία [image: ] και [image: ]. Τότε

			[image: ]

			Επομένως,

			[image: ] (4.29)

			Για παράδειγμα, αν πρέπει να απορριφθεί η συγκεκριμένη συχνότητα [image: ], επιλέγοντας [image: ], σχεδιάζεται το FIR φίλτρο αποκοπής ή απόρριψης συχνότητας με απόκριση συχνότητας

			[image: ].

			Στο Σχήμα 4.13 φαίνεται το μέτρο της απόκρισης συχνότητας του FIR φίλτρου αποκοπής ή απόρριψης συχνότητας. Παρατηρούμε ότι πράγματι το φίλτρο αποκόπτει τη συχνότητα [image: ], αλλά ταυτόχρονα αποδυναμώνονται και οι συχνότητες στην περιοχή της συχνότητας [image: ].

			[image: ]

			Σχήμα 4.13 FIR φίλτρο αποκοπής ή απόρριψης συχνότητας.

			Η τεχνική σχεδίασης IIR φίλτρου αποκοπής ή απόρριψης συχνότητας είναι η επιλογή IIR φίλτρου τάξης [image: ]με απόκριση συχνότητας της μορφής

			[image: ]

			Οι συντελεστές του φίλτρου επιλέγονται, έτσι ώστε ο αριθμητής να μηδενίζεται στα συζυγή σημεία [image: ] και [image: ] και ο παρονομαστής να μηδενίζεται στα συζυγή σημεία [image: ] και [image: ], όπου [image: ].

			Τότε

			[image: ]

			Επομένως,

			[image: ] (4.30)

			Για παράδειγμα, αν πρέπει να απορριφθεί η συγκεκριμένη συχνότητα [image: ], επιλέγοντας [image: ] και [image: ], σχεδιάζεται το IIR φίλτρο αποκοπής ή απόρριψης συχνότητας με απόκριση συχνότητας

			[image: ]

			Στο Σχήμα 4.14 φαίνεται το μέτρο της απόκρισης συχνότητας του IIR φίλτρου αποκοπής ή απόρριψης συχνότητας. Παρατηρούμε ότι πράγματι το φίλτρο αποκόπτει τη συχνότητα [image: ] και ελαττώνεται το εύρος των συχνοτήτων στην περιοχή της συχνότητας [image: ] που επηρεάζονται. Μάλιστα, όσο η παράμετρος [image: ] πλησιάζει την τιμή [image: ], τόσο περισσότερο ελαττώνεται μικραίνει το εύρος των συχνοτήτων στην περιοχή της συχνότητας [image: ], που επηρεάζονται.

			[image: ]

			Σχήμα 4.14 IIR φίλτρο αποκοπής ή απόρριψης συχνότητας.

			4.2.8. Φίλτρα γραμμικής φάσης 

			Τα φίλτρα γραμμικής φάσης είναι αυτά που έχουν γραμμική φάση. Τα φίλτρα γραμμικής φάσης έχουν απόκριση συχνότητας της μορφής

			[image: ] (4.31)

			οπότε η φάση είναι γραμμική:

			[image: ] (4.32)

			και η καθυστέρηση ομάδας είναι σταθερή

			[image: ] (4.33)

			Τα FIR φίλτρα μπορεί να έχουν γραμμική φάση τύπου I, τύπου II, τύπου III, τύπου IV και έχουν κρουστική απόκριση [image: ] μήκους [image: ]. Ο τύπος της γραμμικής φάσης εξαρτάται από το αν ο αριθμός [image: ] είναι άρτιος ή περιττός και από το αν η κρουστική συνάρτηση είναι άρτια ή περιττή, όπως φαίνεται στον Πίνακα 4.3. Τα IIR φίλτρα δεν έχουν γραμμική φάση.
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			Πίνακας 4.3 Τύποι φίλτρων γραμμικής φάσης.

			Φίλτρα γραμμικής φάσης τύπου I.

			Η κρουστική απόκριση είναι:

			[image: ] (4.34)

			Ο αριθμός [image: ]είναι άρτιος και η κρουστική απόκριση είναι άρτια συνάρτηση με άξονα συμμετρίας στο [image: ].

			Η απόκριση συχνότητας είναι:

			[image: ] (4.35)

			με συντελεστές

			[image: ] (4.36)

			[image: ] (4.37)

			Φίλτρα γραμμικής φάσης τύπου II.

			Η κρουστική απόκριση είναι:

			[image: ] (4.38)

			Ο αριθμός [image: ] είναι περιττός και η κρουστική απόκριση είναι άρτια συνάρτηση με άξονα συμμετρίας στο [image: ].

			Η απόκριση συχνότητας είναι:

			[image: ] (4.39)

			με συντελεστές

			[image: ] (4.40)

			Φίλτρα γραμμικής φάσης τύπου III.

			Η κρουστική απόκριση είναι:

			[image: ] (4.41)

			Ο αριθμός [image: ] είναι άρτιος και η κρουστική απόκριση είναι περιττή συνάρτηση με κέντρο συμμετρίας το [image: ].

			Η απόκριση συχνότητας είναι:

			[image: ] (4.42)

			με συντελεστές

			[image: ] (4.43)

			Φίλτρα γραμμικής φάσης τύπου IV.

			Η κρουστική απόκριση είναι:

			[image: ] (4.44)

			Ο αριθμός [image: ] είναι περιττός και η κρουστική απόκριση είναι περιττή συνάρτηση με κέντρο συμμετρίας το 

			[image: ].

			Η απόκριση συχνότητας είναι:

			[image: ] (4.45)

			με συντελεστές

			[image: ] (4.46)

			Παρατήρηση.

			Για τα φίλτρα γραμμικής φάσης τύπου I και τύπου III ισχύει:

			[image: ] (4.47)

			Για τα φίλτρα γραμμικής φάσης τύπου II και τύπου IV ισχύει:

			[image: ] (4.48)

			Μπορείτε να διερευνήσετε τα φίλτρα γραμμικής φάσης με το Διαδραστικό πρόγραμμα 4.2.

			[image: ]

			Διαδραστικό πρόγραμμα 4.2 Φίλτρα γραμμικής φάσης.

			Η Απάντηση/Λύση βρίσκεται στο Παράρτημα.

			4.3. Μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου σε προγραμματιστικό περιβάλλον

			1-0-3-0-0-0

			Χρήσιμη βιβλιογραφία για Matlab είναι το βιβλίο The MathWorks Inc., 2005. Χρήσιμη ξενόγλωσση βιβλιογραφία για σήματα σε Matlab είναι τα βιβλία Ingle and Proakis, 2003 και Leis, 2011. Χρήσιμη ελληνόγλωσση βιβλιογραφία για σήματα σε Matlab είναι το βιβλίο Ασημάκης, 2008. Χρήσιμη βιβλιογραφία για Octave είναι τα βιβλία Eaton, Bateman, Hauberg, Wehbring, 2011 και Hansen, 2011. 

			Όταν είναι γνωστός ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου (DTFT), τότε είναι δυνατό να υπολογιστεί το πραγματικό μέρος, το φανταστικό μέρος, το μέτρο και η φάση. Ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου (DTFT) είναι συνάρτηση της μεταβλητής [image: ]. Πρώτα δηλώνεται το πεδίο τιμών της μεταβλητής [image: ]. Ιδιαίτερη προσοχή χρειάζεται ώστε το πεδίο τιμών της μεταβλητής [image: ] να είναι διάνυσμα. Χρήσιμο είναι το πεδίο τιμών της μεταβλητής [image: ] να περιλαμβάνει τουλάχιστον μία περίοδο [image: ] (συνήθως δίνονται πεδία τιμών [image: ] ή [image: ]). Μετά δίνεται ο τύπος υπολογισμού του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου. Προσοχή στη χρήση της τελείας στους τελεστές των πράξεων, ώστε οι πράξεις να γίνονται με κάθε τιμή του διανύσματος, που αντιστοιχεί στη μεταβλητή [image: ]. Χρήσιμο είναι να υπολογίζεται το πραγματικό μέρος, το φανταστικό μέρος, το μέτρο και η φάση του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου (DTFT). Για τον υπολογισμό του πραγματικού μέρους χρησιμοποιείται η συνάρτηση real. Για τον υπολογισμό του φανταστικού μέρους χρησιμοποιείται η συνάρτηση imag. Για τον υπολογισμό του μέτρου χρησιμοποιείται η συνάρτηση abs. Για τον υπολογισμό της φάσης χρησιμοποιείται η συνάρτηση angle. Είναι δυνατή η ταυτόχρονη σχεδίαση του πραγματικού μέρους, του φανταστικού μέρους, του μέτρου και της φάσης του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου (DTFT) σε ένα Σχήμα με τη χρήση της συνάρτησης subplot.

			Για παράδειγμα, είναι γνωστό ότι το σήμα διακριτού χρόνου [image: ] έχει μετασχηματισμό Fourier διακριτού χρόνου (DTFT)

			[image: ].

			Για τον υπολογισμό του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου (DTFT) και τη σχεδίαση του πραγματικού μέρους, του φανταστικού μέρους, του μέτρου και της φάσης του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου (DTFT) απαιτείται η κλήση

			w=[0:0.1:20];

			X=1 ./ (1-0.5.*exp(-j*w));

			realX=real(X);

			imagX=imag(X);

			absX=abs(X);

			angleX=angle(X);

			figure(1);

			subplot(2,2,1); plot(w,realX);

			subplot(2,2,2); plot(w,imagX);

			subplot(2,2,3); plot(w,absX);

			subplot(2,2,4); plot(w,angleX);

			Επίσης, συνηθίζεται η σχεδίαση του πραγματικού μέρους, του φανταστικού μέρους, του μέτρου και της φάσης του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου (DTFT) σε μονάδες [image: ]. Σε αυτήν την περίπτωση απαιτείται η κλήση (τροποποίηση της παραπάνω κλήσης)

			w=[0:1:1000]*(4*pi)/1000;

			X=1 ./ (1-0.5.*exp(-j*w));

			realX=real(X);

			imagX=imag(X);

			absX=abs(X);

			angleX=angle(X);

			p=w/pi;

			figure(1);

			subplot(2,2,1); plot(p,realX);

			subplot(2,2,2); plot(p,imagX);

			subplot(2,2,3); plot(p,absX);

			subplot(2,2,4); plot(p,angleX);

			4.4. Λυμένες Ασκήσεις 

			1-2-3-4-0-0

			1. Να υπολογίσετε τον μετασχηματισμό Fourier διακριτού χρόνου του σήματος

			[image: ]

			Λύση.

			Αρχικά γίνεται έλεγχος της ύπαρξης του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου

			[image: ]

			Επομένως υπάρχει ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου του σήματος.

			Στη συνέχεια γίνεται ο υπολογισμός.

			[image: ]

			Θέτοντας

			[image: ]

			έχουμε

			[image: ]

			επειδή

			[image: ]

			Άρα

			[image: ]

			Μία άλλη λύση είναι να χρησιμοποιηθούν οι ιδιότητες του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου.

			Το σήμα [image: ] γράφεται:

			[image: ]

			όπου θέσαμε

			[image: ]

			Από τα ζεύγη των μετασχηματισμών Fourier διακριτού χρόνου γνωρίζουμε ότι:

			[image: ]

			Επίσης, από την ιδιότητα της μετατόπισης του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου γνωρίζουμε ότι: [image: ]

			και από την ιδιότητα της γραμμικότητας του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου γνωρίζουμε ότι:

			[image: ]

			Άρα

			[image: ]

			2. Να υπολογίσετε την έξοδο [image: ] ενός γραμμικού χρονικά αμετάβλητου (LTI) συστήματος με κρουστική απόκριση 

			[image: ]

			και είσοδο

			[image: ]

			Λύση.

			Αρχικά γίνεται έλεγχος της ύπαρξης των μετασχηματισμών Fourier διακριτού χρόνου

			[image: ]

			και

			[image: ].

			Στη συνέχεια υπολογίζονται οι (ευθείς) μετασχηματισμοί με χρήση των ζευγών του μετασχηματισμού: 

			[image: ]

			[image: ]

			Μετά υπολογίζεται το γινόμενο

			[image: ]

			Στη συνέχεια το γινόμενο αναλύεται σε άθροισμα απλών κλασμάτων κάνοντας πράξεις:

			[image: ]

			Τότε

			[image: ]

			[image: ]

			όπου

			[image: ]

			Άρα

			[image: ]

			Τέλος, χρησιμοποιώντας αντίστροφο μετασχηματισμό (από τα ζεύγη του μετασχηματισμού) και την ιδιότητα της γραμμικότητας του μετασχηματισμού, έχουμε:

			[image: ]

			Στην περίπτωση όπου [image: ] έχουμε

			[image: ]

			και χρησιμοποιώντας αντίστροφο μετασχηματισμό (από τα ζεύγη του μετασχηματισμού) καταλήγουμε:

			[image: ].

			3. Δίνεται η κρουστική απόκριση ενός γραμμικού χρονικά αμετάβλητου (LTI) συστήματος 

			[image: ]

			Να υπολογίσετε την απόκριση συχνότητας.

			Λύση.

			Η απόκριση συχνότητας είναι:

			[image: ]

			όπου

			- η πραγματική συνιστώσα είναι [image: ] 

			- η φανταστική συνιστώσα είναι [image: ] 

			- το μέτρο είναι

			[image: ] 

			- η φάση είναι [image: ] 

			4. Δίνεται η κρουστική απόκριση ενός γραμμικού χρονικά αμετάβλητου (LTI) συστήματος 

			[image: ]

			Να υπολογίσετε την απόκριση συχνότητας.

			Λύση.

			Η απόκριση συχνότητας είναι:

			[image: ]

			Χρησιμοποιώντας την ταυτότητα του Euler, έχουμε

			[image: ]

			όπου

			- η πραγματική συνιστώσα είναι [image: ] 

			- η φανταστική συνιστώσα είναι [image: ] 

			- το μέτρο είναι [image: ] 

			- η φάση είναι [image: ] 

			4.5. Ασκήσεις 

			1-2-3-4-0-0

			1. Να υπολογίσετε τους μετασχηματισμούς Fourier διακριτού χρόνου των σημάτων

			α. [image: ]

			β. [image: ]

			γ. [image: ]

			δ. [image: ]

			2. Δίνεται η κρουστική απόκριση ενός γραμμικού χρονικά αμετάβλητου (LTI) συστήματος 

			[image: ]

			Να υπολογίσετε την απόκριση συχνότητας.

			3. Δίνεται η κρουστική απόκριση ενός γραμμικού χρονικά αμετάβλητου (LTI) συστήματος 

			[image: ]

			Να υπολογίσετε την απόκριση συχνότητας.

			4. Δίνεται η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές, που περιγράφει ένα LTI σύστημα:

			[image: ]

			Να υπολογιστεί η απόκριση συχνότητας.

			5. Δίνεται η απόκριση συχνότητας ενός LTI συστήματος:

			[image: ]

			Να υπολογιστεί η εξίσωση διαφορών με σταθερούς συντελεστές, που περιγράφει το σύστημα.

			6. Να δείξετε ότι τα φίλτρα μέσης τιμής είναι φίλτρα γραμμικής φάσης τύπου I ή τύπου II. 

			4.6. Εργαστηριακές Ασκήσεις

			Εργαστηριακή Άσκηση 9Μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου και Απόκριση συχνότητας

			1-0-3-0-0-0

			1. Μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου

			Δίνεται το σήμα

			[image: ]

			με μετασχηματισμό Fourier διακριτού χρόνου

			[image: ]

			Να σχεδιάσετε την πραγματική συνιστώσα, τη φανταστική συνιστώσα, το μέτρο και τη φάση του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου [image: ] του σήματος [image: ] για [image: ].

			2. Περιοδικότητα μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου 

			Δίνεται το σήμα

			[image: ]

			Να σχεδιάσετε την πραγματική συνιστώσα, τη φανταστική συνιστώσα, το μέτρο και τη φάση του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου [image: ] του σήματος [image: ] για [image: ].

			Να επιβεβαιώσετε ότι ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου είναι περιοδικός με θεμελιώδη περίοδο [image: ].

			3. Γραμμικότητα

			Να γράψετε πρόγραμμα για την επιβεβαίωση της ιδιότητας της γραμμικότητας του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου.

			Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση rand να παράγετε δύο σήματα διακριτού χρόνου [image: ] και [image: ] για [image: ].

			Στη συνέχεια, να παράγετε το σήμα διακριτού χρόνου [image: ].

			Να υπολογίσετε τους μετασχηματισμούς Fourier διακριτού χρόνου [image: ] και [image: ] για [image: ] και να υπολογίσετε την ποσότητα [image: ].

			Να υπολογίσετε τον μετασχηματισμό Fourier διακριτού χρόνου [image: ] για [image: ].

			Να υπολογίσετε τη μέγιστη τιμή του πλάτους της διαφοράς [image: ] και να εμφανίσετε το αποτέλεσμα. Ενδεικτικά, το αποτέλεσμα είναι της τάξης του [image: ].

			4. Μετατόπιση στον χρόνο

			Να γράψετε πρόγραμμα για την επιβεβαίωση της ιδιότητας της μετατόπισης στον χρόνο του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου.

			Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση rand να παράγετε το σήματα διακριτού χρόνου [image: ] για [image: ].

			Να υπολογίσετε τον μετασχηματισμό Fourier διακριτού χρόνου [image: ] για [image: ].

			Να παράγετε το σήμα διακριτού χρόνου [image: ].

			Να υπολογίσετε τον μετασχηματισμό Fourier διακριτού χρόνου [image: ] για [image: ].

			Στη συνέχεια, να υπολογίσετε την ποσότητα [image: ].

			Να υπολογίσετε τη μέγιστη τιμή του πλάτους της διαφοράς [image: ] και να εμφανίσετε το αποτέλεσμα. Ενδεικτικά, το αποτέλεσμα είναι της τάξης του [image: ].

			5. Αντιστροφή στον χρόνο

			Να γράψετε πρόγραμμα για την επιβεβαίωση της ιδιότητας της αντιστροφής στον χρόνο του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου.

			Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση rand να παράγετε το σήματα διακριτού χρόνου [image: ] για [image: ].

			Να υπολογίσετε τον μετασχηματισμό Fourier διακριτού χρόνου [image: ] για [image: ].

			Να παράγετε το σήμα διακριτού χρόνου [image: ].

			Να υπολογίσετε τον μετασχηματισμό Fourier διακριτού χρόνου [image: ] για [image: ].

			Στη συνέχεια, να υπολογίσετε την ποσότητα [image: ].

			Να υπολογίσετε τη μέγιστη τιμή του πλάτους της διαφοράς [image: ] και να εμφανίσετε το αποτέλεσμα. Ενδεικτικά, το αποτέλεσμα είναι της τάξης του [image: ].

			6. Μετατόπιση στη συχνότητα 

			Να γράψετε πρόγραμμα για την επιβεβαίωση της ιδιότητας της μετατόπισης στη συχνότητα του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου.

			Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση rand να παράγετε το σήματα διακριτού χρόνου [image: ] για [image: ].

			Να υπολογίσετε τον μετασχηματισμό Fourier διακριτού χρόνου [image: ] για [image: ].

			Να παράγετε το σήμα διακριτού χρόνου [image: ].

			Να υπολογίσετε τον μετασχηματισμό Fourier διακριτού χρόνου [image: ] για [image: ].

			Στη συνέχεια, να υπολογίσετε [image: ].

			Να σχεδιάσετε το μέτρο και τη φάση των μετασχηματισμών Fourier διακριτού χρόνου [image: ] και [image: ] και να διαπιστώσετε ότι [image: ].

			7. Συνέλιξη στον χρόνο

			Να γράψετε πρόγραμμα για την επιβεβαίωση της ιδιότητας της συνέλιξης στον χρόνο του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου.

			Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση rand να παράγετε δύο σήματα διακριτού χρόνου [image: ] και [image: ] για [image: ].

			Να υπολογίσετε τους μετασχηματισμούς Fourier διακριτού χρόνου [image: ] και [image: ] για [image: ] και να υπολογίσετε την ποσότητα [image: ].

			Να υπολογίσετε τον μετασχηματισμό Fourier διακριτού χρόνου [image: ] για [image: ].

			Στη συνέχεια, να παράγετε τη συνέλιξη [image: ] και να υπολογίσετε τον μετασχηματισμό Fourier διακριτού χρόνου [image: ] για [image: ].

			Να σχεδιάσετε το μέτρο και τη φάση των μετασχηματισμών Fourier διακριτού χρόνου [image: ] και [image: ] και να διαπιστώσετε ότι είναι ίσοι.

			8. Μιγαδική συζυγία

			Να γράψετε πρόγραμμα για την επιβεβαίωση της ιδιότητας της μιγαδικής συζυγίας του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου.

			Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση rand να παράγετε το σήματα διακριτού χρόνου [image: ] για [image: ].

			Να υπολογίσετε τον μετασχηματισμό Fourier διακριτού χρόνου [image: ] για [image: ].

			Χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση conj να παράγετε το σήμα διακριτού χρόνου [image: ] που είναι το συζυγές σήμα του [image: ]. 

			Να υπολογίσετε τον μετασχηματισμό Fourier διακριτού χρόνου [image: ] για [image: ].

			Στη συνέχεια, χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση conj να υπολογίσετε την ποσότητα [image: ].

			Να υπολογίσετε τη μέγιστη τιμή του πλάτους της διαφοράς [image: ] και να εμφανίσετε το αποτέλεσμα. Ενδεικτικά, το αποτέλεσμα είναι της τάξης του [image: ].

			9. Χαμηλοπερατό ή βαθυπερατό φίλτρο (Low Pass) 

			Να γράψετε πρόγραμμα για τον έλεγχο της λειτουργίας του ιδανικού χαμηλοπερατού φίλτρου (Low Pass).

			Να παράγετε την απόκριση συχνότητας του ιδανικού χαμηλοπερατού φίλτρου:

			[image: ]

			με [image: ].

			Να παράγετε το σήμα διακριτού χρόνου [image: ] για [image: ].

			Να σχεδιάσετε το μέτρο της απόκρισης συχνότητας [image: ], του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου [image: ] της εισόδου [image: ] και του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου [image: ] της εξόδου [image: ] του φίλτρου για [image: ].

			10. Υψηπερατό φίλτρο (High Pass) 

			Να γράψετε πρόγραμμα για τον έλεγχο της λειτουργίας του ιδανικού υψηπερατού φίλτρου (Low Pass).

			Να παράγετε την απόκριση συχνότητας του ιδανικού υψηπερατού φίλτρου:

			[image: ]

			με [image: ].

			Να παράγετε το σήμα διακριτού χρόνου [image: ] για [image: ].

			Να σχεδιάσετε το μέτρο της απόκρισης συχνότητας [image: ], του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου [image: ] της εισόδου [image: ] και του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου [image: ] της εξόδου [image: ] του φίλτρου για [image: ].

			11. Ζωνοπερατό φίλτρο (Band Pass) 

			Να γράψετε πρόγραμμα για τον έλεγχο της λειτουργίας του ιδανικού ζωνοπερατού φίλτρου (Band Pass).

			Να παράγετε την απόκριση συχνότητας του ιδανικού ζωνοπερατού φίλτρου:

			[image: ]

			με [image: ] και [image: ].

			Να παράγετε το σήμα διακριτού χρόνου [image: ] για [image: ].

			Να σχεδιάσετε το μέτρο της απόκρισης συχνότητας [image: ], του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου [image: ] της εισόδου [image: ] και του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου [image: ] της εξόδου [image: ] του φίλτρου για [image: ].

			12. Ζωνοφρακτικό φίλτρο ή φίλτρο απόρριψης ζώνης (Band Stop) 

			Να γράψετε πρόγραμμα για τον έλεγχο της λειτουργίας του ιδανικού ζωνοφρακτικού φίλτρου (Band Stop).

			Να παράγετε την απόκριση συχνότητας του ιδανικού ζωνοφρακτικού φίλτρου:

			[image: ]

			με [image: ] και [image: ].

			Να παράγετε το σήμα διακριτού χρόνου [image: ] για [image: ].

			Να σχεδιάσετε το μέτρο της απόκρισης συχνότητας [image: ], του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου [image: ] της εισόδου [image: ] και του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου [image: ] της εξόδου [image: ] του φίλτρου για [image: ].

			13. Απόκριση συχνότητας LTI συστήματος – FIR φίλτρου

			Δίνεται η κρουστική απόκριση ενός γραμμικού χρονικά αμετάβλητου (LTI) συστήματος 

			[image: ]

			Να σχεδιάσετε το πραγματικό μέρος, το φανταστικό μέρος, το μέτρο και τη φάση της απόκρισης συχνότητας [image: ] του φίλτρου για [image: ].

			14. Απόκριση συχνότητας LTI συστήματος – IIR φίλτρου

			Δίνεται η εξίσωση διαφορών ενός γραμμικού χρονικά αμετάβλητου (LTI) συστήματος 

			[image: ]

			Να παράγετε το σήμα διακριτού χρόνου [image: ] για [image: ].

			Να σχεδιάσετε το πραγματικό μέρος, το φανταστικό μέρος, το μέτρο και τη φάση της απόκρισης συχνότητας [image: ] του φίλτρου για [image: ].

			Να σχεδιάσετε το πραγματικό μέρος, το φανταστικό μέρος, το μέτρο και τη φάση του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου [image: ] της εισόδου [image: ] του φίλτρου για [image: ].

			Να σχεδιάσετε το πραγματικό μέρος, το φανταστικό μέρος, το μέτρο και τη φάση του μετασχηματισμού Fourier διακριτού χρόνου [image: ] της εξόδου [image: ] του φίλτρου για [image: ].

			15. Απόκριση συχνότητας συνδεδεμένων LTI συστημάτων 

			Ένα LTI σύστημα με κρουστική απόκριση [image: ] συνδέεται σε σειρά με ένα LTI σύστημα με κρουστική απόκριση [image: ]. Το σύστημα που προκύπτει συνδέεται παράλληλα με ένα LTI σύστημα με κρουστική απόκριση [image: ].

			Να αποδείξετε θεωρητικά ότι η απόκριση συχνότητας του συνολικού φίλτρου είναι:

			[image: ],

			όπου [image: ], [image: ], [image: ] είναι οι επί μέρους κρουστικές αποκρίσεις.

			Να υπολογίσετε την κρουστική απόκριση του συνολικού συστήματος. Να σχεδιάσετε την πραγματική συνιστώσα, τη φανταστική συνιστώσα, το μέτρο και τη φάση της απόκρισης συχνότητας του συνολικού φίλτρου.

			16. IIR χαμηλοπερατό ή βαθυπερατό φίλτρο (Low Pass) 

			Ένα χαμηλοπερατό ή βαθυπερατό φίλτρο (Low Pass) μπορεί να υλοποιηθεί με ένα IIR φίλτρο τάξης [image: ]με απόκριση συχνότητας της μορφής:

			[image: ]

			Οι συντελεστές του φίλτρου επιλέγονται, έτσι ώστε ο αριθμητής να μηδενίζεται στα δύο συζυγή σημεία [image: ]που βρίσκονται πάνω στο μοναδιαίο κύκλο και ο παρονομαστής να μηδενίζεται στα δύο συζυγή σημεία [image: ] με [image: ], που βρίσκονται μέσα στο μοναδιαίο κύκλο. 

			Για [image: ], [image: ] και [image: ], να σχεδιάσετε το μέτρο της απόκρισης συχνότητας [image: ] για [image: ].

			Ποιοι είναι οι συντελεστές του IIR φίλτρου που υλοποιεί το Low Pass φίλτρο;

			17. IIR ζωνοπερατό φίλτρο (Band Pass) 

			Ένα ζωνοπερατό φίλτρο (Band Pass) μπορεί να υλοποιηθεί με ένα IIR φίλτρο τάξης [image: ]με απόκριση συχνότητας της μορφής

			[image: ]

			Οι συντελεστές του φίλτρου επιλέγονται, έτσι ώστε ο αριθμητής να μηδενίζεται στα δύο σημεία 1 και -1 και ο παρονομαστής να μηδενίζεται στα συζυγή σημεία [image: ]με [image: ], που βρίσκονται μέσα στο μοναδιαίο κύκλο.

			Για [image: ] και [image: ], να σχεδιάσετε το μέτρο της απόκρισης συχνότητας [image: ] για [image: ].

			Ποιοι είναι οι συντελεστές του IIR φίλτρου που υλοποιεί το Band Pass φίλτρο;

			4.7. Περίληψη (ηχογραφημένη) 

			1-2-3-4-0-0

			Μπορείτε να ακούσετε την περίληψη του Κεφαλαίου 4 με τον Ήχο 4.1. 

			[image: ]

			Ήχος 4.1 Περίληψη Κεφαλαίου 4.

			Μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου και Απόκριση συχνότητας

			Ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου (Discrete Time Fourier Transform – DTFT) είναι ένας μετασχηματισμός, που συνδέει το πεδίο του χρόνου με το πεδίο της συχνότητας. Ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου [image: ] ενός σήματος διακριτού χρόνου [image: ], αν υπάρχει, είναι η αναπαράσταση του σήματος συναρτήσει μιγαδικών εκθετικών σημάτων της μορφής [image: ], όπου [image: ] είναι η κυκλική συχνότητα.

			Ο μετασχηματισμός Fourier διακριτού χρόνου (DTFT) [image: ] της κρουστικής απόκρισης [image: ] ενός γραμμικού χρονικά αμετάβλητου (LTI) συστήματος ονομάζεται απόκριση συχνότητας (frequency response).

			Η απόκριση συχνότητας είναι περιοδική με θεμελιώδη περίοδο [image: ].

			Η συνολική απόκριση συχνότητας ενός LTI συστήματος που αποτελείται από LTI συστήματα συνδεδεμένα σε σειρά είναι το γινόμενο των αποκρίσεων συχνότητας των επί μέρους συστημάτων.

			Η συνολική απόκριση συχνότητας ενός LTI συστήματος που αποτελείται από LTI συστήματα συνδεδεμένα παράλληλα είναι το άθροισμα των αποκρίσεων συχνότητας των επί μέρους συστημάτων.

			Η απόκριση συχνότητας εξαρτάται από τους συντελεστές του LTI συστήματος. Επομένως, οι σταθεροί συντελεστές της γραμμικής εξίσωσης διαφορών αρκούν για να ορίσουν την απόκριση συχνότητας. Έτσι, η απόκριση συχνότητας αρκεί για να περιγράψει ένα LTI σύστημα στο πεδίο της συχνότητας.

			Τα φίλτρα με κατά τμήματα σταθερό μέτρο της απόκρισης συχνότητας ονομάζονται φίλτρα επιλογής συχνοτήτων και διακρίνονται σε τέσσερις κατηγορίες: χαμηλοπερατά ή βαθυπερατά φίλτρα (Low Pass), υψηπερατά φίλτρα (High Pass), ζωνοπερατά φίλτρα (Band Pass), ζωνοφρακτικά φίλτρα ή φίλτρα απόρριψης ζώνης (Band Stop).

			Τα φίλτρα γραμμικής φάσης είναι FIR φίλτρα με γραμμική φάση και διακρίνονται σε τύπου I, II, III και IV.
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			Κριτήρια αξιολόγησης

			Κριτήριο αξιολόγησης 1 

			1-2-3-4-0-0

			Μπορείτε να κάνετε το κριτήριο αξιολόγησης 1 με το Διαδραστικό πρόγραμμα 4.3.

			[image: ]

			Διαδραστικό πρόγραμμα 4.3 Κριτήριο αξιολόγησης 1.

			Η Απάντηση/Λύση βρίσκεται στο Παράρτημα.

			Κριτήριο αξιολόγησης 2  

			1-2-3-4-0-0

			Μπορείτε να κάνετε το κριτήριο αξιολόγησης 2 με το Διαδραστικό πρόγραμμα 4.4.

			[image: ]

			Διαδραστικό πρόγραμμα 4.4 Κριτήριο αξιολόγησης 2.

			Η Απάντηση/Λύση βρίσκεται στο Παράρτημα.
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