
        
            
                
            
        

    






ΑΝΑΛΥΣΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ ΓΕΩΤΕΧΝΙΚΗΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ ΜΕ ΤΗ ΜΕΘΟΔΟ
ΤΩΝ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ




ΘΕΟΔΩΡΟΣ ΧΑΤΖΗΓΩΓΟΣ & ΦΩΤΙΟΣ ΚΑΡΑΟΥΛΑΝΗΣ




Κριτικός Αναγνώστης: ΣΤΕΦΑΝΟΣ ΤΣΟΤΣΟΣ




Copyright © ΣΕΑΒ, 2015



[image: ]


Το παρόν έργο αδειοδοτείται υπό τους όρους της άδειας Creative Commons
Αναφορά Δημιουργού – Μη Εμπορική Χρήση – Παρόμοια Διανομή 3.0.




Για να δείτε ένα αντίγραφο της άδειας αυτής επισκεφτείτε τον
ιστότοπο https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/gr/




Σύνδεσμος Ελληνικών Ακαδημαϊκών Βιβλιοθηκών

Εθνικό Μετσόβιο Πολυτεχνείο

Ηρώων Πολυτεχνείου 9, 15780 Ζωγράφου

www.kallipos.gr






ISBN: 978-960-603-320-9
















Συμβολισμοί



Οι συμβολισμοί, τα ακρωνύμια, οι ελληνόγλωσσοι και οι ξενόγλωσσοι όροι
που χρησιμοποιούνται στο κείμενο του παρόντος συγγράμματος
παρατίθενται στη συνέχεια κατά αλφαβητική σειρά, όπου αυτό είναι δυνατό.




Στο κείμενο γίνεται συχνή χρήση της αποκαλούμενης σύμβασης πρόσθεσης
του Einstein,
σύμφωνα με την οποία αν ένας δείκτης/εκθέτης
συναντάται δύο φορές στον ίδιο όρο, υπονοείται άθροισμα όλων των
πιθανών τιμών, π.χ.





	
	y=ci⁢xi=c1⁢x1+c2⁢x2+c3⁢x3, αν⁢i=1,2,3.y=c^{i}x_{i}=c^{1}x_{1}+c^{2}x_{2}+c^{3}x_{3},\>\text{αν}\>i={1,2,3}.
	



Η παραπάνω σύμβαση δεν τηρείται, αν ο δείκτης/εκθέτης βρίσκεται εντός
παρενθέσεων.





Οι τανυστές πρώτης και δεύτερης τάξης συμβολίζονται με
πλάγια και έντονη γραφή (π.χ. 𝝈\boldsymbol{\sigma}), ακόμα και όταν οι τελευταίοι
ακολουθούν την παράσταση Voigt.
Οι τανυστές τέταρτης τάξης και τα μητρώα συμβολίζονται με έντονη γραφή
(π.χ. 𝐂\mathbf{C}).




Πολλοί συμβολισμοί χρησιμοποιούνται συχνά για να ορίσουν περισσότερες της μίας
έννοιες.
Οι συμβολισμοί αυτοί ορίζονται και ξεχωριστά στο πλαίσιο στο οποίο εξετάζονται.
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Εισαγωγή



Οι αριθμητικές μέθοδοι αποτελούν ένα από τα πιο σημαντικά εργαλεία προσομοίωσης
και ανάλυσης προβλημάτων της μηχανικής γενικά, αλλά και της γεωτεχνικής μηχανικής
ειδικότερα.
Η ραγδαία ανάπτυξη των ηλεκτρονικών υπολογιστών τα τελευταία χρόνια σε συνδυασμό
με την αντίστοιχη πρόοδο που παρατηρείται στην περιοχή της υπολογιστικής μηχανικής
έχουν καταστήσει ουσιαστικά τη χρήση των αριθμητικών μεθόδων και κυρίως της
μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων ως αποκλειστική επιλογή κατά την επίλυση
προβλημάτων, όπως π.χ. αυτά των θεμελιώσεων, των εκσκαφών, των αντιστηρίξεων και
της διάνοιξης σηράγγων σε αστικό ή μη περιβάλλον.




Για τον σκοπό αυτό κρίνεται απαραίτητη η κατανόηση της θεωρίας της μεθόδου
των πεπερασμένων στοιχείων και της εφαρμογής της σε προβλήματα γεωτεχνικής μηχανικής.




Το παρόν σύγγραμμα επιχειρεί να εισαγάγει τον αναγνώστη στη διαδικασία της προσομοίωσης
του φυσικού προβλήματος ως μια διαδικασία σύνθεσης στοιχείων και
τεχνικών της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων.
Διαρθρώνεται σε τρεις βασικούς άξονες:


	• 

Την παρουσίαση του θεωρητικού υπόβαθρου αλλά και στοιχείων προγραμματισμού
της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων.




	• 

Την κατανόηση των ιδιαιτεροτήτων που παρουσιάζουν τα γεωτεχνικά προβλήματα
κατά την ανάλυση/προσομοίωση με τη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων.




	• 

Την εφαρμογή της μεθόδου, ως μια συνθετική διαδικασία, σε προβλήματα
γεωτεχνικής μηχανικής.









Το βιβλίο απευθύνεται σε προπτυχιακούς και μεταπτυχιακούς φοιτητές και
ερευνητές στο πεδίο της γεωτεχνικής μηχανικής και γενικότερα σε
μηχανικούς που ασχολούνται με γεωτεχνικά προβλήματα.




Η συγγραφή του βιβλίου στηρίχτηκε πρωτίστως στις σημειώσεις του μαθήματος
«Αριθμητικές Μέθοδοι στη Γεωτεχνική Μηχανική» και την υπερ-εικοσαετή
εμπειρία από τη διδασκαλία του υπόψη μαθήματος.




Ο πρώτος συγγραφέας του παρόντος συγγράμματος (Καθ. Θεόδωρος Χατζηγώγος)
διδάσκει άνω των είκοσι ετών ως κύριος διδάσκων το μάθημα
«Αριθμητικές Μέθοδοι στη Γεωτεχνική Μηχανική»
στο Τμήμα Πολιτικών Μηχανικών της Πολυτεχνικής Σχολής του ΑΠΘ.
Το υπόψη μάθημα αποτελεί μια από τις υποχρεωτικές επιλογές για τους
φοιτητές του τμήματος που ακολουθούν τον Τομέα Γεωτεχνικής Μηχανικής.





Για τη διδασκαλία του μαθήματος εκδίδονται σε κάθε ακαδημαϊκό
έτος διδακτικές σημειώσεις από την Υπηρεσία Εκδόσεων του ΑΠΘ.
Οι σημειώσεις ενημερώνονται διαρκώς βασιζόμενες στην προηγούμενη
διδακτική εμπειρία αλλά και προσαρμόζονται συνεχώς στις αυξανόμενες
απαιτήσεις των νέων μηχανικών για την κατανόηση και εφαρμογή
των αριθμητικών μεθόδων σε προβλήματα γεωτεχνικής μηχανικής.
Η επιμέλεια των διδακτικών σημειώσεων γίνεται από τον Κύριο Συγγραφέα
ενώ από το 2004 και μέχρι σήμερα έχει ενεργό ρόλο στη συγγραφή τους
και ο συν-συγγραφέας της παρούσας πρότασης, Δρ. Φώτιος Καραουλάνης.




Σημαντικό ρόλο κατά τη διδασκαλία του μαθήματος διαδραματίζουν η
κατανόηση, η χρήση και η εξοικείωση των φοιτητών με λογισμικά
αριθμητικής ανάλυσης προβλημάτων γεωτεχνικής μηχανικής.
Για τον σκοπό αυτό έχουν αναπτυχθεί από τον συν-συγγραφέα
της παρούσας πρότασης προγράμματα ανοικτού κώδικα, στο πλαίσιο
του Έργου ΕΠΕΑΕΚ ΙΙ: «Αναμόρφωση προγράμματος προπτυχιακών
σπουδών Τμήματος Πολιτικών Μηχανικών» και των αντίστοιχων
δράσεων «Ανάπτυξη λογισμικού επίλυσης εργαστηριακών-σεμιναριακών
ασκήσεων που διεξάγονται στα πλαίσια μαθημάτων κορμού και επιλογής»
και «Πολυμεσικές Εκπαιδευτικές Εφαρμογές».




Το σύνολο του προαναφερθέντος εκπαιδευτικού υλικού (διδακτικές σημειώσεις
και εκπαιδευτικό λογισμικό) φιλοξενείται τα τελευταία χρόνια
στην πλατφόρμα blackboard που συντηρεί το ΑΠΘ.





Η συγγραφή του παρόντος βιβλίου έγινε στο πλαίσιο της δράσης
«Ελληνικά Ακαδημαϊκά Ηλεκτρονικά Συγγράμματα και Βοηθήματα».
Με τη δράση αυτή έγινε δυνατή η συγκέντρωση, επεξεργασία
και επέκταση του προϋπάρχοντος υλικού με στόχο τη δημιουργία
ενός ηλεκτρονικού βιβλίου, το οποίο θα αξιοποιηθεί στο
μάθημα των Αριθμητικών Μεθόδων στη Γεωτεχνική Μηχανική.




Το παρόν βιβλίο αποτελείται από επτά κεφάλαια.




Στο Κεφάλαιο 1
παρουσιάζεται και εξετάζεται το πλαίσιο στο οποίο
ορίζεται το πρόβλημα της συνοριακής τιμής στη γραμμική ελαστικότητα.
Αρχικά παρουσιάζεται ο τανυστής των τάσεων (Ενότητα 1.1):
Η έννοια της τάσης (Ενότητα 1.1.1),
ο τανυστικός χαρακτήρας της τάσης (Ενότητα 1.1.2),
οι μετασχηματισμοί των τάσεων (Ενότητα 1.1.3),
οι κύριες τάσεις (Ενότητα 1.1.4),
o εκτροπικός τανυστής των τάσεων (Ενότητα 1.1.5)
και ο κύκλος του Mohr (Ενότητα 1.1.6).
Ακολουθεί η παρουσίαση του τανυστή των παραμορφώσεων, όπου περιγράφονται η έννοια
της παραμόρφωσης, η γεωμετρική ερμηνεία της παραμόρφωσης και οι συνθήκες συμβιβαστού
(Ενότητα 1.2).
Στη συνέχεια δίνονται οι σχέσεις τάσεων-παραμορφώσεων
(Ενότητα 1.3):
Εξετάζεται η γενική περίπτωση του Νόμου του Hooke
(Ενότητα 1.3.1),
ο μετασχηματισμός του τανυστή της ελαστικότητας
(Ενότητα 1.3.2)
και οι ιδιαίτερες περιπτώσεις ελαστικής ανισοτροπίας
που αφορούν εγκαρσίως ισότροπα ελαστικά υλικά
(Ενότητα 1.3.3) και
ορθότροπα ελαστικά υλικά
(Ενότητα 1.3.4).
Τέλος παρουσιάζονται τα ισότροπα ελαστικά υλικά
(Ενότητα 1.3.5).
Οι περιπτώσεις της επίπεδης συμμετρίας
(Ενότητα 1.4)
και της αξονοσυμμετρίας
(Ενότητα 1.5)
εξετάζονται στη συνέχεια.
Ειδικά για την περίπτωση της αξονοσυμμετρίας
δίνεται το σύστημα συντεταγμένων
(Ενότητα 1.5.1),
οι μετακινήσεις, οι παραμορφώσεις και τάσεις
(Ενότητα 1.5.2),
οι κινηματικές εξισώσεις
(Ενότητα 1.5.3),
οι καταστατικές εξισώσεις
(Ενότητα 1.5.4)
και οι εξισώσεις ισορροπίας
(Ενότητα 1.5.5).
Στο τέλος του κεφαλαίου παρατίθεται η σχετική βιβλιογραφία
(Ενότητα 1.6).





Στο Κεφάλαιο 2
παρουσιάζεται η μέθοδος των πεπερασμένων στοιχείων.
Η προσέγγιση που προκρίνεται για την περιγραφή της μεθόδου των πεπερασμένων
στοιχείων στο παρόν βιβλίο είναι αυτή των σταθμισμένων καταλοίπων.
Τα βασικά βήματα της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων με τη μέθοδο των
σταθμισμένων καταλοίπων είναι:



	1. 

Ορισμός της ισχυρής μορφής του προβλήματος.




	2. 

Ορισμός της ασθενούς μορφής του προβλήματος.




	3. 

Επιλογή προσεγγιστικών συναρτήσεων για τις άγνωστες εξισώσεις.




	4. 

Επίλυση του συστήματος.






Το παρόν κεφάλαιο επομένως διαρθρώνεται με τρόπο που να αντιστοιχεί στα παραπάνω
βήματα.
Αρχικά ορίζεται το πρόβλημα με τη βοήθεια της κλασικής εξίσωσης Poisson
(Ενότητα 2.1).
Πιο συγκεκριμένα, εξετάζεται το πρόβλημα ροής που περιγράφεται από την
εξίσωση Poisson και δίνονται
οι εξισώσεις πεδίου (Ενότητα 2.1.1) και
οι συνοριακές συνθήκες (Ενότητα 2.1.2).
Η σύνοψη των εξισώσεων σε διάφορες μορφές που συναντώνται στη βιβλιογραφία
παρουσιάζονται στην Ενότητα 2.1.3.
Στη συνέχεια εξετάζεται η ασθενής διατύπωση του προβλήματος
και συγκρίνεται με την αντίστοιχη ισχυρή μορφή
(Ενότητα 2.2).
Ακολουθεί η προσέγγιση της άγνωστης συνάρτησης που αποτελεί τη λύση των
εξισώσεων του προβλήματος (Ενότητα 2.3).
Εξηγείται η έννοια της προσεγγιστικής συνάρτησης στη
μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων (Ενότητα 2.3.1),
οι συναρτήσεις βάσης (Ενότητα 2.3.2)
και πώς τα παραπάνω εφαρμόζονται στην ασθενή διατύπωση του προβλήματος
(Ενότητα 2.3.3).
Στη συνέχεια εξετάζεται η αντικατάσταση της συνάρτησης βάρους
και επαναδιατυπώνεται η ασθενής μορφή του προβλήματος
(Ενότητα 2.4).
Ακολουθεί η σύγκριση της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων με την εξίσου διαδεδομένη
μέθοδο των πεπερασμένων διαφορών (Ενότητα 2.5),
όπου επισημαίνονται οι κύριες διαφορές τους.
Τέλος δίνεται η εφαρμογή της μεθόδου στις εξισώσεις της ελαστοστατικής
(Ενότητα 2.6), όπου εξετάζεται συνοπτικά
το πρόβλημα της δισδιάστατης ελαστικότητας
(Ενότητα 2.6.1).
Για λόγους πληρότητας διατυπώνονται οι χαρακτηριστικές εξισώσεις
και με την αρχή των δυνατών έργων
(Ενότητα 2.6.2).
Στο τέλος του κεφαλαίου παρατίθεται η σχετική βιβλιογραφία
(Ενότητα 2.7).





Στο Κεφάλαιο 3
μορφώνονται τυπικά πεπερασμένα στοιχεία που
χρησιμοποιούνται ευρέως στη γεωτεχνική μηχανική.
Αρχικά εξετάζονται τα γραμμικά στοιχεία,
όπως το στοιχείο ράβδου (Ενότητα 3.1)
και το στοιχείο δοκού (Ενότητα 3.2).
Για το στοιχείο ράβδου
(Ενότητα 3.1),
δίνεται καταρχήν η διατύπωσή του σε όρους δυσκαμψίας
(Ενότητα 3.1.1).
Στη συνέχεια επαναδιατυπώνονται οι εξισώσεις του στοιχείου
με τη χρήση συναρτήσεων μορφής
(Ενότητα 3.1.2).
Πιο συγκεκριμένα, δίνονται οι συναρτήσεις μορφής
(Ενότητα 3.1.2),
το μητρώο παραμόρφωσης
(Ενότητα 3.1.2),
το μητρώο ελαστικότητας
(Ενότητα 3.1.2) και
το μητρώο δυσκαμψίας στο τοπικό σύστημα συντεταγμένων
(Ενότητα 3.1.2).
Στη συνέχεια εξετάζεται ο μετασχηματισμός του μητρώου δυσκαμψίας
και δίνεται το καθολικό μητρώο δυσκαμψίας
(Ενότητα 3.1.3).
Τέλος συζητείται η χρήση του στοιχείου
σε προβλήματα γεωτεχνικής μηχανικής
(Ενότητα 3.1.4).
Για το στοιχείο δοκού
(Ενότητα 3.2),
δίνονται αντίστοιχα οι συναρτήσεις σχήματος
(Ενότητα 3.2.1),
οι σχέσεις παραμορφώσεων-μετακινήσεων
(Ενότητα 3.2.2)
και το μητρώο δυσκαμψίας
(Ενότητα 3.2.3).
Τέλος συζητείται η χρήση του στοιχείου
σε προβλήματα γεωτεχνικής μηχανικής
(Ενότητα 3.2.4).
Στη συνέχεια παρουσιάζεται ένα πιο εξειδικευμένο στοιχείο δοκού,
που αφορά ένα στοιχείο δοκού που εδράζεται επί του εδάφους
(Ενότητα 3.3).
Δίνεται το μητρώο δυσκαμψίας του στοιχείου
(Ενότητα 3.3.1),
ενώ παρουσιάζεται και ο προγραμματισμός του
(Ενότητα 3.3.2).
Ακολουθεί η παρουσίαση των επίπεδων στοιχείων, ξεκινώντας από
το τριγωνικό στοιχείο τριών κόμβων σταθερής παραμόρφωσης
(Ενότητα 3.4).
Δίνονται το μητρώο συναρτήσεων μορφής
(Ενότητα 3.4.1),
το μητρώο συναρτήσεων παραμορφώσεων-μετακινήσεων
(Ενότητα 3.4.2),
το μητρώο ελαστικότητας
(Ενότητα 3.4.3)
και τέλος
το μητρώο δυσκαμψίας
(Ενότητα 3.4.4).
Στη συνέχεια αναπτύσσεται η ισοπαραμετρική αναπαράσταση και δίνονται
οι μέθοδοι αριθμητικής ολοκλήρωσης
(Ενότητα 3.5).
Πιο συγκεκριμένα, παρουσιάζεται η ισοπαραμετρική θεώρηση
(Ενότητα 3.5.1),
δίνεται η περιγραφή της γεωμετρίας
(Ενότητα 3.5.1) και
περιγράφεται το φυσικό σύστημα συντεταγμένων
(Ενότητα 3.5.1).
Τέλος αναπτύσσεται η αριθμητική ολοκλήρωση
(Ενότητα 3.5.1).
Από τα ισοπαραμετρικά επίπεδα στοιχεία εξετάζονται το τετράκομβο τετράπλευρο στοιχείο
(Ενότητα 3.6)
και το αντίστοιχο στοιχείο διεπιφάνειας
(Ενότητα 3.7)
σε συνθήκες επίπεδης παραμόρφωσης.
Για το τετράκομβο στοιχείο
(Ενότητα 3.6)
δίνονται το μητρώο συναρτήσεων μορφής
(Ενότητα 3.6.1),
το μητρώο συναρτήσεων παραμορφώσεων-μετακινήσεων
(Ενότητα 3.6.2),
το μητρώο ελαστικότητας
(Ενότητα 3.6.3)
και τέλος
το μητρώο δυσκαμψίας
(Ενότητα 3.6.4),
όπως προκύπτει από την αριθμητική ολοκλήρωση
(Ενότητα 3.6.5).
Για το στοιχείο διεπιφάνειας
(Ενότητα 3.7)
δίνονται ομοίως το μητρώο συναρτήσεων μορφής
(Ενότητα 3.7.1),
το μητρώο ελαστικότητας
(Ενότητα 3.7.2),
το μητρώο συναρτήσεων παραμορφώσεων-μετακινήσεων
(Ενότητα 3.7.3)
και τέλος
το μητρώο δυσκαμψίας
(Ενότητα 3.7.4).
Τέλος παρουσιάζονται οι εξισώσεις του εξάπλευρου, οκτάκομβου τριγραμμικού
τρισδιάστατου στοιχείου (Ενότητα 3.8).
Στο τέλος του κεφαλαίου παρατίθεται η σχετική βιβλιογραφία
(Ενότητα 3.9).





Στο Κεφάλαιο 4
περιγράφεται η διαδικασία με την οποία γίνεται η μεταφορά από
το τοπικό στο συνολικό μητρώο δυσκαμψίας, η μόρφωση και η επίλυση
του συστήματος εξισώσεων και η επεξεργασία των αποτελεσμάτων.
Πιο συγκεκριμένα,
στην Ενότητα 4.1 εξετάζεται η αντιστοίχιση των βαθμών ελευθερίας
από το τοπικό στο συνολικό μητρώο δυσκαμψίας.
Στη συνέχεια εξετάζονται αλγόριθμοι επαναρίθμησης των βαθμών ελευθερίας και
αναδιάταξης του συνολικού μητρώου δυσκαμψίας με σκοπό τη μείωση
των απαιτήσεων σε αποθηκευτικό χώρο στη μνήμη του υπολογιστή
(Ενότητα 4.2)
και εξετάζεται σε συντομία η αντίστροφη μέθοδος
Cuthill-Mckee
(Ενότητα 4.2.1).
Ακολουθεί η παρουσίαση των μεθόδων αποθήκευσης
των συντελεστών του συνολικού μητρώου δυσκαμψίας
(Ενότητα 4.3):
Η αποθήκευση του μητρώου σε πλήρη μορφή
(Ενότητα 4.3.1),
σε συμμετρική μορφή
(Ενότητα 4.3.2),
σε ταινιωτή μορφή ή μορφή λωρίδας
(Ενότητα 4.3.3),
σε μορφή προφίλ ή κορυφογραμμής
(Ενότητα 4.3.4) και
σε αραιή μορφή
(Ενότητα 4.3.5).
Στη συνέχεια δίνονται τρόποι επίλυσης του συστήματος εξισώσεων,
τόσο άμεσοι όσο και επαναληπτικοί
(Ενότητα 4.4).
Παρουσιάζονται η μέθοδος απαλοιφής Gauss
(Ενότητα 4.4.1),
η μέθοδος Cholesky
(Ενότητα 4.4.2) και
η μέθοδος της συζυγούς διανυσματικής κλίσης
(Ενότητα 4.4.3).
Ακολουθεί η επεξεργασία και
τρόποι απεικόνισης των αποτελεσμάτων
(Ενότητα 4.5),
όπως αυτή πραγματοποιείται είτε στους κόμβους των στοιχείων
(Ενότητα 4.5.1)
είτε στα σημεία ολοκλήρωσης
(Ενότητα 4.5.2).
Στο τέλος του κεφαλαίου παρατίθεται η σχετική βιβλιογραφία
(Ενότητα 4.6).





Στο Κεφάλαιο 5
παρουσιάζονται οι περιπτώσεις συνοριακών συνθηκών οι οποίες
συναντώνται σε προβλήματα γεωτεχνικής μηχανικής.
Αρχικά εξετάζονται οι βασικές και φυσικές συνοριακές συνθήκες
(Ενότητα 5.1)
και αναλύονται ιδιαίτερα οι βασικές συνοριακές συνθήκες
(Ενότητα 5.1.1).
Στη συνέχεια παρουσιάζονται
τα φορτία που εφαρμόζονται στο σύνορο του προσομοιώματος
(Ενότητα 5.2)
και δίνονται ο υπολογισμός φορτίων ανά κόμβο
(Ενότητα 5.2.1)
και ο υπολογισμός φορτίων ανά στοιχείο
(Ενότητα 5.2.2).
Τέλος δίνεται και ο ενεργειακά συνεπής υπολογισμός των φορτίων
(Ενότητα 5.2.3).
Ακολουθεί η παρουσίαση των φορτίων που εμφανίζονται σε προβλήματα
που χαρακτηρίζονται από την αφαίρεση ή την προσθήκη εδαφικού υλικού
(Ενότητα 5.3)
και τέλος των φορτίων που οφείλονται στην παρουσία μαζικών δυνάμεων
(Ενότητα 5.4).
Στο τέλος του κεφαλαίου παρατίθεται η σχετική βιβλιογραφία
(Ενότητα 5.5).





Στο Κεφάλαιο 6
εξετάζεται η κλασική θεωρία της πλαστικότητας,
παρουσιάζονται στοιχεία της μη γραμμικής ανάλυσης
και εξετάζονται μη γραμμικοί καταστατικοί νόμοι που βρίσκουν ευρεία εφαρμογή
σε προβλήματα γεωτεχνικής μηχανικής.
Αρχικά εξετάζεται η περίπτωση της μονοδιάστατης πλαστικότητας
(Ενότητα 6.1).
Παρουσιάζεται η περίπτωση της ιδεατής μονοδιάστατης πλαστικότητας
(Ενότητα 6.1.1),
όπου παρουσιάζονται οι καταστατικές εξισώσεις
(Ενότητα 6.1.1),
ορίζεται η παραμένουσα παραμόρφωση
(Ενότητα 6.1.1)
και δίνονται οι
συνθήκες αποφόρτισης/επαναφόρτισης
(Ενότητα 6.1.1).
Στη συνέχεια παρουσιάζεται η επέκταση στην
κρατυνόμενη πλαστικότητα
(Ενότητα 6.1.2),
όπου συμπληρωματικά ορίζεται και το συνεχές εφαπτομενικό
ελαστοπλαστικό μέτρο
(Ενότητα 6.1.2).
Ακολουθεί η επέκταση στην τρισδιάστατη πλαστικότητα
(Ενότητα 6.2),
όπου παρουσιάζονται οι καταστατικές εξισώσεις
(Ενότητα 6.2.1),
ορίζεται η μη αναστρέψιμη πλαστική απόκριση
(Ενότητα 6.2.2),
δίνεται η ερμηνεία των συμπληρωματικών συνθηκών Karush-Kuhn-Tucker
(Ενότητα 6.2.3)
και τέλος παρουσιάζεται το συνεχές εφαπτομενικό ελαστοπλαστικό μέτρο
(Ενότητα 6.2.4).
Η τρισδιάστατη πλαστικότητα που εξετάστηκε μέχρι στιγμής αφορά
κριτήρια διαρροής που περιγράφονται από μία και μοναδική
επιφάνεια διαρροής.
Στην Ενότητα 6.3
εξετάζεται η περίπτωση της πλαστικότητας που
περιγράφεται από κριτήρια διαρροής που χαρακτηρίζονται από
πολλαπλές επιφάνειες διαρροής.
Δίνονται αρχικά οι καταστατικές εξισώσεις
για αυτή την οικογένεια των κριτηρίων
(Ενότητα 6.3.1)
και περιγράφονται οι συνθήκες φόρτισης/αποφόρτισης
(Ενότητα 6.3.2).
Στη συνέχεια ορίζεται η απαίτηση συνέπειας
(Ενότητα 6.3.3)
και τέλος
δίνεται το συνεχές εφαπτομενικό ελαστοπλαστικό μέτρο
(Ενότητα 6.3.4).
Ακολουθεί η επισκόπηση και η επαναδιατύπωση της μεθόδου
των πεπερασμένων στοιχείων στο πλαίσιο πλέον της
μη γραμμικής ανάλυσης (Ενότητα 6.4).
Δίνεται η ασθενής διατύπωση του προβλήματος συνοριακών τιμών
(Ενότητα 6.4.1),
ορίζεται η χωρική διακριτοποίηση
και επαναδιατυπώνεται η μέθοδος των πεπερασμένων στοιχείων
(Ενότητα 6.4.2).
Πιο συγκεκριμένα, διατυπώνονται οι εξισώσεις
σε βηματική μορφή
(Ενότητα 6.4.3)
και δίνονται μέθοδοι επίλυσης του (μη γραμμικού) προβλήματος
(Ενότητα 6.5).
Αυτές αφορούν τη μέθοδο Newton-Raphson
(Ενότητα 6.5.1)
και τον γενικό κανόνα του μέσου σημείου
(Ενότητα 6.5.2).
Στη συνέχεια εξετάζεται πλέον η αριθμητική επίλυση
του προβλήματος, αρχικά για την περίπτωση
της μονοδιάστατης πλαστικότητας
(Ενότητα 6.6).
Παρουσιάζεται ο αλγόριθμος επιστροφής των τάσεων return-mapping
(Ενότητα 6.6.1)
και, πιο συγκεκριμένα, ορίζεται η δοκιμαστική (trial) ελαστική εντατική κατάσταση
(Ενότητα 6.6.1),
ελέγχεται η συνθήκη διαρροής
(Ενότητα 6.6.1),
διατυπώνεται ο αλγόριθμος επιστροφής
(Ενότητα 6.6.1)
και παρουσιάζεται το αλγοριθμικό (συνεπές) εφαπτομενικό μέτρο
(Ενότητα 6.6.2).
Ακολουθεί η αριθμητική επίλυση του προβλήματος της
πλαστικότητας πολλών διαστάσεων που αφορά όμως μία επιφάνεια διαρροής
(Ενότητα 6.7).
Παρουσιάζεται ομοίως ο αλγόριθμος επιστροφής των τάσεων return-mapping
(Ενότητα 6.7.1)
και, πιο συγκεκριμένα, ορίζεται η δοκιμαστική (trial) ελαστική εντατική κατάσταση
(Ενότητα 6.7.1),
ελέγχεται η συνθήκη διαρροής
(Ενότητα 6.7.1),
διατυπώνεται ο αλγόριθμος επιστροφής
(Ενότητα 6.7.1)
και παρουσιάζεται το αλγοριθμικό (συνεπές) εφαπτομενικό μέτρο
(Ενότητα 6.7.2).
Τέλος παρουσιάζεται η αριθμητική επίλυση του προβλήματος της
πλαστικότητας πολλών διαστάσεων που αφορά κριτήρια πολλαπλών επιφανειών
(Ενότητα 6.8).
Παρουσιάζεται και για αυτή την περίπτωση ο αλγόριθμος επιστροφής των τάσεων return-mapping
(Ενότητα 6.8.1)
και, πιο συγκεκριμένα, ορίζεται πάλι η δοκιμαστική (trial) ελαστική εντατική κατάσταση
(Ενότητα 6.8.1),
ελέγχεται η συνθήκη διαρροής
(Ενότητα 6.8.1),
διατυπώνεται ο αλγόριθμος επιστροφής
(Ενότητα 6.8.1),
προσδιορίζονται οι ενεργές επιφάνειες
(Ενότητα 6.8.2)
και παρουσιάζεται το αλγοριθμικό (συνεπές) εφαπτομενικό μέτρο
(Ενότητα 6.8.3).
Στη συνέχεια εξετάζεται η εφαρμογή των παραπάνω σε τυπικά κριτήρια διαρροής
της γεωτεχνικής μηχανικής.
Παρουσιάζεται αρχικά η γραφική απεικόνιση των κριτηρίων διαρροής γενικά
(Ενότητα 6.9)
και στη συνέχεια εξετάζεται το κριτήριο διαρροής Tresca
(Ενότητα 6.10).
Στην Ενότητα 6.10.1
δίνεται η πλήρης περιγραφή του κριτηρίου,
ενώ η εφαρμογή των μεθόδων της αριθμητικής ανάλυσης που
αναπτύχθηκαν προηγουμένως δίνεται
στην Ενότητα 6.10.2.
Ακολουθεί η παρουσίαση του κριτηρίου διαρροής Mohr-Coulomb
(Ενότητα 6.11).
Η περιγραφή του κριτηρίου δίνεται
στην Ενότητα 6.11.1,
ενώ η αριθμητική επίλυσή του
την Ενότητα 6.11.2.
Στο τέλος του κεφαλαίου παρατίθεται η σχετική βιβλιογραφία
(Ενότητα 6.12).




Τέλος, στο Κεφάλαιο 7
παρουσιάζεται η διαδικασία της προσομοίωσης του φυσικού προβλήματος ως σύνθεση
των εννοιών που αναπτύχθηκαν στα προηγούμενα κεφάλαια και
εξετάζονται χαρακτηριστικά προβλήματα της γεωτεχνικής μηχανικής.
Πιο συγκεκριμένα,
στην Ενότητα 7.1
εξετάζεται το πρόβλημα μίας πεδιλοδοκού επί ελαστικού εδάφους,
στην Ενότητα 7.2
παρουσιάζεται η περίπτωση ενός μεμονωμένου πασσάλου υπό οριζόντια φόρτιση, ενώ
στην Ενότητα 7.3
προσομοιώνεται το πρόβλημα ενός επιμήκους πεδίλου επί ελαστικού εδάφους.
Τα τρία αυτά προβλήματα επιλύονται θεωρώντας ελαστικά γραμμικό υλικό,
ενώ το λογισμικό για την επίλυσή τους έχει αναπτυχθεί και είναι
διαθέσιμο από το Εργαστήριο Εδαφομηχανικής, Θεμελιώσεων και Τεχνικής Σεισμολογίας
του ΑΠΘ.
Στη συνέχεια εξετάζονται δύο πιο περίπλοκα προβλήματα γεωτεχνικής μηχανικής,
στα οποία γίνεται επιπλέον η θεώρηση της μη γραμμικής
συμπεριφοράς των εδαφικών υλικών.
Το πρώτο πρόβλημα αφορά την περίπτωση της
φέρουσας ικανότητας ενός θεμελίου
(Ενότητα 7.4),
θεωρώντας είτε αστράγγιστες
(Ενότητα 7.4.1)
είτε στραγγιζόμενες συνθήκες φόρτισης
(Ενότητα 7.4.2).
Το δεύτερο πρόβλημα που παρουσιάζεται αφορά την
αστοχία μίας ανυποστήρικτης εκσκαφής
(Ενότητα 7.5).
Τα παραπάνω προβλήματα έχουν προσομοιωθεί με το λογισμικό
nemesis,
που επίσης αναπτύχθηκε στο
Εργαστήριο Εδαφομηχανικής, Θεμελιώσεων και Τεχνικής Σεισμολογίας του ΑΠΘ.
Τέλος, παρουσιάζεται στην Ενότητα 7.6
η προσομοίωση τυπικών εργαστηριακών δοκιμών στο πλαίσιο της μεθόδου των
πεπερασμένων στοιχείων.
Παρόμοιες διαδικασίες κρίνονται απαραίτητες κατά την αξιολόγηση
των δυνατοτήτων λογισμικών πεπερασμένων στοιχείων, όταν πρόκειται
να χρησιμοποιηθούν σε προβλήματα γεωτεχνικής μηχανικής.
Στο παρόν σύγγραμμα εξετάζεται η προσομοίωση της δοκιμής ανεμπόδιστης θλίψης/εφελκυσμού
(Ενότητα 7.6.1)
και της δοκιμής απλής διάτμησης
(Ενότητα 7.6.2).
Τα παραπάνω προβλήματα έχουν προσομοιωθεί επίσης με το λογισμικό
nemesis που αναφέρθηκε προηγουμένως.
Στο τέλος του κεφαλαίου παρατίθεται η σχετική βιβλιογραφία
(Ενότητα 7.7).




Ιδιαίτερη μνεία οφείλουμε στον κ. Στέφανο Τσότσο,
Ομότιμο Καθηγητή του Τμήματος Πολιτικών Μηχανικών του ΑΠΘ,
ο οποίος, με την ιδιότητα του «Κριτικού Αναγνώστη», διατύπωσε
κρίσιμες παρατηρήσεις και υποδείξεις για πολλά επιμέρους θέματα
αλλά και για τη συνολική δομή του βιβλίου.




Σε κάθε περίπτωση,
οι συγγραφείς αναλαμβάνουν πλήρη την ευθύνη για το παρόν σύγγραμμα
και για τυχόν σφάλματα και αβλεψίες που παραμένουν.


















Κεφάλαιο 1 Βασικές έννοιες



Στο παρόν κεφάλαιο
παρουσιάζεται και εξετάζεται το πλαίσιο στο οποίο
ορίζεται το πρόβλημα της συνοριακής τιμής στη γραμμική ελαστικότητα.




Αρχικά παρουσιάζεται ο τανυστής των τάσεων (Ενότητα 1.1):
Η έννοια της τάσης (Ενότητα 1.1.1),
ο τανυστικός χαρακτήρας της τάσης (Ενότητα 1.1.2),
οι μετασχηματισμοί των τάσεων (Ενότητα 1.1.3),
οι κύριες τάσεις (Ενότητα 1.1.4),
o εκτροπικός τανυστής των τάσεων (Ενότητα 1.1.5)
και ο κύκλος του Mohr (Ενότητα 1.1.6).




Ακολουθεί η παρουσίαση του τανυστή των παραμορφώσεων, όπου περιγράφονται η έννοια
της παραμόρφωσης, η γεωμετρική ερμηνεία της παραμόρφωσης και οι συνθήκες συμβιβαστού
(Ενότητα 1.2).




Στη συνέχεια δίνονται οι σχέσεις τάσεων-παραμορφώσεων
(Ενότητα 1.3):
Εξετάζεται η γενική περίπτωση του Νόμου του Hooke
(Ενότητα 1.3.1),
ο μετασχηματισμός του τανυστή της ελαστικότητας
(Ενότητα 1.3.2)
και οι ιδιαίτερες περιπτώσεις ελαστικής ανισοτροπίας
που αφορούν εγκαρσίως ισότροπα ελαστικά υλικά
(Ενότητα 1.3.3) και
ορθότροπα ελαστικά υλικά
(Ενότητα 1.3.4).
Τέλος παρουσιάζονται τα ισότροπα ελαστικά υλικά
(Ενότητα 1.3.5).




Οι περιπτώσεις της επίπεδης συμμετρίας
(Ενότητα 1.4)
και της αξονοσυμμετρίας
(Ενότητα 1.5)
εξετάζονται στη συνέχεια.
Ειδικά για την περίπτωση της αξονοσυμμετρίας
δίνεται το σύστημα συντεταγμένων
(Ενότητα 1.5.1),
οι μετακινήσεις, οι παραμορφώσεις και τάσεις
(Ενότητα 1.5.2),
οι κινηματικές εξισώσεις
(Ενότητα 1.5.3),
οι καταστατικές εξισώσεις
(Ενότητα 1.5.4)
και οι εξισώσεις ισορροπίας
(Ενότητα 1.5.5).




Στο τέλος του κεφαλαίου παρατίθεται η σχετική βιβλιογραφία
(Ενότητα 1.6).


















1.1 Τάσεις



Ο τανυστής τάσεων του Cauchy,

που χρησιμοποιείται για την περιγραφή της εντατικής κατάστασης που αναπτύσσεται
σε σώματα που υπόκεινται σε μικρές παραμορφώσεις, περιγράφεται στη συνέχεια.





1.1.1 Ορισμός



Έστω ένα σώμα Ω\Omega που ορίζεται από το κλειστό και φραγμένο σύνορό του Γ\Gamma.
Σε ένα τμήμα του συνόρου, που συμβολίζεται με Γu\Gamma_{u}, είναι γνωστές οι
μετακινήσεις uu.




Θεωρείται ότι στο σώμα δρουν επιφανειακά φορτία 𝑭𝒕\boldsymbol{F_{t}},
σημειακά φορτία 𝑭𝒑\boldsymbol{F_{p}} και μαζικά φορτία
𝑭𝒃\boldsymbol{F_{b}},
όπως φαίνεται στο Σχήμα 1.1.



[image: ]
Σχήμα 1.1: Ένα στερεό σώμα με φορτία και συνοριακές συνθήκες.



[image: ]
Σχήμα 1.2: Τομή του σώματος κατά μήκος ενός επιπέδου.




Έστω τώρα ένα τυχαίο επίπεδο PP που χωρίζει το σώμα Ω\Omega σε δύο
τμήματα, Ω+\Omega^{+} και Ω-\Omega^{-}.
Θεωρώντας ένα καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων, η δύναμη FF που ασκείται
στην περιοχή Δ⁢A\Delta A του επιπέδου PP μπορεί να οριστεί ως
[2]:





	
	𝑭=Fx⁢𝒊+Fy⁢𝒋+Fz⁢𝒌\boldsymbol{F}=F_{x}\boldsymbol{i}+F_{y}\boldsymbol{j}+F_{z}\boldsymbol{k}
	
	(1.1)



όπου 𝒊\boldsymbol{i}, 𝒋\boldsymbol{j} και 𝒌\boldsymbol{k}
τα μοναδιαία διανύσματα του συστήματος αναφοράς, όπως
αυτά περιγράφονται στο Σχήμα 1.2).






Η δύναμη FF μπορεί επίσης να αναλυθεί ως προς ένα διάνυσμα 𝒏\boldsymbol{n}
κάθετο στο επίπεδο PP και σε ένα διάνυσμα 𝒔\boldsymbol{s}
παράλληλο ως προς αυτό, όπως φαίνεται στο
Σχήμα 1.3.
Σε αυτή την περίπτωση
οι συνιστώσες 𝑭𝒏\boldsymbol{F_{n}} και 𝑭𝒔\boldsymbol{F_{s}} ονομάζονται
ορθή και διατμητική δύναμη στην περιοχή Δ⁢A\Delta A
αντίστοιχα.






[image: ]
Σχήμα 1.3: Ορθή και διατμητική συνιστώσα της φόρτισης FF.




Το διάνυσμα της τάσης σε ένα σημείο ορίζεται θεωρώντας ότι το
Δ⁢A\Delta A γίνεται απειροστό,






	
	𝝈(𝒏):=limΔ⁢A→0⁡𝑭Δ⁢A,\boldsymbol{\sigma}^{(\boldsymbol{n})}:=\lim_{\Delta A\rightarrow 0}\dfrac{%
\boldsymbol{F}}{\Delta A},
	
	(1.2)



ή σε μορφή δεικτών





	
	σi(𝒏):=limΔ⁢A→0⁡FiΔ⁢A.\sigma_{i}^{(\boldsymbol{n})}:=\lim_{\Delta A\rightarrow 0}\dfrac{F_{i}}{%
\Delta A}.
	
	(1.3)






Αντίστοιχα, η ορθή τάση 𝝈n\boldsymbol{\sigma}_{n}
και η διατμητική τάση 𝝉\boldsymbol{\tau}
ορίζονται αντίστοιχα ως:







	
	𝝈n\displaystyle\boldsymbol{\sigma}_{n}
	=limΔ⁢A→0⁡𝑭nΔ⁢A\displaystyle=\lim_{\Delta A\rightarrow 0}\dfrac{\boldsymbol{F}_{n}}{\Delta A}
	
	(1.4)


	
	
	και
	


	
	𝝉\displaystyle\boldsymbol{\tau}
	=limΔ⁢A→0⁡𝑭sΔ⁢A.\displaystyle=\lim_{\Delta A\rightarrow 0}\dfrac{\boldsymbol{F}_{s}}{\Delta A}.
	
	(1.5)






Σύμφωνα με τη σύμβαση προσήμου που ακολουθείται στην κλασική μηχανική, ως
θετική ορθή τάση θεωρείται η εφελκυστική, ενώ η θετική διατμητική τάση
έχει θετική φορά στο επίπεδο του οποίου το κάθετο διάνυσμα με κατεύθυνση
προς τα έξω είναι επίσης θετικό, όπως αυτές δίνονται στο
Σχήμα 1.4.
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Σχήμα 1.4: Σύμβαση προσήμου που χρησιμοποιείται στην κλασική μηχανική.




Στην κλασική γεωτεχνική μηχανική ακολουθείται συνήθως η αντίθετη
σύμβαση προσήμου, όπως σημειώνεται στο
Σχήμα 1.5.
Έτσι, οι αρχικές τάσεις, οι οποίες είναι συνήθως θλιπτικές, ορίζονται ως
θετικές.
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Σχήμα 1.5: Σύμβαση προσήμου που χρησιμοποιείται στη γεωτεχνική μηχανική.




Στο παρόν βιβλίο ακολουθείται η σύμβαση προσήμου της κλασικής μηχανικής
για λόγους συμβατότητας με τη βιβλιογραφία και τις τυπικές εφαρμογές
της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων.






1.1.2 Ο τανυστής των τάσεων του Cauchy



Σύμφωνα με τη θεώρηση του Cauchy,
οι τάσεις 𝝈(𝐧)\boldsymbol{\sigma}^{(\mathbf{n})}
είναι ίδιες για όλες τις επιφάνειες που περνούν από το σημείο PP
και έχουν το ίδιο κάθετο μοναδιαίο διάνυσμα 𝒏\boldsymbol{n} στο PP, έχουν δηλαδή κοινή
εφαπτομένη στο σημείο PP.
Πρακτικά αυτό σημαίνει ότι ο τανυστής των τάσεων είναι συνάρτηση μόνο του κάθετου
μοναδιαίου διανύσματος 𝒏\boldsymbol{n} σε ένα σημείο.




Συνέπεια της παραπάνω θεώρησης αποτελεί το γνωστό και ως θεμελιώδες λήμμα του
Cauchy, που αναφέρει
ότι τα διανύσματα των τάσεων που δρουν στις αντίθετες πλευρές της ίδιας επιφάνειας
είναι ίσα όσον αφορά το μέγεθος και αντίθετα όσον αφορά την κατεύθυνση.






Το θεμελιώδες λήμμα του Cauchy που εκφράζεται ως





	
	𝝈(𝒏)=-𝝈(-𝒏)\boldsymbol{\sigma}^{(\boldsymbol{n})}=-\boldsymbol{\sigma}^{(-\boldsymbol{n})}
	
	(1.6)



μπορεί να θεωρηθεί και ως μια ισοδύναμη διατύπωση του Τρίτου Νόμου του Νεύτωνα
που αναφέρεται στη δράση και την αντίδραση.
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Σχήμα 1.6: Τάσεις στον τρισδιάστατο χώρο.




Το θεώρημα των τάσεων του Cauchy ορίζει τον τανυστή των τάσεων του Cauchy
σε μια επιφάνεια κάθετη στο 𝒏\boldsymbol{n} ως:





	
	𝝈(𝒏)=𝒏⋅𝝈\boldsymbol{\sigma}^{(\boldsymbol{n})}=\boldsymbol{n}\cdot\boldsymbol{\sigma}
	
	(1.7)



ή σε μορφή δεικτών





	
	σin=σi⁢j⁢nj.\sigma_{i}^{n}=\sigma_{ij}n_{j}.
	
	(1.8)






Θεωρούμε τώρα ένα στοιχειώδες σώμα με επίπεδα κάθετα στο καρτεσιανό σύστημα
συντεταγμένων, όπως αυτό περιγράφεται στο Σχήμα 1.6.
Τα διανύσματα τάσεων για κάθε επίπεδο
(𝝈(𝐞1)\boldsymbol{\sigma}^{(\mathbf{e}_{1})}, 𝝈(𝐞2)\boldsymbol{\sigma}^{(\mathbf{e}_{2})}, 𝝈(𝐞3)\boldsymbol{\sigma}^{(\mathbf{e}_{3})})
μπορούν να αναλυθούν σε μία ορθή και δύο διατμητικές τάσεις κατά τις διευθύνσεις
των αξόνων του συστήματος συντεταγμένων.
Στην περίπτωση ενός επιπέδου με κάθετο διάνυσμα στην κατεύθυνση του
x1x_{1} άξονα, η ορθή τάση ορίζεται ως σ11\sigma_{11}
και οι δύο διατμητικές ως σ12\sigma_{12} και σ13\sigma_{13} αντίστοιχα.




Με βάση τα παραπάνω αποδεικνύεται εύκολα ότι:





	
	𝝈(𝐞1)\displaystyle\boldsymbol{\sigma}^{(\mathbf{e}_{1})}
	=σ1(𝒆1)𝒆1+σ2(𝒆1)𝒆2+σ3(𝒆1)𝒆3=σ11𝒆1+σ12𝒆2+σ13𝒆3\displaystyle=\sigma_{1}^{(\boldsymbol{e}_{1})}\boldsymbol{e}_{1}+\sigma_{2}^{%
(\boldsymbol{e}_{1})}\boldsymbol{e}_{2}+\sigma_{3}^{(\boldsymbol{e}_{1})}%
\boldsymbol{e}_{3}=\sigma_{11}\boldsymbol{e}_{1}+\sigma_{12}\boldsymbol{e}_{2}%
+\sigma_{13}\boldsymbol{e}_{3}
	
	(1.9)


	
	𝝈(𝐞2)\displaystyle\boldsymbol{\sigma}^{(\mathbf{e}_{2})}
	=σ1(𝒆2)𝒆1+σ2(𝒆2)𝒆2+σ3(𝒆2)𝒆3=σ21𝒆1+σ22𝒆2+σ23𝒆3\displaystyle=\sigma_{1}^{(\boldsymbol{e}_{2})}\boldsymbol{e}_{1}+\sigma_{2}^{%
(\boldsymbol{e}_{2})}\boldsymbol{e}_{2}+\sigma_{3}^{(\boldsymbol{e}_{2})}%
\boldsymbol{e}_{3}=\sigma_{21}\boldsymbol{e}_{1}+\sigma_{22}\boldsymbol{e}_{2}%
+\sigma_{23}\boldsymbol{e}_{3}
	
	(1.10)


	
	𝝈(𝐞3)\displaystyle\boldsymbol{\sigma}^{(\mathbf{e}_{3})}
	=σ1(𝒆3)𝒆1+σ2(𝒆3)𝒆2+σ3(𝒆3)𝒆3=σ31𝒆1+σ32𝒆2+σ33𝒆3\displaystyle=\sigma_{1}^{(\boldsymbol{e}_{3})}\boldsymbol{e}_{1}+\sigma_{2}^{%
(\boldsymbol{e}_{3})}\boldsymbol{e}_{2}+\sigma_{3}^{(\boldsymbol{e}_{3})}%
\boldsymbol{e}_{3}=\sigma_{31}\boldsymbol{e}_{1}+\sigma_{32}\boldsymbol{e}_{2}%
+\sigma_{33}\boldsymbol{e}_{3}
	
	(1.11)



ή αλλιώς





	
	𝝈(𝒆i)=σj(𝒆i)⁢𝒆j=σi⁢j⁢𝒆j\boldsymbol{\sigma}^{(\boldsymbol{e}_{i})}=\sigma_{j}^{(\boldsymbol{e}_{i})}%
\boldsymbol{e}_{j}=\sigma_{ij}\boldsymbol{e}_{j}
	
	(1.12)






Οι εννέα συνιστώσες σi⁢j\sigma_{ij} των διανυσμάτων τάσεων αποτελούν τις
συνιστώσες του τανυστή τάσεων του Cauchy, με τον οποίο περιγράφεται πλήρως
η εντατική κατάσταση σε ένα σημείο ως:





	
	𝝈=σi⁢j=[𝝈(𝐞1)𝝈(𝐞1)𝝈(𝐞1)]=[σ11σ12σ13σ21σ22σ23σ31σ32σ33]\boldsymbol{\sigma}=\sigma_{ij}=\left[\begin{matrix}\boldsymbol{\sigma}^{(%
\mathbf{e}_{1})}\\
\boldsymbol{\sigma}^{(\mathbf{e}_{1})}\\
\boldsymbol{\sigma}^{(\mathbf{e}_{1})}\\
\end{matrix}\right]=\left[\begin{matrix}\sigma_{11}&\sigma_{12}&\sigma_{13}\\
\sigma_{21}&\sigma_{22}&\sigma_{23}\\
\sigma_{31}&\sigma_{32}&\sigma_{33}\\
\end{matrix}\right]
	
	(1.13)



ή ισοδύναμα στο σύστημα xx-yy-zz





	
	𝝈=σi⁢j=[𝝈(𝐞1)𝝈(𝐞1)𝝈(𝐞1)]=[σx⁢xσx⁢yσx⁢zσy⁢xσy⁢yσy⁢zσz⁢xσz⁢yσz⁢z]\boldsymbol{\sigma}=\sigma_{ij}=\left[\begin{matrix}\boldsymbol{\sigma}^{(%
\mathbf{e}_{1})}\\
\boldsymbol{\sigma}^{(\mathbf{e}_{1})}\\
\boldsymbol{\sigma}^{(\mathbf{e}_{1})}\\
\end{matrix}\right]=\left[\begin{matrix}\sigma_{xx}&\sigma_{xy}&\sigma_{xz}\\
\sigma_{yx}&\sigma_{yy}&\sigma_{yz}\\
\sigma_{zx}&\sigma_{zy}&\sigma_{zz}\\
\end{matrix}\right]
	
	(1.14)



όπου
σ11\sigma_{11} (σx⁢x\sigma_{xx}),
σ22\sigma_{22} (σy⁢y\sigma_{yy})
και
σ33\sigma_{33} (σz⁢z\sigma_{zz})
οι ορθές τάσεις και
σ12\sigma_{12} (σx⁢y\sigma_{xy}),
σ13\sigma_{13} (σx⁢z\sigma_{xz}),
σ21\sigma_{21} (σy⁢x\sigma_{yx}),
σ23\sigma_{23} (σy⁢z\sigma_{yz}),
σ31\sigma_{31} (σz⁢x\sigma_{zx}) και
σ32\sigma_{32} (σz⁢y\sigma_{zy})
οι διατμητικές τάσεις αντίστοιχα.




Λαμβάνοντας υπόψη τη συμμετρία του τανυστή των τάσεων, μπορούμε να τον
απεικονίσουμε ως διάνυσμα της μορφής





	
	𝝈=[σ1σ2σ3σ4σ5σ6]T≡[σ11σ22σ33σ23σ13σ12]T\boldsymbol{\sigma}=\begin{bmatrix}\sigma_{1}&\sigma_{2}&\sigma_{3}&\sigma_{4}%
&\sigma_{5}&\sigma_{6}\end{bmatrix}^{T}\equiv\begin{bmatrix}\sigma_{11}&\sigma%
_{22}&\sigma_{33}&\sigma_{23}&\sigma_{13}&\sigma_{12}\end{bmatrix}^{T}
	
	(1.15)



η οποία ονομάζεται σύμβαση Voigt.
Πιο συνηθισμένη είναι η ακόλουθη διατύπωση:





	
	𝝈=[σ1σ2σ3σ4σ5σ6]T≡[σ11σ22σ33σ12σ21σ31]T\boldsymbol{\sigma}=\begin{bmatrix}\sigma_{1}&\sigma_{2}&\sigma_{3}&\sigma_{4}%
&\sigma_{5}&\sigma_{6}\end{bmatrix}^{T}\equiv\begin{bmatrix}\sigma_{11}&\sigma%
_{22}&\sigma_{33}&\sigma_{12}&\sigma_{21}&\sigma_{31}\end{bmatrix}^{T}
	
	(1.16)



η οποία και θα χρησιμοποιηθεί στη συνέχεια.




Για την περίπτωση δύο διαστάσεων ισχύει





	
	𝝈=[σx⁢xτx⁢yτy⁢xσy⁢y]\boldsymbol{\sigma}=\left[\begin{array}[]{cc}\sigma_{xx}&\tau_{xy}\\
\tau_{yx}&\sigma_{yy}\\
\end{array}\right]
	
	(1.17)






ενώ τέλος για την περίπτωση ενός προβλήματος μιας διάστασης γράφουμε απλά





	
	σ=σx⁢x.\sigma=\sigma_{xx}.
	
	(1.18)








1.1.3 Μετασχηματισμός των τάσεων



Ο μετασχηματισμός του τανυστή των τάσεων ακολουθεί τους κανόνες μετασχηματισμού
των τανυστών δευτέρου βαθμού.
Επομένως για τον μετασχηματισμό από ένα σύστημα συντεταγμένων
xix_{i} σε ένα σύστημα xi′x_{i}^{\prime}, οι συνιστώσες σi⁢j\sigma_{ij} του αρχικού
συστήματος μετασχηματίζονται στις συνιστώσες σi⁢j′\sigma^{\prime}_{ij} του
τελικού συστήματος σύμφωνα με την ακόλουθη σχέση:





	
	σi⁢j′=ai⁢m⁢aj⁢n⁢σm⁢n\sigma^{\prime}_{ij}=a_{im}a_{jn}\sigma_{mn}
	
	(1.19)



ή σε μητρωική μορφή:





	
	𝝈′=𝐀⁢𝝈⁢𝐀T,\boldsymbol{\sigma}^{\prime}=\mathbf{A}\boldsymbol{\sigma}\mathbf{A}^{T},
	
	(1.20)



όπου 𝐀\mathbf{A} είναι ένα μητρώο μετασχηματισμού με συνιστώσες
ai⁢ja_{ij}.




Αναλυτικά, η παραπάνω σχέση δίνεται ως:





	
	[σ11′σ12′σ13′σ21′σ22′σ23′σ31′σ32′σ33′]=[a11a12a13a21a22a23a31a32a33]⁢[σ11σ12σ13σ21σ22σ23σ31σ32σ33]⁢[a11a21a31a12a22a32a13a23a33].\left[{\begin{matrix}\sigma^{\prime}_{11}&\sigma^{\prime}_{12}&\sigma^{\prime}%
_{13}\\
\sigma^{\prime}_{21}&\sigma^{\prime}_{22}&\sigma^{\prime}_{23}\\
\sigma^{\prime}_{31}&\sigma^{\prime}_{32}&\sigma^{\prime}_{33}\\
\end{matrix}}\right]=\left[{\begin{matrix}a_{11}&a_{12}&a_{13}\\
a_{21}&a_{22}&a_{23}\\
a_{31}&a_{32}&a_{33}\\
\end{matrix}}\right]\left[{\begin{matrix}\sigma_{11}&\sigma_{12}&\sigma_{13}\\
\sigma_{21}&\sigma_{22}&\sigma_{23}\\
\sigma_{31}&\sigma_{32}&\sigma_{33}\\
\end{matrix}}\right]\left[{\begin{matrix}a_{11}&a_{21}&a_{31}\\
a_{12}&a_{22}&a_{32}\\
a_{13}&a_{23}&a_{33}\\
\end{matrix}}\right].
	
	(1.21)








1.1.4 Κύριες τάσεις



Κύριες τάσεις ονομάζονται οι ορθές τάσεις οι οποίες δρουν σε επίπεδα στα
οποία οι αντίστοιχες διατμητικές τάσεις είναι μηδενικές.
Οι τιμές των κυρίων τάσεων είναι ανεξάρτητες του συστήματος συντεταγμένων
αναφοράς, οι διευθύνσεις τους όμως εξαρτώνται από αυτό.
Σε δισδιάστατα προβλήματα, οι κύριες τάσεις αποτελούν τη συνολικά
ελάχιστη και τη μέγιστη κατά μέγεθος τάση που δρουν σε κάθε επίπεδο.




Στη γενική περίπτωση οι κύριες τάσεις προκύπτουν από την επίλυση του
ιδιοπροβλήματος [9]:






	
	|σi⁢j-λ⁢δi⁢j|=|σ11-λσ12σ13σ21σ22-λσ23σ31σ32σ33-λ|=0\left|\sigma_{ij}-\lambda\delta_{ij}\right|=\begin{vmatrix}\sigma_{11}-\lambda%
&\sigma_{12}&\sigma_{13}\\
\sigma_{21}&\sigma_{22}-\lambda&\sigma_{23}\\
\sigma_{31}&\sigma_{32}&\sigma_{33}-\lambda\\
\end{vmatrix}=0
	
	(1.22)



Από την παραπάνω ορίζουσα προκύπτει η χαρακτηριστική εξίσωση:






	
	|σi⁢j-λ⁢δi⁢j|=-λ3+I1⁢λ2-I2⁢λ+I3=0\left|\sigma_{ij}-\lambda\delta_{ij}\right|=-\lambda^{3}+I_{1}\lambda^{2}-I_{2%
}\lambda+I_{3}=0
	
	(1.23)



όπου:





	
	I1\displaystyle I_{1}
	=σ11+σ22+σ33\displaystyle=\sigma_{11}+\sigma_{22}+\sigma_{33}
	
	(1.24)


	
	
	=σk⁢k\displaystyle=\sigma_{kk}
	
	(1.25)


	
	
	=tr⁢(𝝈)\displaystyle=\text{tr}(\boldsymbol{\sigma})
	
	(1.26)


	
	I2\displaystyle I_{2}
	=|σ22σ23σ32σ33|+|σ11σ13σ31σ33|+|σ11σ12σ21σ22|\displaystyle=\begin{vmatrix}\sigma_{22}&\sigma_{23}\\
\sigma_{32}&\sigma_{33}\\
\end{vmatrix}+\begin{vmatrix}\sigma_{11}&\sigma_{13}\\
\sigma_{31}&\sigma_{33}\\
\end{vmatrix}+\begin{vmatrix}\sigma_{11}&\sigma_{12}\\
\sigma_{21}&\sigma_{22}\\
\end{vmatrix}
	
	(1.27)


	
	
	=σ11⁢σ22+σ22⁢σ33+σ11⁢σ33-σ122-σ232-σ312\displaystyle=\sigma_{11}\sigma_{22}+\sigma_{22}\sigma_{33}+\sigma_{11}\sigma_%
{33}-\sigma_{12}^{2}-\sigma_{23}^{2}-\sigma_{31}^{2}
	
	(1.28)


	
	
	=12⁢(σi⁢i⁢σj⁢j-σi⁢j⁢σj⁢i)\displaystyle=\dfrac{1}{2}\left(\sigma_{ii}\sigma_{jj}-\sigma_{ij}\sigma_{ji}\right)
	
	(1.29)


	
	
	=12⁢[tr⁢(𝝈)2-tr⁢(𝝈2)]\displaystyle=\dfrac{1}{2}\left[\text{tr}(\boldsymbol{\sigma})^{2}-\text{tr}(%
\boldsymbol{\sigma}^{2})\right]
	
	(1.30)


	
	I3\displaystyle I_{3}
	=det⁡(σi⁢j)\displaystyle=\det(\sigma_{ij})
	
	(1.31)


	
	
	=det⁡(𝝈)\displaystyle=\det(\boldsymbol{\sigma})
	
	(1.32)


	
	
	=σ11⁢σ22⁢σ33+2⁢σ12⁢σ23⁢σ31-σ122⁢σ33-σ232⁢σ11-σ312⁢σ22\displaystyle=\sigma_{11}\sigma_{22}\sigma_{33}+2\sigma_{12}\sigma_{23}\sigma_%
{31}-\sigma_{12}^{2}\sigma_{33}-\sigma_{23}^{2}\sigma_{11}-\sigma_{31}^{2}%
\sigma_{22}
	
	(1.33)






Επειδή ο τανυστής των τάσεων είναι συμμετρικός, η χαρακτηριστική εξίσωση
έχει τρεις πραγματικές λύσεις λi\lambda_{i}.
Οι κύριες τάσεις ορίζονται ως:





	
	σ1\displaystyle\sigma_{1}
	=max⁡(λ1,λ2,λ3),\displaystyle=\max\left(\lambda_{1},\lambda_{2},\lambda_{3}\right),
	
	(1.35)


	
	σ3\displaystyle\sigma_{3}
	=min⁡(λ1,λ2,λ3)\displaystyle=\min\left(\lambda_{1},\lambda_{2},\lambda_{3}\right)
	
	(1.36)


	
	
	και
	


	
	σ2\displaystyle\sigma_{2}
	=I1-σ1-σ3\displaystyle=I_{1}-\sigma_{1}-\sigma_{3}
	
	(1.37)






Από την αναλυτική επίλυση του προβλήματος προκύπτει για τη γενική, τρισδιάστατη
περίπτωση:






	
	σ1\displaystyle\sigma_{1}
	=I13+23⁢(I12-3⁢I2)⁢cos⁡ϕ\displaystyle=\dfrac{I_{1}}{3}+\dfrac{2}{3}\left(\sqrt{I^{2}_{1}-3I_{2}}\right%
)\cos\phi
	
	(1.38)


	
	σ2\displaystyle\sigma_{2}
	=I13+23⁢(I12-3⁢I2)⁢cos⁡(ϕ+2⁢π3)\displaystyle=\dfrac{I_{1}}{3}+\dfrac{2}{3}\left(\sqrt{I^{2}_{1}-3I_{2}}\right%
)\cos\left(\phi+\dfrac{2\pi}{3}\right)
	
	(1.39)


	
	σ3\displaystyle\sigma_{3}
	=I13+23⁢(I12-3⁢I2)⁢cos⁡(ϕ+4⁢π3)\displaystyle=\dfrac{I_{1}}{3}+\dfrac{2}{3}\left(\sqrt{I^{2}_{1}-3I_{2}}\right%
)\cos\left(\phi+\dfrac{4\pi}{3}\right)
	
	(1.40)



όπου





	
	ϕ=13⁢cos-1⁡(2⁢I13-9⁢I1⁢I2+27⁢I32⁢(I12-3⁢I2)3/2)\phi=\cfrac{1}{3}\cos^{-1}\left(\frac{2I_{1}^{3}-9I_{1}I_{2}+27I_{3}}{2(I_{1}^%
{2}-3I_{2})^{3/2}}\right)
	
	(1.41)






Αντίστοιχα για την περίπτωση δισδιάστατου προβλήματος, προκύπτει:






	
	σ1\displaystyle\sigma_{1}
	=σ11+σ222+(σ11-σ222)2+σ122\displaystyle=\frac{\sigma_{11}+\sigma_{22}}{2}+\sqrt{\left(\frac{\sigma_{11}-%
\sigma_{22}}{2}\right)^{2}+\sigma_{12}^{2}}
	
	(1.42)


	
	σ2\displaystyle\sigma_{2}
	=σ11+σ222-(σ11-σ222)2+σ122\displaystyle=\frac{\sigma_{11}+\sigma_{22}}{2}-\sqrt{\left(\frac{\sigma_{11}-%
\sigma_{22}}{2}\right)^{2}+\sigma_{12}^{2}}
	
	(1.43)








1.1.5 Ο εκτροπικός τανυστής των τάσεων



Η χαρακτηριστική εξίσωση για τον εκτροπικό τανυστή των τάσεων αντίστοιχα είναι:





	
	|si⁢j-λ⁢δi⁢j|=λ3-J1⁢λ2-J2⁢λ-J3=0\left|s_{ij}-\lambda\delta_{ij}\right|=\lambda^{3}-J_{1}\lambda^{2}-J_{2}%
\lambda-J_{3}=0
	
	(1.44)



όπου J1J_{1}, J2J_{2} και J3J_{3} είναι η πρώτη, η δεύτερη και η τρίτη
αναλλοίωτη αντίστοιχα.









	
	J1\displaystyle J_{1}
	=sk⁢k=0,\displaystyle=s_{kk}=0,
	
	(1.45)


	
	J2\displaystyle J_{2}
	=12⁢si⁢j⁢sj⁢i\displaystyle=\textstyle{\dfrac{1}{2}}s_{ij}s_{ji}
	
	(1.46)


	
	
	=12⁢tr⁢(𝒔2)\displaystyle=\dfrac{1}{2}\text{tr}(\boldsymbol{s}^{2})
	
	(1.47)


	
	
	=12⁢(s12+s22+s32)\displaystyle=\dfrac{1}{2}(s_{1}^{2}+s_{2}^{2}+s_{3}^{2})
	
	(1.48)


	
	
	=16⁢[(σ11-σ22)2+(σ22-σ33)2+(σ33-σ11)2]+σ122+σ232+σ312\displaystyle=\dfrac{1}{6}\left[(\sigma_{11}-\sigma_{22})^{2}+(\sigma_{22}-%
\sigma_{33})^{2}+(\sigma_{33}-\sigma_{11})^{2}\right]+\sigma_{12}^{2}+\sigma_{%
23}^{2}+\sigma_{31}^{2}
	
	(1.49)


	
	
	=16⁢[(σ1-σ2)2+(σ2-σ3)2+(σ3-σ1)2]\displaystyle=\dfrac{1}{6}\left[(\sigma_{1}-\sigma_{2})^{2}+(\sigma_{2}-\sigma%
_{3})^{2}+(\sigma_{3}-\sigma_{1})^{2}\right]
	
	(1.50)


	
	
	=13⁢I12-I2\displaystyle=\dfrac{1}{3}I_{1}^{2}-I_{2}
	
	(1.51)


	
	
	=12⁢[tr⁢(𝝈2)-13⁢tr⁢(𝝈)2],\displaystyle=\dfrac{1}{2}\left[\text{tr}(\boldsymbol{\sigma}^{2})-\frac{1}{3}%
\text{tr}(\boldsymbol{\sigma})^{2}\right],
	
	(1.52)


	
	J3\displaystyle J_{3}
	=det⁡(si⁢j)\displaystyle=\det(s_{ij})
	
	(1.53)


	
	
	=13⁢si⁢j⁢sj⁢k⁢sk⁢i\displaystyle=\dfrac{1}{3}s_{ij}s_{jk}s_{ki}
	
	(1.54)


	
	
	=13⁢tr⁢(𝒔3)\displaystyle=\dfrac{1}{3}\text{tr}(\boldsymbol{s}^{3})
	
	(1.55)


	
	
	=s1⁢s2⁢s3\displaystyle=s_{1}s_{2}s_{3}
	
	(1.56)


	
	
	=227⁢I13-13⁢I1⁢I2+I3\displaystyle=\dfrac{2}{27}I_{1}^{3}-\dfrac{1}{3}I_{1}I_{2}+I_{3}
	
	(1.57)


	
	
	=13⁢[tr⁢(𝝈3)-tr⁢(𝝈2)⁢tr⁢(𝝈)+29⁢tr⁢(𝝈)3].\displaystyle=\dfrac{1}{3}\left[\text{tr}(\boldsymbol{\sigma}^{3})-\text{tr}(%
\boldsymbol{\sigma}^{2})\text{tr}(\boldsymbol{\sigma})+\dfrac{2}{9}\text{tr}(%
\boldsymbol{\sigma})^{3}\right].
	
	(1.58)








1.1.6 Ο κύκλος του Mohr



Ο κύκλος του Mohr, όπως ονομάστηκε προς τιμήν του Christian Otto Mohr, αποτελεί
μια δισδιάστατη γραφική απεικόνιση του μετασχηματισμού του τανυστή των τάσεων του
Cauchy [5]
(βλ. π.χ. τον κύκλο του Mohr για μια τρισδιάστατη εντατική κατάσταση
στο Σχήμα 1.7).



[image: ]
Σχήμα 1.7: Ο κύκλος του Mohr για μια τρισδιάστατη εντατική κατάσταση.




Από την ισορροπία των δυνάμεων, η ορθή τάση σn\sigma_{\mathrm{n}}
και η αντίστοιχη διατμητική τn\tau_{\mathrm{n}} προκύπτουν ως:





	
	σn\displaystyle\sigma_{n}
	=12⁢(σx+σy)+12⁢(σx-σy)⁢cos⁡2⁢θ+τx⁢y⁢sin⁡2⁢θ\displaystyle=\dfrac{1}{2}(\sigma_{x}+\sigma_{y})+\dfrac{1}{2}(\sigma_{x}-%
\sigma_{y})\cos 2\theta+\tau_{xy}\sin 2\theta
	
	(1.59)


	
	τn\displaystyle\tau_{n}
	=-12⁢(σx-σy)⁢sin⁡2⁢θ+τx⁢y⁢cos⁡2⁢θ\displaystyle=-\frac{1}{2}(\sigma_{x}-\sigma_{y})\sin 2\theta+\tau_{xy}\cos 2\theta
	
	(1.60)























1.2 Παραμορφώσεις



Όταν σε ένα σώμα ασκείται μία δύναμη, τότε το σώμα παραμορφώνεται ή
μετακινείται. Αν το σώμα δεν είναι επαρκώς περιορισμένο, τότε οι εκτός
ισορροπίας δυνάμεις το αναγκάζουν σε περιστροφή ή κίνηση στερεού σώματος.
Αν στο σώμα υπάρχουν περιορισμοί στην κίνησή του, τότε το σώμα
παραμορφώνεται υπό την επήρεια των δυνάμεων που ασκούνται σε αυτό
[11].




Έστω για παράδειγμα ένα εδαφικό δείγμα υπό καθεστώς μονοαξονικής
θλίψης. Στην περίπτωση αυτή ένα φορτίο ασκείται στη μία άκρη
του δείγματος ενώ στην άλλη δεν επιτρέπονται οι μετακινήσεις.
Αν Δ⁢L\Delta L είναι ένα τμήμα του δοκιμίου και Δ⁢l\Delta l η
αλλαγή του τμήματος, τότε η
απειροστική ανηγμένη παραμόρφωση ορίζεται ως:





	
	𝜺=limΔ⁢A→0⁡δ⁢lΔ⁢L.\boldsymbol{\varepsilon}=\lim_{\Delta A\rightarrow 0}\dfrac{\delta l}{\Delta L}.
	
	(1.61)






Ο παραπάνω ορισμός αντιστοιχεί στην ορθή παραμόρφωση και αναφέρεται στην
περίπτωση που αυτή συμβαίνει κατά μιας ευθείας γραμμής.

Αντίστοιχα, διατμητική παραμόρφωση παρατηρείται όταν η γωνία μεταξύ δύο
αρχικά ευθειών γραμμών αλλάζει.
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Σχήμα 1.8: Στοιχειώδες ορθογώνιο ενός επίπεδου σώματος πριν από και μετά την παραμόρφωση.




Στο Σχήμα 1.8 δίνεται ένα στοιχειώδες ορθογώνιο ενός
επίπεδου σώματος πριν από και μετά την παραμόρφωση
στο οποίο οι μετατοπίσεις uu και vv θεωρούνται συναρτήσεις των
συντεταγμένων xx και yy, ισχύει δηλαδή:





	
	u\displaystyle u
	:=u(x,y)\displaystyle:=u(x,y)
	
	(1.62)


	
	v\displaystyle v
	:=v(x,y)\displaystyle:=v(x,y)
	
	(1.63)






Με την παραδοχή των μικρών παραμορφώσεων, η ανοιγμένη παραμόρφωση κατά
τη διεύθυνση xx δίνεται από τη σχέση





	
	εx=[d⁢x+(u+∂⁡u∂⁡x⁢x)-u]-d⁢xd⁢x=d⁢ud⁢x\varepsilon_{x}=\dfrac{\left[dx+\left(u+\dfrac{\partial u}{\partial x}x\right)%
-u\right]-dx}{dx}=\dfrac{du}{dx}
	
	(1.64)



και αντίστοιχα κατά τη διεύθυνση yy:





	
	εy=d⁢ud⁢y\varepsilon_{y}=\dfrac{du}{dy}
	
	(1.65)






Η διατμητική ανηγμένη παραμόρφωση ορίζεται ως η αλλαγή της ορθής γωνίας
του στοιχειώδους παραλληλογράμμου d⁢xdx-d⁢ydy.
Με την παραδοχή των μικρών παραμορφώσεων
(α1≈tan⁡(α1)\alpha_{1}\approx\tan(\alpha_{1}), α2≈tan⁡(α2)\alpha_{2}\approx\tan(\alpha_{2})), προκύπτει:





	
	γx⁢y=α1+α2=(u+∂⁡u∂⁡y⁢d⁢y-u)d⁢y+(v+∂⁡v∂⁡x⁢d⁢y-v)d⁢x=∂⁡u∂⁡y+∂⁡v∂⁡x\gamma_{xy}=\alpha_{1}+\alpha_{2}=\dfrac{\left(u+\dfrac{\partial u}{\partial y%
}dy-u\right)}{dy}+\dfrac{\left(v+\dfrac{\partial v}{\partial x}dy-v\right)}{dx%
}=\dfrac{\partial u}{\partial y}+\dfrac{\partial v}{\partial x}
	
	(1.66)






Στη γενική περίπτωση ισχύει:





	
	εx\displaystyle\varepsilon_{x}
	=d⁢ud⁢x\displaystyle=\dfrac{du}{dx}
	
	(1.67)


	
	εy\displaystyle\varepsilon_{y}
	=d⁢ud⁢y\displaystyle=\dfrac{du}{dy}
	
	(1.68)


	
	εz\displaystyle\varepsilon_{z}
	=d⁢ud⁢z\displaystyle=\dfrac{du}{dz}
	
	(1.69)


	
	γx⁢y\displaystyle\gamma_{xy}
	=∂⁡u∂⁡y+∂⁡v∂⁡x\displaystyle=\dfrac{\partial u}{\partial y}+\dfrac{\partial v}{\partial x}
	
	(1.70)


	
	γy⁢z\displaystyle\gamma_{yz}
	=∂⁡v∂⁡z+∂⁡w∂⁡y\displaystyle=\dfrac{\partial v}{\partial z}+\dfrac{\partial w}{\partial y}
	
	(1.71)


	
	γz⁢x\displaystyle\gamma_{zx}
	=∂⁡w∂⁡x+∂⁡u∂⁡z\displaystyle=\dfrac{\partial w}{\partial x}+\dfrac{\partial u}{\partial z}
	
	(1.72)



Οι παραπάνω σχέσεις μπορούν να γραφτούν σε μητρωική μορφή ως:





	
	[εxεyεzγx⁢yγy⁢zγz⁢x]=[∂∂⁡x000∂∂⁡y00∂∂⁡z∂∂⁡y∂∂⁡x00∂∂⁡z∂∂⁡x∂∂⁡z0∂∂⁡y]⁢[uvw]\left[\begin{array}[]{c}\varepsilon_{x}\\
\varepsilon_{y}\\
\varepsilon_{z}\\
\gamma_{xy}\\
\gamma_{yz}\\
\gamma_{zx}\end{array}\right]=\left[\begin{array}[]{ccc}\dfrac{\partial}{%
\partial x}&0&0\\
0&\dfrac{\partial}{\partial y}&0\\
0&&\dfrac{\partial}{\partial z}\\
\dfrac{\partial}{\partial y}&\dfrac{\partial}{\partial x}&0\\
0&\dfrac{\partial}{\partial z}&\dfrac{\partial}{\partial x}\\
\dfrac{\partial}{\partial z}&0&\dfrac{\partial}{\partial y}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}u\\
v\\
w\end{array}\right]
	
	(1.73)



ή συνεπτυγμένα





	
	𝜺=∂ε⁡𝒖\boldsymbol{\varepsilon}=\boldsymbol{\partial}_{\varepsilon}\boldsymbol{u}
	
	(1.74)





















1.3 Σχέσεις τάσεων-ανηγμένων παραμορφώσεων



Οι τάσεις και οι ανηγμένες παραμορφώσεις συνδέονται μεταξύ τους με τις
σχέσεις τάσεων-ανηγμένων παραμορφώσεων.




1.3.1 Περιπτώσεις ανισοτροπίας



Στη γενική του μορφή ο Νόμος του Hooke [10] δίνεται ως:





	
	σi⁢j=Ci⁢j⁢k⁢l⁢εk⁢l\sigma_{ij}=C_{ijkl}\varepsilon_{kl}
	
	(1.75)



όπου σi⁢j\sigma_{ij} και εk⁢l\varepsilon_{kl} είναι τανυστές δεύτερης τάξης και
Ci⁢j⁢k⁢lC_{ijkl} ένας τανυστής τέταρτης τάξης.




Λόγω της συμμετρίας του τανυστή των τάσεων του Cauchy,





	
	σi⁢j=σj⁢i\sigma_{ij}=\sigma_{ji}
	
	(1.76)



μπορεί να αποδειχτεί ότι:





	
	Ci⁢j⁢k⁢l=Cj⁢i⁢k⁢l.C_{ijkl}=C_{jikl}.
	
	(1.77)






Παρομοίως, λόγω της συμμετρίας του τανυστή των ανηγμένων παραμορφώσεων,





	
	εk⁢l=εl⁢k\varepsilon_{kl}=\varepsilon_{lk}
	
	(1.78)



ισχύει:





	
	Ci⁢j⁢k⁢l=Ci⁢j⁢l⁢k.C_{ijkl}=C_{ijlk}.
	
	(1.79)






Επομένως ο αριθμός των σταθερών που περιγράφουν των τανυστή Ci⁢j⁢k⁢lC_{ijkl}
μειώνεται από 81 σε 36.
Σε μητρωική μορφή (σύμβαση Voigt) ο Νόμος του Hooke πλέον μπορεί να γραφτεί ως:





	
	𝐂=[C11C12C13C14C15C16C21C22C23C24C25C26C31C32C33C34C35C36C41C42C43C44C45C46C51C52C53C54C55C56C61C62C63C64C65C66]\mathbf{C}=\left[\begin{array}[]{cccccc}C_{11}&C_{12}&C_{13}&C_{14}&C_{15}&C_{%
16}\\
C_{21}&C_{22}&C_{23}&C_{24}&C_{25}&C_{26}\\
C_{31}&C_{32}&C_{33}&C_{34}&C_{35}&C_{36}\\
C_{41}&C_{42}&C_{43}&C_{44}&C_{45}&C_{46}\\
C_{51}&C_{52}&C_{53}&C_{54}&C_{55}&C_{56}\\
C_{61}&C_{62}&C_{63}&C_{64}&C_{65}&C_{66}\end{array}\right]
	
	(1.80)






Αν τώρα θεωρήσουμε ένα υπερελαστικό υλικό, τότε οι τάσεις θεωρούνται ότι
προκύπτουν από μια συνάρτηση δυναμικού 𝒲\mathcal{W} ως εξής:





	
	σi⁢j=∂⁡𝒲∂⁡εi⁢j\sigma_{ij}=\dfrac{\partial\mathcal{W}}{\partial\varepsilon_{ij}}
	
	(1.81)






Η παραπάνω εξίσωση οδηγεί στον ακόλουθο ορισμό για τον τανυστή ελαστικότητας:





	
	Ci⁢j⁢k⁢l=∂2⁡𝒲∂⁡ϵi⁢j⁢∂⁡εk⁢l.C_{ijkl}=\dfrac{\partial^{2}\mathcal{W}}{\partial\epsilon_{ij}\partial%
\varepsilon_{kl}}.
	
	(1.82)






Επειδή δεν έχει σημασία η σειρά των παραγωγίσεων, προκύπτει επιπλέον ότι ισχύει:





	
	Ci⁢j⁢k⁢l=Cl⁢k⁢i⁢j.C_{ijkl}=C_{lkij}.
	
	(1.83)






Επομένως ο αριθμός των σταθερών που περιγράφουν τον τανυστή Ci⁢j⁢k⁢lC_{ijkl}
μειώνεται από 36 σε 21.
Σε μητρωική μορφή μπορούμε τώρα να γράψουμε:





	
	𝐂=[C11C12C13C14C15C16C12C22C23C24C25C26C13C23C33C34C35C36C14C24C34C44C45C46C15C25C35C45C55C56C16C26C36C46C56C66]\mathbf{C}=\left[\begin{array}[]{cccccc}C_{11}&C_{12}&C_{13}&C_{14}&C_{15}&C_{%
16}\\
C_{12}&C_{22}&C_{23}&C_{24}&C_{25}&C_{26}\\
C_{13}&C_{23}&C_{33}&C_{34}&C_{35}&C_{36}\\
C_{14}&C_{24}&C_{34}&C_{44}&C_{45}&C_{46}\\
C_{15}&C_{25}&C_{35}&C_{45}&C_{55}&C_{56}\\
C_{16}&C_{26}&C_{36}&C_{46}&C_{56}&C_{66}\end{array}\right]
	
	(1.84)








1.3.2 Μετασχηματισμός του ελαστικού τανυστή



Ο μετασχηματισμός του τανυστή Ci⁢j⁢k⁢lC_{ijkl} ακολουθεί τους κανόνες μετασχηματισμού
των τανυστών τετάρτης τάξης [1].
Πιο συγκεκριμένα, ορίζεται το μητρώο μετασχηματισμού 𝐓\mathbf{T} ως:





	
	𝐓:=[r112r122r1322⁢r12⁢r132⁢r13⁢r112⁢r11⁢r12r212r222r2322⁢r22⁢r232⁢r23⁢r212⁢r21⁢r22r312r322r3322⁢r32⁢r332⁢r33⁢r312⁢r31⁢r32r21⁢r31r22⁢r32r23⁢r33r22⁢r33+r23⁢r32r23⁢r31+r21⁢r33r21⁢r32+r22⁢r31r31⁢r11r32⁢r12r33⁢r13r32⁢r13+r33⁢r12r33⁢r11+r31⁢r13r31⁢r12+r32⁢r11r11⁢r21r12⁢r22r13⁢r23r12⁢r23+r13⁢r22r13⁢r21+r11⁢r23r11⁢r22+r12⁢r21]\mathbf{T}:=\left[\begin{array}[]{ccc|ccc}r_{11}^{2}&r_{12}^{2}&r_{13}^{2}&2r_%
{12}r_{13}&2r_{13}r_{11}&2r_{11}r_{12}\\
r_{21}^{2}&r_{22}^{2}&r_{23}^{2}&2r_{22}r_{23}&2r_{23}r_{21}&2r_{21}r_{22}\\
r_{31}^{2}&r_{32}^{2}&r_{33}^{2}&2r_{32}r_{33}&2r_{33}r_{31}&2r_{31}r_{32}\\
\hline r_{21}r_{31}&r_{22}r_{32}&r_{23}r_{33}&r_{22}r_{33}+r_{23}r_{32}&r_{23}%
r_{31}+r_{21}r_{33}&r_{21}r_{32}+r_{22}r_{31}\\
r_{31}r_{11}&r_{32}r_{12}&r_{33}r_{13}&r_{32}r_{13}+r_{33}r_{12}&r_{33}r_{11}+%
r_{31}r_{13}&r_{31}r_{12}+r_{32}r_{11}\\
r_{11}r_{21}&r_{12}r_{22}&r_{13}r_{23}&r_{12}r_{23}+r_{13}r_{22}&r_{13}r_{21}+%
r_{11}r_{23}&r_{11}r_{22}+r_{12}r_{21}\end{array}\right]
	
	(1.85)






Στο παραπάνω πίνακα 𝐓\mathbf{T},
το ri⁢jr_{ij} συμβολίζει το συνημίτονο της γωνίας μεταξύ του αρχικού i-i-
συστήματος συντεταγμένων και του τελικού j-j- συστήματος συντεταγμένων.





	
	ri⁢j=cos⁡(x¯i,xj)r_{ij}=\cos(\bar{x}_{i},x_{j})
	
	(1.86)






Σημειώνεται ότι, λόγω της ορθοκανονικότητας των συνημίτονων κατεύθυνσης,
ισχύει:





	
	ri⁢j⁢ri⁢k=δj⁢kr_{ij}r_{ik}=\delta_{jk}
	
	(1.87)



όπου το δi⁢j\delta_{ij} ονομάζεται και δέλτα του Kronecker.




Βάσει των παραπάνω θα οριστούν στη συνέχεια τα εγκαρσίως ισότροπα και τα
ορθότροπα ελαστικά υλικά, που εμφανίζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον στη γεωτεχνική
μηχανική.






1.3.3 Eγκαρσίως ισότροπα ελαστικά υλικά



Μια πρώτη ειδική περίπτωση ενός ανισότροπου υλικού είναι αυτή κατά την οποία
το υλικό περιέχει ένα επίπεδο ισοτροπίας, όπως συχνά παρατηρείται στην περίπτωση
ιζηματογενών πετρωμάτων.
Κάθε στρώση έχει περίπου τις ίδιες ελαστικές ιδιότητες εντός του επιπέδου της
αλλά οι ιδιότητες του υλικού διαφοροποιούνται με το βάθος.
Το επίπεδο κάθε στρώσης αποτελεί το επίπεδο ισοτροπίας και ο κάθετος
σε αυτό άξονας τον αντίστοιχο άξονα συμμετρίας [3].
Άλλες περιπτώσεις εγκαρσίως ισότροπων ελαστικών υλικών
δίνονται στο Σχήμα 1.9.




Αυτή η παραδοχή έχει ως αποτέλεσμα να μπορούμε να περιστρέψουμε
το στερεό σώμα γύρω από έναν άξονα συμμετρίας, ο οποίος ορίζεται ως
ο κάθετος άξονας στο ισότροπο επίπεδο, χωρίς να μεταβάλλεται η ελαστική
συμπεριφορά του υλικού.



[image: ]
Σχήμα 1.9: Περιπτώσεις εγκαρσίως ισότροπων ελαστικών υλικών.



[image: ]
Σχήμα 1.10: Εγκαρσίως ισότροπo ελαστικό υλικό,
το επίπεδο συμμετρίας (x1x_{1}-x2x_{2})
και ο άξονας συμμετρίας x3x_{3}.




Στη συνέχεια περιγράφεται η διαδικασία εύρεσης του ελαστικού μητρώου για τα
εγκαρσίως ισότροπα ελαστικά υλικά, θεωρώντας ότι ο άξονας 𝒆3\boldsymbol{e}_{3}
(βλ. Σχήμα 1.10) είναι ο άξονας
συμμετρίας, δηλαδή κάθετος στο επίπεδο ισοτροπίας του υλικού.




Περιστροφή κατά 900{}^{0}



Ο πίνακας μετασχηματισμού σε αυτή την περίπτωση δίνεται ως:





	
	𝐓=[010000100000001000000010000-10000000-1]\mathbf{T}=\left[\begin{array}[]{cccccc}0&1&0&0&0&0\\
1&0&0&0&0&0\\
0&0&1&0&0&0\\
0&0&0&0&1&0\\
0&0&0&-1&0&0\\
0&0&0&0&0&-1\end{array}\right]
	
	(1.88)






Επομένως το μετασχηματισμένο ελαστικό μητρώο προκύπτει σύμφωνα με τον μετασχηματισμό:





	
	𝐂¯=𝐓𝐂𝐓T=[C22C12C23C25-C24-C26C12C11C13C15-C14-C16C23C13C33C35-C34-C36C25C15C35C55-C45-C56-C24-C14-C34-C45C44C46-C26-C16-C36-C56C46C66]\bar{\mathbf{C}}=\mathbf{T}\mathbf{C}\mathbf{T}^{T}=\left[\begin{array}[]{%
cccccc}C_{22}&C_{12}&C_{23}&C_{25}&-C_{24}&-C_{26}\\
C_{12}&C_{11}&C_{13}&C_{15}&-C_{14}&-C_{16}\\
C_{23}&C_{13}&C_{33}&C_{35}&-C_{34}&-C_{36}\\
C_{25}&C_{15}&C_{35}&C_{55}&-C_{45}&-C_{56}\\
-C_{24}&-C_{14}&-C_{34}&-C_{45}&C_{44}&C_{46}\\
-C_{26}&-C_{16}&-C_{36}&-C_{56}&C_{46}&C_{66}\end{array}\right]
	
	(1.89)






Λόγω των παραδοχών που διέπουν τα εγκαρσίως ισότροπα υλικά, θα πρέπει να ισχύει:





	
	[C11C12C13C14C15C16C12C22C23C24C25C26C13C23C33C34C35C36C14C24C34C44C45C46C15C25C35C45C55C56C16C26C36C46C56C66]=[C22C12C23C25-C24-C26C12C11C13C15-C14-C16C23C13C33C35-C34-C36C25C15C35C55-C45-C56-C24-C14-C34-C45C44C46-C26-C16-C36-C56C46C66]\left[\begin{array}[]{cccccc}C_{11}&C_{12}&C_{13}&C_{14}&C_{15}&C_{16}\\
C_{12}&C_{22}&C_{23}&C_{24}&C_{25}&C_{26}\\
C_{13}&C_{23}&C_{33}&C_{34}&C_{35}&C_{36}\\
C_{14}&C_{24}&C_{34}&C_{44}&C_{45}&C_{46}\\
C_{15}&C_{25}&C_{35}&C_{45}&C_{55}&C_{56}\\
C_{16}&C_{26}&C_{36}&C_{46}&C_{56}&C_{66}\end{array}\right]=\left[\begin{array%
}[]{cccccc}C_{22}&C_{12}&C_{23}&C_{25}&-C_{24}&-C_{26}\\
C_{12}&C_{11}&C_{13}&C_{15}&-C_{14}&-C_{16}\\
C_{23}&C_{13}&C_{33}&C_{35}&-C_{34}&-C_{36}\\
C_{25}&C_{15}&C_{35}&C_{55}&-C_{45}&-C_{56}\\
-C_{24}&-C_{14}&-C_{34}&-C_{45}&C_{44}&C_{46}\\
-C_{26}&-C_{16}&-C_{36}&-C_{56}&C_{46}&C_{66}\end{array}\right]
	
	(1.90)






Επομένως:





	
	C11\displaystyle C_{11}
	=C22\displaystyle=C_{22}
	
	(1.91)


	
	C25\displaystyle C_{25}
	=-C14\displaystyle=-C_{14}
	
	(1.92)


	
	C56\displaystyle C_{56}
	=C46\displaystyle=C_{46}
	
	(1.93)


	
	C34\displaystyle C_{34}
	=C35\displaystyle=C_{35}
	
	(1.94)


	
	C44\displaystyle C_{44}
	=C55\displaystyle=C_{55}
	
	(1.95)


	
	C16\displaystyle C_{16}
	=-C26\displaystyle=-C_{26}
	
	(1.96)


	
	C46\displaystyle C_{46}
	=-C56\displaystyle=-C_{56}
	
	(1.97)


	
	C23\displaystyle C_{23}
	=C13\displaystyle=C_{13}
	
	(1.98)


	
	C45\displaystyle C_{45}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.99)


	
	C13\displaystyle C_{13}
	=C23\displaystyle=C_{23}
	
	(1.100)


	
	C55\displaystyle C_{55}
	=C44\displaystyle=C_{44}
	
	(1.101)


	
	C15\displaystyle C_{15}
	=-C24\displaystyle=-C_{24}
	
	(1.102)


	
	C35\displaystyle C_{35}
	=-C34\displaystyle=-C_{34}
	
	(1.103)


	
	C22\displaystyle C_{22}
	=C11\displaystyle=C_{11}
	
	(1.104)


	
	C14\displaystyle C_{14}
	=C25\displaystyle=C_{25}
	
	(1.105)


	
	C26\displaystyle C_{26}
	=-C16\displaystyle=-C_{16}
	
	(1.106)


	
	C24\displaystyle C_{24}
	=C15\displaystyle=C_{15}
	
	(1.107)


	
	C36\displaystyle C_{36}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.108)






Σύμφωνα με τα παραπάνω, το μητρώο ελαστικότητας ενός εγκαρσίως ισότροπου υλικού
μπορεί να περιγραφεί ως:





	
	𝐂¯=[C11C12C13-C14-C15C16C12C11C13C15-C14-C16C13C13C33-C34-C340-C14C15-C34C440-C46-C15-C14-C340C44C46C16-C160-C46C46C66]\bar{\mathbf{C}}=\left[\begin{array}[]{cccccc}C_{11}&C_{12}&C_{13}&-C_{14}&-C_%
{15}&C_{16}\\
C_{12}&C_{11}&C_{13}&C_{15}&-C_{14}&-C_{16}\\
C_{13}&C_{13}&C_{33}&-C_{34}&-C_{34}&0\\
-C_{14}&C_{15}&-C_{34}&C_{44}&0&-C_{46}\\
-C_{15}&-C_{14}&-C_{34}&0&C_{44}&C_{46}\\
C_{16}&-C_{16}&0&-C_{46}&C_{46}&C_{66}\end{array}\right]
	
	(1.109)








Περιστροφή κατά 1800{}^{0}



Θεωρείται τώρα μια δεύτερη περιστροφή κατά 1800{}^{0}.
Το αντίστοιχο μητρώο μετασχηματισμού σε αυτή την περίπτωση δίνεται ως:





	
	𝐓=[100000010000001000000-1000000-10000001]\mathbf{T}=\left[\begin{array}[]{cccccc}1&0&0&0&0&0\\
0&1&0&0&0&0\\
0&0&1&0&0&0\\
0&0&0&-1&0&0\\
0&0&0&0&-1&0\\
0&0&0&0&0&1\end{array}\right]
	
	(1.110)






Ο μετασχηματισμένος τανυστής της ελαστικότητας δίνεται τώρα σύμφωνα με τον μετασχηματισμό:





	
	𝐂¯¯=𝐓⁢𝐂¯⁢𝐓T=[C11C12C13C14C15C16C12C11C13-C15C14-C16C13C13C33C34C340C14-C15C34C440C46C15C14C340C44-C46C16-C160C46-C46C66]\bar{\bar{\mathbf{C}}}=\mathbf{T}\bar{\mathbf{C}}\mathbf{T}^{T}=\left[\begin{%
array}[]{cccccc}C_{11}&C_{12}&C_{13}&C_{14}&C_{15}&C_{16}\\
C_{12}&C_{11}&C_{13}&-C_{15}&C_{14}&-C_{16}\\
C_{13}&C_{13}&C_{33}&C_{34}&C_{34}&0\\
C_{14}&-C_{15}&C_{34}&C_{44}&0&C_{46}\\
C_{15}&C_{14}&C_{34}&0&C_{44}&-C_{46}\\
C_{16}&-C_{16}&0&C_{46}&-C_{46}&C_{66}\end{array}\right]
	
	(1.111)






Και τώρα θα πρέπει να ισχύει:





	
	[C11C12C13-C14-C15C16C12C11C13C15-C14-C16C13C13C33-C34-C340-C14C15-C34C440-C46-C15-C14-C340C44C46C16-C160-C46C46C66]=[C11C12C13C14C15C16C12C11C13-C15C14-C16C13C13C33C34C340C14-C15C34C440C46C15C14C340C44-C46C16-C160C46-C46C66]\left[\begin{array}[]{cccccc}C_{11}&C_{12}&C_{13}&-C_{14}&-C_{15}&C_{16}\\
C_{12}&C_{11}&C_{13}&C_{15}&-C_{14}&-C_{16}\\
C_{13}&C_{13}&C_{33}&-C_{34}&-C_{34}&0\\
-C_{14}&C_{15}&-C_{34}&C_{44}&0&-C_{46}\\
-C_{15}&-C_{14}&-C_{34}&0&C_{44}&C_{46}\\
C_{16}&-C_{16}&0&-C_{46}&C_{46}&C_{66}\end{array}\right]=\left[\begin{array}[]%
{cccccc}C_{11}&C_{12}&C_{13}&C_{14}&C_{15}&C_{16}\\
C_{12}&C_{11}&C_{13}&-C_{15}&C_{14}&-C_{16}\\
C_{13}&C_{13}&C_{33}&C_{34}&C_{34}&0\\
C_{14}&-C_{15}&C_{34}&C_{44}&0&C_{46}\\
C_{15}&C_{14}&C_{34}&0&C_{44}&-C_{46}\\
C_{16}&-C_{16}&0&C_{46}&-C_{46}&C_{66}\end{array}\right]
	
	(1.112)






Επομένως:





	
	C46\displaystyle C_{46}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.113)


	
	C14\displaystyle C_{14}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.114)


	
	C15\displaystyle C_{15}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.115)


	
	C34\displaystyle C_{34}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.116)






Σύμφωνα με τα παραπάνω, το μητρώο ελαστικότητας ενός εγκαρσίως ισότροπου υλικού
μπορεί να περιγραφεί ως:





	
	𝐂¯¯=[C11C12C13-C14-C15C16C12C11C13C15-C14-C16C13C13C33-C34-C340-C14C15-C34C440-C46-C15-C14-C340C44C46C16-C160-C46C46C66]\bar{\bar{\mathbf{C}}}=\left[\begin{array}[]{cccccc}C_{11}&C_{12}&C_{13}&-C_{1%
4}&-C_{15}&C_{16}\\
C_{12}&C_{11}&C_{13}&C_{15}&-C_{14}&-C_{16}\\
C_{13}&C_{13}&C_{33}&-C_{34}&-C_{34}&0\\
-C_{14}&C_{15}&-C_{34}&C_{44}&0&-C_{46}\\
-C_{15}&-C_{14}&-C_{34}&0&C_{44}&C_{46}\\
C_{16}&-C_{16}&0&-C_{46}&C_{46}&C_{66}\end{array}\right]
	
	(1.117)








Περιστροφή κατά 450{}^{0}



Τέλος θεωρείται μια περιστροφή κατά 450{}^{0}.
Το αντίστοιχο μητρώο μετασχηματισμού σε αυτή την περίπτωση δίνεται ως:





	
	𝐓=[121200011212000-100100000012⁢2-12⁢2000012⁢212⁢20-12120000]\mathbf{T}=\left[\begin{array}[]{cccccc}\frac{1}{2}&\frac{1}{2}&0&0&0&1\\
\frac{1}{2}&\frac{1}{2}&0&0&0&-1\\
0&0&1&0&0&0\\
0&0&0&\frac{1}{2}\sqrt{2}&-\frac{1}{2}\sqrt{2}&0\\
0&0&0&\frac{1}{2}\sqrt{2}&\frac{1}{2}\sqrt{2}&0\\
-\frac{1}{2}&\frac{1}{2}&0&0&0&0\end{array}\right]
	
	(1.118)






Ο μετασχηματισμένος τανυστής της ελαστικότητας δίνεται τώρα σύμφωνα με τον μετασχηματισμό:





	
	𝐂¯¯¯=𝐓⁢𝐂¯¯⁢𝐓T=[12⁢C11+12⁢C12+C6612⁢C11+12⁢C12-C66C1300-C1612⁢C11+12⁢C12-C6612⁢C11+12⁢C12+C66C1300C16C13C13C33000000C44000000C440-C16C1600012⁢C11-12⁢C12]\bar{\bar{\bar{\mathbf{C}}}}=\mathbf{T}\bar{\bar{\mathbf{C}}}\mathbf{T}^{T}=%
\left[\begin{array}[]{cccccc}\frac{1}{2}C_{11}+\frac{1}{2}C_{12}+C_{66}&\frac{%
1}{2}C_{11}+\frac{1}{2}C_{12}-C_{66}&C_{13}&0&0&-C_{16}\\
\frac{1}{2}C_{11}+\frac{1}{2}C_{12}-C_{66}&\frac{1}{2}C_{11}+\frac{1}{2}C_{12}%
+C_{66}&C_{13}&0&0&C_{16}\\
C_{13}&C_{13}&C_{33}&0&0&0\\
0&0&0&C_{44}&0&0\\
0&0&0&0&C_{44}&0\\
-C_{16}&C_{16}&0&0&0&\frac{1}{2}C_{11}-\frac{1}{2}C_{12}\end{array}\right]
	
	(1.119)






Θα πρέπει επίσης να ισχύει:





	
	[C11C12C1300C16C12C11C1300-C16C13C13C33000000C44000000C440C16-C16000C66]=[12⁢C11+12⁢C12+C6612⁢C11+12⁢C12-C66C1300-C1612⁢C11+12⁢C12-C6612⁢C11+12⁢C12+C66C1300C16C13C13C33000000C44000000C440-C16C1600012⁢C11-12⁢C12]\left[\begin{array}[]{cccccc}C_{11}&C_{12}&C_{13}&0&0&C_{16}\\
C_{12}&C_{11}&C_{13}&0&0&-C_{16}\\
C_{13}&C_{13}&C_{33}&0&0&0\\
0&0&0&C_{44}&0&0\\
0&0&0&0&C_{44}&0\\
C_{16}&-C_{16}&0&0&0&C_{66}\end{array}\right]=\\
\left[\begin{array}[]{cccccc}\frac{1}{2}C_{11}+\frac{1}{2}C_{12}+C_{66}&\frac{%
1}{2}C_{11}+\frac{1}{2}C_{12}-C_{66}&C_{13}&0&0&-C_{16}\\
\frac{1}{2}C_{11}+\frac{1}{2}C_{12}-C_{66}&\frac{1}{2}C_{11}+\frac{1}{2}C_{12}%
+C_{66}&C_{13}&0&0&C_{16}\\
C_{13}&C_{13}&C_{33}&0&0&0\\
0&0&0&C_{44}&0&0\\
0&0&0&0&C_{44}&0\\
-C_{16}&C_{16}&0&0&0&\frac{1}{2}C_{11}-\frac{1}{2}C_{12}\end{array}\right]
	
	(1.120)






Και επομένως:





	
	C11\displaystyle C_{11}
	=C12+2⁢C66\displaystyle=C_{12}+2C_{66}
	
	(1.121)


	
	C12\displaystyle C_{12}
	=C11-2⁢C66\displaystyle=C_{11}-2C_{66}
	
	(1.122)


	
	C16\displaystyle C_{16}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.123)


	
	C66\displaystyle C_{66}
	=12⁢C11-12⁢C12\displaystyle=\frac{1}{2}C_{11}-\frac{1}{2}C_{12}
	
	(1.124)






Σύμφωνα με τα παραπάνω, το μητρώο ελαστικότητας ενός εγκαρσίως ισότροπου υλικού
μπορεί τελικά να περιγραφεί ως:





	
	𝐂¯¯¯=[C11C12C13000C12C11C13000C13C13C33000000C44000000C4400000012⁢C11-12⁢C12]\bar{\bar{\bar{\mathbf{C}}}}=\left[\begin{array}[]{cccccc}C_{11}&C_{12}&C_{13}%
&0&0&0\\
C_{12}&C_{11}&C_{13}&0&0&0\\
C_{13}&C_{13}&C_{33}&0&0&0\\
0&0&0&C_{44}&0&0\\
0&0&0&0&C_{44}&0\\
0&0&0&0&0&\frac{1}{2}C_{11}-\frac{1}{2}C_{12}\end{array}\right]
	
	(1.126)



























Περιστροφή κατά 1350{}^{0}



Μπορεί να αποδειχτεί ότι κάθε επιπλέον περιστροφή αφήνει το μητρώο ελαστικότητας
ανεπηρέαστο.
Π.χ. το μητρώο μετασχηματισμού για μια γωνία ίση με 1350{}^{0} δίνεται ως:





	
	𝐓=[1212000-11212000100100000012⁢212⁢20000-12⁢212⁢2012-120000]\mathbf{T}=\left[\begin{array}[]{cccccc}\frac{1}{2}&\frac{1}{2}&0&0&0&-1\\
\frac{1}{2}&\frac{1}{2}&0&0&0&1\\
0&0&1&0&0&0\\
0&0&0&\frac{1}{2}\sqrt{2}&\frac{1}{2}\sqrt{2}&0\\
0&0&0&-\frac{1}{2}\sqrt{2}&\frac{1}{2}\sqrt{2}&0\\
\frac{1}{2}&-\frac{1}{2}&0&0&0&0\end{array}\right]
	
	(1.127)






Εύκολα διακρίνεται ότι ο μετασχηματισμένος τανυστής της ελαστικότητας,





	
	𝐂¯¯¯¯=𝐓⁢𝐂¯¯¯⁢𝐓T=[C11C12C13000C12C11C13000C13C13C33000000C44000000C4400000012⁢C11-12⁢C12]\bar{\bar{\bar{\bar{\mathbf{C}}}}}=\mathbf{T}\bar{\bar{\bar{\mathbf{C}}}}%
\mathbf{T}^{T}=\left[\begin{array}[]{cccccc}C_{11}&C_{12}&C_{13}&0&0&0\\
C_{12}&C_{11}&C_{13}&0&0&0\\
C_{13}&C_{13}&C_{33}&0&0&0\\
0&0&0&C_{44}&0&0\\
0&0&0&0&C_{44}&0\\
0&0&0&0&0&\frac{1}{2}C_{11}-\frac{1}{2}C_{12}\end{array}\right]
	
	(1.128)



παραμένει ανεπηρέαστος.






Τελική διατύπωση



Από τα παραπάνω καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι ο ελαστικός τανυστής για την
περίπτωση εγκαρσίως ισότροπων υλικών δίνεται ως:





	
	𝐂t⁢r⁢a⁢n⁢s⁢v⁢e⁢r⁢s⁢e=[C11C12C13000C12C11C13000C13C13C33000000C44000000C4400000012⁢C11-12⁢C12]\mathbf{C}^{transverse}=\left[\begin{array}[]{cccccc}C_{11}&C_{12}&C_{13}&0&0&%
0\\
C_{12}&C_{11}&C_{13}&0&0&0\\
C_{13}&C_{13}&C_{33}&0&0&0\\
0&0&0&C_{44}&0&0\\
0&0&0&0&C_{44}&0\\
0&0&0&0&0&\frac{1}{2}C_{11}-\frac{1}{2}C_{12}\end{array}\right]
	
	(1.129)






Για τον ορισμό του απαιτούνται πέντε ανεξάρτητες σταθερές, οι C11C_{11}, C33C_{33},
C12C_{12}, C13C_{13} και C44C_{44} αντίστοιχα.








1.3.4 Ορθότροπα υλικά



Ένα ορθότροπο υλικό έχει τουλάχιστον δύο επίπεδα συμμετρίας ορθογώνια μεταξύ τους,
όπου οι ιδιότητες του υλικού είναι ανεξάρτητες από τη διεύθυνση εντός των
επιπέδων αυτών [6].
Η παραδοχή αυτή χρησιμοποιείται στη συνέχεια για τον προσδιορισμό του
αντίστοιχου μητρώου ελαστικότητας.
Οι άξονες του συστήματος συντεταγμένων που χρησιμοποιείται στη συνέχεια θεωρείται
ότι ταυτίζονται με τα τρία επίπεδα συμμετρίας του υλικού.




Αντανάκλαση ως προς το επίπεδο 2-3



Ας θεωρήσουμε αρχικά μια αντανάκλαση ως προς το επίπεδο 2-3.
Το αντίστοιχο μητρώο μετασχηματισμού σε αυτή την περίπτωση δίνεται από την ακόλουθη
εξίσωση:





	
	𝐓=[1000000100000010000001000000-1000000-1]\mathbf{T}=\left[\begin{array}[]{cccccc}1&0&0&0&0&0\\
0&1&0&0&0&0\\
0&0&1&0&0&0\\
0&0&0&1&0&0\\
0&0&0&0&-1&0\\
0&0&0&0&0&-1\end{array}\right]
	
	(1.130)






Ο μετασχηματισμένος τανυστής της ελαστικότητας δίνεται τώρα σύμφωνα με τη σχέση:





	
	𝐂¯=[C11C12C13C14-C15-C16C12C22C23C24-C25-C26C13C23C33C34-C35-C36C14C24C34C44-C45-C46-C15-C25-C35-C45C55C56-C16-C26-C36-C46C56C66]\bar{\mathbf{C}}=\left[\begin{array}[]{cccccc}C_{11}&C_{12}&C_{13}&C_{14}&-C_{%
15}&-C_{16}\\
C_{12}&C_{22}&C_{23}&C_{24}&-C_{25}&-C_{26}\\
C_{13}&C_{23}&C_{33}&C_{34}&-C_{35}&-C_{36}\\
C_{14}&C_{24}&C_{34}&C_{44}&-C_{45}&-C_{46}\\
-C_{15}&-C_{25}&-C_{35}&-C_{45}&C_{55}&C_{56}\\
-C_{16}&-C_{26}&-C_{36}&-C_{46}&C_{56}&C_{66}\end{array}\right]
	
	(1.131)






Βάσει των παραδοχών για τα ορθότροπα ελαστικά υλικά, ισχύει:





	
	𝐂=𝐂¯\mathbf{C}=\bar{\mathbf{C}}
	
	(1.132)






Επομένως:





	
	[C11C12C13C14C15C16C12C22C23C24C25C26C13C23C33C34C35C36C14C24C34C44C45C46C15C25C35C45C55C56C16C26C36C46C56C66]=[C11C12C13C14-C15-C16C12C22C23C24-C25-C26C13C23C33C34-C35-C36C14C24C34C44-C45-C46-C15-C25-C35-C45C55C56-C16-C26-C36-C46C56C66]\left[\begin{array}[]{cccccc}C_{11}&C_{12}&C_{13}&C_{14}&C_{15}&C_{16}\\
C_{12}&C_{22}&C_{23}&C_{24}&C_{25}&C_{26}\\
C_{13}&C_{23}&C_{33}&C_{34}&C_{35}&C_{36}\\
C_{14}&C_{24}&C_{34}&C_{44}&C_{45}&C_{46}\\
C_{15}&C_{25}&C_{35}&C_{45}&C_{55}&C_{56}\\
C_{16}&C_{26}&C_{36}&C_{46}&C_{56}&C_{66}\end{array}\right]=\left[\begin{array%
}[]{cccccc}C_{11}&C_{12}&C_{13}&C_{14}&-C_{15}&-C_{16}\\
C_{12}&C_{22}&C_{23}&C_{24}&-C_{25}&-C_{26}\\
C_{13}&C_{23}&C_{33}&C_{34}&-C_{35}&-C_{36}\\
C_{14}&C_{24}&C_{34}&C_{44}&-C_{45}&-C_{46}\\
-C_{15}&-C_{25}&-C_{35}&-C_{45}&C_{55}&C_{56}\\
-C_{16}&-C_{26}&-C_{36}&-C_{46}&C_{56}&C_{66}\end{array}\right]
	
	(1.133)






Η παραπάνω απαίτηση μπορεί να ικανοποιηθεί μόνο όταν:





	
	C25\displaystyle C_{25}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.134)


	
	C16\displaystyle C_{16}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.135)


	
	C46\displaystyle C_{46}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.136)


	
	C45\displaystyle C_{45}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.137)


	
	C35\displaystyle C_{35}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.138)


	
	C15\displaystyle C_{15}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.139)


	
	C36\displaystyle C_{36}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.140)


	
	C26\displaystyle C_{26}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.141)






Επομένως, ο τανυστής της ελαστικότητας ισούται με:





	
	𝐂¯=[C11C12C13C1400C12C22C23C2400C13C23C33C3400C14C24C34C44000000C55C560000C56C66]\bar{\mathbf{C}}=\left[\begin{array}[]{cccccc}C_{11}&C_{12}&C_{13}&C_{14}&0&0%
\\
C_{12}&C_{22}&C_{23}&C_{24}&0&0\\
C_{13}&C_{23}&C_{33}&C_{34}&0&0\\
C_{14}&C_{24}&C_{34}&C_{44}&0&0\\
0&0&0&0&C_{55}&C_{56}\\
0&0&0&0&C_{56}&C_{66}\end{array}\right]
	
	(1.142)








Αντανάκλαση ως προς το επίπεδο 3-1



Ας θεωρήσουμε τώρα μια αντανάκλαση ως προς το επίπεδο 3-1.
Το αντίστοιχο μητρώο μετασχηματισμού σε αυτή την περίπτωση δίνεται από την ακόλουθη
εξίσωση:





	
	𝐓=[100000010000001000000-10000001000000-1]\mathbf{T}=\left[\begin{array}[]{cccccc}1&0&0&0&0&0\\
0&1&0&0&0&0\\
0&0&1&0&0&0\\
0&0&0&-1&0&0\\
0&0&0&0&1&0\\
0&0&0&0&0&-1\end{array}\right]
	
	(1.143)






Ο μετασχηματισμένος τανυστής της ελαστικότητας δίνεται τώρα σύμφωνα με τη σχέση:





	
	𝐂¯¯=[C11C12C13-C1400C12C22C23-C2400C13C23C33-C3400-C14-C24-C34C44000000C55-C560000-C56C66]\bar{\bar{\mathbf{C}}}=\left[\begin{array}[]{cccccc}C_{11}&C_{12}&C_{13}&-C_{1%
4}&0&0\\
C_{12}&C_{22}&C_{23}&-C_{24}&0&0\\
C_{13}&C_{23}&C_{33}&-C_{34}&0&0\\
-C_{14}&-C_{24}&-C_{34}&C_{44}&0&0\\
0&0&0&0&C_{55}&-C_{56}\\
0&0&0&0&-C_{56}&C_{66}\end{array}\right]
	
	(1.144)






Βάσει των παραδοχών για τα ορθότροπα ελαστικά υλικά, ισχύει:





	
	𝐂¯=𝐂¯¯\bar{\mathbf{C}}=\bar{\bar{\mathbf{C}}}
	
	(1.145)






Επομένως:





	
	[C11C12C13C1400C12C22C23C2400C13C23C33C3400C14C24C34C44000000C55C560000C56C66]=[C11C12C13-C1400C12C22C23-C2400C13C23C33-C3400-C14-C24-C34C44000000C55-C560000-C56C66]\left[\begin{array}[]{cccccc}C_{11}&C_{12}&C_{13}&C_{14}&0&0\\
C_{12}&C_{22}&C_{23}&C_{24}&0&0\\
C_{13}&C_{23}&C_{33}&C_{34}&0&0\\
C_{14}&C_{24}&C_{34}&C_{44}&0&0\\
0&0&0&0&C_{55}&C_{56}\\
0&0&0&0&C_{56}&C_{66}\end{array}\right]=\left[\begin{array}[]{cccccc}C_{11}&C_%
{12}&C_{13}&-C_{14}&0&0\\
C_{12}&C_{22}&C_{23}&-C_{24}&0&0\\
C_{13}&C_{23}&C_{33}&-C_{34}&0&0\\
-C_{14}&-C_{24}&-C_{34}&C_{44}&0&0\\
0&0&0&0&C_{55}&-C_{56}\\
0&0&0&0&-C_{56}&C_{66}\end{array}\right]
	
	(1.146)






Η παραπάνω απαίτηση μπορεί να ικανοποιηθεί μόνο όταν:





	
	C14\displaystyle C_{14}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.147)


	
	C56\displaystyle C_{56}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.148)


	
	C34\displaystyle C_{34}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.149)


	
	C24\displaystyle C_{24}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.150)






Επομένως, ο τανυστής της ελαστικότητας μπορεί να γραφτεί ως:





	
	𝐂¯¯=[C11C12C13000C12C22C23000C13C23C33000000C44000000C55000000C66]\bar{{\bar{\mathbf{C}}}}=\left[\begin{array}[]{cccccc}C_{11}&C_{12}&C_{13}&0&0%
&0\\
C_{12}&C_{22}&C_{23}&0&0&0\\
C_{13}&C_{23}&C_{33}&0&0&0\\
0&0&0&C_{44}&0&0\\
0&0&0&0&C_{55}&0\\
0&0&0&0&0&C_{66}\end{array}\right]
	
	(1.151)








Αντανάκλαση ως προς το επίπεδο 1-2



Μπορεί να αποδειχτεί ότι κάθε επιπλέον μετασχηματισμός αφήνει το μητρώο ελαστικότητας
ανεπηρέαστο.
Έστω π.χ. μια αντανάκλαση ως προς το επίπεδο 1-2.
Τότε το μητρώο μετασχηματισμού γράφεται ως:





	
	𝐓=[100000010000001000000-1000000-10000001]\mathbf{T}=\left[\begin{array}[]{cccccc}1&0&0&0&0&0\\
0&1&0&0&0&0\\
0&0&1&0&0&0\\
0&0&0&-1&0&0\\
0&0&0&0&-1&0\\
0&0&0&0&0&1\end{array}\right]
	
	(1.152)






Ο μετασχηματισμένος τανυστής της ελαστικότητας δίνεται τώρα σύμφωνα με τη σχέση:





	
	𝐂¯¯=[C11C12C13000C12C22C23000C13C23C33000000C44000000C55000000C66]\bar{\bar{\mathbf{C}}}=\left[\begin{array}[]{cccccc}C_{11}&C_{12}&C_{13}&0&0&0%
\\
C_{12}&C_{22}&C_{23}&0&0&0\\
C_{13}&C_{23}&C_{33}&0&0&0\\
0&0&0&C_{44}&0&0\\
0&0&0&0&C_{55}&0\\
0&0&0&0&0&C_{66}\end{array}\right]
	
	(1.153)



ο οποίος είναι ίδιος με τον προηγούμενο.






Τελική διατύπωση



Από τα παραπάνω καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι ο ελαστικός τανυστής για την
περίπτωση ορθότροπων υλικών δίνεται ως:







	
	𝐂o⁢r⁢t⁢h⁢o⁢t⁢r⁢o⁢p⁢i⁢c=[C11C12C13000C12C22C23000C13C23C33000000C44000000C55000000C66]\mathbf{C}^{orthotropic}=\left[\begin{array}[]{cccccc}C_{11}&C_{12}&C_{13}&0&0%
&0\\
C_{12}&C_{22}&C_{23}&0&0&0\\
C_{13}&C_{23}&C_{33}&0&0&0\\
0&0&0&C_{44}&0&0\\
0&0&0&0&C_{55}&0\\
0&0&0&0&0&C_{66}\end{array}\right]
	
	(1.154)



και για τον ορισμό του απαιτούνται εννέα ανεξάρτητες ελαστικές σταθερές,
δηλαδή οι C11C_{11}, C22C_{22}, C33C_{33},
C12C_{12}, C13C_{13} C23C_{23}, C44C_{44}, C55C_{55} και C66C_{66}.








1.3.5 Ισότροπα υλικά



Ισότροπα υλικά θεωρούνται τα υλικά εκείνα των οποίων οι μηχανικές τους ιδιότητες
σε κάθε σημείο τους είναι ίδιες ως προς κάθε διεύθυνση
[8].
Επομένως το μητρώο ελαστικότητας των ισότροπων υλικών θα πρέπει να παραμένει
ανεπηρέαστο, ανεξαρτήτως του μετασχηματισμού που μπορεί να εφαρμόσουμε σε αυτό.




Για τη μελέτη των ισότροπων υλικών αρχικά ορίζουμε τον τανυστή των
παραμορφώσεων ως:





	
	εi⁢j=13⁢εk⁢k⁢δi⁢j+(εi⁢j-13⁢εk⁢k⁢δi⁢j)\varepsilon_{ij}=\dfrac{1}{3}\varepsilon_{kk}\delta_{ij}+\left(\varepsilon_{ij%
}-\dfrac{1}{3}\varepsilon_{kk}\delta_{ij}\right)
	
	(1.155)



όπου δi⁢j\delta_{ij} το δ\delta του Dirac, το οποίο ορίζεται ως:





	
	δi⁢j={1αν⁢i≡j0αλλιώς.\delta_{ij}=\begin{cases}1&\text{αν}\,i\equiv j\\
0&\text{αλλιώς.}\end{cases}
	
	(1.156)






Ο τανυστής των παραμορφώσεων (1.155)
επομένως ορίζεται ως το άθροισμα,


	• 

ενός σταθερού τανυστή, 13⁢εk⁢k⁢δi⁢j\dfrac{1}{3}\varepsilon_{kk}\delta_{ij},
ο οποίος και ονομάζεται και ογκομετρικός τανυστής των παραμορφώσεων,
ή vol⁢(𝜺)\text{vol}(\boldsymbol{\varepsilon}),




	• 

και ενός συμμετρικού τανυστή με μηδενικό ίχνος,
εi⁢j-13⁢εk⁢k⁢δi⁢j\varepsilon_{ij}-\dfrac{1}{3}\varepsilon_{kk}\delta_{ij},
ο οποίος και ονομάζεται και αποκλίνων τανυστής των παραμορφώσεων,
ή dev⁢(𝜺)\text{dev}(\boldsymbol{\varepsilon}).









Η (1.155) τώρα μπορεί να γραφτεί και
ως:





	
	𝜺\displaystyle\boldsymbol{\varepsilon}
	=vol⁢(𝜺)+dev⁢(𝜺)\displaystyle=\mathrm{vol}(\boldsymbol{\varepsilon})+\mathrm{dev}(\boldsymbol{%
\varepsilon})
	
	(1.157)


	
	
	=13⁢tr⁢(𝜺)⁢𝐈+𝜺-(vol⁢(𝜺))\displaystyle=\dfrac{1}{3}\mathrm{tr}(\boldsymbol{\varepsilon})\mathbf{I}+%
\boldsymbol{\varepsilon}-\left(\mathrm{vol}(\boldsymbol{\varepsilon})\right)
	
	(1.158)


	
	
	=[13⁢tr⁢(𝜺)00013⁢tr⁢(𝜺)00013⁢tr⁢(𝜺)]+[ε11-13⁢tr⁢(𝜺)ε12ε13ε21ε22-13⁢tr⁢(𝜺)ε23ε31ε32ε33-13⁢tr⁢(𝜺)]\displaystyle=\left[\begin{array}[]{ccc}\frac{1}{3}\mathrm{tr}(\boldsymbol{%
\varepsilon})&0&0\\
0&\frac{1}{3}\mathrm{tr}(\boldsymbol{\varepsilon})&0\\
0&0&\frac{1}{3}\mathrm{tr}(\boldsymbol{\varepsilon})\\
\end{array}\right]+\left[\begin{array}[]{ccc}\varepsilon_{11}-\frac{1}{3}%
\mathrm{tr}(\boldsymbol{\varepsilon})&\varepsilon_{12}&\varepsilon_{13}\\
\varepsilon_{21}&\varepsilon_{22}-\frac{1}{3}\mathrm{tr}(\boldsymbol{%
\varepsilon})&\varepsilon_{23}\\
\varepsilon_{31}&\varepsilon_{32}&\varepsilon_{33}-\frac{1}{3}\mathrm{tr}(%
\boldsymbol{\varepsilon})\\
\end{array}\right]
	
	(1.159)






Στην πιο γενική του μορφή ο Νόμος του Hooke ορίζει για τα ελαστικά, ισότροπα
υλικά τη σχέση των τάσεων παραμορφώσεων ως έναν γραμμικό συνδυασμό του
ογκομετρικού και του αποκλίνοντα τανυστή των παραμορφώσεων, σύμφωνα με τη
σχέση:





	
	σi⁢j=3⁢K⁢(13⁢εk⁢k⁢δi⁢j)+2⁢G⁢(εi⁢j-13⁢εk⁢k⁢δi⁢j)\sigma_{ij}=3K\left(\dfrac{1}{3}\varepsilon_{kk}\delta_{ij}\right)+2G\left(%
\varepsilon_{ij}-\dfrac{1}{3}\varepsilon_{kk}\delta_{ij}\right)
	
	(1.160)



όπου:


	KK 

είναι το μέτρο διόγκωσης και




	GG 

το μέτρο διάτμησης.









Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις μεταξύ των ελαστικών σταθερών, όπως αυτές
παρουσιάζονται στον Πίνακα
1.1,
η (1.160)
μπορεί να γραφτεί με διάφορους τρόπους.




Χρησιμοποιώντας τις σταθερές του Lamé, λ\lambda και μ\mu,
η (1.160) δίνεται ως:





	
	𝝈=λ⁢tr⁢(𝜺)⁢𝐈+2⁢μ⁢𝜺 𝝈⁢𝐂⁢𝜺\boldsymbol{\sigma}=\lambda\mathrm{tr}(\boldsymbol{\varepsilon})\mathbf{I}+2%
\mu\boldsymbol{\varepsilon}\quad\boldsymbol{\sigma}\mathbf{C}\boldsymbol{\varepsilon}
	
	(1.161)



όπου 𝐈\mathbf{I} το μοναδιαίο μητρώο (3×3)(3\times 3) και 𝐂\mathbf{C}
ο τανυστής της ελαστικότητας,





	
	𝐂=λ⁢𝐈⊗𝐈+2⁢μ⁢𝖨.\mathbf{C}=\lambda\mathbf{I}\otimes\mathbf{I}+2\mu\mathsf{I}.
	
	(1.162)



Στην παραπάνω σχέση το 𝖨\mathsf{I} είναι το συμμετρικό τμήμα του μοναδιαίου τανυστή
τετάρτης τάξης.
Σε μορφή δεικτών η (1.161) δίνεται ως:





	
	σi⁢j\displaystyle\sigma_{ij}
	=λ⁢εk⁢k⁢δi⁢j+2⁢μ⁢εi⁢j\displaystyle=\lambda\varepsilon_{kk}\delta_{ij}+2\mu\varepsilon_{ij}
	


	
	
	=Ci⁢j⁢k⁢l⁢εk⁢l\displaystyle=C_{ijkl}~{}\varepsilon_{kl}
	
	(1.163)



όπου





	
	Ci⁢j⁢k⁢l=λ⁢δi⁢j⁢δk⁢l+μ⁢(δi⁢k⁢δj⁢l+δi⁢l⁢δj⁢k)C_{ijkl}=\lambda\delta_{ij}\delta_{kl}+\mu(\delta_{ik}\delta_{jl}+\delta_{il}~%
{}\delta_{jk})
	
	(1.164)






Χρησιμοποιώντας το μέτρο του Young EE και τον λόγο του Poisson ν\nu,
ο Νόμος του Hooke μπορεί να γραφτεί σε μορφή δεικτών:





	
	εi⁢j=1E⁢(σi⁢j-ν⁢[σk⁢k⁢δi⁢j-σi⁢j])\varepsilon_{ij}=\dfrac{1}{E}\left(\sigma_{ij}-\nu\left[\sigma_{kk}\delta_{ij}%
-\sigma_{ij}\right]\right)
	
	(1.165)



η οποία μπορεί να αναπτυχθεί ως:





	
	ε11\displaystyle\varepsilon_{11}
	=1E⁢[σ11-ν⁢(σ22+σ33)]\displaystyle=\dfrac{1}{E}\left[\sigma_{11}-\nu(\sigma_{22}+\sigma_{33})\right]
	
	(1.166)


	
	ε22\displaystyle\varepsilon_{22}
	=1E⁢[σ22-ν⁢(σ11+σ33)]\displaystyle=\dfrac{1}{E}\left[\sigma_{22}-\nu(\sigma_{11}+\sigma_{33})\right]
	
	(1.167)


	
	ε33\displaystyle\varepsilon_{33}
	=1E⁢[σ33-ν⁢(σ11+σ22)]\displaystyle=\dfrac{1}{E}\left[\sigma_{33}-\nu(\sigma_{11}+\sigma_{22})\right]
	
	(1.168)


	
	ε12\displaystyle\varepsilon_{12}
	=12⁢G⁢σ12\displaystyle=\dfrac{1}{2G}\sigma_{12}
	
	(1.169)


	
	ε13\displaystyle\varepsilon_{13}
	=12⁢G⁢σ13\displaystyle=\dfrac{1}{2G}\sigma_{13}
	
	(1.170)


	
	ε23\displaystyle\varepsilon_{23}
	=12⁢G⁢σ23\displaystyle=\dfrac{1}{2G}\sigma_{23}
	
	(1.171)






Σε μητρωική μορφή, ο Νόμος του Hooke για ισότροπα υλικά δίνεται ως:





	
	[ε11ε22ε332⁢ε232⁢ε132⁢ε12]=1E⁢[1-ν-ν000-ν1-ν000-ν-ν10000002⁢(1+ν)0000002⁢(1+ν)0000002⁢(1+ν)]⁢[σ11σ22σ33σ23σ13σ12]\left[\begin{array}[]{c}\varepsilon_{11}\\
\varepsilon_{22}\\
\varepsilon_{33}\\
2\varepsilon_{23}\\
2\varepsilon_{13}\\
2\varepsilon_{12}\\
\end{array}\right]=\dfrac{1}{E}\left[\begin{array}[]{cccccc}1&-\nu&-\nu&0&0&0%
\\
-\nu&1&-\nu&0&0&0\\
-\nu&-\nu&1&0&0&0\\
0&0&0&2(1+\nu)&0&0\\
0&0&0&0&2(1+\nu)&0\\
0&0&0&0&0&2(1+\nu)\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}\sigma_{11}\\
\sigma_{22}\\
\sigma_{33}\\
\sigma_{23}\\
\sigma_{13}\\
\sigma_{12}\\
\end{array}\right]
	
	(1.172)



όπου, σύμφωνα και με όσα προαναφέρθηκαν:





	
	γi⁢j:=2⁢εi⁢j\gamma_{ij}:=2\varepsilon_{ij}
	
	(1.173)






Η αντίστροφη σχέση τώρα δίνεται ως:





	
	[σ11σ22σ33σ23σ13σ12]=E(1+ν)⁢(1-2⁢ν)⁢[1-ννν000ν1-νν000νν1-ν000000(1-2⁢ν)/2000000(1-2⁢ν)/2000000(1-2⁢ν)/2]⁢[ε11ε22ε332⁢ε232⁢ε132⁢ε12]\left[\begin{array}[]{c}\sigma_{11}\\
\sigma_{22}\\
\sigma_{33}\\
\sigma_{23}\\
\sigma_{13}\\
\sigma_{12}\\
\end{array}\right]=\dfrac{E}{(1+\nu)(1-2\nu)}\left[\begin{array}[]{cccccc}1-%
\nu&\nu&\nu&0&0&0\\
\nu&1-\nu&\nu&0&0&0\\
\nu&\nu&1-\nu&0&0&0\\
0&0&0&(1-2\nu)/2&0&0\\
0&0&0&0&(1-2\nu)/2&0\\
0&0&0&0&0&(1-2\nu)/2\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}\varepsilon_{11}\\
\varepsilon_{22}\\
\varepsilon_{33}\\
2\varepsilon_{23}\\
2\varepsilon_{13}\\
2\varepsilon_{12}\\
\end{array}\right]
	
	(1.174)



ή με τη χρήση των σταθερών του Lamé:





	
	[σ11σ22σ33σ23σ13σ12]=1E⁢[2⁢μ+λλλ000λ2⁢μ+λλ000λλ2⁢μ+λ000000μ000000μ000000μ]⁢[ε11ε22ε332⁢ε232⁢ε132⁢ε12]\left[\begin{array}[]{c}\sigma_{11}\\
\sigma_{22}\\
\sigma_{33}\\
\sigma_{23}\\
\sigma_{13}\\
\sigma_{12}\\
\end{array}\right]=\dfrac{1}{E}\left[\begin{array}[]{cccccc}2\mu+\lambda&%
\lambda&\lambda&0&0&0\\
\lambda&2\mu+\lambda&\lambda&0&0&0\\
\lambda&\lambda&2\mu+\lambda&0&0&0\\
0&0&0&\mu&0&0\\
0&0&0&0&\mu&0\\
0&0&0&0&0&\mu\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}\varepsilon_{11}\\
\varepsilon_{22}\\
\varepsilon_{33}\\
2\varepsilon_{23}\\
2\varepsilon_{13}\\
2\varepsilon_{12}\\
\end{array}\right]
	
	(1.175)









	
	EE
	ν\nu
	λ\lambda
	GG (μ\mu)
	KK




	EE, ν\nu
	
	
	E⁢ν(1+ν)⁢(1-2⁢ν)\dfrac{E\nu}{(1+\nu)(1-2\nu)}
	E2⁢(1+ν)\dfrac{E}{2(1+\nu)}
	E3⁢(1-2⁢ν)\dfrac{E}{3(1-2\nu)}


	EE, GG
	
	E2⁢G-1\dfrac{E}{2G}-1
	G⁢(E-2⁢G)3⁢G-E\dfrac{G(E-2G)}{3G-E}
	
	E⁢G3⁢(3⁢G-E)\dfrac{EG}{3(3G-E)}


	EE, KK
	
	3⁢K-E6⁢K\dfrac{3K-E}{6K}
	3⁢K⁢(3⁢K-E)9⁢K-E\dfrac{3K(3K-E)}{9K-E}
	3⁢K⁢E9⁢K-E\dfrac{3KE}{9K-E}
	


	ν\nu, GG
	2⁢G⁢(1+ν)2G(1+\nu)
	
	2⁢G⁢ν1-2⁢ν\dfrac{2G\nu}{1-2\nu}
	
	2⁢G⁢(1+ν)3⁢(1-2⁢ν)\dfrac{2G(1+\nu)}{3(1-2\nu)}


	ν\nu, KK
	3⁢K⁢(1-2⁢ν)3K(1-2\nu)
	
	3⁢K⁢ν1+ν\dfrac{3K\nu}{1+\nu}
	3⁢K⁢(1-2⁢ν)2⁢(1+ν)\dfrac{3K(1-2\nu)}{2(1+\nu)}
	


	λ\lambda, μ\mu
	λ2⁢(λ+μ)\dfrac{\lambda}{2(\lambda+\mu)}
	
	λ+2⁢μ\lambda+2\mu
	
	λ+2⁢μ3\lambda+\dfrac{2\mu}{3}




Πίνακας 1.1: Κύριες σχέσεις μεταξύ των ελαστικών σταθερών.





















1.4 Επίπεδη παραμόρφωση



H εντατική κατάσταση της επίπεδης παραμόρφωσης αποτελεί μια αρκετά συνηθισμένη
εντατική κατάσταση σε προβλήματα γεωτεχνικής μηχανικής.
Αναφέρεται σε περιπτώσεις κατά τις οποίες οι παραμορφώσεις οι σχετικές με ένα
επίπεδο, κατά σύμβαση το επίπεδο κάθετα στον άξονα zz, είναι μηδενικές ή σχεδόν
μηδενικές [7], ισχύει δηλαδή:





	
	εz⁢z≡γy⁢z≡γz⁢x≈0\varepsilon_{zz}\equiv\gamma_{yz}\equiv\gamma_{zx}\approx 0
	
	(1.176)






Συνθήκες επίπεδης παραμόρφωσης θεωρούμε ότι επικρατούν σε σώματα στα οποία δεν
μεταβάλλεται ούτε η γεωμετρία αλλά ούτε και η φόρτιση κατά μήκος του άξονα zz,
όπως φαίνεται στο Σχήμα 1.11, και:


	1. 

Υπάρχουν οι κατάλληλοι περιορισμοί που επιβάλλουν τη συνθήκη που περιγράφεται
από την (1.176).




	2. 

Το σώμα είναι αρκετά επίμηκες (Lz→∞L_{z}\rightarrow\infty) ούτως ώστε να θεωρήσουμε
ότι ισχύει η (1.176).








[image: ]
Σχήμα 1.11: Περίπτωση επίπεδης παραμόρφωσης.




Στη δεύτερη περίπτωση ανήκουν πολλά προβλήματα της γεωτεχνικής μηχανικής, όπως
φράγματα, επιχώματα, ορύγματα, τοίχοι αντιστήριξης κ.ά.
(βλ. και Σχήμα 1.12).








[image: ]
Σχήμα 1.12: Τυπικά προβλήματα γεωτεχνικής μηχανικής στα οποία επικρατούν συνθήκες
επίπεδης παραμόρφωσης.




Οι σχέσεις τάσεων παραμορφώσεων προκύπτουν από το τρισδιάστατο μητρώο ελαστικότητας
μηδενίζοντας τους αντίστοιχους όρους που ορίζονται στην (1.176).
Για την περίπτωση της ισότροπης ελαστικότητας π.χ. ισχύει:





	
	[σ11σ22σ33σ23σ13σ12]=E(1+ν)⁢(1-2⁢ν)⁢[1-ννν000ν1-νν000νν1-ν000000(1-2⁢ν)/2000000(1-2⁢ν)/2000000(1-2⁢ν)/2]⁢[ε11ε22ε332⁢ε232⁢ε132⁢ε12]\left[\begin{array}[]{c}\sigma_{11}\\
\sigma_{22}\\
\sigma_{33}\\
\sigma_{23}\\
\sigma_{13}\\
\sigma_{12}\\
\end{array}\right]=\dfrac{E}{(1+\nu)(1-2\nu)}\left[\begin{array}[]{cccccc}1-%
\nu&\nu&\nu&0&0&0\\
\nu&1-\nu&\nu&0&0&0\\
\nu&\nu&1-\nu&0&0&0\\
0&0&0&(1-2\nu)/2&0&0\\
0&0&0&0&(1-2\nu)/2&0\\
0&0&0&0&0&(1-2\nu)/2\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}\varepsilon_{11}\\
\varepsilon_{22}\\
\varepsilon_{33}\\
2\varepsilon_{23}\\
2\varepsilon_{13}\\
2\varepsilon_{12}\\
\end{array}\right]
	
	(1.177)



και αντικαθιστώντας την (1.176) προκύπτει:





	
	[σ11σ22σ33σ23σ13σ12]=E(1+ν)⁢(1-2⁢ν)⁢[1-ννν000ν1-νν000νν1-ν000000(1-2⁢ν)/2000000(1-2⁢ν)/2000000(1-2⁢ν)/2]⁢[ε11ε220002⁢ε12]\left[\begin{array}[]{c}\sigma_{11}\\
\sigma_{22}\\
\sigma_{33}\\
\sigma_{23}\\
\sigma_{13}\\
\sigma_{12}\\
\end{array}\right]=\dfrac{E}{(1+\nu)(1-2\nu)}\left[\begin{array}[]{cccccc}1-%
\nu&\nu&\nu&0&0&0\\
\nu&1-\nu&\nu&0&0&0\\
\nu&\nu&1-\nu&0&0&0\\
0&0&0&(1-2\nu)/2&0&0\\
0&0&0&0&(1-2\nu)/2&0\\
0&0&0&0&0&(1-2\nu)/2\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}\varepsilon_{11}\\
\varepsilon_{22}\\
0\\
0\\
0\\
2\varepsilon_{12}\\
\end{array}\right]
	
	(1.178)






Από την παραπάνω σχέση εύκολα προκύπτει ότι





	
	σ23\displaystyle\sigma_{23}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.179)


	
	σ13\displaystyle\sigma_{13}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.180)



και





	
	σ33=ν⁢(ε11+ε22).\sigma_{33}=\nu(\varepsilon_{11}+\varepsilon_{22}).
	
	(1.181)






Επομένως οι σχέσεις τάσεων παραμορφώσεων μπορούν πλέον να περιγραφούν από
την ακόλουθη σχέση:





	
	[σ11σ22σ12]=E(1+ν)⁢(1-2⁢ν)⁢[1-νν0ν1-ν000(1-2⁢ν)/2]⁢[ε11ε222⁢ε12]\left[\begin{array}[]{c}\sigma_{11}\\
\sigma_{22}\\
\sigma_{12}\\
\end{array}\right]=\dfrac{E}{(1+\nu)(1-2\nu)}\left[\begin{array}[]{cccccc}1-%
\nu&\nu&0\\
\nu&1-\nu&0\\
0&0&(1-2\nu)/2\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}\varepsilon_{11}\\
\varepsilon_{22}\\
2\varepsilon_{12}\\
\end{array}\right]
	
	(1.182)





















1.5 Αξονοσυμμετρία



Αντίστοιχη εντατική κατάσταση είναι και η κατάσταση της αξονοσυμμετρίας που
αφορά σώματα που εμφανίζουν περιστροφική συμμετρία,
τόσο όσον αφορά τη γεωμετρία αλλά και όσον αφορά και τη φόρτιση
γύρω από έναν άξονα
[4]
(βλ. π.χ. Σχήμα 1.13.)



[image: ]
Σχήμα 1.13: Περίπτωση αξονοσυμμετρίας.




Και αυτή η εντατική κατάσταση συναντάται συχνά στη γεωτεχνική μηχανική, όπως π.χ.
σε περιπτώσεις θεμελίων ή πασσάλων κυκλικής διατομής, ή κυκλικών κατασκευών γενικότερα
(π.χ. σιλό, δεξαμενές).








1.5.1 Το σύστημα συντεταγμένων



Για τον προσδιορισμό των καταστατικών εξισώσεων του αξονοσυμμετρικού προβλήματος,
χρησιμοποιείται ένα κυλινδρικό σύστημα συντεταγμένων (r,z,θ)(r,z,\theta), όπου:


	rr 

η ακτινική συντεταγμένη,




	zz 

η συντεταγμένη κατά τον άξονα συμμετρίας και




	θ\theta 

η περιμετρική συντεταγμένη.









Σημειώνεται ότι το (r,z)(r,z) αποτελεί ένα δεξιόστροφο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων
για τα επίπεδα όπου θ=σταθερό\theta=\text{σταθερό}, ενώ για τα επίπεδα όπου ισχύει z=c⁢o⁢n⁢s⁢tz=const
σχηματίζεται το πολικό σύστημα συντεταγμένων (r,θ)(r,\theta).




Το παραπάνω σύστημα συντεταγμένων δίνεται στο
Σχήμα 1.5.






1.5.2 Μετακινήσεις, παραμορφώσεις και τάσεις



Το πεδίο μετακινήσεων είναι μια συνάρτηση μόνο της ακτινικής συντεταγμένης rr
και της συντεταγμένης κατά τον άξονα συμμετρίας zz και ορίζεται ως:





	
	𝒖⁢(r,z)=[ur⁢(r,z)uz⁢(r,z)]\boldsymbol{u}(r,z)=\left[\begin{array}[]{c}u_{r}(r,z)\\
u_{z}(r,z)\end{array}\right]
	
	(1.183)






Ο τανυστής των απειροστών παραμορφώσεων στο κυλινδρικό σύστημα συντεταγμένων
δίνεται από το 3×33\times 3:





	
	𝜺⁢(r,z)=[εr⁢rεr⁢zεr⁢θεz⁢rεz⁢zεz⁢θεr⁢θεz⁢θεθ⁢θ]\boldsymbol{\varepsilon}(r,z)=\left[\begin{array}[]{ccc}\varepsilon_{rr}&%
\varepsilon_{rz}&\varepsilon_{r\theta}\\
\varepsilon_{zr}&\varepsilon_{zz}&\varepsilon_{z\theta}\\
\varepsilon_{r\theta}&\varepsilon_{z\theta}&\varepsilon_{\theta\theta}\\
\end{array}\right]
	
	(1.184)






Το παραπάνω μητρώο είναι συμμετρικό, ισχύει δηλαδή ότι:





	
	εi⁢j=εj⁢i για i,j=1,2,3.\varepsilon_{ij}=\varepsilon_{ji}\quad\text{για}\quad i,j=1,2,3.
	
	(1.185)






Λόγω των παραδοχών της αξονοσυμμετρικής κατάστασης, ισχύει:





	
	εr⁢θ\displaystyle\varepsilon_{r\theta}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.186)


	
	εz⁢θ\displaystyle\varepsilon_{z\theta}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.187)



και επομένως ο τανυστής των παραμορφώσεων ξαναγράφεται ως:





	
	𝜺⁢(r,z)=[εr⁢rεr⁢z0εz⁢rεz⁢zεz⁢θ0εz⁢θεθ⁢θ]\boldsymbol{\varepsilon}(r,z)=\left[\begin{array}[]{ccc}\varepsilon_{rr}&%
\varepsilon_{rz}&0\\
\varepsilon_{zr}&\varepsilon_{zz}&\varepsilon_{z\theta}\\
0&\varepsilon_{z\theta}&\varepsilon_{\theta\theta}\\
\end{array}\right]
	
	(1.188)



Εύκολα διαπιστώνεται ότι οι όροι του μητρώου 𝜺⁢(r,z)\boldsymbol{\varepsilon}(r,z) είναι
συναρτήσεις μόνο των συντεταγμένων rr και zz.




Όπως και στις προηγούμενες ενότητες,
παραλείποντας τους μηδενικούς όρους το παραπάνω μητρώο επαναδιατυπώνεται ως
ένα διάνυσμα 4×14\times 1:





	
	𝜺⁢(r,z)=[εr⁢rεz⁢zεθ⁢θεr⁢z]\boldsymbol{\varepsilon}(r,z)=\left[\begin{array}[]{c}\varepsilon_{rr}\\
\varepsilon_{zz}\\
\varepsilon_{\theta\theta}\\
\varepsilon_{rz}\\
\end{array}\right]
	
	(1.189)






Συχνά στη βιβλιογραφία συναντούμε το παραπάνω διάνυσμα και ως:





	
	𝜺⁢(r,z)=[εr⁢rεz⁢zεθ⁢θγr⁢z]\boldsymbol{\varepsilon}(r,z)=\left[\begin{array}[]{c}\varepsilon_{rr}\\
\varepsilon_{zz}\\
\varepsilon_{\theta\theta}\\
\gamma_{rz}\\
\end{array}\right]
	
	(1.190)



όπου





	
	γr⁢z=εr⁢z+εz⁢r=2⁢εr⁢z.\gamma_{rz}=\varepsilon_{rz}+\varepsilon_{zr}=2\varepsilon_{rz}.
	
	(1.191)



Στην περίπτωση αυτή χρήζει ιδιαίτερης προσοχής ο ορισμός του μητρώου ελαστικότητας.




Ο τανυστής των τάσεων σε κυλινδρικές συντεταγμένες δίνεται αντίστοιχα από
το συμμετρικό μητρώο:





	
	𝝈⁢(r,z)=[σr⁢rσr⁢zσr⁢θσz⁢rσz⁢zσz⁢θσr⁢θσz⁢θσθ⁢θ]\boldsymbol{\sigma}(r,z)=\left[\begin{array}[]{ccc}\sigma_{rr}&\sigma_{rz}&%
\sigma_{r\theta}\\
\sigma_{zr}&\sigma_{zz}&\sigma_{z\theta}\\
\sigma_{r\theta}&\sigma_{z\theta}&\sigma_{\theta\theta}\\
\end{array}\right]
	
	(1.192)






Και σε αυτή την περίπτωση, λόγω των παραδοχών της αξονοσυμμετρικής κατάστασης,
ισχύει:





	
	σr⁢θ\displaystyle\sigma_{r\theta}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.193)


	
	σz⁢θ\displaystyle\sigma_{z\theta}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.194)



και επομένως ο τανυστής των τάσεων ξαναγράφεται ως:





	
	𝝈⁢(r,z)=[σr⁢rσr⁢z0σz⁢rσz⁢zσz⁢θ0σz⁢θσθ⁢θ]\boldsymbol{\sigma}(r,z)=\left[\begin{array}[]{ccc}\sigma_{rr}&\sigma_{rz}&0\\
\sigma_{zr}&\sigma_{zz}&\sigma_{z\theta}\\
0&\sigma_{z\theta}&\sigma_{\theta\theta}\\
\end{array}\right]
	
	(1.195)






Αντίστοιχα με τον τανυστή των παραμορφώσεων, ο τανυστής των τάσεων
επαναδιατυπώνεται ως ένα διάνυσμα 4×14\times 1, του οποίου οι όροι είναι συναρτήσεις
μόνο των συντεταγμένων rr και zz:





	
	𝝈⁢(r,z)=[σr⁢rσz⁢zσθ⁢θσr⁢z]\boldsymbol{\sigma}(r,z)=\left[\begin{array}[]{c}\sigma_{rr}\\
\sigma_{zz}\\
\sigma_{\theta\theta}\\
\sigma_{rz}\\
\end{array}\right]
	
	(1.196)








1.5.3 Κινηματικές εξισώσεις



Συνεχίζουμε με τον προσδιορισμό των κινηματικών εξισώσεων την αξονοσυμμετρική
κατάσταση.
Οι σχέσεις μετακινήσεων-παραμορφώσεων για το πρόβλημα δίνονται ως:





	
	εr⁢r\displaystyle\varepsilon_{rr}
	=∂⁡ur∂⁡r\displaystyle=\dfrac{\partial u_{r}}{\partial r}
	
	(1.197)


	
	εz⁢z\displaystyle\varepsilon_{zz}
	=∂⁡uz∂⁡z\displaystyle=\dfrac{\partial u_{z}}{\partial z}
	
	(1.198)


	
	εθ⁢θ\displaystyle\varepsilon_{\theta\theta}
	=urr\displaystyle=\dfrac{u_{r}}{r}
	
	(1.199)


	
	εr⁢z\displaystyle\varepsilon_{rz}
	=12⁢(∂⁡ur∂⁡z+∂⁡uz∂⁡r)\displaystyle=\dfrac{1}{2}\left(\dfrac{\partial u_{r}}{\partial z}+\dfrac{%
\partial u_{z}}{\partial r}\right)
	
	(1.200)






Οι παραπάνω εξισώσεις δίνονται σε μητρωική μορφή ως:





	
	𝜺𝒓⁢𝒓=[εr⁢rεz⁢zεθ⁢θεr⁢z]=[∂∂⁡r00∂∂⁡z1r0∂∂⁡z∂∂⁡r]⁢[εrεz]\boldsymbol{\varepsilon_{rr}}=\left[\begin{array}[]{c}\varepsilon_{rr}\\
\varepsilon_{zz}\\
\varepsilon_{\theta\theta}\\
\varepsilon_{rz}\\
\end{array}\right]=\left[\begin{array}[]{cc}\dfrac{\partial}{\partial r}&0\\
0&\dfrac{\partial}{\partial z}\\
\dfrac{1}{r}&0\\
\dfrac{\partial}{\partial z}&\dfrac{\partial}{\partial r}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}\varepsilon_{r}\\
\varepsilon_{z}\end{array}\right]
	
	(1.201)



ή αλλιώς σε συνεπτυγμένη μορφή,





	
	𝜺=𝐁⁢𝒖\boldsymbol{\varepsilon}=\mathbf{B}\boldsymbol{u}
	
	(1.202)



όπου 𝐁\mathbf{B} το μητρώο 4×24\times 2 που ορίζεται ως





	
	𝐁=[∂∂⁡r00∂∂⁡z1r0∂∂⁡z∂∂⁡r]⁢[εrεz]\mathbf{B}=\left[\begin{array}[]{cc}\dfrac{\partial}{\partial r}&0\\
0&\dfrac{\partial}{\partial z}\\
\dfrac{1}{r}&0\\
\dfrac{\partial}{\partial z}&\dfrac{\partial}{\partial r}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}\varepsilon_{r}\\
\varepsilon_{z}\end{array}\right]
	
	(1.203)



είναι ένας διαφορικός τελεστής που συνδέει τις μετακινήσεις με τις παραμορφώσεις.






1.5.4 Καταστατικές εξισώσεις



Οι καταστατικές εξισώσεις, οι σχέσεις τάσεων-παραμορφώσεων δηλαδή, δίνονται
από τη σχέση





	
	𝜺𝒓⁢𝒓=[εr⁢rεz⁢zεθ⁢θεr⁢z]=[C11C21C31C41C12C22C32C42C13C23C33C43C14C24C34C44]⁢[εr⁢rεz⁢zεθ⁢θεr⁢z]\boldsymbol{\varepsilon_{rr}}=\left[\begin{array}[]{c}\varepsilon_{rr}\\
\varepsilon_{zz}\\
\varepsilon_{\theta\theta}\\
\varepsilon_{rz}\\
\end{array}\right]=\left[\begin{array}[]{cccc}C_{11}&C_{21}&C_{31}&C_{41}\\
C_{12}&C_{22}&C_{32}&C_{42}\\
C_{13}&C_{23}&C_{33}&C_{43}\\
C_{14}&C_{24}&C_{34}&C_{44}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}\varepsilon_{rr}\\
\varepsilon_{zz}\\
\varepsilon_{\theta\theta}\\
\varepsilon_{rz}\\
\end{array}\right]
	
	(1.204)



ή αλλιώς σε συνεπτυγμένη μορφή,





	
	𝜺=𝐂⁢𝝈\boldsymbol{\varepsilon}=\mathbf{C}\boldsymbol{\sigma}
	
	(1.205)



όπου 𝐂\mathbf{C} το μητρώο του τανυστή της ελαστικότητας





	
	𝐂=[C11C21C31C41C12C22C32C42C13C23C33C43C14C24C34C44].\mathbf{C}=\left[\begin{array}[]{cccc}C_{11}&C_{21}&C_{31}&C_{41}\\
C_{12}&C_{22}&C_{32}&C_{42}\\
C_{13}&C_{23}&C_{33}&C_{43}\\
C_{14}&C_{24}&C_{34}&C_{44}\\
\end{array}\right].
	
	(1.206)






Λόγω της παραδοχής της αξονοσυμμετρίας, οι περιμετρικές τάσεις
σθ⁢θ\sigma_{\theta\theta} δεν θα πρέπει να συνδέονται με τις διατμητικές
παραμορφώσεις εr⁢z\varepsilon_{rz}.
Θα πρέπει δηλαδή να ισχύει





	
	σθ⁢θ=C13⁢εr⁢r+C23⁢εz⁢z+C33⁢εθ⁢θ\sigma_{\theta\theta}=C_{13}\varepsilon_{rr}+C_{23}\varepsilon_{zz}+C_{33}%
\varepsilon_{\theta\theta}
	
	(1.207)



μόνο.




Επομένως μπορούμε να ξαναγράψουμε το μητρώο του τανυστή της ελαστικότητας
ως:





	
	𝐂=[C11C21C31C41C12C22C32C42C13C23C330C14C240C44]\mathbf{C}=\left[\begin{array}[]{cccc}C_{11}&C_{21}&C_{31}&C_{41}\\
C_{12}&C_{22}&C_{32}&C_{42}\\
C_{13}&C_{23}&C_{33}&0\\
C_{14}&C_{24}&0&C_{44}\\
\end{array}\right]
	
	(1.208)



γιατί εξαιτίας της συμμετρίας θα πρέπει να ισχύει:





	
	C43=C34=0C_{43}=C_{34}=0
	
	(1.209)






Θεωρώντας τώρα ένα ομογενές και ισότροπο υλικό με μέτρο του Young EE και λόγο
του Poisson ν\nu, το μητρώο του τανυστή της ελαστικότητας για την περίπτωση
της αξονοσυμμετρίας δίνεται ως:





	
	𝐂=E(1+ν)⁢(1-ν)⁢[1-ννν0ν1-νν0νν1-ν000012⁢(1-2⁢ν)]\mathbf{C}=\dfrac{E}{(1+\nu)(1-\nu)}\left[\begin{array}[]{cccc}1-\nu&\nu&\nu&0%
\\
\nu&1-\nu&\nu&0\\
\nu&\nu&1-\nu&0\\
0&0&0&\dfrac{1}{2}(1-2\nu)\\
\end{array}\right]
	
	(1.210)








1.5.5 Εξισώσεις ισορροπίας



Τέλος δίνονται οι γενικές (τρισδιάστατες)
μερικές διαφορικές εξισώσεις ισορροπίας σε κυλινδρικές
συντεταγμένες, οι οποίες ορίζονται ως:





	
	1r⁢∂∂⁡r⁢σr⁢r+1r⁢∂∂⁡θ⁢σr⁢θ+∂∂⁡z⁢(r⁢σz)-σθ⁢θr+br\displaystyle\dfrac{1}{r}\dfrac{\partial}{\partial r}\sigma_{rr}+\dfrac{1}{r}%
\dfrac{\partial}{\partial\theta}\sigma_{r\theta}+\dfrac{\partial}{\partial z}%
\left(r\sigma_{z}\right)-\dfrac{\sigma_{\theta\theta}}{r}+b_{r}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.211)


	
	1r⁢∂∂⁡r⁢(r⁢σz⁢r)+1r⁢σz⁢θ+∂∂⁡z⁢σz⁢z+bz\displaystyle\dfrac{1}{r}\dfrac{\partial}{\partial r}\left(r\sigma_{zr}\right)%
+\dfrac{1}{r}\sigma_{z\theta}+\dfrac{\partial}{\partial z}\sigma_{zz}+b_{z}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.212)


	
	1r2⁢∂∂⁡r⁢(r2⁢σθ⁢r)+1r⁢∂∂⁡z⁢σθ⁢θ+∂∂⁡z⁢σθ⁢z+bθ\displaystyle\dfrac{1}{r^{2}}\dfrac{\partial}{\partial r}\left(r^{2}\sigma_{%
\theta r}\right)+\dfrac{1}{r}\dfrac{\partial}{\partial z}\sigma_{\theta\theta}%
+\dfrac{\partial}{\partial z}\sigma_{\theta z}+b_{\theta}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.213)



όπου brb_{r}, bzb_{z}, bθb_{\theta}, τα στοιχεία του διανύσματος 𝒃\boldsymbol{b}
των μαζικών δυνάμεων







	
	𝒃=[brbzbθ]\boldsymbol{b}=\left[\begin{array}[]{c}b_{r}\\
b_{z}\\
b_{\theta}\\
\end{array}\right]
	
	(1.214)



κατά τις διευθύνσεις rr, zz και θ\theta αντίστοιχα.




Για το αξονοσυμμετρικό πρόβλημα οι παραπάνω εξισώσεις
(1.211)
γράφονται ως:





	
	1r⁢∂∂⁡r⁢σr⁢r+∂∂⁡z⁢(r⁢σz)-σθ⁢θr+br\displaystyle\dfrac{1}{r}\dfrac{\partial}{\partial r}\sigma_{rr}+\dfrac{%
\partial}{\partial z}\left(r\sigma_{z}\right)-\dfrac{\sigma_{\theta\theta}}{r}%
+b_{r}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.215)


	
	1r⁢∂∂⁡r⁢(r⁢σz⁢r)+∂∂⁡z⁢σz⁢z+bz\displaystyle\dfrac{1}{r}\dfrac{\partial}{\partial r}\left(r\sigma_{zr}\right)%
+\dfrac{\partial}{\partial z}\sigma_{zz}+b_{z}
	=0\displaystyle=0
	
	(1.216)






Η τρίτη εξίσωση από τη σχέση (1.211)
ισχύει ταυτοτικά αν bθ=0b_{\theta}=0.
Αν bθ≠0b_{\theta}\neq 0, το πρόβλημα δεν μπορεί να θεωρηθεί αξονοσυμμετρικό.
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Κεφάλαιο 2 Η μέθοδος των πεπερασμένων στοιχείων



Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζεται η μέθοδος των πεπερασμένων στοιχείων.




Η προσέγγιση που προκρίνεται για την περιγραφή της μεθόδου των πεπερασμένων
στοιχείων στο παρόν βιβλίο είναι αυτή των σταθμισμένων καταλοίπων.
Τα βασικά βήματα της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων με τη μέθοδο των
σταθμισμένων καταλοίπων είναι:



	1. 

Ορισμός της ισχυρής μορφής του προβλήματος.




	2. 

Ορισμός της ασθενούς μορφής του προβλήματος.




	3. 

Επιλογή προσεγγιστικών συναρτήσεων για τις άγνωστες εξισώσεις.




	4. 

Επίλυση του συστήματος.






Το παρόν κεφάλαιο επομένως διαρθρώνεται με τρόπο που να αντιστοιχεί στα παραπάνω
βήματα.




Αρχικά ορίζεται το πρόβλημα με τη βοήθεια της κλασικής εξίσωσης Poisson
(Ενότητα 2.1).
Πιο συγκεκριμένα, εξετάζεται το πρόβλημα ροής που περιγράφεται από την
εξίσωση Poisson και δίνονται
οι εξισώσεις πεδίου (Ενότητα 2.1.1) και
οι συνοριακές συνθήκες (Ενότητα 2.1.2).
Η σύνοψη των εξισώσεων σε διάφορες μορφές που συναντώνται στη βιβλιογραφία
παρουσιάζονται στην Ενότητα 2.1.3.




Στη συνέχεια εξετάζεται η ασθενής διατύπωση του προβλήματος
και συγκρίνεται με την αντίστοιχη ισχυρή μορφή
(Ενότητα 2.2).




Ακολουθεί η προσέγγιση της άγνωστης συνάρτησης που αποτελεί τη λύση των
εξισώσεων του προβλήματος (Ενότητα 2.3).
Εξηγείται η έννοια της προσεγγιστικής συνάρτησης στη
μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων (Ενότητα 2.3.1),
οι συναρτήσεις βάσης (Ενότητα 2.3.2)
και πώς τα παραπάνω εφαρμόζονται στην ασθενή διατύπωση του προβλήματος
(Ενότητα 2.3.3).






Στη συνέχεια εξετάζεται η αντικατάσταση της συνάρτησης βάρους
και επαναδιατυπώνεται η ασθενής μορφή του προβλήματος
(Ενότητα 2.4).






Ακολουθεί η σύγκριση της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων με την εξίσου διαδεδομένη
μέθοδο των πεπερασμένων διαφορών (Ενότητα 2.5),
όπου επισημαίνονται οι κύριες διαφορές τους.






Τέλος δίνεται η εφαρμογή της μεθόδου στις εξισώσεις της ελαστοστατικής
(Ενότητα 2.6), όπου εξετάζεται συνοπτικά
το πρόβλημα της δισδιάστατης ελαστικότητας
(Ενότητα 2.6.1).
Για λόγους πληρότητας διατυπώνονται οι χαρακτηριστικές εξισώσεις
και με την σρχή των δυνατών έργων
(Ενότητα 2.6.2).






Στο τέλος του κεφαλαίου παρατίθεται η σχετική βιβλιογραφία
(Ενότητα 2.7).


















2.1 Ορισμός του προβλήματος. Η εξίσωση Poisson



Για την καλύτερη κατανόηση της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων εξετάζεται
στη συνέχεια με ένα τυπικό πρόβλημα υπόγειας ροής [1], όπως δίνεται
στο Σχήμα 2.1.
Στο υπόψη σχήμα περιγράφεται η ροή του νερού ενός αδιαπέρατου φράγματος μέσω μίας
διαπερατής εδαφικής στρώσης στη βάση του ταμιευτήρα.






[image: ]
Σχήμα 2.1: Δισδιάστατο πρόβλημα υπόγειας ροής.




Για ένα τυπικό στοιχείο μοναδιαίου πάχους και διαστάσεων d⁢xdx και d⁢ydy
(βλ. Σχήμα 2.2) που βρίσκεται εντός της διαπερατής
εδαφικής στρώσης του Σχήματος 2.1,
η αρχή διατήρησης της μάζας ορίζει ότι θα πρέπει η συνολική ροή που εισέρχεται
να είναι ίση με τη ροή που εξέρχεται.







[image: ]
Σχήμα 2.2: Τυπικό στοιχείο μοναδιαίου πάχους και διαστάσεων d⁢xdx και d⁢ydy.




Επομένως ισχύει ότι:





	
	(q|y-q|y+d⁢y)⁢d⁢x+(q|x-q|x+d⁢x)⁢d⁢y=s\left(q|_{y}-q|_{y+dy}\right)dx+\left(q|_{x}-q|_{x+dx}\right)dy=s
	
	(2.1)



όπου qq η ροή και ss ένας όρος που αναφέρεται στην ύπαρξη επιπρόσθετης εισροής
εκροής εντός του στοιχειώδους τμήματος που εξετάζεται.




Η παραπάνω εξίσωση μπορεί να γραφτεί και ως:





	
	-∂⁡qy∂⁡y⁢d⁢x⁢d⁢y-∂⁡qx∂⁡x⁢d⁢x⁢d⁢y=s.-\dfrac{\partial q_{y}}{\partial y}dxdy-\dfrac{\partial q_{x}}{\partial x}dxdy%
=s.
	
	(2.2)






Ο Νόμος του Darcy ορίζει τη ροή ως συνάρτηση μιας συνάρτησης δυναμικού ϕ\phi ως







	
	qx\displaystyle q_{x}
	=-k⁢∂⁡ϕ∂⁡x,\displaystyle=-k\dfrac{\partial\phi}{\partial x},
	
	(2.3)


	
	qy\displaystyle q_{y}
	=-k⁢∂⁡ϕ∂⁡y\displaystyle=-k\dfrac{\partial\phi}{\partial y}
	
	(2.4)






Αντικαθιστώντας τις παραπάνω εξισώσεις στην (2.2), προκύπτει





	
	-∂∂⁡x⁢(-k⁢∂⁡ϕ∂⁡x)-∂∂⁡y⁢(-k⁢∂⁡ϕ∂⁡y)\displaystyle-\dfrac{\partial}{\partial x}\left(-k\dfrac{\partial\phi}{%
\partial x}\right)-\dfrac{\partial}{\partial y}\left(-k\dfrac{\partial\phi}{%
\partial y}\right)
	=s\displaystyle=s
	
	(2.5)


	
	∂∂⁡x⁢(k⁢∂⁡ϕ∂⁡x)+∂∂⁡y⁢(k⁢∂⁡ϕ∂⁡y)\displaystyle\dfrac{\partial}{\partial x}\left(k\dfrac{\partial\phi}{\partial x%
}\right)+\dfrac{\partial}{\partial y}\left(k\dfrac{\partial\phi}{\partial y}\right)
	=s\displaystyle=s
	
	(2.6)






Η (2.6) μπορεί να γραφτεί και ως





	
	∇⋅(k⁢∇⁡ϕ)=s\boxed@math{\nabla\cdot(k\nabla\phi)=s}
	
	(2.7)



όπου ∇⁢(∙)\nabla(\bullet) η κλίση (div) μίας πραγματικής
συνάρτησης πεδίου






	
	∇⁢(∙)=∂⁢(∙)∂⁡x+∂⁢(∙)∂⁡y\nabla(\bullet)=\dfrac{\partial(\bullet)}{\partial x}+\dfrac{\partial(\bullet)%
}{\partial y}
	
	(2.8)



και ∇⋅(∙)\nabla\cdot(\bullet) η απόκλιση (grad) μίας διανυσματικής
συνάρτησης






	
	∇⋅(∙)=∂⁢(∙)∂⁡x⋅x→+∂⁢(∙)∂⁡y⋅y→\nabla\cdot(\bullet)=\dfrac{\partial(\bullet)}{\partial x}\cdot\overrightarrow%
{x}+\dfrac{\partial(\bullet)}{\partial y}\cdot\overrightarrow{y}
	
	(2.9)



αντίστοιχα.




Η (2.7) αποτελεί μια εξίσωση που χρησιμοποιείται εκτεταμένα
για την περιγραφή προβλημάτων δυναμικού και είναι γνωστή και ως
γενικευμένη εξίσωση Poisson.






Η διαπερατότητα kk και η συνάρτηση ss μπορεί να είναι μεταβαλλόμενες χωρικά,
δηλαδή μπορεί να ισχύει:





	
	k\displaystyle k
	=k⁢(x,y),\displaystyle=k(x,y),
	
	(2.10)


	
	s\displaystyle s
	=s⁢(x,y).\displaystyle=s(x,y).
	
	(2.11)






Στην περίπτωση που η διαπερατότητα είναι σταθερή, τότε η
(2.7)
μπορεί να γραφτεί ως:





	
	k⁢∇2⁡ϕ=s\boxed@math{k\nabla^{2}\phi=s}
	
	(2.12)



η οποία αποτελεί την έκφραση της κλασικής εξίσωσης Poisson.






Στην παραπάνω εξίσωση





	
	∇2=∇⋅∇=△\nabla^{2}=\nabla\cdot\nabla=\triangle
	
	(2.13)



είναι ο τελεστής του Laplace.






Στην περίπτωση που και ο όρος φόρτισης είναι μηδενικός, τότε η
(2.12) απλοποιείται ακόμη περισσότερο και τελικώς εκφράζεται
σύμφωνα με τα παραπάνω ως:





	
	△⁢ϕ=0\boxed@math{\triangle\phi=0}
	
	(2.14)



Η εξίσωση αυτή είναι γνωστή ως εξίσωση του Laplace.
Οι λύσεις της εξίσωσης Laplace καλούνται αρμονικές συναρτήσεις.






2.1.1 Εξισώσεις πεδίου



Η απόκλιση της συνάρτησης δυναμικού ϕ\phi είναι ένα διάνυσμα
𝒈=∇⁡ϕ\boldsymbol{g}=\nabla\phi, το οποίο,
για την περίπτωση της δισδιάστατης ροής που εξετάζεται, δίνεται αναλυτικά ως:





	
	[gxgy]=[∂⁡ϕ∂⁡x∂⁡ϕ∂⁡y].\left[\begin{array}[]{c}g_{x}\\
g_{y}\\
\end{array}\right]=\left[\begin{array}[]{c}\dfrac{\partial\phi}{\partial x}\\
\dfrac{\partial\phi}{\partial y}\\
\end{array}\right].
	
	(2.15)






Το διάνυσμα της ροής 𝒒\boldsymbol{q} δίνεται από τον καταστατικό νόμο






	
	𝒒=-k⁢𝒈=-k⁢∇⁡ϕ,\boldsymbol{q}=-k\boldsymbol{g}=-k\nabla\phi,
	
	(2.16)



ή αναλυτικά





	
	[qxqy]=[-k⁢∂⁡ϕ∂⁡x-k⁢∂⁡ϕ∂⁡y],\left[\begin{array}[]{c}q_{x}\\
q_{y}\\
\end{array}\right]=\left[\begin{array}[]{c}-k\dfrac{\partial\phi}{\partial x}%
\\
-k\dfrac{\partial\phi}{\partial y}\\
\end{array}\right],
	
	(2.17)



ο οποίος αποτελεί έκφραση του νόμου του Darcy για ένα ισότροπο μέσο.






Η ροή ως προς μία κατεύθυνση dd που ορίζεται από το μοναδιαίο διάνυσμα
𝒅\boldsymbol{d} δίνεται ως:





	
	qd=𝒒⋅𝒅=𝒒T⁢𝒅=qx⁢dx+qy⁢dyq_{d}=\boldsymbol{q}\cdot\boldsymbol{d}=\boldsymbol{q}^{T}\boldsymbol{d}=q_{x}%
d_{x}+q_{y}d_{y}
	
	(2.18)



Η ροή qdq_{d} είναι ένα βαθμωτό μέγεθος και χαρακτηρίζει τη μεταφορά του ρευστού
προς τη δεδομένη κατεύθυνση.




Στην ειδική περίπτωση που το διάνυσμα 𝒅\boldsymbol{d} είναι το κάθετο διάνυσμα
𝒏\boldsymbol{n} στο σύνορο Γq\Gamma_{q}, τότε γράφεται:





	
	qn=𝒒⋅𝒏=𝒒T⁢𝒏=qx⁢nx+qy⁢nyq_{n}=\boldsymbol{q}\cdot\boldsymbol{n}=\boldsymbol{q}^{T}\boldsymbol{n}=q_{x}%
n_{x}+q_{y}n_{y}
	
	(2.19)






Τέλος, η εξίσωση ισορροπίας, όπως αναφέρθηκε προηγουμένως, δίνεται ως:






	
	∂⁡qx∂⁡x+∂⁡qy∂⁡y+s=0,\dfrac{\partial q_{x}}{\partial x}+\dfrac{\partial q_{y}}{\partial y}+s=0,
	
	(2.20)



ή





	
	∇⋅q+s=0.\nabla\cdot q+s=0.
	
	(2.21)






Οι εξισώσεις
(2.15),
(2.16) και
(2.21),
που ονομάζονται και
κινηματική εξίσωση,
καταστατική εξίσωση και
εξίσωση ισορροπίας
αντίστοιχα, αποτελούν τις εξισώσεις πεδίου του προβλήματος Poisson.










2.1.2 Συνοριακές συνθήκες



Οι τυπικές συνοριακές συνθήκες για το πρόβλημα Poisson ανήκουν σε μία από τις
επόμενες κατηγορίες:


	1. 

Η τιμή της συνάρτησης του δυναμικού ϕ\phi είναι γνωστή και ίση με
ϕ^\hat{\phi} σε ένα τμήμα Γϕ\Gamma_{\phi} του συνόρου Γ\Gamma, δηλαδή





	
	ϕ=ϕ^ στο Γϕ.\phi=\hat{\phi}\quad\text{στο}\quad\Gamma_{\phi}.
	
	(2.22)






	2. 

Η ροή qnq_{n} κάθετα στο υπόλοιπο τμήμα του συνόρου Γ\Gamma, που συμβολίζεται
με Γq\Gamma_{q}, είναι γνωστή, είναι δηλαδή γνωστό το διάνυσμα:





	
	qn=𝒒⋅𝒏=-k⁢∂⁡ϕ∂⁡n=q^ στο Γq.q_{n}=\boldsymbol{q}\cdot\boldsymbol{n}=-k\dfrac{\partial\phi}{\partial n}=%
\hat{q}\quad\text{στο}\quad\Gamma_{q}.
	
	(2.23)













2.1.3 Σύνοψη των εξισώσεων



Η κινηματική εξίσωση (2.15),
η καταστατική εξίσωση (2.16),
η εξίσωση ισορροπίας (2.21)
και οι συνοριακές συνθήκες
(2.22) και (2.23)
αποτελούν τις εξισώσεις που περιγράφουν το μαθηματικό προσομοίωμα του φυσικού προβλήματος.
Το συγκεκριμένο πρόβλημα, όπως διατυπώνεται μέσω του μαθηματικού του προσομοιώματος,
ανήκει σε μια κατηγορία προβλημάτων που ονομάζονται
προβλήματα συνοριακών τιμών.










Συνοψίζοντας τα παραπάνω, θεωρείται χρήσιμο να διατυπωθούν οι εξισώσεις του
προβλήματος με διαφορετικούς συμβολισμούς, όπως συχνά συναντώνται στη
βιβλιογραφία [3].





	1. 

Σε μορφή πινάκων/διανυσμάτων:





	
	Κινηματική εξίσωση:∇⁡ϕ=𝒈στο ⁢V,Καταστατικός νόμος:-k⁢𝒈=𝒒στο ⁢V,Εξίσωση ισορροπίας:∇⋅𝒒+s=0στο ⁢V,Συνοριακές συνθήκες:ϕ=ϕ^στο ⁢Sϕ,Συνοριακές συνθήκες:𝒒⋅𝒏=q^στο ⁢Sq.\boxed@math{\begin{array}[]{lcr}\text{Κινηματική εξίσωση:}&\nabla\phi=%
\boldsymbol{g}&\text{στο }V,\\
\text{Καταστατικός νόμος:}&-k\boldsymbol{g}=\boldsymbol{q}&\text{στο }V,\\
\text{Εξίσωση ισορροπίας:}&\nabla\cdot\boldsymbol{q}+s=0&\text{στο }V,\\
\text{Συνοριακές συνθήκες:}&\phi=\hat{\phi}&\text{στο }S_{\phi},\\
\text{Συνοριακές συνθήκες:}&\boldsymbol{q}\cdot\boldsymbol{n}=\hat{q}&\text{στ%
ο }S_{q}.\\
\end{array}}
	
	(2.24)



Ή ισοδύναμα:





	
	Κινηματική εξίσωση:𝒈⁢𝒓⁢𝒂⁢𝒅⁢ϕ=𝒈στο ⁢V,Καταστατικός νόμος:-k⁢𝒈=𝒒στο ⁢V,Εξίσωση ισορροπίας:𝒅⁢𝒊⁢𝒗⁢𝒒+s=0στο ⁢V,Συνοριακές συνθήκες:ϕ=ϕ^στο ⁢Sϕ,Συνοριακές συνθήκες:𝒒⋅𝒏=q^στο ⁢Sq.\boxed@math{\begin{array}[]{lcr}\text{Κινηματική εξίσωση:}&\boldsymbol{grad}\,%
\phi=\boldsymbol{g}&\text{στο }V,\\
\text{Καταστατικός νόμος:}&-k\boldsymbol{g}=\boldsymbol{q}&\text{στο }V,\\
\text{Εξίσωση ισορροπίας:}&\boldsymbol{div}\,\boldsymbol{q}+s=0&\text{στο }V,%
\\
\text{Συνοριακές συνθήκες:}&\phi=\hat{\phi}&\text{στο }S_{\phi},\\
\text{Συνοριακές συνθήκες:}&\boldsymbol{q}\cdot\boldsymbol{n}=\hat{q}&\text{στ%
ο }S_{q}.\\
\end{array}}
	
	(2.25)






	2. 

Σε μορφή δεικτών:





	
	Κινηματική εξίσωση:ϕ,i=giστο ⁢V,Καταστατικός νόμος:-k⁢gi=qiστο ⁢V,Εξίσωση ισορροπίας:qi,i+s=0στο ⁢V,Συνοριακές συνθήκες:ϕ=ϕ^στο ⁢Sϕ,Συνοριακές συνθήκες:qi⁢ni=q^στο ⁢Sq.\boxed@math{\begin{array}[]{lcr}\text{Κινηματική εξίσωση:}&\phi_{,i}=g_{i}&%
\text{στο }V,\\
\text{Καταστατικός νόμος:}&-kg_{i}=q_{i}&\text{στο }V,\\
\text{Εξίσωση ισορροπίας:}&q_{i,i}+s=0&\text{στο }V,\\
\text{Συνοριακές συνθήκες:}&\phi=\hat{\phi}&\text{στο }S_{\phi},\\
\text{Συνοριακές συνθήκες:}&q_{i}n_{i}=\hat{q}&\text{στο }S_{q}.\\
\end{array}}
	
	(2.26)






	3. 

Και τέλος σε πλήρη μορφή:





	
	Κινηματική εξίσωση:∂⁡ϕ∂⁡x=gx, ∂⁡ϕ∂⁡y=gy,στο ⁢V,Καταστατικός νόμος:-k⁢gx=qx, -k⁢gy=qyστο ⁢V,Εξίσωση ισορροπίας:∂⁡qx∂⁡x+∂⁡qx∂⁡x+s=0στο ⁢V,Συνοριακές συνθήκες:ϕ=ϕ^στο ⁢Sϕ,Συνοριακές συνθήκες:qx⁢nx+qy⁢ny=q^στο ⁢Sq.\boxed@math{\begin{array}[]{lcr}\text{Κινηματική εξίσωση:}&\dfrac{\partial\phi%
}{\partial x}=g_{x},\,\dfrac{\partial\phi}{\partial y}=g_{y},&\text{στο }V,\\
\text{Καταστατικός νόμος:}&-kg_{x}=q_{x},\,-kg_{y}=q_{y}&\text{στο }V,\\
\text{Εξίσωση ισορροπίας:}&\dfrac{\partial q_{x}}{\partial x}+\dfrac{\partial q%
_{x}}{\partial x}+s=0&\text{στο }V,\\
\text{Συνοριακές συνθήκες:}&\phi=\hat{\phi}&\text{στο }S_{\phi},\\
\text{Συνοριακές συνθήκες:}&q_{x}n_{x}+q_{y}n_{y}=\hat{q}&\text{στο }S_{q}.\\
\end{array}}
	
	(2.27)




























2.2 Ασθενής διατύπωση



Η παραπάνω μορφή του προβλήματος, δηλαδή:





	
	k⁢∇2⁡ϕ=sk\nabla^{2}\phi=s
	
	(2.28)



αποτελεί την επονομαζόμενη ισχυρή διατύπωση του προβλήματος Poisson,
που είναι ένα πρόβλημα μερικών διαφορικών εξισώσεων.






Ελάχιστα προβλήματα μερικών διαφορικών εξισώσεων που διατυπώνονται
σε ισχυρή μορφή έχουν λύσεις κλειστού τύπου και για αυτό τον λόγο
συνήθως επιχειρείται η προσεγγιστική επίλυσή τους μέσω της
επαναδιατύπωσής τους σε ασθενή μορφή.






Ως ασθενής μορφή (ή αλλιώς ασθενής διατύπωση) του προβλήματος ορίζεται
η διατύπωση εκείνη του ίδιου προβλήματος που αντιστοιχεί και είναι
ισοδύναμη με την ισχυρή του προβλήματος και δεν ισχύει σε κάθε σημείο αλλά
στο σύνολο της εξεταζόμενης περιοχής.




Η ασθενής διατύπωση του προβλήματος πραγματοποιείται ακολουθώντας τα
παρακάτω τέσσερα βήματα [6]:



	1. 

Πολλαπλασιάζεται η μερική διαφορική εξίσωση με μία τυχαία μεν, αλλά
αποδεκτή συνάρτηση 𝒘=0\boldsymbol{w}=0, η οποία ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες
𝒘=0\boldsymbol{w}=0 στο Γϕ\Gamma_{\phi}.




Η συνάρτηση 𝒘=0\boldsymbol{w}=0 επιλέγεται καταρχήν έτσι ώστε
το αρχικό πρόβλημα να μετατρέπεται από διανυσματικό σε βαθμωτό, π.χ. για το
πρόβλημα ροής που εξετάζεται, επιλέγεται
𝒘=[∙∙](2×1)\boldsymbol{w}=\left[\begin{array}[]{c}\bullet\\
\bullet\end{array}\right]_{(2\times 1)},
έτσι ώστε




	
	𝒘T︸(1×2)⋅(k⁢∇2⁡ϕ-s)︸(2×1)=βαθμωτό︸(1×1)\underbrace{\boldsymbol{w}^{T}}_{(1\times 2)}\cdot\underbrace{(k\nabla^{2}\phi%
-s)}_{(2\times 1)}=\underbrace{\text{βαθμωτό}}_{(1\times 1)}
	
	(2.29)






	2. 

Ολοκληρώνεται το παραπάνω γινόμενο στο σύνολο της εξεταζόμενης περιοχής του προβλήματος Ω\Omega.
Αυτό έχει ως αποτέλεσμα να προκύψει μια διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης
για το πρόβλημα Poisson που εξετάζεται στο παρόν κεφάλαιο.





	3. 

Στη συνέχεια απομειώνεται ο βαθμός της διαφορικής εξίσωσης εφαρμόζοντας το θεώρημα
ολοκλήρωσης του Green. Στη συγκεκριμένη περίπτωση το φυσικό πρόβλημα περιγράφεται
πλέον από μία διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης.






	4. 

Αντικαθίστανται τέλος οι συνοριακές συνθήκες.






Επομένως η ασθενής διατύπωση του συγκεκριμένου προβλήματος οδηγεί σε μία
βαθμωτή διανυσματική εξίσωση πρώτου βαθμού.




Αναλυτικά εφαρμόζοντας τα παραπάνω βήματα και ξεκινώντας από την
(2.28), η οποία δίνεται ως εξής,





	
	k⁢∇2⁡ϕ-s=0,k\nabla^{2}\phi-s=0,
	
	(2.30)



την πολλαπλασιάζουμε με την αποδεκτή συνάρτηση 𝒘\boldsymbol{w}, οπότε προκύπτει





	
	𝒘T⁢(k⁢∇2⁡ϕ-s)=0.\boldsymbol{w}^{T}(k\nabla^{2}\phi-s)=0.
	
	(2.31)






Θεωρούμε τώρα το ολοκλήρωμα G⁢(𝒘,ϕ)G(\boldsymbol{w},\phi) στην περιοχή του προβλήματος Ω\Omega





	
	G⁢(𝒘,ϕ)=∫Ω𝒘T⁢(k⁢∇2⁡ϕ-s)⁢d⁢Ω=0G(\boldsymbol{w},\phi)=\int_{\Omega}\boldsymbol{w}^{T}(k\nabla^{2}\phi-s)d%
\Omega=0
	
	(2.32)



το οποίο γράφεται και ως:





	
	G⁢(𝒘,ϕ)=∫Ω𝒘T⁢k⁢∇2⁡ϕ⁢d⁢Ω-∫Ω𝒘T⁢s⁢d⁢Ω=0.G(\boldsymbol{w},\phi)=\int_{\Omega}\boldsymbol{w}^{T}k\nabla^{2}\phi d\Omega-%
\int_{\Omega}\boldsymbol{w}^{T}sd\Omega=0.
	
	(2.33)






Με ολοκλήρωση κατά Green του πρώτου όρου προκύπτει:





	
	G⁢(𝒘,ϕ)=-∫Ω∇⁡𝒘T⁢k⁢∇⁡ϕ⁢d⁢Ω+∫Γ𝒘T⁢k⁢∇⁡ϕ⁢ni⁢d⁢Ω-∫Ω𝒘T⁢s⁢d⁢Ω=0G(\boldsymbol{w},\phi)=-\int_{\Omega}\nabla\boldsymbol{w}^{T}k\nabla\phi d%
\Omega+\int_{\Gamma}\boldsymbol{w}^{T}k\nabla\phi n_{i}d\Omega-\int_{\Omega}%
\boldsymbol{w}^{T}sd\Omega=0
	
	(2.34)



ή αντικαθιστώντας τη συνθήκη στο σύνορο του προβλήματος και
η οποία σύμφωνα με τα όσα περιγράφηκαν παραπάνω δίνεται από τη σχέση
q^=k⁢∇⁡ϕ⁢ni\hat{q}=k\nabla\phi n_{i}:





	
	G⁢(𝒘,ϕ)=-∫Ω∇⁡𝒘T⁢k⁢∇⁡ϕ⁢d⁢Ω+∫Γ𝒘T⁢q^⁢d⁢Ω-∫Ω𝒘T⁢s⁢d⁢Ω=0G(\boldsymbol{w},\phi)=-\int_{\Omega}\nabla\boldsymbol{w}^{T}k\nabla\phi d%
\Omega+\int_{\Gamma}\boldsymbol{w}^{T}\hat{q}d\Omega-\int_{\Omega}\boldsymbol{%
w}^{T}sd\Omega=0
	
	(2.35)






Ο συνοριακός όρος μπορεί να αναλυθεί ως





	
	∫Γw⁢q^⁢d⁢Ω=∫Γϕ𝒘T⁢q^⁢d⁢Ω+∫Γqw⁢q^⁢d⁢Ω\int_{\Gamma}w\hat{q}d\Omega=\int_{\Gamma_{\phi}}\boldsymbol{w}^{T}\hat{q}d%
\Omega+\int_{\Gamma_{q}}w\hat{q}d\Omega
	
	(2.36)



Επειδή όμως έχουμε θεωρήσει ότι για την τυχαία συνάρτηση 𝒘T\boldsymbol{w}^{T} ισχύει ότι
𝒘T=𝟎\boldsymbol{w}^{T}=\boldsymbol{0} στο Γϕ\Gamma_{\phi}, έχουμε





	
	∫Γ𝒘T⁢q^⁢d⁢Ω=∫Γq𝒘T⁢q^⁢d⁢Ω\int_{\Gamma}\boldsymbol{w}^{T}\hat{q}d\Omega=\int_{\Gamma_{q}}\boldsymbol{w}^%
{T}\hat{q}d\Omega
	
	(2.37)



και επομένως:





	
	G⁢(𝒘T,ϕ)=-∫Ω∇⁡𝒘T⁢k⁢∇⁡ϕ⁢d⁢Ω+∫Γq𝒘T⁢q^⁢d⁢Ω-∫Ω𝒘T⁢s⁢d⁢Ω=0G(\boldsymbol{w}^{T},\phi)=-\int_{\Omega}\nabla\boldsymbol{w}^{T}k\nabla\phi d%
\Omega+\int_{\Gamma_{q}}\boldsymbol{w}^{T}\hat{q}d\Omega-\int_{\Omega}%
\boldsymbol{w}^{T}sd\Omega=0
	
	(2.38)






Παρατηρούμε ότι η παραπάνω διατύπωση περιλαμβάνει μόνο πρώτες παραγώγους
αντί για τις δεύτερες παραγώγους του αρχικού προβλήματος.
Αυτό οδηγεί σε ασθενέστερους περιορισμούς κατά την επιλογή των συναρτήσεων
που αποτελούν πιθανές λύσεις του προβλήματος και για αυτό τον λόγο η παραπάνω διατύπωση ονομάζεται
ασθενής.




Συνοψίζοντας επομένως για το πρόβλημα, έχουμε την ισχυρή του διατύπωση:






	
	k⁢∇2⁡ϕ=sk\nabla^{2}\phi=s
	
	(2.39)



και την ασθενή του διατύπωση:






	
	-∫Ω∇⁡𝒘T⁢k⁢∇⁡ϕ⁢d⁢Ω+∫Γq𝒘T⁢q^⁢d⁢Ω-∫Ω𝒘T⁢s⁢d⁢Ω=0-\int_{\Omega}\nabla\boldsymbol{w}^{T}k\nabla\phi d\Omega+\int_{\Gamma_{q}}%
\boldsymbol{w}^{T}\hat{q}d\Omega-\int_{\Omega}\boldsymbol{w}^{T}sd\Omega=0
	
	(2.40)



οι οποίες θεωρούνται ισοδύναμες.



















2.3 Προσέγγιση της άγνωστης συνάρτησης



Στη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων, η περιοχή του εξεταζόμενου
προβλήματος χωρίζεται σε έναν πεπερασμένο αριθμό επιμέρους τμημάτων
(ή αλλιώς και συνηθέστερα στοιχείων) και η προσέγγιση
της άγνωστης συνάρτησης, που στη συγκεκριμένη περίπτωση είναι
η συνάρτηση του δυναμικού ϕ\phi, επιχειρείται καταρχήν ανά στοιχείο
[5].
Στη συνέχεια, η συνολική λύση του προβλήματος προκύπτει ως η σύνθεση των
επιμέρους προσεγγιστικών λύσεων επί του πεπερασμένου αριθμού των στοιχείων
στα οποία υποδιαιρείται η συνολική περιοχή του αρχικού προβλήματος.






Επομένως η συνολική λύση του προβλήματος προκύπτει από την προσέγγιση της λύσης
ανά στοιχείο, σε ένα σύνολο πεπερασμένου αριθμού στοιχείων που προσεγγίζουν την
αρχική περιοχή.




Στη διαδικασία αυτή οφείλεται και το όνομα της μεθόδου.




2.3.1 Η έννοια της προσεγγιστικής συνάρτησης στη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων



Αρχικά ας εξετάσουμε τις προσεγγίσεις των συναρτήσεων στο πλαίσιο της
μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων.
Έστω ff η συνάρτηση (συνεχής γραμμή) του
Σχήματος 2.3
η οποία είναι συνεχής στο διάστημα [0,1][0,1].
Αν είναι γνωστές οι τιμές της συνάρτησης στα σημεία x1⁢…⁢x5x_{1}\ldots x_{5} που ισαπέχουν
μεταξύ τους, τότε μπορούμε να προσεγγίσουμε την αρχική συνάρτηση ff με την
fhf^{h} (διακεκομμένη γραμμή).
Η προσεγγιστική συνάρτηση fhf^{h} εμφανίζει τα ακόλουθα χαρακτηριστικά:




	1. 

Είναι γραμμική κατά τμήματα.




	2. 

Οι τιμές της προσεγγιστικής συνάρτησης fhf^{h}
ταυτίζονται με τις τιμές της άγνωστης συνεχούς συνάρτησης ff
στα σημεία x1⁢…⁢x5x_{1}\ldots x_{5}.




	3. 

Εντός των επιμέρους τμημάτων που ορίζονται από τα σημεία x1⁢…⁢x5x_{1}\ldots x_{5}
η fhf^{h} αποτελεί μία γραμμική προσέγγιση της άγνωστης συνάρτησης ff.








[image: ]
Σχήμα 2.3: Μία συνεχής συνάρτηση (έντονη γραμμή) και μία γραμμική προσέγγισή της (διακεκομμένη γραμμή).




Αν τώρα η fhf^{h} περιοριστεί σε ένα μόνο τμήμα, έστω ee, τότε μπορούμε να ορίσουμε την αντίστοιχη
γραμμική συνάρτηση fef^{e} ως:





	
	fe=a⁢x+bf^{e}=ax+b
	
	(2.41)






Τα aa και bb μπορεί να είναι διαφορετικά σε καθένα από τα πέντε τμήματα
στα οποία υποδιαιρείται το διάστημα [0,1][0,1] αλλά είναι σταθερά εντός
των αντίστοιχων τμημάτων.






2.3.2 Συναρτήσεις βάσης



Στο Σχήμα 2.3 θεωρήσαμε 6 σημεία
x0⁢…⁢x5x_{0}\ldots x_{5} τα οποία ισαπέχουν μεταξύ τους και ορίζουν τα αντίστοιχα
5 ίσα τμήματα.
Γνωρίζουμε ότι στα άκρα του διαστήματος (x0=0x_{0}=0 και x5=1x_{5}=1) ισχύει ότι
f⁢(x)=0f(x)=0 ενώ στα ενδιάμεσα σημεία f⁢(x)≠0f(x)\neq 0.




Ορίζουμε τώρα τέσσερις συναρτήσεις NiN_{i}, i=1⁢…⁢4i=1\ldots 4 για τα
ενδιάμεσα σημεία (x1x_{1}, x2x_{2}, x3x_{3}, x4x_{4}), τα οποία στη
μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων αποκαλούνται κόμβοι.

Αντίστοιχα, τα τμήματα μεταξύ των σημείων ii και i+1i+1 θα
τα ονομάζουμε στη συνέχεια στοιχεία, όπως αναφέρθηκε και προηγουμένως.




Ένα χαρακτηριστικό των συναρτήσεων που θέλουμε να έχουν οι συναρτήσεις
NiN_{i} που ορίζουμε περιγράφεται από την ακόλουθη εξίσωση:





	
	Ni⁢(xj)=δi⁢jN_{i}(x_{j})=\delta_{ij}
	
	(2.42)



όπου δi⁢j\delta_{ij} το Δέλτα του Kronecker, για το οποίο ισχύει:





	
	δi⁢j={1αν⁢i=j0αλλιώς.\delta_{ij}=\left\{\begin{array}[]{cc}1&\text{αν}\;i=j\\
0&\text{αλλιώς.}\\
\end{array}\right.
	
	(2.43)






Θέλουμε δηλαδή για τις συναρτήσεις NiN_{i} να είναι ίσες με τη μονάδα
μόνο στον αντίστοιχο κόμβο ii που αναφέρονται
και μηδέν σε όλους τους υπόλοιπους.
Π.χ. για τη συνάρτηση N3N_{3} που αντιστοιχεί στον κόμβο x3x_{3} θέλουμε να ισχύει:





	
	N3={1αν⁢x=x30αλλιώς.N_{3}=\left\{\begin{array}[]{cc}1&\text{αν}\;x=x_{3}\\
0&\text{αλλιώς.}\\
\end{array}\right.
	
	(2.44)






Από τα παραπάνω προκύπτει και ένα άλλο κύριο
χαρακτηριστικό της γραμμικής συνάρτησης NiN_{i}, ότι δηλαδή
η NiN_{i} είναι μη μηδενική μόνο στα τμήματα ii και i+1i+1,
στα τμήματα δηλαδή που έχουν κοινό τον κόμβο ii.




Οι συναρτήσεις NiN_{i}, όπως περιγράφηκαν παραπάνω, δίνονται στο
Σχήμα 2.4.
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Σχήμα 2.4: Συναρτήσεις βάσης.




Τώρα που έχουν οριστεί οι συναρτήσεις NiN_{i}, ας δοκιμάσουμε να προσεγγίσουμε την
αρχική συνάρτηση ff.
Παρατηρώντας το Σχήμα 2.4, διακρίνουμε
ότι σε κάθε τμήμα στοιχείο αντιστοιχούν δύο συναρτήσεις NN.
Πιο συγκεκριμένα, για το στοιχείο ii
(ΕiΕ_{i} στο Σχήμα 2.4),
έχουμε τις συναρτήσεις NiN_{i} και Ni-1N_{i-1}.
Οι δύο αυτές συναρτήσεις μπορούν να παραστήσουν κάθε γραμμική συνάρτηση εντός του
στοιχείου ii.




Η γραμμική προσέγγιση μπορεί να γραφτεί ως ο γραμμικός συνδυασμός των
συναρτήσεων NiN_{i} ως εξής:





	
	fh⁢(x)=∑i=05fi⁢Ni⁢(x)f^{h}(x)=\sum_{i=0}^{5}f_{i}N_{i}(x)
	
	(2.45)






Για τα σημεία xix_{i}, προκύπτει από την παραπάνω σχέση:





	
	fh⁢(xi)=∑j=05fj⁢Nj⁢(xi)f^{h}(x_{i})=\sum_{j=0}^{5}f_{j}N_{j}(x_{i})
	
	(2.46)






Εισάγοντας τις (2.42)
και (2.43) προκύπτει:





	
	fh⁢(xi)=∑j=05fj⁢δi⁢j=fjf^{h}(x_{i})=\sum_{j=0}^{5}f_{j}\delta_{ij}=f_{j}
	
	(2.47)






Από την παραπάνω εξίσωση συμπεραίνεται ότι η τιμή της προσεγγιστικής
συνάρτησης fhf^{h} στους κόμβους με συντεταγμένες xix_{i}, όπου
i=0,…,5i=0,\ldots,5, ισούται με την τιμή του συντελεστή fif_{i}
(σημειώνεται ότι f0=0f_{0}=0 και f5=0f_{5}=0).




Αν γνωρίζουμε τις τιμές των συντελεστών fif_{i} στους κόμβους xix_{i},
τότε μπορούμε να προσεγγίσουμε με την fhf^{h} την ff.






2.3.3 Επιστροφή στην ασθενή διατύπωση του προβλήματος



Επιστρέφουμε τώρα στην ασθενή διατύπωση του προβλήματος (2.40),
δηλαδή,





	
	G⁢(w,ϕ)=-∫Ω∇⁡w⁢k⁢∇⁡ϕ⁢d⁢Ω+∫Γqw⁢q^⁢d⁢Ω-∫Ωw⁢s⁢d⁢Ω=0.G(w,\phi)=-\int_{\Omega}\nabla wk\nabla\phi d\Omega+\int_{\Gamma_{q}}w\hat{q}d%
\Omega-\int_{\Omega}wsd\Omega=0.
	
	(2.48)



Σύμφωνα με τα όσα αναφέρθηκαν στην προηγούμενη ενότητα, χωρίζουμε την περιοχή
του προβλήματος Ω\Omega σε υποπεριοχές (στοιχεία) ως:





	
	Ω≈Ωh=∑e=1ne⁢lΩe\Omega\approx\Omega^{h}=\sum_{e=1}^{n_{el}}\Omega_{e}
	
	(2.49)



όπου Ωh\Omega^{h} είναι η περιοχή στην οποία αναζητούμε την προσεγγιστική λύση
της συνάρτησης του δυναμικού ϕ\phi την οποία υποδιαιρούμε σε έναν αριθμό ne⁢ln_{el}
πεπερασμένων στοιχείων.
Ωe\Omega_{e} είναι η επιμέρους περιοχή που καταλαμβάνει το στοιχείο ee.




Τα ολοκληρώματα επί των στοιχείων μπορούν να αθροιστούν, επομένως μπορούμε να
γράψουμε:




	
	∫Ω(∙)⁢d⁢Ω≈∫Ωh(∙)⁢d⁢Ω=∑e=1ne⁢l∫Ωe(∙)⁢d⁢Ωe\int_{\Omega}(\bullet)d\Omega\approx\int_{\Omega^{h}}(\bullet)d\Omega=\sum_{e=%
1}^{n_{el}}\int_{\Omega_{e}}(\bullet)d\Omega_{e}
	
	(2.50)






Η ασθενής μορφή του προβλήματος μπορεί να επαναδιατυπωθεί προσεγγιστικά
τώρα ως:





	
	G⁢(𝒘,ϕ)≈Gh=-∑e=1ne⁢l∫Ωe∇⁡𝒘⁢k⁢∇⁡ϕ⁢d⁢Ωe+∑e=1ne⁢l∫Γe⁢q𝒘⁢q^⁢d⁢Γe⁢q-∑e=1ne⁢l∫Ωe𝒘⁢s⁢d⁢Ωe=0.G(\boldsymbol{w},\phi)\approx G^{h}=-\sum_{e=1}^{n_{el}}\int_{\Omega_{e}}%
\nabla\boldsymbol{w}k\nabla\phi d\Omega_{e}+\sum_{e=1}^{n_{el}}\int_{\Gamma_{%
eq}}\boldsymbol{w}\hat{q}d\Gamma_{eq}-\sum_{e=1}^{n_{el}}\int_{\Omega_{e}}%
\boldsymbol{w}sd\Omega_{e}=0.
	
	(2.51)






Για να είναι σωστά ορισμένο το παραπάνω πρόβλημα, τα ολοκληρώματα
∫Γe⁢q𝒘⁢q^⁢d⁢Γe⁢q\int_{\Gamma_{eq}}\boldsymbol{w}\hat{q}d\Gamma_{eq} μεταξύ δύο
γειτονικών στοιχείων θα πρέπει να αλληλοακυρώνονται.
Αυτό συμβαίνει όταν οι συναρτήσεις ϕ\phi και 𝒘\boldsymbol{w} είναι
συνεχείς στην εξεταζόμενη περιοχή Ω\Omega.





Στο σημείο αυτό σημειώνεται ότι δεν τίθεται κάποιος περιορισμός για τις
παραγώγους των ϕ\phi και 𝒘\boldsymbol{w},
οι οποίες μπορεί να είναι και ασυνεχείς στο Ω\Omega.
Οι συναρτήσεις που είναι συνεχείς σε ένα διάστημα αλλά έχουν ασυνεχείς παραγώγους
ονομάζονται C0C^{0} συναρτήσεις.






Τώρα θεωρούμε τις συναρτήσεις NiN_{i} με τις οποίες προσπαθούμε να προσεγγίσουμε
την άγνωστη συνάρτηση δυναμικού ϕ\phi.
Σύμφωνα με τα όσα προαναφέρθηκαν:





	
	ϕ≈ϕh=∑e=1ne⁢lNi⁢ϕi=𝑵⁢ϕ¯\phi\approx\phi^{h}=\sum_{e=1}^{n_{el}}N_{i}\phi_{i}=\boldsymbol{N}\bar{%
\boldsymbol{\phi}}
	
	(2.52)






Αντικαθιστώντας στην παραπάνω σχέση, προκύπτει:





	
	G⁢(𝒘,ϕ)≈Gh\displaystyle G(\boldsymbol{w},\phi)\approx G^{h}
	=-∑e=1ne⁢l∫Ωe∇𝒘k∇⁡ϕ¯dΩe+∑e=1ne⁢l∫Γe⁢q𝒘q^dΓe⁢q-∑e=1ne⁢l∫Ωe𝒘sdΩe=0\displaystyle=-\sum_{e=1}^{n_{el}}\int_{\Omega_{e}}\nabla\boldsymbol{w}k%
\underline{\nabla\phi}d\Omega_{e}+\sum_{e=1}^{n_{el}}\int_{\Gamma_{eq}}%
\boldsymbol{w}\hat{q}d\Gamma_{eq}-\sum_{e=1}^{n_{el}}\int_{\Omega_{e}}%
\boldsymbol{w}sd\Omega_{e}=0
	
	(2.53)


	
	
	=-∑e=1ne⁢l∫Ωe∇𝒘k∇⁡𝑵⁢ϕ¯¯dΩe+∑e=1ne⁢l∫Γe⁢q𝒘q^dΓe⁢q-∑e=1ne⁢l∫Ωe𝒘sdΩe=0.\displaystyle=-\sum_{e=1}^{n_{el}}\int_{\Omega_{e}}\nabla\boldsymbol{w}k%
\underline{\nabla\boldsymbol{N}\bar{\boldsymbol{\phi}}}d\Omega_{e}+\sum_{e=1}^%
{n_{el}}\int_{\Gamma_{eq}}\boldsymbol{w}\hat{q}d\Gamma_{eq}-\sum_{e=1}^{n_{el}%
}\int_{\Omega_{e}}\boldsymbol{w}sd\Omega_{e}=0.
	
	(2.54)






Και εφόσον οι τιμές ϕ¯\bar{\boldsymbol{\phi}} είναι σταθερές, η παραπάνω σχέση
γράφεται ως:





	
	Gh=-∑e=1ne⁢l∫Ωe∇⁡𝒘⁢k⁢∇⁡𝑵⁢d⁢Ωe⁢ϕ¯+∑e=1ne⁢l∫Γe⁢q𝒘⁢q^⁢d⁢Γe⁢q-∑e=1ne⁢l∫Ωe𝒘⁢s⁢d⁢Ωe=0.G^{h}=-\sum_{e=1}^{n_{el}}\int_{\Omega_{e}}\nabla\boldsymbol{w}k\nabla%
\boldsymbol{N}d\Omega_{e}\bar{\boldsymbol{\phi}}+\sum_{e=1}^{n_{el}}\int_{%
\Gamma_{eq}}\boldsymbol{w}\hat{q}d\Gamma_{eq}-\sum_{e=1}^{n_{el}}\int_{\Omega_%
{e}}\boldsymbol{w}sd\Omega_{e}=0.
	
	(2.55)























2.4 Αντικατάσταση της συνάρτησης βάρους



Αν τώρα θεωρήσουμε ότι οι συναρτήσεις βάρους 𝒘\boldsymbol{w} ταυτίζονται με τις
συναρτήσεις βάσης, ισχύει δηλαδή ότι:





	
	𝒘=𝑵⁢wi\boldsymbol{w}=\boldsymbol{N}w_{i}
	
	(2.56)



όπου wiw_{i} τυχαίες παράμετροι, τότε μπορούμε να γράψουμε:





	
	G⁢(𝒘,ϕ)≈Gh\displaystyle G(\boldsymbol{w},\phi)\approx G^{h}
	=-∑e=1ne⁢l∫Ωe∇⁡𝒘¯k∇𝑵dΩeϕ¯+∑e=1ne⁢l∫Γe⁢q𝒘¯q^dΓe⁢q-∑e=1ne⁢l∫Ωe𝒘¯sdΩe=0\displaystyle=-\sum_{e=1}^{n_{el}}\int_{\Omega_{e}}\underline{\nabla%
\boldsymbol{w}}k\nabla\boldsymbol{N}d\Omega_{e}\bar{\boldsymbol{\phi}}+\sum_{e%
=1}^{n_{el}}\int_{\Gamma_{eq}}\underline{\boldsymbol{w}}\hat{q}d\Gamma_{eq}-%
\sum_{e=1}^{n_{el}}\int_{\Omega_{e}}\underline{\boldsymbol{w}}sd\Omega_{e}=0
	
	(2.57)


	
	
	=-∑e=1ne⁢l∫Ωe∇⁡(𝑵⁢wi)¯k∇𝑵dΩeϕ¯+∑e=1ne⁢l∫Γe⁢q𝑵⁢wi¯q^dΓe⁢q-∑e=1ne⁢l∫Ωe𝑵⁢wi¯sdΩe=0\displaystyle=-\sum_{e=1}^{n_{el}}\int_{\Omega_{e}}\underline{\nabla(%
\boldsymbol{N}w_{i})}k\nabla\boldsymbol{N}d\Omega_{e}\bar{\boldsymbol{\phi}}+%
\sum_{e=1}^{n_{el}}\int_{\Gamma_{eq}}\underline{\boldsymbol{N}w_{i}}\hat{q}d%
\Gamma_{eq}-\sum_{e=1}^{n_{el}}\int_{\Omega_{e}}\underline{\boldsymbol{N}w_{i}%
}sd\Omega_{e}=0
	
	(2.58)






Ομοίως, επειδή το 𝒘\boldsymbol{w} είναι σταθερό, μπορεί να βγει ως κοινός
παράγοντας, οπότε έχουμε:





	
	𝒘⁢[-∑e=1ne⁢l∫Ωe∇⁡𝑵⁢k⁢∇⁡𝑵⁢d⁢Ωe⁢ϕ¯+∑e=1ne⁢l∫Γe⁢q𝑵⁢q^⁢d⁢Γe⁢q-∑e=1ne⁢l∫Ωe𝑵⁢s⁢d⁢Ωe]=0\boldsymbol{w}\left[-\sum_{e=1}^{n_{el}}\int_{\Omega_{e}}\nabla\boldsymbol{N}k%
\nabla\boldsymbol{N}d\Omega_{e}\bar{\boldsymbol{\phi}}+\sum_{e=1}^{n_{el}}\int%
_{\Gamma_{eq}}\boldsymbol{N}\hat{q}d\Gamma_{eq}-\sum_{e=1}^{n_{el}}\int_{%
\Omega_{e}}\boldsymbol{N}sd\Omega_{e}\right]=0
	
	(2.59)






Επαναδιατυπώνοντας την παραπάνω σχέση προκύπτει:





	
	-∑e=1ne⁢l∫Ωe∇⁡𝑵⁢k⁢∇⁡𝑵⁢d⁢Ωe⁢ϕ¯+∑e=1ne⁢l∫Γe⁢q𝑵⁢q^⁢d⁢Γe⁢q-∑e=1ne⁢l∫Ωe𝑵⁢s⁢d⁢Ωe=0-\sum_{e=1}^{n_{el}}\int_{\Omega_{e}}\nabla\boldsymbol{N}k\nabla\boldsymbol{N}%
d\Omega_{e}\bar{\boldsymbol{\phi}}+\sum_{e=1}^{n_{el}}\int_{\Gamma_{eq}}%
\boldsymbol{N}\hat{q}d\Gamma_{eq}-\sum_{e=1}^{n_{el}}\int_{\Omega_{e}}%
\boldsymbol{N}sd\Omega_{e}=0
	
	(2.60)



που αποτελεί και την έκφραση της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων.




Πιο συγκεκριμένα, αντικαθιστώντας





	
	𝐊\displaystyle\mathbf{K}
	=∑e=1ne⁢l∫Ωe∇⁡𝑵⁢k⁢∇⁡𝑵⁢d⁢Ωe\displaystyle=\sum_{e=1}^{n_{el}}\int_{\Omega_{e}}\nabla\boldsymbol{N}k\nabla%
\boldsymbol{N}d\Omega_{e}
	
	(2.61)


	
	𝐟q\displaystyle\mathbf{f}^{q}
	=∑e=1ne⁢l∫Γe⁢q𝑵⁢q^⁢d⁢Γe⁢q\displaystyle=\sum_{e=1}^{n_{el}}\int_{\Gamma_{eq}}\boldsymbol{N}\hat{q}d%
\Gamma_{eq}
	
	(2.62)


	
	𝐟s\displaystyle\mathbf{f}^{s}
	=∑e=1ne⁢l∫Ωe𝑵⁢s⁢d⁢Ωe\displaystyle=\sum_{e=1}^{n_{el}}\int_{\Omega_{e}}\boldsymbol{N}sd\Omega_{e}
	
	(2.63)






προκύπτει το ακόλουθο γραμμικό σύστημα





	
	𝐊⁢ϕ¯=𝐟s-𝐟q\mathbf{K}\bar{\boldsymbol{\phi}}=\mathbf{f}^{s}-\mathbf{f}^{q}
	
	(2.64)



η επίλυση του οποίου οδηγεί στον προσδιορισμό των άγνωστων τιμών της
συνάρτησης δυναμικού στους κόμβους των στοιχείων.



















2.5 Σύγκριση με τη μέθοδο των πεπερασμένων διαφορών



Η επίσης γνωστή μέθοδος των πεπερασμένων διαφορών θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί
για την επίλυση της εξίσωσης του προβλήματος (2.28), δηλαδή:





	
	k⁢∇2⁡ϕ=sk\nabla^{2}\phi=s
	
	(2.65)



ή αναλυτικότερα





	
	∂⁡qx∂⁡x+∂⁡qx∂⁡x+s=0\dfrac{\partial q_{x}}{\partial x}+\dfrac{\partial q_{x}}{\partial x}+s=0
	
	(2.66)






Σε αντίθεση με τη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων, η οποία προσπαθεί να
προσεγγίσει τη λύση του προβλήματος, η μέθοδος των πεπερασμένων διαφορών
προσπαθεί να προσεγγίσει τις παραγώγους της διαφορικής εξίσωσης.




Η προσέγγιση που χρησιμοποιείται στη μέθοδο των πεπερασμένων διαφορών
στηρίζεται στα αναπτύγματα Taylor [2], το οποίο για την περίπτωση μίας συνάρτησης
δύο μεταβλητών μπορεί να γραφτεί ως:






	
	u⁢(x+h,y+k)=∑m=0n1m!⁢(h⁢∂∂⁡x+k⁢∂∂⁡y)m⁢u⁢(x,y)+rnu(x+h,y+k)=\sum_{m=0}^{n}\dfrac{1}{m!}\left(h\dfrac{\partial}{\partial x}+k%
\dfrac{\partial}{\partial y}\right)^{m}u(x,y)+r_{n}
	
	(2.67)



όπου





	
	rn=1(ν+1)!(h∂∂⁡x+k∂∂⁡y)(n+1)u(x+θh,y+θk),0<θ≤1.r_{n}=\dfrac{1}{(ν+1)!}\left(h\dfrac{\partial}{\partial x}+k\dfrac{\partial}{%
\partial y}\right)^{(}n+1)u(x+\theta h,y+\theta k),\quad 0<\theta\leq 1.
	
	(2.68)






Στις παραπάνω σχέσεις, hh και kk είναι το μήκος του βήματος στις διευθύνσεις
xx και yy αντίστοιχα.




Έστω τώρα για λόγους απλοποίησης ότι





	
	k=hk=h
	
	(2.69)



και





	
	u⁢(x+h,y):=um+1,n.u(x+h,y):=u^{m+1,n}.
	
	(2.70)






Τότε προκύπτει





	
	um+1,n=um,n+h⁢u,xm,n+h22!⁢u,xxm,n+h33!⁢u,xxxm,n+O⁢(h4).u^{m+1,n}=u^{m,n}+hu_{,x}^{m,n}+\dfrac{h^{2}}{2!}u_{,xx}^{m,n}+\dfrac{h^{3}}{3%
!}u_{,xxx}^{m,n}+O(h^{4}).
	
	(2.71)






Στην παραπάνω εξίσωση θεωρείται ότι ο δείκτης ,x,x υποδηλώνει μερική παραγώγιση
ως προς xx, δηλαδή:





	
	(∙),x=∂⁢(∙)∂⁡x.(\bullet)_{,x}=\dfrac{\partial(\bullet)}{\partial x}.
	
	(2.72)






Επιπροσθέτως με O⁢(hn)O(h^{n}) συμβολίζονται οι μεγαλύτεροι του nn όροι.




Αντίστοιχα τώρα γράφεται:





	
	um-1,n\displaystyle u^{m-1,n}
	=um,n-h⁢u,xm,n+h22!⁢u,xxm,n-h33!⁢u,xxxm,n+O⁢(h4)\displaystyle=u^{m,n}-hu_{,x}^{m,n}+\dfrac{h^{2}}{2!}u_{,xx}^{m,n}-\dfrac{h^{3%
}}{3!}u_{,xxx}^{m,n}+O(h^{4})
	
	(2.73)


	
	um,n+1\displaystyle u^{m,n+1}
	=um,n+h⁢u,xm,n+h22!⁢u,xxm,n-h33!⁢u,xxxm,n+O⁢(h4)\displaystyle=u^{m,n}+hu_{,x}^{m,n}+\dfrac{h^{2}}{2!}u_{,xx}^{m,n}-\dfrac{h^{3%
}}{3!}u_{,xxx}^{m,n}+O(h^{4})
	
	(2.74)


	
	um,n-1\displaystyle u^{m,n-1}
	=um,n-h⁢u,xm,n+h22!⁢u,xxm,n-h33!⁢u,xxxm,n+O⁢(h4)\displaystyle=u^{m,n}-hu_{,x}^{m,n}+\dfrac{h^{2}}{2!}u_{,xx}^{m,n}-\dfrac{h^{3%
}}{3!}u_{,xxx}^{m,n}+O(h^{4})
	
	(2.75)






Αν τώρα θεωρήσουμε ότι





	
	u,xm,n≫u,xxm,n≫u,xxxm,nu_{,x}^{m,n}\gg u_{,xx}^{m,n}\gg u_{,xxx}^{m,n}
	
	(2.76)



και





	
	h→0h\rightarrow 0
	
	(2.77)



από τα παραπάνω προκύπτει για τη διεύθυνση xx:





	
	u,xm,n\displaystyle u_{,x}^{m,n}
	=1h⁢[um+1,n-um,n]+O⁢(h4) Διαφορά προς τα εμπρός\displaystyle=\dfrac{1}{h}\left[u^{m+1,n}-u^{m,n}\right]+O(h^{4})\quad\text{Δι%
αφορά προς τα εμπρός}
	
	(2.78)


	
	u,xm,n\displaystyle u_{,x}^{m,n}
	=1h⁢[um-1,n-um,n]+O⁢(h4) Διαφορά προς τα πίσω\displaystyle=\dfrac{1}{h}\left[u^{m-1,n}-u^{m,n}\right]+O(h^{4})\quad\text{Δι%
αφορά προς τα πίσω}
	
	(2.79)






Ομοίως κατά τη διεύθυνση yy προκύπτει:





	
	u,ym,n\displaystyle u_{,y}^{m,n}
	=1h⁢[um+1,n-um,n]+O⁢(h4) Διαφορά προς τα εμπρός\displaystyle=\dfrac{1}{h}\left[u^{m+1,n}-u^{m,n}\right]+O(h^{4})\quad\text{Δι%
αφορά προς τα εμπρός}
	
	(2.81)


	
	u,ym,n\displaystyle u_{,y}^{m,n}
	=1h⁢[um-1,n-um,n]+O⁢(h4) Διαφορά προς τα πίσω\displaystyle=\dfrac{1}{h}\left[u^{m-1,n}-u^{m,n}\right]+O(h^{4})\quad\text{Δι%
αφορά προς τα πίσω}
	
	(2.82)






Αν τώρα θεωρηθεί ότι:





	
	u,xm,n,u,xxm,n≫u,xxxm,nu_{,x}^{m,n},u_{,xx}^{m,n}\gg u_{,xxx}^{m,n}
	
	(2.83)






τότε προκύπτει κατά τη διεύθυνση xx και yy αντίστοιχα
η κεντρική μέθοδος, η οποία διατυπώνεται ως:





	
	u,xxm,n\displaystyle u_{,xx}^{m,n}
	=1h2⁢[um+1,n-2⁢um,n+um,n+1]+O⁢(h2)\displaystyle=\dfrac{1}{h^{2}}\left[u^{m+1,n}-2u^{m,n}+u^{m,n+1}\right]+O(h^{2})
	
	(2.84)


	
	u,ym,n\displaystyle u_{,y}^{m,n}
	=1h2⁢[um+1,n-2⁢um,n+um,n+1]+O⁢(h2)\displaystyle=\dfrac{1}{h^{2}}\left[u^{m+1,n}-2u^{m,n}+u^{m,n+1}\right]+O(h^{2})
	
	(2.85)






Χωρίς να χάνεται η γενικότητα, η εξίσωση Poisson που εξετάζεται,






	
	∂⁡qx∂⁡x+∂⁡qx∂⁡x+s=0\dfrac{\partial q_{x}}{\partial x}+\dfrac{\partial q_{x}}{\partial x}+s=0
	
	(2.87)



για kk = σταθερό και s=0s=0 (εξίσωση Laplace), μπορεί πλέον γραφτεί ως:






	
	∂2⁡ϕ∂⁡x2+∂2⁡ϕ∂⁡y2\displaystyle\dfrac{\partial^{2}\phi}{\partial x^{2}}+\dfrac{\partial^{2}\phi}%
{\partial y^{2}}
	=0\displaystyle=0
	
	(2.88)


	
	ϕ,xxm,n+ϕ,xxm,n+O⁢(h2)\displaystyle\phi_{,xx}^{m,n}+\phi_{,xx}^{m,n}+O(h^{2})
	=0\displaystyle=0
	
	(2.89)






Η τελευταία εξίσωση είναι γνωστή και ως ο κανόνας των πέντε σημείων,
ο οποίος γραφικά δίνεται στο Σχήμα 2.5.





[image: ]
Σχήμα 2.5: Ο κανόνας των πέντε σημείων.




Από τα όσα αναπτύχθηκαν γίνεται φανερό ότι η μέθοδος των πεπερασμένων διαφορών
απαιτεί έναν σχετικά ορθοκανονικό κάναβο.
Αυτός ο περιορισμός δεν υπάρχει στη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων.





















2.6 Εφαρμογή στις εξισώσεις της ελαστοστατικής



Στη συνέχεια δίνεται συνοπτικά η εφαρμογή της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων
και στις εξισώσεις της (ελαστο)-στατικής.






Για ιστορικούς λόγους και για λόγους συχνής αναφοράς στη βιβλιογραφία
[4]
εξετάζεται η μέθοδος των πεπερασμένων στοιχείων όπως ισοδύναμα προκύπτει από
την αρχή των δυνατών έργων.





2.6.1 Εξισώσεις του προβλήματος



Έστω η περιοχή Ω\Omega του Σχήματος 2.6 με
σύνορο Γ\Gamma, το οποίο αποτελείται από το Γu\Gamma_{u}, στο οποίο
είναι γνωστές οι μετακινήσεις, και το Γσ\Gamma_{\sigma}, στο οποίο
είναι γνωστές οι τάσεις, με Γ=Γu∪Γσ\Gamma=\Gamma_{u}\cup\Gamma_{\sigma}.



[image: ]
Σχήμα 2.6: Η εξεταζόμενη περιοχή.




Από τη θεωρία της δισδιάστατης ελαστικότητας γνωρίζουμε ότι
ισχύουν οι εξής τρεις ομάδες εξισώσεων πεδίου:


	1. 

Εξισώσεις ισορροπίας.




	
	∂⁡σx∂⁡x+∂⁡τx⁢y∂⁡y+p¯x\displaystyle\dfrac{\partial\sigma_{x}}{\partial x}+\dfrac{\partial\tau_{xy}}{%
\partial y}+\bar{p}_{x}
	=\displaystyle=
	0,\displaystyle 0,
	
	(2.90)


	
	∂⁡τx⁢y∂⁡x+∂⁡σy∂⁡y+p¯y\displaystyle\dfrac{\partial\tau_{xy}}{\partial x}+\dfrac{\partial\sigma_{y}}{%
\partial y}+\bar{p}_{y}
	=\displaystyle=
	0,\displaystyle 0,
	
	(2.91)



όπου p¯x\bar{p}_{x}, p¯y\bar{p}_{y} είναι οι μαζικές δυνάμεις (π.χ. το βάρος) ανά μονάδα όγκου.
Σε μητρωική μορφή, η παραπάνω εξίσωση γράφεται:




	
	[∂∂⁡x0∂∂⁡y0∂∂⁡y∂∂⁡x]⁢{σxσyτx⁢y}+{p¯xp¯y}\displaystyle\left[\begin{array}[]{ccc}\dfrac{\partial}{\partial x}&0&\dfrac{%
\partial}{\partial y}\\
0&\dfrac{\partial}{\partial y}&\dfrac{\partial}{\partial x}\\
\end{array}\right]\left\{\begin{array}[]{c}\sigma_{x}\\
\sigma_{y}\\
\tau_{xy}\\
\end{array}\right\}+\left\{\begin{array}[]{c}\bar{p}_{x}\\
\bar{p}_{y}\\
\end{array}\right\}
	=\displaystyle=
	0,\displaystyle 0,
	
	(2.92)


	
	𝐋T⁢𝝈+𝒑¯\displaystyle\mathbf{L}^{T}\boldsymbol{\sigma}+\boldsymbol{\bar{p}}
	=\displaystyle=
	0.\displaystyle 0.
	
	(2.93)






	2. 

Ο καταστατικός νόμος (σχέσεις τάσεων-παραμορφώσεων).




	
	{σxσyτx⁢y}\displaystyle\left\{\begin{array}[]{c}\sigma_{x}\\
\sigma_{y}\\
\tau_{xy}\\
\end{array}\right\}
	=\displaystyle=
	𝐂⁢{εxεxγx⁢y},\displaystyle\mathbf{C}\left\{\begin{array}[]{c}\varepsilon_{x}\\
\varepsilon_{x}\\
\gamma_{xy}\\
\end{array}\right\},
	
	(2.94)


	
	𝝈\displaystyle\boldsymbol{\sigma}
	=\displaystyle=
	𝐂⁢𝜺\displaystyle\mathbf{C}\boldsymbol{\varepsilon}
	
	(2.95)



όπου 𝐂\mathbf{C} το μητρώο υλικού, διαφορετικό για τις περιπτώσεις επίπεδης έντασης,
επίπεδης παραμόρφωσης και αξονοσυμμετρίας.




	3. 

Οι κινηματικές εξισώσεις (σχέσεις παραμορφώσεων-μετακινήσεων).




	
	εx\displaystyle\varepsilon_{x}
	=\displaystyle=
	∂⁡ux∂⁡x,\displaystyle\dfrac{\partial u_{x}}{\partial x},
	
	(2.96)


	
	εy\displaystyle\varepsilon_{y}
	=\displaystyle=
	∂⁡uy∂⁡y,\displaystyle\dfrac{\partial u_{y}}{\partial y},
	
	(2.97)


	
	εx⁢y\displaystyle\varepsilon_{xy}
	=\displaystyle=
	12⁢(∂⁡uy∂⁡x+∂⁡ux∂⁡y).\displaystyle\dfrac{1}{2}\left(\dfrac{\partial u_{y}}{\partial x}+\dfrac{%
\partial u_{x}}{\partial y}\right).
	
	(2.98)



Σε μητρωική μορφή, οι παραπάνω εξισώσεις γράφονται:




	
	{εxεyγx⁢y}={εxεy2⁢εx⁢y}\displaystyle\left\{\begin{array}[]{c}\varepsilon_{x}\\
\varepsilon_{y}\\
\gamma_{xy}\\
\end{array}\right\}=\left\{\begin{array}[]{c}\varepsilon_{x}\\
\varepsilon_{y}\\
2\varepsilon_{xy}\\
\end{array}\right\}
	=\displaystyle=
	[∂∂⁡x00∂∂⁡y∂∂⁡y∂∂⁡x]⁢{uxuy},\displaystyle\left[\begin{array}[]{cc}\dfrac{\partial}{\partial x}&0\\
0&\dfrac{\partial}{\partial y}\\
\dfrac{\partial}{\partial y}&\dfrac{\partial}{\partial x}\\
\end{array}\right]\left\{\begin{array}[]{c}u_{x}\\
u_{y}\\
\end{array}\right\},
	
	(2.99)


	
	𝜺\displaystyle\boldsymbol{\varepsilon}
	=\displaystyle=
	𝐋⁢𝒖\displaystyle\mathbf{L}\boldsymbol{u}
	
	(2.100)








Οι εξισώσεις (2.93), (2.95) και
(2.100) μαζί με τις συνοριακές συνθήκες
στο Γσ\Gamma_{\sigma},




	
	𝝈T⁢𝒏^=𝑷¯, 𝒏^⁢ διάνυσμα κάθετο στο σύνορο,\boldsymbol{\sigma}^{T}\hat{\boldsymbol{n}}=\bar{\boldsymbol{P}},\quad\hat{%
\boldsymbol{n}}\text{ διάνυσμα κάθετο στο σύνορο},
	
	(2.101)



και στο Γu\Gamma_{u},




	
	𝒖=𝒖¯,\boldsymbol{u}=\bar{\boldsymbol{u}},
	
	(2.102)



αποτελούν το γνωστό πρόβλημα συνοριακών τιμών, το οποίο αντίστοιχα σε
μητρωική μορφή μπορεί να διατυπωθεί ως εξής:




	
	𝐋T⁢𝝈+𝒑¯=0𝝈=𝐂⁢𝜺𝜺=𝐋⁢𝒖}⁢στο⁢Ω   𝝈T⁢𝒏=𝑷¯, στο⁢Γσ𝒖=𝒖¯ στο⁢Γu\left.\begin{array}[]{c}\mathbf{L}^{T}\boldsymbol{\sigma}+\boldsymbol{\bar{p}}%
=0\\
\boldsymbol{\sigma}=\mathbf{C}\boldsymbol{\varepsilon}\\
\boldsymbol{\varepsilon}=\mathbf{L}\boldsymbol{u}\\
\end{array}\right\}\;\text{στο}\;\Omega\quad\quad\left.\begin{array}[]{c}%
\boldsymbol{\sigma}^{T}\boldsymbol{n}=\bar{\boldsymbol{P}},\quad\text{στο}\;%
\Gamma_{\sigma}\\
\boldsymbol{u}=\bar{\boldsymbol{u}}\quad\text{στο}\;\Gamma_{u}\\
\end{array}\right.
	
	(2.103)








2.6.2 Διατύπωση των χαρακτηριστικών εξισώσεων με την αρχή των δυνατών έργων



Η δυναμική ενέργεια Π⁢(𝜺,𝒖)\Pi(\boldsymbol{\varepsilon},\boldsymbol{u}) δίνεται ως η διαφορά
της εσωτερικής ενέργειας Πi⁢n⁢t\Pi^{int} μείον το έργο των εξωτερικών δυνάμεων
που δρουν στο σώμα Πe⁢x⁢t\Pi^{ext}.




	
	Π=Πi⁢n⁢t-Πe⁢x⁢t\Pi=\Pi^{int}-\Pi^{ext}
	
	(2.104)



Όπου:




	
	Πi⁢n⁢t\displaystyle\Pi^{int}
	=∫Ω12𝝈T𝜺dΩ=∫Ω12𝜺T𝐂𝜺dΩ\displaystyle=\int_{\Omega}\dfrac{1}{2}\boldsymbol{\sigma}^{T}\boldsymbol{%
\varepsilon}d\Omega=\int_{\Omega}\dfrac{1}{2}\boldsymbol{\varepsilon}^{T}%
\mathbf{C}\boldsymbol{\varepsilon}d\Omega
	
	(2.105)


	
	Πe⁢x⁢t\displaystyle\Pi^{ext}
	=∫Ω𝒖T⁢𝒑¯⁢d⁢Ω+∫Γσ𝒖T⁢𝑷¯⁢d⁢Γσ\displaystyle=\int_{\Omega}\boldsymbol{u}^{T}\bar{\boldsymbol{p}}d\Omega+\int_%
{\Gamma_{\sigma}}\boldsymbol{u}^{T}\bar{\boldsymbol{P}}d\Gamma_{\sigma}
	
	(2.106)






Σύμφωνα με την αρχή της ελάχιστης δυναμικής ενέργειας, η
δυναμική ενέργεια Π\Pi θα πρέπει να είναι η ελάχιστη
(εφόσον το μητρώο 𝐂\mathbf{C} είναι θετικά ορισμένο).
Το ελάχιστο βρίσκεται εκεί που το διαφορικό της (2.104)
ισούται με το μηδέν, δηλαδή:




	
	δ⁢Π=δ⁢Πi⁢n⁢t-δ⁢Πe⁢x⁢t=0\delta\Pi=\delta\Pi^{int}-\delta\Pi^{ext}=0
	
	(2.107)



Διαφορίζοντας επομένως τις (2.105) και
(2.106) ως προς 𝒖\boldsymbol{u}, προκύπτει:




	
	∫Ωδ⁢𝜺T⁢𝐂⁢𝜺⁢d⁢Ω-∫Ωδ⁢𝒖T⁢𝒑¯⁢d⁢Ω-∫Γσδ⁢𝒖T⁢𝑷¯⁢d⁢Γσ=0\int_{\Omega}\delta\boldsymbol{\varepsilon}^{T}\mathbf{C}\boldsymbol{%
\varepsilon}d\Omega-\int_{\Omega}\delta\boldsymbol{u}^{T}\bar{\boldsymbol{p}}d%
\Omega-\int_{\Gamma_{\sigma}}\delta\boldsymbol{u}^{T}\bar{\boldsymbol{P}}d%
\Gamma_{\sigma}=0
	
	(2.108)



που είναι γνωστή και ως η αρχή των δυνατών έργων.




Εύκολα αποδεικνύεται ότι η (2.108) είναι ισοδύναμη της
(2.60).
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Κεφάλαιο 3 Μόρφωση πεπερασμένων στοιχείων



Στο παρόν κεφάλαιο
μορφώνονται τυπικά πεπερασμένα στοιχεία που
χρησιμοποιούνται ευρέως στη γεωτεχνική μηχανική.




Αρχικά εξετάζονται τα γραμμικά στοιχεία,
όπως το στοιχείο ράβδου (Ενότητα 3.1)
και το στοιχείο δοκού (Ενότητα 3.2).




Για το στοιχείο ράβδου
(Ενότητα 3.1),
δίνεται καταρχήν η διατύπωσή του σε όρους δυσκαμψίας
(Ενότητα 3.1.1).
Στη συνέχεια επαναδιατυπώνονται οι εξισώσεις του στοιχείου
με τη χρήση συναρτήσεων μορφής
(Ενότητα 3.1.2).
Πιο συγκεκριμένα, δίνονται οι συναρτήσεις μορφής
(Ενότητα 3.1.2),
το μητρώο παραμόρφωσης
(Ενότητα 3.1.2),
το μητρώο ελαστικότητας
(Ενότητα 3.1.2) και
το μητρώο δυσκαμψίας στο τοπικό σύστημα συντεταγμένων
(Ενότητα 3.1.2).
Στη συνέχεια εξετάζεται ο μετασχηματισμός του μητρώου δυσκαμψίας
και δίνεται το καθολικό μητρώο δυσκαμψίας
(Ενότητα 3.1.3).
Τέλος συζητείται η χρήση του στοιχείου
σε προβλήματα γεωτεχνικής μηχανικής
(Ενότητα 3.1.4).




Για το στοιχείο δοκού
(Ενότητα 3.2),
δίνονται αντίστοιχα οι συναρτήσεις σχήματος
(Ενότητα 3.2.1),
οι σχέσεις παραμορφώσεων-μετακινήσεων
(Ενότητα 3.2.2)
και το μητρώο δυσκαμψίας
(Ενότητα 3.2.3).
Τέλος συζητείται η χρήση του στοιχείου
σε προβλήματα γεωτεχνικής μηχανικής
(Ενότητα 3.2.4).




Στη συνέχεια παρουσιάζεται ένα πιο εξειδικευμένο στοιχείο δοκού,
που αφορά ένα στοιχείο δοκού που εδράζεται επί του εδάφους
(Ενότητα 3.3).
Δίνεται το μητρώο δυσκαμψίας του στοιχείου
(Ενότητα 3.3.1),
ενώ παρουσιάζεται και ο προγραμματισμός του
(Ενότητα 3.3.2).




Ακολουθεί η παρουσίαση των επίπεδων στοιχείων, ξεκινώντας από
το τριγωνικό στοιχείο τριών κόμβων σταθερής παραμόρφωσης
(Ενότητα 3.4).
Δίνονται το μητρώο συναρτήσεων μορφής
(Ενότητα 3.4.1),
το μητρώο συναρτήσεων παραμορφώσεων-μετακινήσεων
(Ενότητα 3.4.2),
το μητρώο ελαστικότητας
(Ενότητα 3.4.3)
και τέλος
το μητρώο δυσκαμψίας
(Ενότητα 3.4.4).




Στη συνέχεια αναπτύσσεται η ισοπαραμετρική αναπαράσταση και δίνονται
οι μέθοδοι αριθμητικής ολοκλήρωσης
(Ενότητα 3.5).
Πιο συγκεκριμένα, παρουσιάζεται η ισοπαραμετρική θεώρηση
(Ενότητα 3.5.1),
δίνεται η περιγραφή της γεωμετρίας
(Ενότητα 3.5.1) και
περιγράφεται το φυσικό σύστημα συντεταγμένων
(Ενότητα 3.5.1).
Τέλος αναπτύσσεται η αριθμητική ολοκλήρωση
(Ενότητα 3.5.1).




Από τα ισοπαραμετρικά επίπεδα στοιχεία εξετάζονται το τετράκομβο τετράπλευρο στοιχείο
(Ενότητα 3.6)
και το αντίστοιχο στοιχείο διεπιφάνειας
(Ενότητα 3.7)
σε συνθήκες επίπεδης παραμόρφωσης.




Για το τετράκομβο στοιχείο
(Ενότητα 3.6)
δίνονται το μητρώο συναρτήσεων μορφής
(Ενότητα 3.6.1),
το μητρώο συναρτήσεων παραμορφώσεων-μετακινήσεων
(Ενότητα 3.6.2),
το μητρώο ελαστικότητας
(Ενότητα 3.6.3)
και τέλος
το μητρώο δυσκαμψίας
(Ενότητα 3.6.4),
όπως προκύπτει από την αριθμητική ολοκλήρωση
(Ενότητα 3.6.5).




Για το στοιχείο διεπιφάνειας
(Ενότητα 3.7)
δίνονται ομοίως το μητρώο συναρτήσεων μορφής
(Ενότητα 3.7.1),
το μητρώο ελαστικότητας
(Ενότητα 3.7.2),
το μητρώο συναρτήσεων παραμορφώσεων-μετακινήσεων
(Ενότητα 3.7.3)
και τέλος
το μητρώο δυσκαμψίας
(Ενότητα 3.7.4).




Τέλος παρουσιάζονται οι εξισώσεις του εξάπλευρου, οκτάκομβου τριγραμμικού
τρισδιάστατου στοιχείου (Ενότητα 3.8).




Στο τέλος του κεφαλαίου παρατίθεται η σχετική βιβλιογραφία
(Ενότητα 3.9).


















3.1 Το στοιχείο ράβδου



Το στοιχείο ράβδου (ή στοιχείο δικτυώματος)
αποτελεί ίσως το πιο απλό στοιχείο που χρησιμοποιείται κατά την εφαρμογή της
μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων.
Το στοιχείο ράβδου περιγράφεται συνήθως από δύο ή τρεις κόμβους και
μπορεί να χρησιμοποιηθεί σε προβλήματα μίας, δύο ή τριών διαστάσεων.




3.1.1 Διατύπωση σε όρους δυσκαμψίας



Έστω το στοιχείο ράβδου του Σχήματος 3.1, μήκους LL, διατομής AA
και μέτρου ελαστικότητας EE.



[image: ]
Σχήμα 3.1: Στοιχείο ράβδου. Φυσικό πρόβλημα (α),
ελατηριακό ανάλογο (β)
και προσομοίωμα (γ).




Οι δυνάμεις συνδέονται με τις μετακινήσεις μέσω του μητρώου δυσκαμψίας
𝐊¯e\bar{\mathbf{K}}^{e}, σύμφωνα με τη σχέση:






	
	𝒇¯e=𝐊¯e⁢𝒖¯e\bar{\boldsymbol{f}}^{e}=\bar{\mathbf{K}}^{e}\bar{\boldsymbol{u}}^{e}
	
	(3.1)



η οποία αναλυτικά δίνεται ως:





	
	[f¯1f¯2]=[K¯11K¯12K¯21K¯22]⁢[u¯1u¯2]\left[\begin{array}[]{c}\bar{f}_{1}\\
\bar{f}_{2}\\
\end{array}\right]=\left[\begin{array}[]{cc}\bar{K}_{11}&\bar{K}_{12}\\
\bar{K}_{21}&\bar{K}_{22}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}\bar{u}_{1}\\
\bar{u}_{2}\\
\end{array}\right]
	
	(3.2)



Τα διανύσματα 𝒇¯e\bar{\boldsymbol{f}}^{e} και 𝒖¯e\bar{\boldsymbol{u}}^{e}
ονομάζονται διανύσματα επικόμβιων φορτίσεων

και
επικόμβιων μετακινήσεων

αντίστοιχα.







Υπάρχουν αρκετοί διαφορετικοί τρόποι για να μορφωθεί ο πίνακας 𝐊¯e\bar{\mathbf{K}}^{e}.
Αρχικά εξετάζεται ίσως ο πιο απλός, σύμφωνα με τον οποίο το στοιχείο ράβδου
αντικαθίσταται από ένα γραμμικό ελατήριο με δυσκαμψία ksk_{s}, όπως φαίνεται
στο Σχήμα 3.1 [3].
Αν οι ιδιότητες του στοιχείου είναι σταθερές σε όλο το μήκος του, τότε ισχύει:





	
	ks=E⁢ALk_{s}=\dfrac{EA}{L}
	
	(3.3)



Επομένως η σχέση δυνάμεων-μετακινήσεων δίνεται ως





	
	F=ks⁢d=E⁢AL⁢dF=k_{s}d=\dfrac{EA}{L}d
	
	(3.4)



όπου FF είναι η αξονική δύναμη και dd η σχετική αξονική μετακίνηση που αντιστοιχεί
στην αλλαγή του μήκους του στοιχείου.




Σε όρους επικόμβιων δυνάμεων και μετακινήσεων προκύπτει:





	
	F\displaystyle F
	=f¯2=-f¯1\displaystyle=\bar{f}_{2}=-\bar{f}_{1}
	
	(3.5)


	
	d\displaystyle d
	=u¯2-u¯1\displaystyle=\bar{u}_{2}-\bar{u}_{1}
	
	(3.6)



Οι παραπάνω εξισώσεις αντιστοιχούν στην
ισορροπία των δυνάμεων 
και στο συμβιβαστό των μετακινήσεων 
αντίστοιχα.





Συνδυάζοντας την (3.2)
με τις (3.5)-(3.6)
προκύπτει





	
	𝒇¯e=[f¯1f¯2]=E⁢AL⁢[1-1-11]⁢[u¯1u¯2]=𝐊¯e⁢𝒖¯e\bar{\boldsymbol{f}}^{e}=\left[\begin{array}[]{c}\bar{f}_{1}\\
\bar{f}_{2}\\
\end{array}\right]=\dfrac{EA}{L}\left[\begin{array}[]{cc}1&-1\\
-1&1\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}\bar{u}_{1}\\
\bar{u}_{2}\\
\end{array}\right]=\bar{\mathbf{K}}^{e}\bar{\boldsymbol{u}}^{e}
	
	(3.7)



όπου το μητρώο δυσκαμψίας στο τοπικό σύστημα συντεταγμένων δίνεται ως:






	
	𝐊¯e=E⁢AL⁢[1-1-11]\bar{\mathbf{K}}^{e}=\dfrac{EA}{L}\left[\begin{array}[]{cc}1&-1\\
-1&1\\
\end{array}\right]
	
	(3.8)








3.1.2 Διατύπωση με τη χρήση συναρτήσεων μορφής



Η παραπάνω διαδικασία είναι εφικτή μόνο σε πολύ απλές περιπτώσεις.
Στη συνέχεια εξετάζεται η μόρφωση του μητρώου δυσκαμψίας σύμφωνα με τη γενική
σχέση,





	
	𝐊¯e=∫Ω𝐁T⁢𝐂𝐁⁢d⁢Ω\bar{\mathbf{K}}^{e}=\int_{\Omega}\mathbf{B}^{T}\mathbf{C}\mathbf{B}d\Omega
	
	(3.9)



όπως προέκυψε από τη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων που εξετάστηκε
στο προηγούμενο κεφάλαιο.




Συναρτήσεις μορφής



Αν υποθέσουμε ότι η κατανομή των μετακινήσεων εντός του στοιχείου
είναι γραμμική, τότε οι μετακινήσεις μπορεί να εκφραστούν με τη βοήθεια
της σχέσης:





	
	u=a1+a2⁢xu=a_{1}+a_{2}x
	
	(3.10)






H (3.10) ονομάζεται πολυώνυμο παρεμβολής,
που στην προκειμένη περίπτωση λόγω της γραμμικής θεώρησης των μετακινήσεων
είναι πρώτου βαθμού ως προς το uu.






Σε μητρωική μορφή η (3.10) γράφεται ως:





	
	u=[1x]⁢[a1a2]u=\left[\begin{array}[]{cc}1&x\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}a_{1}\\
a_{2}\\
\end{array}\right]
	
	(3.11)



Οι συντελεστές a1a_{1} και a2a_{2} του πολυωνύμου παρεμβολής
συνδέονται με τις επικόμβιες μετακινήσεις μέσω των
συνοριακών συνθηκών του στοιχείου:






	
	u=u1\displaystyle u=u_{1}
	όταν
	x=0\displaystyle x=0
	
	(3.12)


	
	u=u2\displaystyle u=u_{2}
	όταν
	x=L\displaystyle x=L
	
	(3.13)



Αντικαθιστώντας τις (3.12)-(3.13)
στην (3.11), προκύπτει:





	
	[u1u2]\displaystyle\left[\begin{array}[]{cc}u_{1}\\
u_{2}\end{array}\right]
	=[101L]⁢[a1a2]\displaystyle=\left[\begin{array}[]{cc}1&0\\
1&L\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}a_{1}\\
a_{2}\\
\end{array}\right]
	
	(3.14)


	
	𝒖\displaystyle\boldsymbol{u}
	=𝐀⁢𝒂\displaystyle=\mathbf{A}\boldsymbol{a}
	
	(3.15)



Επομένως οι συντελεστές του 𝒂\boldsymbol{a} πολυωνύμου παρεμβολής μπορούν να
υπολογιστούν επιλύοντας το παραπάνω 2×22\times 2 γραμμικό σύστημα.
Για την περίπτωση που εξετάζεται,
η επίλυση μπορεί να γίνει με την αντιστροφή
του μητρώου 𝐀\mathbf{A} ως:





	
	𝒂\displaystyle\boldsymbol{a}
	=𝐀-1⁢𝒖\displaystyle=\mathbf{A}^{-1}\boldsymbol{u}
	
	(3.16)


	
	[a1a2]\displaystyle\left[\begin{array}[]{cc}a_{1}\\
a_{2}\end{array}\right]
	=[10-1L1L]⁢[u1u2]\displaystyle=\left[\begin{array}[]{cc}1&0\\
-\dfrac{1}{L}&\dfrac{1}{L}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}u_{1}\\
u_{2}\\
\end{array}\right]
	
	(3.17)



Αντικαθιστώντας την (3.17)
στην (3.11), προκύπτει:





	
	u\displaystyle u
	=[1x]⁢[a1a2]\displaystyle=\left[\begin{array}[]{cc}1&x\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}a_{1}\\
a_{2}\\
\end{array}\right]
	


	
	
	=[1x]⁢[10-1L1L]⁢[u1u2]\displaystyle=\left[\begin{array}[]{cc}1&x\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{cc}1&0\\
-\dfrac{1}{L}&\dfrac{1}{L}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}u_{1}\\
u_{2}\\
\end{array}\right]
	


	
	
	=[1-xLxL]︸𝐍⁢[u1u2]\displaystyle=\underbrace{\left[\begin{array}[]{cc}1-\dfrac{x}{L}&\dfrac{x}{L}%
\\
\end{array}\right]}_{\mathbf{N}}\left[\begin{array}[]{c}u_{1}\\
u_{2}\\
\end{array}\right]
	
	(3.18)


	
	u\displaystyle u
	=𝐍⁢𝒖\displaystyle=\mathbf{N}\boldsymbol{u}
	
	(3.19)



Το μητρώο 𝐍\mathbf{N} αποτελεί το μητρώο συναρτήσεων σχήματος του στοιχείου.






Αναλυτικά η παραπάνω σχέση μπορεί να γραφτεί ως:





	
	u=N1⁢u1+N2⁢u2u=N_{1}u_{1}+N_{2}u_{2}
	
	(3.20)



όπου οι συναρτήσεις NiN_{i} για i=1,2i=1,2 ορίζονται ως





	
	N1\displaystyle N_{1}
	=1-xL\displaystyle=1-\dfrac{x}{L}
	
	(3.21)


	
	N2\displaystyle N_{2}
	=xL\displaystyle=\dfrac{x}{L}
	
	(3.22)



και απεικονίζονται στο Σχήμα 3.2.
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Σχήμα 3.2: Συναρτήσεις σχήματος του στοιχείου ράβδου.






Μητρώο παραμορφώσεων-μετακινήσεων



Το μητρώο παραμόρφωσης συνδέει την ανηγμένη παραμόρφωση με τις επικόμβιες
μετακινήσεις του στοιχείου για την περίπτωση του στοιχείου ράβδου μέσω
της σχέσης





	
	εx=d⁢ud⁢x\varepsilon_{x}=\dfrac{du}{dx}
	
	(3.23)






Αντικαθιστώντας στην παραπάνω σχέση την (3.20), προκύπτει:





	
	εx=d⁢N1d⁢x⁢u1+d⁢N2d⁢x⁢u2=N1,x⁢u⁢1+N2,x⁢u2\varepsilon_{x}=\dfrac{dN_{1}}{dx}u_{1}+\dfrac{dN_{2}}{dx}u_{2}=N_{1,x}u1+N_{2%
,x}u_{2}
	
	(3.24)



όπου οι παράγωγοι των συναρτήσεων μορφής δίνονται ως:





	
	N1,x\displaystyle N_{1,x}
	=-1L\displaystyle=-\dfrac{1}{L}
	
	(3.25)


	
	και
	
	


	
	N2,x\displaystyle N_{2,x}
	=1L\displaystyle=\dfrac{1}{L}
	
	(3.26)






Επομένως η (3.23) μπορεί να επαναδιατυπωθεί
σε μητρωική μορφή ως:





	
	εx\displaystyle\varepsilon_{x}
	=[-1L1L]⁢[u1u2]\displaystyle=\left[\begin{array}[]{cc}-\dfrac{1}{L}&\dfrac{1}{L}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}u_{1}\\
u_{2}\\
\end{array}\right]
	
	(3.27)


	
	εx\displaystyle\varepsilon_{x}
	=𝐁⁢𝒖\displaystyle=\mathbf{B}\boldsymbol{u}
	
	(3.28)



όπου





	
	𝐁=[-1L1L]\mathbf{B}=\left[\begin{array}[]{cc}-\dfrac{1}{L}&\dfrac{1}{L}\\
\end{array}\right]
	
	(3.29)



το μητρώο παραμορφώσεων-μετακινήσεων.






Μητρώο ελαστικότητας



Για την περίπτωση του στοιχείου ράβδου, το μητρώο ελαστικότητας που
συνδέει τις τάσεις με τις παραμορφώσεις ως





	
	σ=E⁢ε\sigma=E\varepsilon
	
	(3.30)



ορίζεται ως το ακόλουθο 1×11\times 1 μητρώο:





	
	𝐂=[E]\mathbf{C}=[E]
	
	(3.31)








Μητρώο δυσκαμψίας



Το μητρώο δυσκαμψίας προκύπτει από τη σχέση





	
	𝐊¯e=∫Ω𝐁T⁢𝐂𝐁⁢d⁢Ω\bar{\mathbf{K}}^{e}=\int_{\Omega}\mathbf{B}^{T}\mathbf{C}\mathbf{B}d\Omega
	
	(3.32)



αντικαθιστώντας τα αντίστοιχα μητρώα παραμορφώσεων-μετακινήσεων 𝐁\mathbf{B}
(3.29)
και τάσεων-παραμορφώσεων 𝐂\mathbf{C}
(3.31)
και ολοκληρώνοντας στο μήκος του στοιχείου, δηλαδή στο διάστημα [0,L][0,L],
οπότε προκύπτει:





	
	𝐊¯e\displaystyle\bar{\mathbf{K}}^{e}
	=∫Ω𝐁T︸(2×1)⁢𝐂︸(1×1)⁢𝐁︸(1×2)⁢d⁢Ω\displaystyle=\int_{\Omega}\underbrace{\mathbf{B}^{T}}_{(2\times 1)}%
\underbrace{\mathbf{C}}_{(1\times 1)}\underbrace{\mathbf{B}}_{(1\times 2)}d\Omega
	


	
	
	=∫Ω[-1L1L]⁢[E]⁢[-1L1L]⁢d⁢Ω\displaystyle=\int_{\Omega}\left[\begin{array}[]{c}-\dfrac{1}{L}\\
\dfrac{1}{L}\end{array}\right][E]\left[\begin{array}[]{cc}-\dfrac{1}{L}&\dfrac%
{1}{L}\\
\end{array}\right]d\Omega
	


	
	
	=∫0L∫A[-1L1L]⁢[E]⁢[-1L1L]⁢d⁢A⁢d⁢x\displaystyle=\int_{0}^{L}\int_{A}\left[\begin{array}[]{c}-\dfrac{1}{L}\\
\dfrac{1}{L}\end{array}\right][E]\left[\begin{array}[]{cc}-\dfrac{1}{L}&\dfrac%
{1}{L}\\
\end{array}\right]dAdx
	


	
	
	=E⁢AL2⁢∫0L[1-1-11]⁢d⁢x\displaystyle=\dfrac{EA}{L^{2}}\int_{0}^{L}\left[\begin{array}[]{cc}1&-1\\
-1&1\\
\end{array}\right]dx
	


	
	𝐊¯e\displaystyle\bar{\mathbf{K}}^{e}
	=E⁢AL⁢[1-1-11]\displaystyle=\dfrac{EA}{L}\left[\begin{array}[]{cc}1&-1\\
-1&1\\
\end{array}\right]
	
	(3.33)






Συγκρίνοντας τις (3.8) και (3.33)
παρατηρούμε ότι τα μητρώα δυσκαμψίας που προκύπτουν ταυτίζονται.








3.1.3 Μετασχηματισμός του μητρώου δυσκαμψίας. Το καθολικό μητρώο δυσκαμψίας



Το μητρώο δυσκαμψίας του στοιχείου δικτυώματος, όπως αυτό περιγράφεται από τις
(3.8) και (3.33), αναφέρεται στο
τοπικό σύστημα συντεταγμένων του στοιχείου.
Στη συνέχεια εξετάζεται πώς μπορεί να επαναδιατυπωθεί το μητρώο 𝐊¯e\bar{\mathbf{K}}^{e}
από το τοπικό σύστημα συντεταγμένων στο σύστημα συντεταγμένων του συνολικού
προβλήματος, που στη συνέχεια θα αναφέρεται ως
γενικό σύστημα συντεταγμένων.

Η επαναδιατύπωση του μητρώου γίνεται με τον μετασχηματισμό του από το ένα σύστημα
συντεταγμένων στο άλλο με τη βοήθεια των
μητρώων μετασχηματισμού.






Η περίπτωση που εξετάζεται αναφέρεται σε ένα δισδιάστατο γενικό σύστημα
συντεταγμένων, ενώ η αντίστοιχη περίπτωση του τρισδιάστατου γενικού συστήματος
συντεταγμένων αφήνεται ως άσκηση για τον αναγνώστη.




Αρχικά επαναδιατυπώνεται το μητρώο δυσκαμψίας στο τοπικό σύστημα συντεταγμένων,
λαμβάνοντας υπόψη και τον άξονα y¯\bar{y}.
Εύκολα διαπιστώνεται ότι το μητρώο 𝐊¯e\bar{\mathbf{K}}^{e} όπως δίνεται π.χ.
στην (3.33)





	
	𝐊¯e=E⁢AL⁢[1-1-11]\bar{\mathbf{K}}^{e}=\dfrac{EA}{L}\left[\begin{array}[]{cc}1&-1\\
-1&1\\
\end{array}\right]
	
	(3.34)



μπορεί ισοδύναμα να διατυπωθεί και ως:





	
	𝐊¯e=E⁢AL⁢[10-100000-10100000]\bar{\mathbf{K}}^{e}=\dfrac{EA}{L}\left[\begin{array}[]{cccc}1&0&-1&0\\
0&0&0&0\\
-1&0&1&0\\
0&0&0&0\\
\end{array}\right]
	
	(3.35)
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Σχήμα 3.3: Μετασχηματισμός των δυνάμεων και των μετακινήσεων.




Οι μετασχηματισμοί που απαιτούνται προκύπτουν εύκολα εξετάζοντας το
Σχήμα 3.3.
Για τις μετακινήσεις του κόμβου 1 ισχύει:





	
	u¯x1\displaystyle\bar{u}_{x_{1}}
	=ux1⁢cos⁡ϕ+uy1⁢sin⁡ϕ\displaystyle=u_{x_{1}}\cos\phi+u_{y_{1}}\sin\phi
	
	(3.36)


	
	u¯y1\displaystyle\bar{u}_{y_{1}}
	=-ux1⁢sin⁡ϕ+uy1⁢cos⁡ϕ\displaystyle=-u_{x_{1}}\sin\phi+u_{y_{1}}\cos\phi
	
	(3.37)



ενώ αντίστοιχες είναι οι σχέσεις και για τις μετακινήσεις του κόμβου 2:





	
	u¯x2\displaystyle\bar{u}_{x_{2}}
	=ux2⁢cos⁡ϕ+uy2⁢sin⁡ϕ\displaystyle=u_{x_{2}}\cos\phi+u_{y_{2}}\sin\phi
	
	(3.38)


	
	u¯y2\displaystyle\bar{u}_{y_{2}}
	=-ux2⁢sin⁡ϕ+uy2⁢cos⁡ϕ\displaystyle=-u_{x_{2}}\sin\phi+u_{y_{2}}\cos\phi
	
	(3.39)






Έστω τώρα c=cos⁡ϕc=\cos\phi και s=sin⁡ϕs=\sin\phi, όπου ϕ\phi η γωνία
μεταξύ του γενικού (𝒙\boldsymbol{x}) και του τοπικού (𝒙¯\bar{\boldsymbol{x}})
συστήματος συντεταγμένων, μετρούμενη από το
𝒙\boldsymbol{x} στο 𝒙¯\bar{\boldsymbol{x}} με αντι-ωρολογιακή φορά.
Διατυπώνοντας τις παραπάνω σχέσεις σε μητρωική μορφή,
προκύπτει το μητρώο μετασχηματισμού
των μετακινήσεων από το γενικό σύστημα συντεταγμένων (𝒙\boldsymbol{x})
στο τοπικό (𝒙¯\bar{\boldsymbol{x}}):





	
	[u¯x1u¯y1u¯x2u¯y2]=[cs00-sc0000cs00-sc]⁢[ux1uy1ux2uy2]\left[\begin{array}[]{c}\bar{u}_{x_{1}}\\
\bar{u}_{y_{1}}\\
\bar{u}_{x_{2}}\\
\bar{u}_{y_{2}}\\
\end{array}\right]=\left[\begin{array}[]{cccc}c&s&0&0\\
-s&c&0&0\\
0&0&c&s\\
0&0&-s&c\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}u_{x_{1}}\\
u_{y_{1}}\\
u_{x_{2}}\\
u_{y_{2}}\\
\end{array}\right]
	
	(3.40)



ή σε συμπαγή μορφή:





	
	𝒖¯e=𝐓⁢𝒖e\bar{\boldsymbol{u}}^{e}=\mathbf{T}\boldsymbol{u}^{e}
	
	(3.41)






Το μητρώο 4×44\times 4 που προκύπτει ονομάζεται μητρώο μετασχηματισμού και
συμβολίζεται με 𝐓\mathbf{T}.




Ακολουθώντας παρόμοια διαδικασία, προκύπτει για τον μετασχηματισμό των δυνάμεων
από το τοπικό (𝒙¯\bar{\boldsymbol{x}}) στο γενικό σύστημα συντεταγμένων (𝒙\boldsymbol{x})
ότι:





	
	[fx1fy1fx2fy2]=[c-s00sc0000c-s00sc]⁢[f¯x1f¯y1f¯x2f¯y2]\left[\begin{array}[]{c}f_{x_{1}}\\
f_{y_{1}}\\
f_{x_{2}}\\
f_{y_{2}}\\
\end{array}\right]=\left[\begin{array}[]{cccc}c&-s&0&0\\
s&c&0&0\\
0&0&c&-s\\
0&0&s&c\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}\bar{f}_{x_{1}}\\
\bar{f}_{y_{1}}\\
\bar{f}_{x_{2}}\\
\bar{f}_{y_{2}}\\
\end{array}\right]
	
	(3.42)



ή σε συμπαγή μορφή:





	
	𝒇e=𝐓T⁢𝒇¯e\boldsymbol{f}^{e}=\mathbf{T}^{T}\bar{\boldsymbol{f}}^{e}
	
	(3.43)






Εύκολα διαπιστώνεται ότι το μητρώο που προκύπτει από τον μετασχηματισμό των δυνάμεων
ισούται με τον ανάστροφο του 𝐓\mathbf{T}, δηλαδή 𝐓T\mathbf{T}^{T}.
Η σχέση αυτή μπορεί να αποδειχτεί ότι ισχύει γενικά.






Αξίζει επίσης να σημειωθεί ότι στην (3.40)
το τοπικό σύστημα συντεταγμένων
(𝒙¯\bar{\boldsymbol{x}}) εμφανίζεται στο αριστερό σκέλος της εξίσωσης ενώ στην
(3.42) στο δεξί.
Στην πραγματικότητα οι εξισώσεις (3.40) και (3.42)
αποτελούν τη διακριτή διατύπωση του συναλλοίωτου και του ανταλλοίωτου
μετασχηματισμού, όπως αποκαλούνται στη μηχανική του συνεχούς μέσου, περιγράφουν δηλαδή
τον κανόνα που προσδιορίζει πώς συγκεκριμένες γεωμετρικές οντότητες (τανυστές, διανύσματα)
συμπεριφέρονται στην αλλαγή της βάσης τους.


Στη συνεχή τους διατύπωση οι εξισώσεις (3.40) και (3.42)
αποκαλούνται συμπληρωματικές.
Σε κάθε περίπτωση (διακριτή ή συνεχής)
οι εξισώσεις (3.40) και (3.42)
αναφέρονται στην έννοια της δυϊκότητας.






Σημειώνεται επίσης ότι, για τη συγκεκριμένη περίπτωση στοιχείου, ο πίνακας
μετασχηματισμού είναι τετραγωνικός και ορθογωνικός, ισχύει δηλαδή ότι
TT=T-1T^{T}=T^{-1}.
Αλλά αυτή η ιδιότητα δεν ισχύει απαραίτητα σε πιο περίπλοκα στοιχεία.
Στη γενική περίπτωση ο πίνακας μετασχηματισμού TT δεν είναι τετραγωνικός,
οπότε και δεν μπορεί να οριστεί ο αντίστροφός του.






Επιστρέφοντας στη διατύπωση των εξισώσεων του στοιχείου δικτυώματος
στο γενικό σύστημα συντεταγμένων, αυτές δίνονται σε μητρωική μορφή ως:





	
	𝐊e⁢𝒖e=𝒇e\mathbf{K}^{e}\boldsymbol{u}^{e}=\boldsymbol{f}^{e}
	
	(3.44)



ενώ στο τοπικό σύστημα συντεταγμένων ως:





	
	𝐊¯e⁢𝒖¯e=𝒇¯e\bar{\mathbf{K}}^{e}\bar{\boldsymbol{u}}^{e}=\bar{\boldsymbol{f}}^{e}
	
	(3.45)






Αντικαθιστώντας στην τελευταία σχέση τις
(3.41) και (3.43), δηλαδή:





	
	𝒖¯e=𝐓⁢𝒖e, 𝒇e=𝐓T⁢𝒇¯e\bar{\boldsymbol{u}}^{e}=\mathbf{T}\boldsymbol{u}^{e},\quad\boldsymbol{f}^{e}=%
\mathbf{T}^{T}\bar{\boldsymbol{f}}^{e}
	
	(3.46)



προκύπτει ότι το μητρώο δυσκαμψίας στο γενικό σύστημα συντεταγμένων ορίζεται
συναρτήσει του αντίστοιχου μητρώου στο τοπικό σύστημα συντεταγμένων μέσω
του ακόλουθου μετασχηματισμού:





	
	𝐊e=(𝐓e)Τ⁢𝐊¯e⁢𝐓e\boxed@math{\mathbf{K}^{e}=\left(\mathbf{T}^{e}\right)^{Τ}\bar{\mathbf{K}}^{e}%
\mathbf{T}^{e}}
	
	(3.47)






H σχέση (3.47) δίνεται αναλυτικά ως:





	
	𝐊e=Ee⁢AeLe⁢[c2s⁢c-c2-s⁢cs⁢cs2-s⁢c-s2-c2-s⁢cc2s⁢c-s⁢c-s2s⁢cs2]\mathbf{K}^{e}=\dfrac{E^{e}A^{e}}{L^{e}}\left[\begin{array}[]{cccc}c^{2}&sc&-c%
^{2}&-sc\\
sc&s^{2}&-sc&-s^{2}\\
-c^{2}&-sc&c^{2}&sc\\
-sc&-s^{2}&sc&s^{2}\\
\end{array}\right]
	
	(3.48)



όπου σύμφωνα και με τα όσα αναφέρθηκαν προηγουμένως s=sin⁡ϕes=\sin\phi^{e}
και c=cos⁡ϕec=\cos\phi^{e}.




Στη συνέχεια δίνεται ενδεικτικά κώδικας σε γλώσσα προγραμματισμού Python,
για τον υπολογισμό του μητρώου δυσκαμψίας.







	1
	    def get_K(self):


	2
	        dx = self.nodes[1].x[0] - self.nodes[0].x[0]


	3
	        dy = self.nodes[1].x[1] - self.nodes[0].x[1]


	4
	        L = math.sqrt(dx * dx + dy * dy)


	5
	        s = dy / L


	6
	        c = dx / L


	7
	        K = numpy.array([


	8
	            [ c * c,  s * c, -c * c, -s * c],


	9
	            [ s * c,  s * s,  s * c, -s * s],


	10
	            [ c * c, -s * c,  c * c,  s * c],


	11
	            [-s * c, -s * s,  s * c,  s * s]])


	12
	        K *= self.E * self.A / L


	13
	        return K










3.1.4 Χρήση του στοιχείου στη γεωτεχνική μηχανική



Το στοιχείο δικτυώματος χρησιμοποιείται στη γεωτεχνική μηχανική για την
προσομοίωση αγκυρώσεων, αντηρίδων και γενικά ραβδωτών κατασκευών για τις οποίες
η αντίσταση σε ροπή θεωρείται αμελητέα.
Για αυτές τις περιπτώσεις χρησιμοποιείται το στοιχείο δοκού, που περιγράφεται στη
συνέχεια.





















3.2 Το στοιχείο δοκού



Οι δοκοί αποτελούν τον συνηθέστερο τύπο δομικού στοιχείου στην περιγραφή και
ανάλυση προβλημάτων κυρίως της δομοστατικής μηχανικής.




Από μηχανικής άποψης, ένα στοιχείο δοκού διαφέρει από ένα στοιχείο δικτυώματος,
όπως αυτό περιγράφηκε στην προηγούμενη ενότητα (Ενότητα 3.1),
στο γεγονός ότι το στοιχείο δοκού μπορεί να παραλάβει φόρτιση και
σε μια εγκάρσια διεύθυνση στον άξονά της.




Από μαθηματικής άποψης, η διαφορά της δοκού που εξετάζεται στη
συνέχεια με το στοιχείο του δικτυώματος οφείλεται ακριβώς στο γεγονός ότι
θα πρέπει να περιγραφούν επιπλέον οι εγκάρσιες μετακινήσεις.
Οι εγκάρσιες μετακινήσεις για να θεωρηθούν επιτρεπτές θα πρέπει να
περιγράφονται από συναρτήσεις οι οποίες είναι μεν συνεχείς αλλά και οι
πρώτες παράγωγοί τους είναι συνεχείς, έτσι ώστε να ισχύει το συμβιβαστό
των μετακινήσεων στα άκρα των δοκών και για τις μετακινήσεις όσο και για
τις κλίσεις (στροφές στο πλαίσιο των μικρών μετακινήσεων),
όπως δίνεται σχηματικά
στο Σχήμα 3.4.
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Σχήμα 3.4: Οι συναρτήσεις που μπορούν να χρησιμοποιηθούν στην περιγραφή
των εγκάρσιων μετακινήσεων του στοιχείου της δοκού θα πρέπει να
μπορούν να περιγράψουν σωστά και τις κλίσεις στα άκρα της.




Η δοκός παραλαμβάνει τα εγκάρσια φορτία πρωτίστως μέσω της καμπτικής λειτουργίας
της, η οποία δημιουργεί περιοχές θλιπτικών και εφελκυστικών τάσεων.
Οι περιοχές αυτές διαχωρίζονται από τον ουδέτερο άξονα (ή επίπεδο) στον οποίο
οι τάσεις είναι μηδενικές.
Σε επίπεδο διατομής της δοκού, ο συνδυασμός θλιπτικών και εφελκυστικών τάσεων
δημιουργεί μία ροπή, η οποία μεταφέρει τη φόρτιση στις στηρίξεις, όπως
περιγράφεται και στο Σχήμα 3.5.
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Σχήμα 3.5: Παραλαβή της εξωτερικής φόρτισης από μία δοκό.




Στην ευρύτερη οικογένεια των στοιχείων δοκών ανήκουν διάφοροι τύποι
στοιχείων.
Με τον όρο γενική δοκός συνήθως αναφερόμαστε σε εκείνον τον τύπο
γραμμικών στοιχείων τα οποία μπορούν να παραλάβουν έναν συνδυασμό δράσεων,
όπως π.χ. διαξονική κάμψη, διάτμηση και στρέψη.

Στην περίπτωση που φορτίζεται κατά τη διαμήκη διεύθυνσή της με θλιπτικό
φορτίο, το στοιχείο της δοκού θα πρέπει να μπορεί να περιγράψει και
το φαινόμενο του λυγισμού.






Στην περίπτωση που υποβάλλεται κυρίως σε αξονικά και καμπτικά φορτία, τότε
αναφέρεται και ως δοκός-υποστύλωμα.






Αν υποβάλλεται κυρίως σε καμπτικά φορτία, τότε αναφέρεται απλά ως δοκός.
Μία δοκός συνήθως είναι ευθύγραμμη και η διατομή της είναι πρισματική
και σταθερή σε όλο το μήκος της.






Μία χωρική δοκός μπορεί να παραλάβει εγκάρσια φόρτιση σε τυχαία
διεύθυνση στο επίπεδο της διατομής της.

Αντίθετα, μία επίπεδη δοκός μπορεί να παραλάβει εγκάρσια φόρτιση
μόνο σε μία διεύθυνση η οποία βρίσκεται εντός ενός δεδομένου επιπέδου.
Στη συνέχεια του παρόντος κεφαλαίου θα ασχοληθούμε μόνο με αυτή την
περίπτωση δοκού.






Από μαθηματικής άποψης, τα απλούστερα και πιο διαδεδομένα μαθηματικά
προσομοιώματα δοκών στηρίζονται στη θεωρία των Bernoulli-Euler
(η οποία ονομάζεται επίσης και κλασική θεωρία των Δοκών)
και στη θεωρία του Timoshenko.


Η θεωρία των Bernoulli-Euler οδηγεί στα επονομαζόμενα Hermitian
στοιχεία δοκού (ή αλλιώς στοιχεία C1C^{1}) λόγω των απαιτήσεων συνέχειας
των συναρτήσεων σχήματος που χρησιμοποιούνται.




Η θεωρία των Bernoulli-Euler στηρίζεται στις ακόλουθες παραδοχές:



	1. 

Επίπεδη συμμετρία.
Ο διαμήκης άξονας της δοκού είναι ευθύγραμμος και η διατομή της δοκού
έχει ένα επίπεδο συμμετρίας.
Η συνισταμένη των εγκάρσιων φορτίων και οι στηρίξεις της δοκού βρίσκονται
σε αυτό το επίπεδο.





	2. 

Μεταβλητή διατομή.
Η διατομή είτε είναι σταθερή σε όλο το μήκος της δοκού είτε μεταβάλλεται
ομαλά.




	3. 

Επιπεδότητα.
Διατομές οι οποίες αρχικά (στην απαραμόρφωτη κατάσταση) ήταν επίπεδες στον
διαμήκη άξονα της δοκού παραμένουν επίπεδες και μετά την επιβολή του
εξωτερικού φορτίου.






	4. 

Ενέργεια παραμόρφωσης.
Η εσωτερική ενέργεια λόγω των παραμορφώσεων αντιστοιχεί μόνο στις
καμπτικές παραμορφώσεις.
Η συνεισφορά των υπόλοιπων παραμορφώσεων (αξονικές και διατμητικές)
αγνοείται.




	5. 

Μικρές μετακινήσεις.
Οι εγκάρσιες μετακινήσεις και στροφές θεωρούνται πολύ μικρές ώστε να γίνεται
δεκτή η παραδοχή των μικρών μετακινήσεων.




	6. 

Υλικό.
Το υλικό θεωρείται ελαστικό και ισότροπο.









3.2.1 Συναρτήσεις σχήματος



Το πεδίο των μετακινήσεων του στοιχείου της δοκού
ορίζεται από την αξονική μετακίνηση uu
και την εγκάρσια μετακίνηση vv.
Για την πρώτη επιλέγεται μία γραμμική συνάρτηση κατά μήκος του στοιχείου,
αντίστοιχη με με εκείνη που χρησιμοποιήθηκε στο στοιχείο του δικτυώματος,
ενώ η εγκάρσια μετακίνηση vv εκφράζεται με μία συνάρτηση τρίτου βαθμού.
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Σχήμα 3.6: Στοιχείο δοκού στο επίπεδο (αρχική/παραμορφωμένη κατάσταση).




Επομένως μπορούμε να γράψουμε:





	
	u\displaystyle u
	=α1+α2⁢x\displaystyle=\alpha_{1}+\alpha_{2}x
	
	(3.49)


	
	v\displaystyle v
	=α3+α2⁢x+α2⁢x2+α2⁢x3\displaystyle=\alpha_{3}+\alpha_{2}x+\alpha_{2}x^{2}+\alpha_{2}x^{3}
	
	(3.50)



ή σε μητρωική μορφή:





	
	u\displaystyle u
	=[1x]⁢[α1α2]\displaystyle=\left[\begin{array}[]{cc}1&x\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}\alpha_{1}\\
\alpha_{2}\\
\end{array}\right]
	
	(3.51)


	
	v\displaystyle v
	=[1xx2x3]⁢[α3α4α5α6]\displaystyle=\left[\begin{array}[]{cccc}1&x&x^{2}&x^{3}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}\alpha_{3}\\
\alpha_{4}\\
\alpha_{5}\\
\alpha_{6}\\
\end{array}\right]
	
	(3.52)






Ο υπολογισμός των παραμέτρων α1\alpha_{1} και α2\alpha_{2}
γίνεται ακολουθώντας παρόμοια διαδικασία με αυτή που ακολουθήθηκε στο στοιχείο
δικτυώματος, οπότε και προκύπτει:





	
	u=N1⁢u1+N2⁢u2u=N_{1}u_{1}+N_{2}u_{2}
	
	(3.53)



όπου οι συναρτήσεις NiN_{i} για i=1,2i=1,2 ορίζονται ως





	
	N1\displaystyle N_{1}
	=1-xL\displaystyle=1-\dfrac{x}{L}
	
	(3.54)


	
	N2\displaystyle N_{2}
	=xL\displaystyle=\dfrac{x}{L}
	
	(3.55)



και απεικονίζονται στο Σχήμα 3.2.




Ο υπολογισμός των παραμέτρων α3\alpha_{3}-α6\alpha_{6} γίνεται συνδέοντας τις
παραμέτρους με τις συνοριακές συνθήκες του στοιχείου,





	
	u=u1, d⁢ud⁢x=θ1\displaystyle u=u_{1},\;\dfrac{du}{dx}=\theta_{1}
	όταν
	x=0\displaystyle x=0
	
	(3.56)


	
	u=u2, d⁢ud⁢x=θ1\displaystyle u=u_{2},\;\dfrac{du}{dx}=\theta_{1}
	όταν
	x=L\displaystyle x=L
	
	(3.57)






Αντικαθιστώντας τις παραπάνω σχέσεις
(3.56)-(3.57)
στην (3.52), προκύπτει:





	
	[u1θ1u2θ2]=[100001001LL2L3012⁢L3⁢L2]⁢[α1α2α3α4]\left[\begin{array}[]{c}u_{1}\\
\theta_{1}\\
u_{2}\\
\theta_{2}\\
\end{array}\right]=\left[\begin{array}[]{cccc}1&0&0&0\\
0&1&0&0\\
1&L&L^{2}&L^{3}\\
0&1&2L&3L^{2}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}\alpha_{1}\\
\alpha_{2}\\
\alpha_{3}\\
\alpha_{4}\\
\end{array}\right]
	
	(3.58)



ή σε συντετμημένη μορφή:





	
	𝒅b=𝐀b⁢𝒂b\boldsymbol{d}_{b}=\mathbf{A}_{b}\boldsymbol{a}_{b}
	
	(3.59)



όπου ο δείκτης bb αναφέρεται στα καμπτικά μεγέθη του στοιχείου.




Από την επίλυση της παραπάνω σχέσης με αντιστροφή του πίνακα 𝐀b\mathbf{A}_{b}
προκύπτει:





	
	𝒂b=𝐀b-1⁢𝒅b\boldsymbol{a}_{b}=\mathbf{A}_{b}^{-1}\boldsymbol{d}_{b}
	
	(3.60)



ή αναλυτικά





	
	[α1α2α3α4]=[10000100-3L2-2L3L2-1L2L31L2-2L3-1L2]⁢[u1θ1u2θ2]\left[\begin{array}[]{c}\alpha_{1}\\
\alpha_{2}\\
\alpha_{3}\\
\alpha_{4}\\
\end{array}\right]=\left[\begin{array}[]{cccc}1&0&0&0\\
0&1&0&0\\
-\dfrac{3}{L^{2}}&-\dfrac{2}{L}&\dfrac{3}{L^{2}}&-\dfrac{1}{L}\\
\dfrac{2}{L^{3}}&\dfrac{1}{L^{2}}&-\dfrac{2}{L^{3}}&-\dfrac{1}{L^{2}}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}u_{1}\\
\theta_{1}\\
u_{2}\\
\theta_{2}\\
\end{array}\right]
	
	(3.61)






Αντικαθιστώντας την (3.52) στην (3.61),
προκύπτει





	
	v\displaystyle v
	=[1xx2x3]⁢[α3α4α5α6]\displaystyle=\left[\begin{array}[]{cccc}1&x&x^{2}&x^{3}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}\alpha_{3}\\
\alpha_{4}\\
\alpha_{5}\\
\alpha_{6}\\
\end{array}\right]
	


	
	
	=[1xx2x3]⁢[10000100-3L2-2L3L2-1L2L31L2-2L3-1L2]⁢[u1θ1u2θ2]\displaystyle=\left[\begin{array}[]{cccc}1&x&x^{2}&x^{3}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{cccc}1&0&0&0\\
0&1&0&0\\
-\dfrac{3}{L^{2}}&-\dfrac{2}{L}&\dfrac{3}{L^{2}}&-\dfrac{1}{L}\\
\dfrac{2}{L^{3}}&\dfrac{1}{L^{2}}&-\dfrac{2}{L^{3}}&-\dfrac{1}{L^{2}}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}u_{1}\\
\theta_{1}\\
u_{2}\\
\theta_{2}\\
\end{array}\right]
	
	(3.62)



ή αλλιώς





	
	v=𝐍b⁢𝒅bv=\mathbf{N}_{b}\boldsymbol{d}_{b}
	
	(3.63)



όπου





	
	𝐍b\displaystyle\mathbf{N}_{b}
	=[1xx2x3]⁢[10000100-3L2-2L3L2-1L2L31L2-2L3-1L2]\displaystyle=\left[\begin{array}[]{cccc}1&x&x^{2}&x^{3}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{cccc}1&0&0&0\\
0&1&0&0\\
-\dfrac{3}{L^{2}}&-\dfrac{2}{L}&\dfrac{3}{L^{2}}&-\dfrac{1}{L}\\
\dfrac{2}{L^{3}}&\dfrac{1}{L^{2}}&-\dfrac{2}{L^{3}}&-\dfrac{1}{L^{2}}\\
\end{array}\right]
	


	
	
	=[1-3⁢x2L2+2⁢x3L3x-2⁢x2L2+x3L33⁢x2L2-2⁢x3L3-x2L2+x3L3]\displaystyle=\left[\begin{array}[]{cccc}1-\dfrac{3x^{2}}{L^{2}}+\dfrac{2x^{3}%
}{L^{3}}&x-\dfrac{2x^{2}}{L^{2}}+\dfrac{x^{3}}{L^{3}}&\dfrac{3x^{2}}{L^{2}}-%
\dfrac{2x^{3}}{L^{3}}&-\dfrac{x^{2}}{L^{2}}+\dfrac{x^{3}}{L^{3}}\end{array}\right]
	
	(3.64)






Επομένως η (3.63) μπορεί τώρα να γραφτεί ως





	
	v=N3⁢v1+N4⁢θ1+N5⁢v2+N6⁢θ2v=N_{3}v_{1}+N_{4}\theta_{1}+N_{5}v_{2}+N_{6}\theta_{2}
	
	(3.65)



όπου οι συναρτήσεις N3N_{3}, N4N_{4}, N5N_{5} και N6N_{6} γράφονται αναλυτικά ως





	
	N3\displaystyle N_{3}
	=1-3⁢x2L2+2⁢x3L3\displaystyle=1-\dfrac{3x^{2}}{L^{2}}+\dfrac{2x^{3}}{L^{3}}
	
	(3.66)


	
	N4\displaystyle N_{4}
	=x-2⁢x2L2+x3L3\displaystyle=x-\dfrac{2x^{2}}{L^{2}}+\dfrac{x^{3}}{L^{3}}
	
	(3.67)


	
	N5\displaystyle N_{5}
	=3⁢x2L2-2⁢x3L3\displaystyle=\dfrac{3x^{2}}{L^{2}}-\dfrac{2x^{3}}{L^{3}}
	
	(3.68)


	
	N6\displaystyle N_{6}
	=-x2L2+x3L3\displaystyle=-\dfrac{x^{2}}{L^{2}}+\dfrac{x^{3}}{L^{3}}
	
	(3.69)



και δίνονται στο Σχήμα 3.7.
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Σχήμα 3.7: Κυβικές συναρτήσεις σχήματος για το στοιχείο επίπεδης δοκού.




Συνδυάζοντας την (3.53) και την (3.65),
μπορούμε τώρα να γράψουμε:





	
	[uv]=[N100N2000N3N40N5N6]⁢[u1v1θ1u2v2θ2]\left[\begin{array}[]{c}u\\
v\\
\end{array}\right]=\left[\begin{array}[]{cccccc}N_{1}&0&0&N_{2}&0&0\\
0&N_{3}&N_{4}&0&N_{5}&N_{6}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}u_{1}\\
v_{1}\\
\theta_{1}\\
u_{2}\\
v_{2}\\
\theta_{2}\\
\end{array}\right]
	
	(3.70)



Η παραπάνω σχέση εκφράζει το πεδίο των μετακινήσεων του στοιχείου της επίπεδης
δοκού συναρτήσει των επικόμβιων μετακινήσεων της
u1u_{1}, v1v_{1}, θ1\theta_{1}, u2u_{2}, v2v_{2} και θ2\theta_{2}.






3.2.2 Σχέσεις παραμορφώσεων-μετακινήσεων



Για τον υπολογισμό του μητρώου παραμορφώσεων-μετακινήσεων 𝐁\mathbf{B}
του στοιχείου, διατυπώνονται στη συνέχεια οι αντίστοιχες σχέσεις
παραμορφώσεων-μετακινήσεων.




Σύμφωνα με τη θεωρία των Euler-Bernoulli που εξετάζεται, προκύπτει ότι οι
μετακινήσεις ενός εγκάρσιου επιπέδου της δοκού δίνονται από τις σχέσεις
(βλ. και Σχήμα 3.8):





	
	u\displaystyle u
	=u⁢(x)-y⁢θ⁢(x)\displaystyle=u(x)-y\theta(x)
	
	(3.71)


	
	v\displaystyle v
	=v⁢(x)\displaystyle=v(x)
	
	(3.72)
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Σχήμα 3.8: Κινηματική μίας δοκού που περιγράφεται από τη θεωρία Euler-Bernoulli.




Σύμφωνα με τη θεωρία των Euler-Bernoulli οι διατμητικές παραμορφώσεις
εx⁢y\varepsilon_{xy} που ορίζονται ως





	
	εx⁢y=12⁢(∂⁡u∂⁡y+∂⁡v∂⁡x)\varepsilon_{xy}=\dfrac{1}{2}\left(\dfrac{\partial u}{\partial y}+\dfrac{%
\partial v}{\partial x}\right)
	
	(3.73)



είναι μηδενικές,
ενώ η ανηγμένη παραμόρφωση της δοκού εx\varepsilon_{x} δίνεται από τη σχέση:





	
	εx=d⁢ud⁢x\varepsilon_{x}=\dfrac{du}{dx}
	
	(3.74)






Αντικαθιστώντας την (3.71)
στην (3.74), τελικά προκύπτει σχέση παραμορφώσεων-μετακινήσεων
για τη δοκό που στηρίζεται στη θεωρία των Euler-Bernoulli:





	
	εx=d⁢ud⁢x-y⁢d⁢u2d⁢x2\varepsilon_{x}=\dfrac{du}{dx}-y\dfrac{du^{2}}{dx^{2}}
	
	(3.75)






Το μητρώο παραμόρφωσης 𝐁\mathbf{B} προκύπτει από τις
(3.53),
(3.65) και
(3.75).




Από την (3.53), η οποία περιγράφει την παρεμβολή
των αξονικών μετακινήσεων,





	
	u=N1⁢u1+N2⁢u2u=N_{1}u_{1}+N_{2}u_{2}
	
	(3.76)



προκύπτει η παράγωγος d⁢ud⁢x\dfrac{du}{dx},





	
	d⁢ud⁢x\displaystyle\dfrac{du}{dx}
	=d⁢(N1⁢u1+N2⁢u2)d⁢x\displaystyle=\dfrac{d\left(N_{1}u_{1}+N_{2}u_{2}\right)}{dx}
	


	
	
	=d⁢(N1⁢u1)d⁢x+d⁢(N2⁢u2)d⁢x\displaystyle=\dfrac{d\left(N_{1}u_{1}\right)}{dx}+\dfrac{d\left(N_{2}u_{2}%
\right)}{dx}
	


	
	
	=d⁢(N1)d⁢x⁢u1+d⁢(N2)d⁢x⁢u2\displaystyle=\dfrac{d\left(N_{1}\right)}{dx}u_{1}+\dfrac{d\left(N_{2}\right)}%
{dx}u_{2}
	


	
	
	=N1,x⁢u1+N2,x⁢u2,\displaystyle=N_{1,x}u_{1}+N_{2,x}u_{2},
	
	(3.77)



ή σε μητρωική μορφή:





	
	d⁢ud⁢x=[N1,xN2,x]⁢[u1u2]\dfrac{du}{dx}=\left[\begin{array}[]{cc}N_{1,x}&N_{2,x}\end{array}\right]\left%
[\begin{array}[]{c}u_{1}\\
u_{2}\end{array}\right]
	
	(3.78)






Ομοίως, από την (3.65), η οποία περιγράφει
την παρεμβολή των εγκάρσιων μετακινήσεων και στροφών,





	
	v=N3⁢v1+N4⁢θ1+N5⁢v2+N6⁢θ2v=N_{3}v_{1}+N_{4}\theta_{1}+N_{5}v_{2}+N_{6}\theta_{2}
	
	(3.79)



προκύπτει η παράγωγος d2⁢vd⁢x2\dfrac{d^{2}v}{dx^{2}},





	
	d2⁢vd⁢x2\displaystyle\dfrac{d^{2}v}{dx^{2}}
	=d2⁢N3d⁢x2⁢v1+d2⁢N4d⁢x2⁢θ1+d2⁢N5d⁢x2⁢v2+d2⁢N6d⁢x2⁢θ2\displaystyle=\dfrac{d^{2}N_{3}}{dx^{2}}v_{1}+\dfrac{d^{2}N_{4}}{dx^{2}}\theta%
_{1}+\dfrac{d^{2}N_{5}}{dx^{2}}v_{2}+\dfrac{d^{2}N_{6}}{dx^{2}}\theta_{2}
	


	
	
	=N3,x⁢x⁢v1+N4,x⁢x⁢θ1+N5,x⁢x⁢v2+N6,x⁢x⁢θ2\displaystyle=N_{3,xx}v_{1}+N_{4,xx}\theta_{1}+N_{5,xx}v_{2}+N_{6,xx}\theta_{2}
	
	(3.80)



ή σε μητρωική μορφή:





	
	d⁢ud⁢x=[N3,x⁢xN4,x⁢xN5,x⁢xN6,x⁢x]⁢[v1θ1v2θ2]\dfrac{du}{dx}=\left[\begin{array}[]{cccc}N_{3,xx}&N_{4,xx}&N_{5,xx}&N_{6,xx}%
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}v_{1}\\
\theta_{1}\\
v_{2}\\
\theta_{2}\end{array}\right]
	
	(3.81)






Η ανηγμένη παραμόρφωση εx\varepsilon_{x},
όπως δίνεται από την (3.75),





	
	εx=d⁢ud⁢x-y⁢d⁢u2d⁢x2\varepsilon_{x}=\dfrac{du}{dx}-y\dfrac{du^{2}}{dx^{2}}
	
	(3.82)



μπορεί πλέον να γραφτεί σύμφωνα με τα παραπάνω ως:





	
	εx=[N1,x-y⁢N3,x⁢x-y⁢N4,x⁢xN2,x-y⁢N5,x⁢x-y⁢N6,x⁢x]⁢[u1v1θ1u2v2θ2]\varepsilon_{x}=\left[\begin{array}[]{cccccc}N_{1,x}&-yN_{3,xx}&-yN_{4,xx}&N_{%
2,x}&-yN_{5,xx}&-yN_{6,xx}\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}u_{1}\\
v_{1}\\
\theta_{1}\\
u_{2}\\
v_{2}\\
\theta_{2}\end{array}\right]
	
	(3.83)



ή σε μητρωική μορφή:





	
	εx=𝐁⁢𝒅\varepsilon_{x}=\mathbf{B}\boldsymbol{d}
	
	(3.84)



όπου οι όροι του μητρώου παραμορφώσεων-μετακινήσεων δίνονται ως:





	
	B1\displaystyle B_{1}
	=-1L\displaystyle=-\dfrac{1}{L}
	
	(3.85)


	
	B2\displaystyle B_{2}
	=-y⁢[-6L2⁢(1-2⁢xL)]\displaystyle=-y\left[-\dfrac{6}{L^{2}}\left(1-\dfrac{2x}{L}\right)\right]
	
	(3.86)


	
	B3\displaystyle B_{3}
	=-y⁢[-2L⁢(3-3⁢xL)]\displaystyle=-y\left[-\dfrac{2}{L}\left(3-\dfrac{3x}{L}\right)\right]
	
	(3.87)


	
	B4\displaystyle B_{4}
	=-1L\displaystyle=-\dfrac{1}{L}
	
	(3.88)


	
	B5\displaystyle B_{5}
	=-y⁢[-6L2⁢(1-2⁢xL)]\displaystyle=-y\left[-\dfrac{6}{L^{2}}\left(1-\dfrac{2x}{L}\right)\right]
	
	(3.89)


	
	B6\displaystyle B_{6}
	=-y⁢[-2L⁢(1-3⁢xL)]\displaystyle=-y\left[-\dfrac{2}{L}\left(1-\dfrac{3x}{L}\right)\right]
	
	(3.90)








3.2.3 Το μητρώο δυσκαμψίας



Με γνωστό το μητρώο παραμορφώσεων-μετακινήσεων 𝐁\mathbf{B},
το μητρώο δυσκαμψίας 𝚱\mathbf{Κ}, εύκολα πλέον προκύπτει από τη γενική
σχέση





	
	𝚱(6×6)=∫Ω𝐁(6×1)T⁢𝐂(1×1)⁢𝐁(1×6)⁢d⁢Ω\mathbf{Κ}_{(6\times 6)}=\int_{\Omega}\mathbf{B}^{T}_{(6\times 1)}\mathbf{C}_{%
(1\times 1)}\mathbf{B}_{(1\times 6)}d\Omega
	
	(3.91)






Το μητρώο ελαστικότητας για τη συγκεκριμένη περίπτωση ταυτίζεται με το μέτρο
του Young, EE, δηλαδή





	
	𝐂=[E].\mathbf{C}=\left[E\right].
	
	(3.92)






Θεωρώντας ότι οι άξονες που περιγράφουν τη διατομή του στοιχείου είναι κύριοι
και κεντροβαρικοί και ότι η δοκός είναι πρισματική, σταθερής διατομής, προκύπτει
το μητρώο δυσκαμψίας ως:





	
	𝐊e=[A⁢EL00-A⁢EL00012⁢E⁢IL36⁢E⁢IL20-12⁢E⁢IL36⁢E⁢IL206⁢E⁢IL24⁢E⁢IL0-6⁢E⁢IL22⁢E⁢ILA⁢EL00A⁢EL000-12⁢E⁢IL3-6⁢E⁢IL2012⁢E⁢IL3-6⁢E⁢IL206⁢E⁢IL22⁢E⁢IL0-6⁢E⁢IL24⁢E⁢IL]\mathbf{K}^{e}=\left[\begin{array}[]{cccccc}\dfrac{AE}{L}&0&0&-\dfrac{AE}{L}&0%
&0\\
0&12\dfrac{EI}{L^{3}}&6\dfrac{EI}{L^{2}}&0&-12\dfrac{EI}{L^{3}}&6\dfrac{EI}{L^%
{2}}\\
0&6\dfrac{EI}{L^{2}}&4\dfrac{EI}{L}&0&-6\dfrac{EI}{L^{2}}&2\dfrac{EI}{L}\\
\dfrac{AE}{L}&0&0&\dfrac{AE}{L}&0&0\\
0&-12\dfrac{EI}{L^{3}}&-6\dfrac{EI}{L^{2}}&0&12\dfrac{EI}{L^{3}}&-6\dfrac{EI}{%
L^{2}}\\
0&6\dfrac{EI}{L^{2}}&2\dfrac{EI}{L}&0&-6\dfrac{EI}{L^{2}}&4\dfrac{EI}{L}\\
\end{array}\right]
	
	(3.93)








3.2.4 Χρήση του στοιχείου στη γεωτεχνική μηχανική



Το στοιχείο της δοκού χρησιμοποιείται στην προσομοίωση προβλημάτων της
γεωτεχνικής μηχανικής για την προσομοίωση δοκών,
πεδιλοδοκών και γενικά επιφανειακών θεμελιώσεων, πασσάλων,
διαφραγματικών τοίχων αντιστήριξης και γενικά όλων εκείνων των στοιχείων
στα οποία η καμπτική λειτουργία τους είναι επικρατούσα.



























3.3 Το στοιχείο δοκού επί εδάφους



Σε γεωτεχνικά κυρίως προβλήματα υπάρχει συχνά η ανάγκη προσομοίωσης οριζόντιων
ή κατακόρυφων δοκών οι οποίες να υποστηρίζονται ελαστικά κατά το μήκος τους
και στις οποίες η χρήση ενός απλού στοιχείου δοκού επί επιφανειακών ή
χωρικών στοιχείων, τα οποία θα αναπτυχθούν στις επόμενες ενότητες,
κρίνεται συχνά υπερβολική.
Στις περιπτώσεις αυτές χρησιμοποιείται
το στοιχείο δοκού επί ελαστικού εδάφους [3].




Οι πιο συνηθισμένες εφαρμογές των στοιχείων δοκού επί ελαστικού εδάφους αφορούν:



	1. 

την προσομοίωση πεδιλοδοκών (δοκών θεμελίωσης επί του εδάφους) και




	2. 

την προσομοίωση πασσάλων.









Μια συνηθισμένη απλοποιητική παραδοχή που εφαρμόζεται στα παραπάνω προβλήματα
είναι το προσομοίωμα ελαστικής στήριξης Winkler.
Πρόκειται για μια προσέγγιση της συμπεριφοράς του εδάφους κατά την οποία:



	• 

το έδαφος προσομοιώνεται ως συνεχή ελαστικά ελατήρια,




	• 

αγνοείται η επίδραση της πολυδιάστατης ελαστικότητας και




	• 

αγνοείται η επίδραση της τριβής.








[image: ]
Σχήμα 3.9: Το στοιχείο δοκού επί εδάφους.




3.3.1 Το μητρώο δυσκαμψίας



Έστω μία πρισματική δοκός σταθερής διατομής επί ελαστικού εδάφους το οποίο
θεωρείται ότι προσεγγίζεται με το προσομοίωμα ελαστικής στήριξης Winkler,
όπως δίνεται στο
Σχήμα 3.9.
Η ελατηριακή σταθερά που περιγράφει το προσομοίωμα ελαστικής στήριξης
Winkler συμβολίζεται με kFk_{F}, όπου kF>0k_{F}>0.




Η εξίσωση που περιγράφει την ισορροπία της δοκού δίνεται ως:





	
	E⁢I⁢d4⁢vd⁢x4+kF⁢v=q⁢(x)EI\dfrac{d^{4}v}{dx^{4}}+k_{F}v=q(x)
	
	(3.94)



όπου:



	 

EE Το μέτρο ελαστικότητας του υλικού της δοκού.




	 

II Η ροπή αδράνειας της διατομής της δοκού.




	 

q⁢(x)q(x) Το κατανεμημένο φορτίο κατά μήκος της δοκού
(βλ. και Σχήμα 3.9).









Η γενική, ομογενής λύση της παραπάνω εξίσωσης για ένα μήκος ίσο με ll,
από x=0x=0 έως x=lx=l, δίνεται ως:





	
	v⁢(x)=eζ⁢(c1⁢sin⁡ζ+c2⁢cos⁡ζ)+e-ζ⁢(c3⁢sin⁡ζ+c4⁢cos⁡ζ)v(x)=e^{\zeta}(c_{1}\sin\zeta+c_{2}\cos\zeta)+e^{-\zeta}(c_{3}\sin\zeta+c_{4}%
\cos\zeta)
	
	(3.95)



όπου





	
	ζ=λ⁢xl\zeta=\dfrac{\lambda x}{l}
	
	(3.96)



και





	
	λ=kf4⁢E⁢I4\lambda=\sqrt[4]{\dfrac{k_{f}}{4EI}}
	
	(3.97)






Οι συντελεστές c1c_{1}, c2c_{2}, c3c_{3} και c4c_{4} στην (3.95)
καθορίζονται από τις συνοριακές συνθήκες.

Στη συνέχεια οι συντελεστές c1c_{1}, c2c_{2}, c3c_{3} και c4c_{4} θεωρούνται
ως οι γενικευμένες συντεταγμένες:






	
	𝒄=[c1c2c3c4]\boldsymbol{c}=\left[\begin{array}[]{c}c_{1}\\
c_{2}\\
c_{3}\\
c_{4}\\
\end{array}\right]
	
	(3.98)






Το συναρτησιακό της συνολικής δυναμικής ενέργειας του συστήματος ορίζεται
ως προς τις γενικευμένες συντεταγμένες σύμφωνα με τη σχέση:






	
	Πce\displaystyle\Pi_{c}^{e}
	=∫0l(12⁢E⁢I⁢(v′′)2+12⁢kf⁢v2-q0⁢v)⁢d⁢x\displaystyle=\int_{0}^{l}\left(\dfrac{1}{2}EI(v^{\prime\prime})^{2}+\dfrac{1}%
{2}k_{f}v^{2}-q_{0}v\right)dx
	


	
	
	=12⁢𝒄T⁢(𝐊c⁢B+𝐊c⁢F)⁢𝒄-𝒄T⁢𝐟c\displaystyle=\dfrac{1}{2}\boldsymbol{c}^{T}\left(\mathbf{K}_{cB}+\mathbf{K}_{%
cF}\right)\boldsymbol{c}-\boldsymbol{c}^{T}\mathbf{f}_{c}
	
	(3.99)






Από την παραπάνω εξίσωση ορίζονται τα μητρώα
𝐊c⁢B\mathbf{K}_{cB} και 𝐊c⁢F\mathbf{K}_{cF}
ως τα γενικευμένα μητρώα δυσκαμψίας που αναφέρονται
στην κάμψη της δοκού
και στο ελατηριακό προσομοίωμα του εδάφους αντίστοιχα.




Το διάνυσμα 𝐟c\mathbf{f}_{c} είναι το γενικευμένο διάνυσμα φόρτισης λόγω ενός
κατανεμημένου φορτίου q⁢(x)q(x).




Οι επικόμβιοι βαθμοί ελευθερίας σχετίζονται με τις γενικευμένες μετακινήσεις
μέσω της σχέσης:





	
	[v1θ1v2θ2]=[0101λlλlλlλleλ⁢sin⁡λeλ⁢cos⁡λe-λ⁢sin⁡λe-λ⁢cos⁡λλ⁢eλ⁢(cos⁡λ+sin⁡λ)lλ⁢eλ⁢(cos⁡λ-sin⁡λ)lλ⁢e-λ⁢(cos⁡λ-sin⁡λ)l-λ⁢e-λ⁢(cos⁡λ+sin⁡λ)l]⁢[c1c2c3c4]\left[\begin{array}[]{c}v_{1}\\
\theta_{1}\\
v_{2}\\
\theta_{2}\\
\end{array}\right]=\left[\begin{array}[]{cccc}0&1&0&1\\
\dfrac{\lambda}{l}&\dfrac{\lambda}{l}&\dfrac{\lambda}{l}&\dfrac{\lambda}{l}\\
e^{\lambda}\sin\lambda&e^{\lambda}\cos\lambda&e^{-\lambda}\sin\lambda&e^{-%
\lambda}\cos\lambda\\
\dfrac{\lambda e^{\lambda}(\cos\lambda+\sin\lambda)}{l}&\dfrac{\lambda e^{%
\lambda}(\cos\lambda-\sin\lambda)}{l}&\dfrac{\lambda e^{-\lambda}(\cos\lambda-%
\sin\lambda)}{l}&\dfrac{-\lambda e^{-\lambda}(\cos\lambda+\sin\lambda)}{l}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}c_{1}\\
c_{2}\\
c_{3}\\
c_{4}\\
\end{array}\right]
	
	(3.100)



ή αλλιώς σε συνεπτυγμένη μορφή:





	
	𝒖e=𝐆F⁢𝒄.\boldsymbol{u}^{e}=\mathbf{G}_{F}\boldsymbol{c}.
	
	(3.101)






Αντιστρέφοντας την παραπάνω σχέση, προκύπτει:





	
	𝒄=𝐇F⁢𝒖e\boldsymbol{c}=\mathbf{H}_{F}\boldsymbol{u}^{e}
	
	(3.102)



όπου





	
	𝐇F=𝐆F-1\mathbf{H}_{F}=\mathbf{G}_{F}^{-1}
	
	(3.103)






Η δυσκαμψία του στοιχείου προκύπτει τελικά ως το άθροισμα των επιμέρους δυσκαμψιών





	
	𝚱e=𝚱Be+𝚱Fe\mathbf{Κ}^{e}=\mathbf{Κ}_{B}^{e}+\mathbf{Κ}_{F}^{e}
	
	(3.104)



όπου





	
	𝚱Be=𝐇FT⁢𝚱c⁢B⁢𝐇F\mathbf{Κ}_{B}^{e}=\mathbf{H}_{F}^{T}\mathbf{Κ}_{cB}\mathbf{H}_{F}
	
	(3.105)



και





	
	𝚱Fe=𝐇FT⁢𝚱c⁢F⁢𝐇F.\mathbf{Κ}_{F}^{e}=\mathbf{H}_{F}^{T}\mathbf{Κ}_{cF}\mathbf{H}_{F}.
	
	(3.106)






Αντίστοιχα το διάνυσμα της φόρτισης προκύπτει ίσο με:





	
	𝐟e=𝐇FT⁢𝐟c.\mathbf{f}^{e}=\mathbf{H}_{F}^{T}\mathbf{f}_{c}.
	
	(3.107)






Κάνοντας τις παραπάνω πράξεις, προκύπτει:





	
	𝐊Be\displaystyle\mathbf{K}_{B}^{e}
	=[B1B2B5-B4B3B4B6B1-B2symmB3]\displaystyle=\begin{bmatrix}B_{1}&B_{2}&B_{5}&-B_{4}\\
&B_{3}&B_{4}&B_{6}\\
&&B_{1}&-B_{2}\\
\omit\span\omit\text{symm}&&B_{3}\end{bmatrix}
	
	(3.108)


	
	𝐊Fe\displaystyle\mathbf{K}_{F}^{e}
	=[F1F2F5-F4F3F4F6F1-F2symmF3]\displaystyle=\begin{bmatrix}F_{1}&F_{2}&F_{5}&-F_{4}\\
&F_{3}&F_{4}&F_{6}\\
&&F_{1}&-F_{2}\\
\omit\span\omit\text{symm}&&F_{3}\end{bmatrix}
	
	(3.109)


	
	𝐟e\displaystyle\mathbf{f}^{e}
	=q0⁢lλ2⁢g⁢[f1f2f1-f2]\displaystyle=\dfrac{q_{0}l}{\lambda^{2}g}\begin{bmatrix}f_{1}\\
f_{2}\\
f_{1}\\
-f_{2}\end{bmatrix}
	
	(3.110)






Οι όροι του μητρώου 𝐊Be\mathbf{K}^{e}_{B} δίνονται ως:





	
	B1\displaystyle B_{1}
	=2⁢λ2-4⁢sin⁡(2⁢λ)+sin⁡(4⁢λ)+4⁢sin⁡λ⁢(cos⁡λ⁢cosh⁡(2⁢λ)+8⁢λ⁢sin⁡λ⁢sinh2⁡λ)\displaystyle=2\lambda^{2}-4\sin(2\lambda)+\sin(4\lambda)+4\sin\lambda(\cos%
\lambda\cosh(2\lambda)+8\lambda\sin\lambda\sinh^{2}\lambda)
	


	
	
	+2cos(2λ)-2)sinh(2λ)+sinh(4λ)\displaystyle+2\cos(2\lambda)-2)\sinh(2\lambda)+\sinh(4\lambda)
	
	(3.111)


	
	B2\displaystyle B_{2}
	=2leλ(4cos(2λ)-cos(4λ)-4cosh(2λ)+cosh(4λ)\displaystyle=2l_{e}\lambda(4\cos(2\lambda)-\cos(4\lambda)-4\cosh(2\lambda)+%
\cosh(4\lambda)
	


	
	
	-8λsin(2λ)sinhλsinhλ+8λsinλsinλsinh(2λ))\displaystyle-8\lambda\sin(2\lambda)\sinh\lambda\sinh\lambda+8\lambda\sin%
\lambda\sin\lambda\sinh(2\lambda))
	
	(3.112)


	
	B3\displaystyle B_{3}
	=-(lele(8λcos(2λ)-12sin(2λ)+cosh(2λ)(6sin(2λ)-8λ)\displaystyle=-(l_{e}l_{e}(8\lambda\cos(2\lambda)-12\sin(2\lambda)+\cosh(2%
\lambda)(6\sin(2\lambda)-8\lambda)
	


	
	
	+3sin(4λ)+2*(6-3cos(2λ)+4λsin(2λ))*sinh(2*λ)-3sinh(4λ)))\displaystyle+3\sin(4\lambda)+2*(6-3\cos(2\lambda)+4\lambda\sin(2\lambda))*%
\sinh(2*\lambda)-3\sinh(4\lambda)))
	
	(3.113)


	
	B4\displaystyle B_{4}
	=-4leλ(λcosh(3λ)sinλ-λcoshλ(-2sinλ+sin(3λ))+(λ(cosλ+cos(3λ))\displaystyle=-4l_{e}\lambda(\lambda\cosh(3\lambda)\sin\lambda-\lambda\cosh%
\lambda(-2\sin\lambda+\sin(3\lambda))+(\lambda(\cos\lambda+\cos(3\lambda))
	


	
	
	+cosh(2λ)(-2λcosλ+4sinλ)+2(-5sinλ+sin(3λ)))sinhλ)\displaystyle+\cosh(2\lambda)(-2\lambda\cos\lambda+4\sin\lambda)+2(-5\sin%
\lambda+\sin(3\lambda)))\sinh\lambda)
	
	(3.114)


	
	B5\displaystyle B_{5}
	=-4λλ(2cosλ(-2+cos(2λ)+cosh(2λ))sinhλ\displaystyle=-4\lambda\lambda(2\cos\lambda(-2+\cos(2\lambda)+\cosh(2\lambda))\sinh\lambda
	


	
	
	+sin(3λ)(coshλ-2λsinhλ)+sinλ(-4coshλ+cosh(3λ)+2λsinh(3λ)))\displaystyle+\sin(3\lambda)(\cosh\lambda-2\lambda\sinh\lambda)+\sin\lambda(-4%
\cosh\lambda+\cosh(3\lambda)+2\lambda\sinh(3\lambda)))
	
	(3.115)


	
	B6\displaystyle B_{6}
	=2le2(cosh(3λ)(-2λcosλ+3sinλ)+coshλ(2λcos(3λ)+3(sin(3λ)-4sinλ))\displaystyle=2l_{e}^{2}(\cosh(3\lambda)(-2\lambda\cos\lambda+3\sin\lambda)+%
\cosh\lambda(2\lambda\cos(3\lambda)+3(\sin(3\lambda)-4\sin\lambda))
	


	
	
	+(9cosλ-3cos(3λ)-6cosλcosh(2λ)+16λsinλ)sinhλ)\displaystyle+(9\cos\lambda-3\cos(3\lambda)-6\cos\lambda\cosh(2\lambda)+16%
\lambda\sin\lambda)\sinh\lambda)
	
	(3.116)






Αντίστοιχα οι όροι του μητρώου 𝐊Fe\mathbf{K}^{e}_{F} δίνονται ως:





	
	F1\displaystyle F_{1}
	=2λλ(-32λsinλsinλsinhλsinhλ+6(-2+cos(2λ))(sin(2λ)+sinh(2λ))\displaystyle=2\lambda\lambda(-32\lambda\sin\lambda\sin\lambda\sinh\lambda%
\sinh\lambda+6(-2+\cos(2\lambda))(\sin(2\lambda)+\sinh(2\lambda))
	


	
	
	+6cosh(2λ)(sin(2λ)+sinh(2λ)))\displaystyle+6\cosh(2\lambda)(\sin(2\lambda)+\sinh(2\lambda)))
	
	(3.117)


	
	F2\displaystyle F_{2}
	=2leλ(4cos(2λ)-cos(4λ)-4cosh(2λ)\displaystyle=2l_{e}\lambda(4\cos(2\lambda)-\cos(4\lambda)-4\cosh(2\lambda)
	


	
	
	+cosh(4λ)+8λsin(2λ)sinhλsinhλ-8λsinλsinλsinh(2λ))\displaystyle+\cosh(4\lambda)+8\lambda\sin(2\lambda)\sinh\lambda\sinh\lambda-8%
\lambda\sin\lambda\sin\lambda\sinh(2\lambda))
	
	(3.118)


	
	F3\displaystyle F_{3}
	=lele(8λcos(2λ)+4sin(2λ)-2cosh(2λ)(4λ+sin(2λ))\displaystyle=l_{e}l_{e}(8\lambda\cos(2\lambda)+4\sin(2\lambda)-2\cosh(2%
\lambda)(4\lambda+\sin(2\lambda))
	


	
	
	-sin(4λ)+2(cos(2λ)+4λsin(2λ)-2)sinh(2λ)+sinh(4λ))\displaystyle-\sin(4\lambda)+2(\cos(2\lambda)+4\lambda\sin(2\lambda)-2)\sinh(2%
\lambda)+\sinh(4\lambda))
	
	(3.119)


	
	F4\displaystyle F_{4}
	=4leλ(λcosh(3λ)sinλ-λcoshλ(-2sinλ+sin(3λ))\displaystyle=4l_{e}\lambda(\lambda\cosh(3\lambda)\sin\lambda-\lambda\cosh%
\lambda(-2\sin\lambda+\sin(3\lambda))
	


	
	
	+(λcosλ+λcos(3λ)+10sinλ-2cosh(2λ)(λcosλ+2sinλ)-2sin(3λ))sinhλ)\displaystyle+(\lambda\cos\lambda+\lambda\cos(3\lambda)+10\sin\lambda-2\cosh(2%
\lambda)(\lambda\cos\lambda+2\sin\lambda)-2\sin(3\lambda))\sinh\lambda)
	
	(3.120)


	
	F5\displaystyle F_{5}
	=-4λλ(6cosλ(-2+cos(2λ)+cosh(2λ))sinhλ\displaystyle=-4\lambda\lambda(6\cos\lambda(-2+\cos(2\lambda)+\cosh(2\lambda))\sinh\lambda
	


	
	
	+sin(3λ)(3coshλ+2λsinhλ)+sinλ(-12coshλ+3cosh(3λ)-2λsinh(3λ)))\displaystyle+\sin(3\lambda)(3\cosh\lambda+2\lambda\sinh\lambda)+\sin\lambda(-%
12\cosh\lambda+3\cosh(3\lambda)-2\lambda\sinh(3\lambda)))
	
	(3.121)


	
	F6\displaystyle F_{6}
	=-2lele(-(cosh(3λ)(2λcosλ+sinλ))\displaystyle=-2l_{e}l_{e}(-(\cosh(3\lambda)(2\lambda\cos\lambda+\sin\lambda))
	


	
	
	+cosh⁡λ⁢(2⁢λ⁢cos⁡(3⁢λ)+4⁢sin⁡λ-sin⁡(3⁢λ))\displaystyle+\cosh\lambda(2\lambda\cos(3\lambda)+4\sin\lambda-\sin(3\lambda))
	
	(3.122)


	
	
	+(cos(3λ)+cosλ(2cosh(2λ)-3)+16λsinλ)sinhλ)\displaystyle+(\cos(3\lambda)+\cos\lambda(2\cosh(2\lambda)-3)+16\lambda\sin%
\lambda)\sinh\lambda)
	
	(3.123)






Τέλος, οι όροι του διανύσματος 𝐅e\mathbf{F}^{e} δίνονται ως:





	
	f1\displaystyle f_{1}
	=2⁢l⁢(cosh⁡λ-cos⁡λ)⁢(sin⁡λ-sinh⁡λ)\displaystyle=2l\left(\cosh\lambda-\cos\lambda\right)\left(\sin\lambda-\sinh%
\lambda\right)
	
	(3.124)


	
	f2\displaystyle f_{2}
	=-(le⁢(sin⁡λ-sinh⁡λ)⁢(sin⁡λ-sinh⁡λ))\displaystyle=-\left(l_{e}\left(\sin\lambda-\sinh\lambda\right)\left(\sin%
\lambda-\sinh\lambda\right)\right)
	
	(3.125)






Στα παραπάνω ισχύει:





	
	λ\displaystyle\lambda
	=le⁢kf4⁢E⁢I4\displaystyle=l_{e}\sqrt[4]{\dfrac{k_{f}}{4EI}}
	
	(3.126)


	
	και
	
	


	
	g\displaystyle g
	=2-cos⁡(2⁢λ)-c⁢o⁢s⁢h⁢(2⁢λ)\displaystyle=2-\cos(2\lambda)-cosh(2\lambda)
	
	(3.127)








3.3.2 Προγραμματισμός του στοιχείου



Με βάση τα παραπάνω δίνεται στη συνέχεια ενδεικτικά
ο προγραμματισμός του στοιχείου στη γλώσσα προγραμματισμού Python.




Πιο συγκεκριμένα, το μητρώο 𝐊Be\mathbf{K}^{e}_{B} δίνεται ως:





	1
	    def get_KeB(self):


	2
	        l = self.le * ((self.kf/(4 * self.E * self.I))**(0.25))


	3
	        g = 2 - math.cos(2 * l) - math.cosh(2 * l)


	4
	        B1 = 2 * l * l * (


	5
	            -4 * math.sin(2 * l)


	6
	            + math.sin(4 * l)


	7
	            + 4 * math.sin(l) * (


	8
	                math.cos(l) * math.cosh(2 * l)


	9
	                + 8 * l * math.sin(l) * math.sinh(l) * math.sinh(l)


	10
	            ) + 2 * (math.cos(2 * l) -2) * math.sinh(2 * l)


	11
	            + math.sinh(4 * l)


	12
	        )


	13
	        B2 = 2 * self.le * l * (


	14
	            4 * math.cos(2 * l)


	15
	            - math.cos(4 * l)


	16
	            - 4 * math.cosh(2 * l)


	17
	            + math.cosh(4 * l)


	18
	            - 8 * l * math.sin(2 * l) * math.sinh(l) * math.sinh(l)


	19
	            + 8 * l * math.sin(l) * math.sin(l) * math.sinh(2 * l)


	20
	        )


	21
	        B3 = -(


	22
	            self.le * self.le * (


	23
	                8 * l * math.cos(2 * l)


	24
	                - 12 * math.sin(2 * l)


	25
	                + math.cosh(2 * l) * (


	26
	                    6 * math.sin(2 * l)


	27
	                    - 8 * l


	28
	                )


	29
	                + 3 * math.sin(4 * l)


	30
	                + 2 *(


	31
	                    6


	32
	                    - 3 * math.cos(2 * l)


	33
	                    + 4 * l * math.sin(2 * l)


	34
	                )* math.sinh(2*l)


	35
	                - 3 * math.sinh(4 * l)


	36
	                )


	37
	        )


	38
	        B4 = - 4 * self.le * l * (


	39
	            l * math.cosh(3 * l) * math.sin(l)


	40
	            - l * math.cosh(l) * (-2 *  math.sin(l) + math.sin(3 * l))


	41
	            + (l * (math.cos(l) + math.cos(3 * l))


	42
	            + math.cosh(2 * l) * (-2 * l * math.cos(l) + 4 * math.sin(l))


	43
	            + 2 * (-5 * math.sin(l) + math.sin(3 * l))) * math.sinh(l))


	44
	        B5 = -4 * l * l * (


	45
	            2 * math.cos(l) * (


	46
	                -2 + math.cos(2 * l)


	47
	                + math.cosh(2 * l)


	48
	            ) * math.sinh(l) + math.sin(3 * l) * (


	49
	                math.cosh(l) - 2 * l * math.sinh(l)


	50
	            ) + math.sin(l) * (


	51
	                -4 * math.cosh(l)


	52
	                + math.cosh(3 * l)


	53
	                + 2 * l * math.sinh(3 * l)


	54
	            )


	55
	        )


	56
	        B6 = 2 * self.le * self.le * (


	57
	            math.cosh(3 * l) * (


	58
	                -2 * l * math.cos(l)


	59
	                + 3 * math.sin(l)


	60
	            ) + math.cosh(l) * (


	61
	                2 * l * math.cos(3 * l)


	62
	                + 3 * (math.sin(3 * l)


	63
	                - 4 * math.sin(l))


	64
	            ) + (


	65
	                9 * math.cos(l)


	66
	                - 3 * math.cos(3 * l)


	67
	                - 6 * math.cos(l) * math.cosh(2 * l)


	68
	                + 16 * l * math.sin(l)


	69
	            ) * math.sinh(l)


	70
	        )


	71
	        facB = (self.E * self.I * l / self.le * self.le * self.le)/(4 * g * g)


	72
	        KeB = facB * np.array([


	73
	            [ B1,  B2,  B5, -B4],


	74
	            [ B2,  B3,  B4,  B6],


	75
	            [ B5,  B4,  B1, -B2],


	76
	            [-B4,  B6, -B2,  B3]


	77
	            ])


	78
	        return KeB








Το μητρώο 𝐊Fe\mathbf{K}^{e}_{F} δίνεται ως:




	1
	    def get_KeF(self):


	2
	        l = self.le * ((self.kf/(4 * self.E * self.I))**(0.25))


	3
	        g = 2 - math.cos(2 * l) - math.cosh(2 * l)


	4
	        F1 = 2 * l * l *(


	5
	            -32 * l * math.sin(l) * math.sin(l) * math.sinh(l) * math.sinh(l)


	6
	            + 6 * (


	7
	                -2 + math.cos(2 * l)) * (math.sin(2 * l)


	8
	                + math.sinh(2 * l)


	9
	            )


	10
	            + 6 * math.cosh(2 * l) * (


	11
	                math.sin(2 * l)


	12
	                + math.sinh(2 * l)


	13
	            )


	14
	        )


	15
	        F2 = 2 * self.le * l * (


	16
	            4 * math.cos(2 * l)


	17
	            - math.cos(4 * l)


	18
	            - 4 * math.cosh(2 * l)


	19
	            + math.cosh(4 * l)


	20
	            + 8 * l * math.sin(2 * l) * math.sinh(l) * math.sinh(l)


	21
	             - 8 * l * math.sin(l) * math.sin(l) * math.sinh(2 * l)


	22
	        )


	23
	        F3 = self.le * self.le * (


	24
	            8 * l * math.cos(2 * l)


	25
	            + 4 * math.sin(2 * l)


	26
	            - 2 * math.cosh(2 * l) * (


	27
	                4 * l


	28
	                + math.sin(2 * l)


	29
	            ) - math.sin(4 * l)


	30
	            + 2 * (


	31
	                math.cos(2 * l) + 4 * l * math.sin(2 * l) - 2


	32
	            ) * math.sinh(2 * l)


	33
	            + math.sinh(4 * l)


	34
	        )


	35
	        F4 =4 * self.le * l *(


	36
	            l * math.cosh(3 * l) * math.sin(l)


	37
	            - l * math.cosh(l) * (


	38
	                - 2 * math.sin(l)


	39
	                + math.sin(3 * l)


	40
	            ) + (


	41
	                l * math.cos(l)


	42
	                + l * math.cos(3 * l)


	43
	                + 10 * math.sin(l)


	44
	                - 2 * math.cosh(2 * l) * (


	45
	                    l * math.cos(l)


	46
	                    + 2 * math.sin(l)


	47
	                ) -2 * math.sin(3 * l)


	48
	            ) * math.sinh(l)


	49
	        )


	50
	        F5 = -4 * l * l * (


	51
	            6 * math.cos(l) * (


	52
	                - 2


	53
	                + math.cos(2 * l)


	54
	                + math.cosh(2 * l)


	55
	            ) * math.sinh(l)


	56
	            + math.sin(3 * l) * (


	57
	                3 * math.cosh(l)


	58
	                + 2 * l * math.sinh(l)


	59
	            ) + math.sin(l) * (


	60
	                - 12 * math.cosh(l)


	61
	                + 3 * math.cosh(3 * l)


	62
	                - 2 * l * math.sinh(3 * l)


	63
	            )


	64
	        )


	65
	        F6 = -2 * self.le * self.le *(


	66
	            -(


	67
	                math.cosh(3 * l) * (


	68
	                    2 * l * math.cos(l)


	69
	                    + math.sin(l)


	70
	                )


	71
	            ) + math.cosh(l) * (


	72
	                2 * l * math.cos(3 * l)


	73
	                + 4 * math.sin(l)


	74
	                - math.sin(3 * l)


	75
	            ) + (


	76
	                math.cos(3 * l)


	77
	                + math.cos(l) * (


	78
	                    2 * math.cosh(2 * l)


	79
	                    - 3


	80
	                ) + 16 * l * math.sin(l)


	81
	            ) * math.sinh(l)


	82
	        )


	83
	        facF = (self.kf * self.le)/(16 * l * l * l * g * g)


	84
	        KeF = facF * np.array([


	85
	            [  F1,  F2,  F5, -F4],


	86
	            [  F2,  F3,  F4,  F6],


	87
	            [  F5,  F4,  F1, -F2],


	88
	            [ -F4,  F6, -F2,  F3]])


	89
	        return KeF








Το συνολικό μητρώο 𝐊e\mathbf{K}^{e} επομένως προκύπτει ως:




	1
	    def get_Ke(self):


	2
	        KeB = self.get_KeB()


	3
	        KeF = self.get_KeF()


	4
	        ke = KeB + KeF


	5
	        return ke








Τέλος, το αντίστοιχο διάνυσμα της φόρτισης δίνεται ως:




	1
	    def get_Fe(self, q0):


	2
	        l = self.le * ((self.kf/(4 * self.E * self.I))**(0.25))


	3
	        f1 = 2 * l *(


	4
	            math.cosh(l)


	5
	            - math.cos(l)


	6
	            ) *(math.sin(l) - math.sinh(l)


	7
	        )


	8
	        f2 =-(


	9
	            le * (


	10
	                math.sin(l)


	11
	                - math.sinh(l)


	12
	            ) * (


	13
	                math.sin(l)


	14
	                - math.sinh(l)


	15
	            )


	16
	        )


	17
	        facf = (q0 * le) / (l * l * g )


	18
	        fe = facf * np.array([


	19
	             f1,


	20
	             f2,


	21
	             f1,


	22
	            -f2]


	23
	        )


	24
	        return fe

























3.4 Το τριγωνικό στοιχείο



Στη συνέχεια εξετάζεται η μόρφωση επίπεδων στοιχείων δισδιάστατης ελαστικότητας
ξεκινώντας από το κλασικό τριγωνικό στοιχείο [5], του οποίου οι εξισώσεις θα
διατυπωθούν στο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων xx-yy.






3.4.1 Το μητρώο συναρτήσεων μορφής



Έστω το τριγωνικό στοιχείο του Σχήματος 3.10 με
συντεταγμένες (x1,y1)(x_{1},y_{1}),
(x2,y2)(x_{2},y_{2}), (x3,y3)(x_{3},y_{3}) στους κόμβους 1, 2, 3 αντίστοιχα.




[image: ]
Σχήμα 3.10: Το τριγωνικό στοιχείο στο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων.




Αν θεωρηθεί ότι
η συνάρτηση μορφής είναι διγραμμική,
δηλαδή γραμμική και κατά xx και κατά yy,
τότε ένα μέγεθος ϕ\phi μπορεί να περιγραφεί από σχέσεις της μορφής:






	
	ϕ=a1+a2⁢x+a3⁢y=[1 x y]⁢[a1a2a3]=𝒂⁢c.\phi=a_{1}+a_{2}x+a_{3}y=\left[1\quad x\quad y\right]\left[\begin{array}[]{c}a%
_{1}\\
a_{2}\\
a_{3}\\
\end{array}\right]=\boldsymbol{a}{c}.
	
	(3.128)






Οι σταθερές a1a_{1}, c2c_{2} και a3a_{3} υπολογίζονται από τις συντεταγμένες των
κόμβων και τις τιμές ϕi\phi_{i} της συνάρτησης ϕ\phi στους κόμβους, δηλαδή:





	
	ϕ1\displaystyle\phi_{1}
	=a1+a2⁢x1+a3⁢y1,\displaystyle=a_{1}+a_{2}x_{1}+a_{3}y_{1},
	
	(3.129)


	
	ϕ2\displaystyle\phi_{2}
	=a1+a2⁢x2+a3⁢y2,\displaystyle=a_{1}+a_{2}x_{2}+a_{3}y_{2},
	
	(3.130)


	
	ϕ3\displaystyle\phi_{3}
	=a1+a2⁢x3+a3⁢y3,\displaystyle=a_{1}+a_{2}x_{3}+a_{3}y_{3},
	
	(3.131)






Οι παραπάνω εξισώσεις μπορούν να γραφούν σε μητρωική μορφή,





	
	[ϕ1ϕ2ϕ3]=[1x1y11x2y21x3y3]⁢[a1a2a3]⇒ϕ=𝐀⁢𝒂.\left[\begin{array}[]{c}\phi_{1}\\
\phi_{2}\\
\phi_{3}\\
\end{array}\right]=\left[\begin{array}[]{ccc}1&x_{1}&y_{1}\\
1&x_{2}&y_{2}\\
1&x_{3}&y_{3}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}a_{1}\\
a_{2}\\
a_{3}\\
\end{array}\right]\Rightarrow\boldsymbol{\phi}=\mathbf{A}\boldsymbol{a}.
	
	(3.132)






Λύνοντας ως προς 𝒂\boldsymbol{a},





	
	𝒂=𝐀-1⁢ϕ,\boldsymbol{a}=\mathbf{A}^{-1}\boldsymbol{\phi},
	
	(3.133)



και αντικαθιστώντας στην (3.128), προκύπτει:





	
	ϕ=𝒂⁢𝐀-1⁢ϕ.\phi=\boldsymbol{a}\mathbf{A}^{-1}\boldsymbol{\phi}.
	
	(3.134)






Επομένως, οι συναρτήσεις μορφής δίνονται ως:





	
	𝐍=𝒂⁢𝐀-1.\mathbf{N}=\boldsymbol{a}\mathbf{A}^{-1}.
	
	(3.135)






Προκύπτει ότι





	
	N1\displaystyle N_{1}
	=\displaystyle=
	[(x2⁢y3-x3⁢y2)+x⁢(y2-y3)+y⁢(x3-x2)]/2⁢A,\displaystyle[(x_{2}y_{3}-x_{3}y_{2})+x(y_{2}-y_{3})+y(x_{3}-x_{2})]/2A,
	
	(3.136)


	
	N2\displaystyle N_{2}
	=\displaystyle=
	[(x3⁢y1-x1⁢y3)+x⁢(y3-y1)+y⁢(x1-x3)]/2⁢A,\displaystyle[(x_{3}y_{1}-x_{1}y_{3})+x(y_{3}-y_{1})+y(x_{1}-x_{3})]/2A,
	
	(3.137)


	
	N3\displaystyle N_{3}
	=\displaystyle=
	[(x1⁢y2-x2⁢y1)+x⁢(y1-y2)+y⁢(x2-x1)]/2⁢A,\displaystyle[(x_{1}y_{2}-x_{2}y_{1})+x(y_{1}-y_{2})+y(x_{2}-x_{1})]/2A,
	
	(3.138)



όπου AA το εμβαδό του τριγωνικού στοιχείου.




Η διακριτοποίηση των μετακινήσεων σε επίπεδο στοιχείου με τη βοήθεια των
συναρτήσεων μορφής οδηγεί στις σχέσεις:





	
	ux\displaystyle u_{x}
	=\displaystyle=
	N1⁢u1x+N2⁢u2x+N3⁢u3x,\displaystyle N_{1}u_{1_{x}}+N_{2}u_{2_{x}}+N_{3}u_{3_{x}},
	
	(3.139)


	
	uy\displaystyle u_{y}
	=\displaystyle=
	N1⁢u1y+N2⁢u2y+N3⁢u3y,\displaystyle N_{1}u_{1_{y}}+N_{2}u_{2_{y}}+N_{3}u_{3_{y}},
	
	(3.140)



ή σε μητρωική μορφή:





	
	[uxuy]=[N10N20N300N10N20N3]⁢[u1xu1yu2xu2yu3xu3y]\left[\begin{array}[]{c}u_{x}\\
u_{y}\\
\end{array}\right]=\left[\begin{array}[]{cccccc}N_{1}&0&N_{2}&0&N_{3}&0\\
0&N_{1}&0&N_{2}&0&N_{3}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}u_{1_{x}}\\
u_{1_{y}}\\
u_{2_{x}}\\
u_{2_{y}}\\
u_{3_{x}}\\
u_{3_{y}}\\
\end{array}\right]
	
	(3.141)



όπου N1N_{1}, N2N_{2} και N3N_{3} οι συναρτήσεις μορφής για το
τριγωνικό στοιχείο όπως δίνονται από τις
(3.136)-(3.138).
Επομένως μπορεί να οριστεί το μητρώο 𝐍\mathbf{N} των συναρτήσεων μορφής του
στοιχείου σύμφωνα με τη (3.135) ως:





	
	𝐍=[N10N20N300N10N20N3].\mathbf{N}=\left[\begin{array}[]{cccccc}N_{1}&0&N_{2}&0&N_{3}&0\\
0&N_{1}&0&N_{2}&0&N_{3}\\
\end{array}\right].
	
	(3.142)








3.4.2 Το μητρώο συναρτήσεων παραμορφώσεων-μετακινήσεων



Το μητρώο παραμορφώσεων-μετακινήσεων 𝐁\mathbf{B} προκύπτει
ως:





	
	𝐁\displaystyle\mathbf{B}
	=𝐋𝐍\displaystyle=\mathbf{L}\mathbf{N}
	
	(3.143)


	
	
	=[∂∂⁡x00∂∂⁡y∂∂⁡y∂∂⁡x]⁢[N10N20N300N10N20N3]\displaystyle=\left[\begin{array}[]{cc}\dfrac{\partial}{\partial x}&0\\
0&\dfrac{\partial}{\partial y}\\
\dfrac{\partial}{\partial y}&\dfrac{\partial}{\partial x}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{cccccc}N_{1}&0&N_{2}&0&N_{3}&0\\
0&N_{1}&0&N_{2}&0&N_{3}\\
\end{array}\right]
	
	(3.144)


	
	
	=[∂⁡N1∂⁡x0∂⁡N2∂⁡x0∂⁡N3∂⁡x00∂⁡N1∂⁡y0∂⁡N2∂⁡y0∂⁡N3∂⁡y∂⁡N1∂⁡y∂⁡N1∂⁡x∂⁡N2∂⁡y∂⁡N2∂⁡x∂⁡N3∂⁡y∂⁡N3∂⁡x]\displaystyle=\left[\begin{array}[]{cccccc}\dfrac{\partial N_{1}}{\partial x}&%
0&\dfrac{\partial N_{2}}{\partial x}&0&\dfrac{\partial N_{3}}{\partial x}&0\\
0&\dfrac{\partial N_{1}}{\partial y}&0&\dfrac{\partial N_{2}}{\partial y}&0&%
\dfrac{\partial N_{3}}{\partial y}\\
\dfrac{\partial N_{1}}{\partial y}&\dfrac{\partial N_{1}}{\partial x}&\dfrac{%
\partial N_{2}}{\partial y}&\dfrac{\partial N_{2}}{\partial x}&\dfrac{\partial
N%
_{3}}{\partial y}&\dfrac{\partial N_{3}}{\partial x}\\
\end{array}\right]
	
	(3.145)


	
	
	=[y2-y30y3-y10y1-y200x3-x20x1-x30x2-x1x3-x2y2-y3x1-x3y3-y1x2-x1y1-y2]/2⁢A\displaystyle=\left[\begin{array}[]{cccccc}y_{2}-y_{3}&0&y_{3}-y_{1}&0&y_{1}-y%
_{2}&0\\
0&x_{3}-x_{2}&0&x_{1}-x_{3}&0&x_{2}-x_{1}\\
x_{3}-x_{2}&y_{2}-y_{3}&x_{1}-x_{3}&y_{3}-y_{1}&x_{2}-x_{1}&y_{1}-y_{2}\\
\end{array}\right]/2A
	
	(3.146)



όπου AA το εμβαδό του τριγωνικού στοιχείου, όπως δίνεται από τη σχέση:





	
	A\displaystyle A
	=12⁢|det⁢(1x1y11x2y21x3y3)|\displaystyle=\dfrac{1}{2}\left|\textrm{det}\left(\begin{array}[]{ccc}1&x_{1}&%
y_{1}\\
1&x_{2}&y_{2}\\
1&x_{3}&y_{3}\\
\end{array}\right)\right|
	


	
	
	=12⁢[(x2⁢y3-y2⁢x3)-(x1⁢y3-y1⁢x3)+(x1⁢y2-y1⁢x2)]\displaystyle=\dfrac{1}{2}\left[(x_{2}y_{3}-y_{2}x_{3})-(x_{1}y_{3}-y_{1}x_{3}%
)+(x_{1}y_{2}-y_{1}x_{2})\right]
	


	
	
	=12⁢|x2⁢y3-y2⁢x3-x1⁢y3+y1⁢x3+x1⁢y2-y1⁢x2|\displaystyle=\dfrac{1}{2}\left|x_{2}y_{3}-y_{2}x_{3}-x_{1}y_{3}+y_{1}x_{3}+x_%
{1}y_{2}-y_{1}x_{2}\right|
	
	(3.147)








3.4.3 Το μητρώο ελαστικότητας



Το μητρώο υλικού 𝐂\mathbf{C} για συνθήκες επίπεδης παραμόρφωσης δίνεται από την παρακάτω σχέση:





	
	𝐂=E⁢(1-ν)(1+ν)⁢(1-2⁢ν)⁢[1ν1-ν0ν1-ν10001-2⁢ν2⁢(1-ν)].\mathbf{C}=\dfrac{E(1-\nu)}{(1+\nu)(1-2\nu)}\left[\begin{array}[]{ccc}1&\dfrac%
{\nu}{1-\nu}&0\\
\dfrac{\nu}{1-\nu}&1&0\\
0&0&\dfrac{1-2\nu}{2(1-\nu)}\\
\end{array}\right].
	
	(3.148)








3.4.4 Το μητρώο δυσκαμψίας



Τέλος, το μητρώο δυσκαμψίας 𝚱\mathbf{Κ},
εφόσον είναι γνωστά τα μητρώα
𝐁\mathbf{B} (3.148) και
𝐂\mathbf{C} (3.146),
προκύπτει από τη γενική σχέση ως:





	
	𝐊e\displaystyle\mathbf{K}^{e}
	=∫Ω𝐁T⁢𝐂𝐁⁢d⁢Ω\displaystyle=\int_{\Omega}\mathbf{B}^{T}\mathbf{C}\mathbf{B}d\Omega
	
	(3.149)


	
	
	=t⁢∫x∫y𝐁T⁢𝐂𝐁⁢d⁢x⁢d⁢y\displaystyle=t\int_{x}\int_{y}\mathbf{B}^{T}\mathbf{C}\mathbf{B}dxdy
	
	(3.150)


	
	
	=t⁢𝐁T⁢𝐂𝐁,∫x∫yd⁢x⁢d⁢y\displaystyle=t\mathbf{B}^{T}\mathbf{C}\mathbf{B},\int_{x}\int_{y}dxdy
	
	(3.151)


	
	
	=t⁢𝐁T⁢𝐂𝐁⁢A\displaystyle=t\mathbf{B}^{T}\mathbf{C}\mathbf{B}A
	
	(3.152)



όπου tt το πάχος του στοιχείου.





















3.5 Ισοπαραμετρική διατύπωση και αριθμητική ολοκλήρωση



Η διαδικασία που ακολουθήθηκε στις προηγούμενες ενότητες για τη μόρφωση του
μητρώου δυσκαμψίας του στοιχείου ράβδου ή του διγραμμικού τριγώνου θα μπορούσε
θεωρητικά να εφαρμοστεί και στην περίπτωση τετράπλευρων στοιχείων
ή γενικά στοιχείων με συναρτήσεις μορφής ανώτερου βαθμού.
Μια τέτοια προσέγγιση όμως θα συναντούσε τις ακόλουθες δυσκολίες:


	1. 

Οι συναρτήσεις μορφής στοιχείων ανώτερου βαθμού ορίζονται από εξαιρετικά
πολύπλοκες σχέσεις όταν ορίζονται στο καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων.




	2. 

Η ολοκλήρωση των παραπάνω σχέσεων για τη μόρφωση του μητρώου δυσκαμψίας
και του αντίστοιχου διανύσματος φόρτισης δεν μπορεί να γίνει πλέον
αναλυτικά.









Για την επίλυση των δύο παραπάνω προβλημάτων εισάγονται οι έννοιες της
ισοπαραμετρικής διατύπωσης και της αριθμητικής ολοκλήρωσης αντίστοιχα, οι οποίες
αποτελούν βασικά χαρακτηριστικά της εφαρμογής της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων
[6].




3.5.1 Ισοπαραμετρική θεώρηση



Η ισοπαραμετρική θεώρηση στηρίζεται στη διατύπωση της περιγραφής της γεωμετρίας
και του πεδίου μετατοπίσεων με τις ίδιες συναρτήσεις μορφής σε ένα νέο σύστημα
συντεταγμένων που, σε αντίθεση με το
πραγματικό σύστημα συντεταγμένων
(συνήθως το καρτεσιανό),
ονομάζεται φυσικό σύστημα συντεταγμένων.




Περιγραφή της γεωμετρίας/μετατοπίσεων



Για την κατανόηση της ισοπαραμετρικής θεώρησης
εξετάζεται η γενική περίπτωση ενός τρισδιάστατου στοιχείου,
όπως αυτό που απεικονίζεται
στο Σχήμα 3.11.




Καταρχήν θεωρείται ότι τόσο η γεωμετρία του στοιχείου
(xx, yy και zz)
όσο και το αντίστοιχο πεδίο μετατοπίσεων
(uxu_{x}, uyu_{y} και uzu_{z})
περιγράφονται
από τις ίδιες συναρτήσεις μορφής.
Η θεώρηση αυτή δίνεται σε μητρωική μορφή ως:







	
	[1xyzuxuyuz]=[11…1x1x2…xny1x2…ynz1x2…znux⁢1ux⁢2…ux⁢nuy⁢1uy⁢2…uy⁢nuz⁢1uz⁢2…uz⁢n]⁢[N1N2⋮Nn]\left[\begin{array}[]{c}1\\
x\\
y\\
z\\
u_{x}\\
u_{y}\\
u_{z}\\
\end{array}\right]=\left[\begin{array}[]{cccc}1&1&\ldots&1\\
x_{1}&x_{2}&\ldots&x_{n}\\
y_{1}&x_{2}&\ldots&y_{n}\\
z_{1}&x_{2}&\ldots&z_{n}\\
u_{x1}&u_{x2}&\ldots&u_{xn}\\
u_{y1}&u_{y2}&\ldots&u_{yn}\\
u_{z1}&u_{z2}&\ldots&u_{zn}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}N_{1}\\
N_{2}\\
\vdots\\
N_{n}\\
\end{array}\right]
	
	(3.153)



όπου xix_{i}, yiy_{i}, ziz_{i} (i=1,…⁢n)(i=1,\ldots n) οι συντεταγμένες των nn κόμβων του
στοιχείου στο πραγματικό σύστημα συντεταγμένων,
uxiu_{x_{i}}, uyiu_{y_{i}}, uziu_{z_{i}} οι επικόμβιες μετατοπίσεις και
NiN_{i} οι αντίστοιχες συναρτήσεις σχήματος.




Αναλυτικά η (3.153) μπορεί να γραφτεί ως:





	
	1\displaystyle 1
	=∑i=1nNi=N1+N2+…+Nn\displaystyle=\sum_{i=1}^{n}N_{i}=N_{1}+N_{2}+\ldots+N_{n}
	
	(3.154)


	
	x\displaystyle x
	=∑i=1nNixi=N1x1+N2x2+…+Nnxn\displaystyle=\sum_{i=1}^{n}N_{i}x_{i}=N_{1}x_{1}+N_{2}x_{2}+\ldots+N_{n}x_{n}
	
	(3.155)


	
	y\displaystyle y
	=∑i=1nNiyi=N1y1+N2y2+…+Nnyn\displaystyle=\sum_{i=1}^{n}N_{i}y_{i}=N_{1}y_{1}+N_{2}y_{2}+\ldots+N_{n}y_{n}
	
	(3.156)


	
	z\displaystyle z
	=∑i=1nNizi=N1z1+N2z2+…+Nnzn\displaystyle=\sum_{i=1}^{n}N_{i}z_{i}=N_{1}z_{1}+N_{2}z_{2}+\ldots+N_{n}z_{n}
	
	(3.157)


	
	ux\displaystyle u_{x}
	=∑i=1nNiux⁢i=N1ux1+N2ux2+…+Nnuxn\displaystyle=\sum_{i=1}^{n}N_{i}u_{xi}=N_{1}u_{x_{1}}+N_{2}u_{x_{2}}+\ldots+N%
_{n}u_{x_{n}}
	
	(3.158)


	
	uy\displaystyle u_{y}
	=∑i=1nNiuy⁢i=N1uy1+N2uy2+…+Nnuyn\displaystyle=\sum_{i=1}^{n}N_{i}u_{yi}=N_{1}u_{y_{1}}+N_{2}u_{y_{2}}+\ldots+N%
_{n}u_{y_{n}}
	
	(3.159)


	
	uz\displaystyle u_{z}
	=∑i=1nNiuz⁢i=N1uz1+N2uz2+…+Nnuzn\displaystyle=\sum_{i=1}^{n}N_{i}u_{zi}=N_{1}u_{z_{1}}+N_{2}u_{z_{2}}+\ldots+N%
_{n}u_{z_{n}}
	
	(3.160)





[image: ]
Σχήμα 3.11: Πραγματικό (καρτεσιανό) σύστημα συντεταγμένων.



[image: ]
Σχήμα 3.12: Φυσικό σύστημα συντεταγμένων.






Το φυσικό σύστημα συντεταγμένων



Η ορθή απεικόνιση των πραγματικών συντεταγμένων xx, yy και zz
συναρτήσει των φυσικών συντεταγμένων ξ\xi, η\eta και ζ\zeta ορίζεται ως:





	
	x\displaystyle x
	=x⁢(ξ,η,ζ)\displaystyle=x(\xi,\eta,\zeta)
	
	(3.161)


	
	y\displaystyle y
	=y⁢(ξ,η,ζ)\displaystyle=y(\xi,\eta,\zeta)
	
	(3.162)


	
	z\displaystyle z
	=z⁢(ξ,η,ζ)\displaystyle=z(\xi,\eta,\zeta)
	
	(3.163)






Ομοίως η αντίστροφη απεικόνιση των φυσικών συντεταγμένων ξ\xi, η\eta και ζ\zeta
συναρτήσει των πραγματικών συντεταγμένων xx, yy και zz δίνεται ως:






	
	ξ\displaystyle\xi
	=ξ⁢(x,y,z)\displaystyle=\xi(x,y,z)
	
	(3.164)


	
	η\displaystyle\eta
	=η⁢(x,y,z)\displaystyle=\eta(x,y,z)
	
	(3.165)


	
	ζ\displaystyle\zeta
	=ζ⁢(x,y,z)\displaystyle=\zeta(x,y,z)
	
	(3.166)






Η απεικόνιση μεταξύ των δύο συστημάτων πρέπει να είναι αμφιμονοσήμαντη, έτσι
ώστε κάθε σημείο με συντεταγμένες (x,y,z)(x,y,z) να έχει αντίστοιχες
μοναδικά ορισμένες συντεταγμένες (ξ,η,ζ)(\xi,\eta,\zeta) και το αντίστροφο.




Ο μετασχηματισμός από το πραγματικό σύστημα συντεταγμένων στο φυσικό
σύστημα συντεταγμένων περιγράφεται από το Ιακωβιανό μητρώο,
το οποίο ορίζεται ως:






	
	𝐉=∂⁡(x,y,z)∂⁡(ξ,η,ζ)=[∂⁡x∂⁡ξ∂⁡x∂⁡η∂⁡x∂⁡ζ∂⁡y∂⁡ξ∂⁡y∂⁡η∂⁡y∂⁡ζ∂⁡z∂⁡ξ∂⁡z∂⁡η∂⁡z∂⁡ζ]\mathbf{J}=\dfrac{\partial(x,y,z)}{\partial(\xi,\eta,\zeta)}=\left[\begin{%
array}[]{cccc}\dfrac{\partial x}{\partial\xi}&\dfrac{\partial x}{\partial\eta}%
&\dfrac{\partial x}{\partial\zeta}\\
\dfrac{\partial y}{\partial\xi}&\dfrac{\partial y}{\partial\eta}&\dfrac{%
\partial y}{\partial\zeta}\\
\dfrac{\partial z}{\partial\xi}&\dfrac{\partial z}{\partial\eta}&\dfrac{%
\partial z}{\partial\zeta}\\
\end{array}\right]
	
	(3.168)








Αριθμητική ολοκλήρωση



Η αριθμητική ολοκλήρωση είναι τις περισσότερες φορές απαραίτητη για τον
υπολογισμό των ολοκληρωμάτων που περιγράφουν τα μητρώα και τα διανύσματα ενός
ισοπαραμετρικού στοιχείου.
Στη συνέχεια εξετάζεται η αριθμητική ολοκλήρωση,
ξεκινώντας από το (μονοδιάστατο) ολοκλήρωμα





	
	I:=∫abf⁢(x)⁢d⁢xI:=\int_{a}^{b}f(x)dx
	
	(3.169)



όπου ff μία πραγματική συνάρτηση μίας μεταβλητής xx,
και aa, bb τα όρια ολοκλήρωσης.
Το διάστημα ολοκλήρωσης (a,b)(a,b) μπορεί να μετασχηματιστεί στο διάστημα
(-1,1)(-1,1) συναρτήσει μίας νέας μεταβλητής ξ\xi θέτοντας:





	
	x=12⁢(a+b)+12⁢(b-a)⁢ξx=\dfrac{1}{2}(a+b)+\dfrac{1}{2}(b-a)\xi
	
	(3.170)






Ο παραπάνω μετασχηματισμός είναι αμφιμονοσήμαντος όταν ισχύει a≠ba\neq b.
Εύκολα αποδεικνύεται ότι ισχύει:





	
	x=a\displaystyle x=a
	 ⁢αν ξ=-1\displaystyle\quad\text{αν}\quad\xi=-1
	
	(3.171)


	
	x=b\displaystyle x=b
	 ⁢αν ξ=+1\displaystyle\quad\text{αν}\quad\xi=+1
	
	(3.172)






Το ολοκλήρωμα (3.169) μπορεί τώρα να διατυπωθεί ως:





	
	I:=∫abf⁢(x)⁢d⁢x=∫-11f⁢(12⁢(a+b)+12⁢(b-a)⁢ξ)⁢d⁢ξ:=∫-11g⁢(ξ)⁢d⁢ξI:=\int_{a}^{b}f(x)dx=\int_{-1}^{1}f(\dfrac{1}{2}(a+b)+\dfrac{1}{2}(b-a)\xi)d%
\xi:=\int_{-1}^{1}g(\xi)d\xi
	
	(3.173)






Η αριθμητική ολοκλήρωση του μετασχηματισμένου πλέον ολοκληρώματος
(3.173) ορίζεται συνήθως ως ένα άθροισμα:





	
	I:=∫-11f⁢(12⁢(a+b)+12⁢(b-a)⁢ξ)⁢d⁢ξ≈∑k=1nwk⁢g⁢(ξk)I:=\int_{-1}^{1}f(\dfrac{1}{2}(a+b)+\dfrac{1}{2}(b-a)\xi)d\xi\approx\sum_{k=1}%
^{n}w_{k}g(\xi_{k})
	
	(3.174)



όπου ξk\xi_{k} είναι οι συντεταγμένες των (δειγματοληπτικών) σημείων ολοκλήρωσης
και wkw_{k} τα αντίστοιχα βάρη ολοκλήρωσης.




Από τις πιο γνωστές μεθόδους ολοκλήρωσης είναι:



	• 

Ο κανόνας του τραπεζίου,
όπου n=2n=2, w1=w2=1w_{1}=w_{2}=1,
ξ1=-1\xi_{1}=-1 και ξ2=1\xi_{2}=1.
Με τον κανόνα του τραπεζίου επιτυγχάνεται ακριβής ολοκλήρωση για πολυώνυμα
μέχρι πρώτου βαθμού (q=1q=1).






	• 

Ο κανόνας Simpson,
όπου n=3n=3, w1=w3=13w_{1}=w_{3}=\dfrac{1}{3}, w2=43w_{2}=\dfrac{4}{3}
ξ1=-1\xi_{1}=-1, ξ2=0\xi_{2}=0 και ξ3=1\xi_{3}=1.
Με τον κανόνα Simpson επιτυγχάνεται ακριβής ολοκλήρωση για πολυώνυμα
μέχρι τρίτου βαθμού (q=3q=3).






	• 

Η μέθοδος των Newton-Cotes, κατά την οποία τα nn σημεία ολοκλήρωσης
ορίζονται σε ίσες αποστάσεις στο διάστημα (-1,1)(-1,1).
Η μέθοδος αυτή ενδέχεται να παρουσιάσει μειωμένη ακρίβεια για μεγάλο
αριθμό σημείων nn.
Ο κανόνας του τραπεζίου και ο κανόνας Simpson αποτελούν υποπεριπτώσεις
των κλειστών σχέσεων Newton-Cotes.






	• 

Η μέθοδος ολοκλήρωσης Gauss, στην οποία τα σημεία ολοκλήρωσης
σε βελτιστοποιημένες, μη ισαπέχουσες θέσεις, όπως αυτά προκύπτουν
από τις λύσεις των πολυωνύμων Legendre.
Στον Πίνακα 3.1 δίνονται οι θέσεις
x⁢iixi_{i} και τα βάρη wiw_{i} για n=1-5n=1-5.









Η συνήθης πρακτική είναι να γίνεται ολοκλήρωση με τη μέθοδο Gauss,
χρησιμοποιώντας τον ελάχιστο αριθμό σημείων ώστε να επιτυγχάνεται η απαραίτητη
ακρίβεια.







	nn
	ξi\xi_{i}
	wiw_{i}




	1
	00
	22


	2
	±1/3\pm 1/\sqrt{3}
	11


	3
	00
	89\dfrac{8}{9}


	
	±3/5\pm\sqrt{3}/\sqrt{5}
	59\dfrac{5}{9}


	4
	±135⁢525-70⁢30\pm\dfrac{1}{35}\sqrt{525-70\sqrt{30}}
	136⁢(18+30)\dfrac{1}{36}\left(18+\sqrt{30}\right)


	
	±135⁢525+70⁢30\pm\dfrac{1}{35}\sqrt{525+70\sqrt{30}}
	136⁢(18-30)\dfrac{1}{36}\left(18-\sqrt{30}\right)


	5
	00
	128225\dfrac{128}{225}


	
	±121⁢245-14⁢70\pm\dfrac{1}{21}\sqrt{245-14\sqrt{70}}
	1900⁢(322+13⁢70)\dfrac{1}{900}\left(322+13\sqrt{70}\right)


	
	±121⁢245+14⁢70\pm\dfrac{1}{21}\sqrt{245+14\sqrt{70}}
	1900⁢(322-13⁢70)\dfrac{1}{900}\left(322-13\sqrt{70}\right)




Πίνακας 3.1: Θέσεις και βάρη των σημείων Gauss.























3.6 Το τετράκομβο τετράπλευρο στοιχείο



Στη συνέχεια εξετάζεται το δισδιάστατο, ισοπαραμετρικό, τετράκομβο,
τετράπλευρο στοιχείο, που αποτελεί ένα από τα πλέον συνήθη στοιχεία που
χρησιμοποιούνται στην επίλυση προβλημάτων με τη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων
[4].
Η γεωμετρία του στοιχείου περιγράφεται στο Σχήμα 3.13.



[image: ]
Σχήμα 3.13: Το τετράκομβο τετράπλευρο στοιχείο.




3.6.1 Το μητρώο συναρτήσεων μορφής



Η διακριτοποίηση των μετακινήσεων σε επίπεδο στοιχείου με τη βοήθεια των
συναρτήσεων μορφής οδηγεί στις σχέσεις:




	
	ux\displaystyle u_{x}
	=\displaystyle=
	N1⁢u1x+N2⁢u2x+N3⁢u3x+N4⁢u4x\displaystyle N_{1}u_{1_{x}}+N_{2}u_{2_{x}}+N_{3}u_{3_{x}}+N_{4}u_{4_{x}}
	
	(3.175)


	
	uy\displaystyle u_{y}
	=\displaystyle=
	N1⁢u1y+N2⁢u2y+N3⁢u3y+N4⁢u4y\displaystyle N_{1}u_{1_{y}}+N_{2}u_{2_{y}}+N_{3}u_{3_{y}}+N_{4}u_{4_{y}}
	
	(3.176)



ή σε μητρωική μορφή:





	
	[uxuy]=[N10N20N30N400N10N20N30N4]⁢[u1xu1yu2xu2yu3xu3yu4xu4y]\left[\begin{array}[]{c}u_{x}\\
u_{y}\\
\end{array}\right]=\left[\begin{array}[]{cccccccc}N_{1}&0&N_{2}&0&N_{3}&0&N_{4%
}&0\\
0&N_{1}&0&N_{2}&0&N_{3}&0&N_{4}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}u_{1_{x}}\\
u_{1_{y}}\\
u_{2_{x}}\\
u_{2_{y}}\\
u_{3_{x}}\\
u_{3_{y}}\\
u_{4_{x}}\\
u_{4_{y}}\\
\end{array}\right]
	
	(3.177)



όπου N1N_{1}, N2N_{2}, N3N_{3} και N3N_{3} οι συναρτήσεις μορφής για το
τετράκομβο στοιχείο.




Μπορεί επομένως να οριστεί το μητρώο 𝐍\mathbf{N} των συναρτήσεων μορφής του ως:





	
	𝐍=[N10N20N30N400N10N20N30N4].\mathbf{N}=\left[\begin{array}[]{cccccccc}N_{1}&0&N_{2}&0&N_{3}&0&N_{4}&0\\
0&N_{1}&0&N_{2}&0&N_{3}&0&N_{4}\\
\end{array}\right].
	
	(3.178)








3.6.2 Το μητρώο παραμορφώσεων-μετακινήσεων



Το μητρώο παραμορφώσεων-μετακινήσεων 𝐁\mathbf{B} προκύπτει από την κινηματική
εξίσωση που συνδέει τις τάσεις με τις παραμορφώσεις,






	
	εi⁢j=12⁢(∂⁡ui∂⁡xj+∂⁡uj∂⁡xi)\varepsilon_{ij}=\dfrac{1}{2}\left(\dfrac{\partial u_{i}}{\partial x_{j}}+%
\dfrac{\partial u_{j}}{\partial x_{i}}\right)
	
	(3.179)



όπου για τη συγκεκριμένη περίπτωση i=1,2i=1,2.




Προκύπτει επομένως για k=1,…,nk=1,\dots,n:





	
	ε11=εx⁢x\displaystyle\varepsilon_{11}=\varepsilon_{xx}
	=12(∂⁡uxk∂⁡x+∂⁡uxk∂⁡x)=∂⁡uxk∂⁡x=∂⁡(Nk⁢uxk)∂⁡x=∂⁡Nk∂⁡xuxk\displaystyle=\dfrac{1}{2}\left(\dfrac{\partial u_{x_{k}}}{\partial x}+\dfrac{%
\partial u_{x_{k}}}{\partial x}\right)=\dfrac{\partial u_{x_{k}}}{\partial x}=%
\dfrac{\partial(N_{k}u_{x_{k}})}{\partial x}=\dfrac{\partial N_{k}}{\partial x%
}u_{x_{k}}
	
	(3.180)


	
	ε22=εy⁢y\displaystyle\varepsilon_{22}=\varepsilon_{yy}
	=12(∂⁡uyk∂⁡y+∂⁡uyk∂⁡y)=∂⁡ux∂⁡y=∂⁡(Nk⁢uyk)∂⁡y=∂⁡Nk∂⁡yuyk\displaystyle=\dfrac{1}{2}\left(\dfrac{\partial u_{y_{k}}}{\partial y}+\dfrac{%
\partial u_{y_{k}}}{\partial y}\right)=\dfrac{\partial u_{x}}{\partial y}=%
\dfrac{\partial(N_{k}u_{y_{k}})}{\partial y}=\dfrac{\partial N_{k}}{\partial y%
}u_{y_{k}}
	
	(3.181)


	
	2⁢ε12=2⁢ε21=2⁢εx⁢y\displaystyle 2\varepsilon_{12}=2\varepsilon_{21}=2\varepsilon_{xy}
	=∂⁡ux∂⁡y+∂⁡uy∂⁡x=∂⁡(Nk⁢uxk)∂⁡y+∂⁡(Nk⁢uyk)∂⁡x=∂⁡Nk∂⁡yuxk+∂⁡Nk∂⁡xuyk\displaystyle=\dfrac{\partial u_{x}}{\partial y}+\dfrac{\partial u_{y}}{%
\partial x}=\dfrac{\partial(N_{k}u_{x_{k}})}{\partial y}+\dfrac{\partial(N_{k}%
u_{y_{k}})}{\partial x}=\dfrac{\partial N_{k}}{\partial y}u_{x_{k}}+\dfrac{%
\partial N_{k}}{\partial x}u_{y_{k}}
	
	(3.182)






Οι παραπάνω σχέσεις μπορούν να διατυπωθούν σε μητρωική μορφή ως:





	
	𝜺=𝐁⁢𝒖\boldsymbol{\varepsilon}=\mathbf{B}\boldsymbol{u}
	
	(3.183)






όπου το μητρώο 𝐁\mathbf{B}, γνωστό και ως μητρώο παραμορφώσεων-μετακινήσεων,
ορίζεται ως:





	
	𝐁\displaystyle\mathbf{B}
	=𝐋𝐍\displaystyle=\mathbf{L}\mathbf{N}
	
	(3.184)


	
	
	=[∂∂⁡x00∂∂⁡y∂∂⁡y∂∂⁡x]⁢[N10N20N30N400N10N20N30N4]\displaystyle=\left[\begin{array}[]{cc}\dfrac{\partial}{\partial x}&0\\
0&\dfrac{\partial}{\partial y}\\
\dfrac{\partial}{\partial y}&\dfrac{\partial}{\partial x}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{cccccccc}N_{1}&0&N_{2}&0&N_{3}&0&N_{4}%
&0\\
0&N_{1}&0&N_{2}&0&N_{3}&0&N_{4}\\
\end{array}\right]
	
	(3.185)


	
	
	=[∂⁡N1∂⁡x0∂⁡N2∂⁡x0∂⁡N3∂⁡x0∂⁡N4∂⁡x00∂⁡N1∂⁡y0∂⁡N2∂⁡y0∂⁡N3∂⁡y0∂⁡N4∂⁡y∂⁡N1∂⁡y∂⁡N1∂⁡x∂⁡N2∂⁡y∂⁡N2∂⁡x∂⁡N3∂⁡y∂⁡N3∂⁡x∂⁡N4∂⁡y∂⁡N4∂⁡x].\displaystyle=\left[\begin{array}[]{cccccccc}\dfrac{\partial N_{1}}{\partial x%
}&0&\dfrac{\partial N_{2}}{\partial x}&0&\dfrac{\partial N_{3}}{\partial x}&0&%
\dfrac{\partial N_{4}}{\partial x}&0\\
0&\dfrac{\partial N_{1}}{\partial y}&0&\dfrac{\partial N_{2}}{\partial y}&0&%
\dfrac{\partial N_{3}}{\partial y}&0&\dfrac{\partial N_{4}}{\partial y}\\
\dfrac{\partial N_{1}}{\partial y}&\dfrac{\partial N_{1}}{\partial x}&\dfrac{%
\partial N_{2}}{\partial y}&\dfrac{\partial N_{2}}{\partial x}&\dfrac{\partial
N%
_{3}}{\partial y}&\dfrac{\partial N_{3}}{\partial x}&\dfrac{\partial N_{4}}{%
\partial y}&\dfrac{\partial N_{4}}{\partial x}\\
\end{array}\right].
	
	(3.186)






Οι παράγωγοι των συναρτήσεων ΝiΝ_{i}, όπου i=1,2,3,4i=1,2,3,4 ως προς xx
και yy, προκύπτουν από τον κανόνα της αλυσίδας:





	
	∂⁡N1∂⁡x\displaystyle\dfrac{\partial N_{1}}{\partial x}
	=∂⁡N1∂⁡ξ∂⁡ξ∂⁡x+∂⁡N1∂⁡η∂⁡η∂⁡x=14[(-1+η)∂⁡ξ∂⁡x+(-1+ξ)∂⁡η∂⁡x]\displaystyle=\dfrac{\partial N_{1}}{\partial\xi}\dfrac{\partial\xi}{\partial x%
}+\dfrac{\partial N_{1}}{\partial\eta}\dfrac{\partial\eta}{\partial x}=\dfrac{%
1}{4}\left[(-1+\eta)\dfrac{\partial\xi}{\partial x}+(-1+\xi)\dfrac{\partial%
\eta}{\partial x}\right]
	
	(3.187)


	
	∂⁡N1∂⁡y\displaystyle\dfrac{\partial N_{1}}{\partial y}
	=∂⁡N1∂⁡ξ∂⁡ξ∂⁡y+∂⁡N1∂⁡η∂⁡η∂⁡y=14[(-1+η)∂⁡ξ∂⁡y+(-1+ξ)∂⁡η∂⁡y]\displaystyle=\dfrac{\partial N_{1}}{\partial\xi}\dfrac{\partial\xi}{\partial y%
}+\dfrac{\partial N_{1}}{\partial\eta}\dfrac{\partial\eta}{\partial y}=\dfrac{%
1}{4}\left[(-1+\eta)\dfrac{\partial\xi}{\partial y}+(-1+\xi)\dfrac{\partial%
\eta}{\partial y}\right]
	
	(3.188)


	
	∂⁡N2∂⁡x\displaystyle\dfrac{\partial N_{2}}{\partial x}
	=∂⁡N2∂⁡ξ∂⁡ξ∂⁡x+∂⁡N2∂⁡η∂⁡η∂⁡x=14[(1-η)∂⁡ξ∂⁡x+(-1-ξ)∂⁡η∂⁡x]\displaystyle=\dfrac{\partial N_{2}}{\partial\xi}\dfrac{\partial\xi}{\partial x%
}+\dfrac{\partial N_{2}}{\partial\eta}\dfrac{\partial\eta}{\partial x}=\dfrac{%
1}{4}\left[(1-\eta)\dfrac{\partial\xi}{\partial x}+(-1-\xi)\dfrac{\partial\eta%
}{\partial x}\right]
	
	(3.189)


	
	∂⁡N2∂⁡y\displaystyle\dfrac{\partial N_{2}}{\partial y}
	=∂⁡N2∂⁡ξ∂⁡ξ∂⁡y+∂⁡N2∂⁡η∂⁡η∂⁡y=14[(1-η)∂⁡ξ∂⁡y+(-1-ξ)∂⁡η∂⁡y]\displaystyle=\dfrac{\partial N_{2}}{\partial\xi}\dfrac{\partial\xi}{\partial y%
}+\dfrac{\partial N_{2}}{\partial\eta}\dfrac{\partial\eta}{\partial y}=\dfrac{%
1}{4}\left[(1-\eta)\dfrac{\partial\xi}{\partial y}+(-1-\xi)\dfrac{\partial\eta%
}{\partial y}\right]
	
	(3.190)


	
	∂⁡N3∂⁡x\displaystyle\dfrac{\partial N_{3}}{\partial x}
	=∂⁡N3∂⁡ξ∂⁡ξ∂⁡x+∂⁡N3∂⁡η∂⁡η∂⁡x=14[(1+η)∂⁡ξ∂⁡x+(1+ξ)∂⁡η∂⁡x]\displaystyle=\dfrac{\partial N_{3}}{\partial\xi}\dfrac{\partial\xi}{\partial x%
}+\dfrac{\partial N_{3}}{\partial\eta}\dfrac{\partial\eta}{\partial x}=\dfrac{%
1}{4}\left[(1+\eta)\dfrac{\partial\xi}{\partial x}+(1+\xi)\dfrac{\partial\eta}%
{\partial x}\right]
	
	(3.191)


	
	∂⁡N3∂⁡y\displaystyle\dfrac{\partial N_{3}}{\partial y}
	=∂⁡N3∂⁡ξ∂⁡ξ∂⁡y+∂⁡N3∂⁡η∂⁡η∂⁡y=14[(1+η)∂⁡ξ∂⁡y+(1+ξ)∂⁡η∂⁡y]\displaystyle=\dfrac{\partial N_{3}}{\partial\xi}\dfrac{\partial\xi}{\partial y%
}+\dfrac{\partial N_{3}}{\partial\eta}\dfrac{\partial\eta}{\partial y}=\dfrac{%
1}{4}\left[(1+\eta)\dfrac{\partial\xi}{\partial y}+(1+\xi)\dfrac{\partial\eta}%
{\partial y}\right]
	
	(3.192)


	
	∂⁡N4∂⁡x\displaystyle\dfrac{\partial N_{4}}{\partial x}
	=∂⁡N4∂⁡ξ∂⁡ξ∂⁡x+∂⁡N4∂⁡η∂⁡η∂⁡x=14[(-1-η)∂⁡ξ∂⁡x+(1-ξ)∂⁡η∂⁡x]\displaystyle=\dfrac{\partial N_{4}}{\partial\xi}\dfrac{\partial\xi}{\partial x%
}+\dfrac{\partial N_{4}}{\partial\eta}\dfrac{\partial\eta}{\partial x}=\dfrac{%
1}{4}\left[(-1-\eta)\dfrac{\partial\xi}{\partial x}+(1-\xi)\dfrac{\partial\eta%
}{\partial x}\right]
	
	(3.193)


	
	∂⁡N4∂⁡y\displaystyle\dfrac{\partial N_{4}}{\partial y}
	=∂⁡N4∂⁡ξ∂⁡ξ∂⁡y+∂⁡N4∂⁡η∂⁡η∂⁡y=14[(-1-η)∂⁡ξ∂⁡y+(1-ξ)∂⁡η∂⁡y]\displaystyle=\dfrac{\partial N_{4}}{\partial\xi}\dfrac{\partial\xi}{\partial y%
}+\dfrac{\partial N_{4}}{\partial\eta}\dfrac{\partial\eta}{\partial y}=\dfrac{%
1}{4}\left[(-1-\eta)\dfrac{\partial\xi}{\partial y}+(1-\xi)\dfrac{\partial\eta%
}{\partial y}\right]
	
	(3.194)






Ο υπολογισμός των ∂⁡ξ∂⁡x\dfrac{\partial\xi}{\partial x},
∂⁡ξ∂⁡y\dfrac{\partial\xi}{\partial y}, ∂⁡η∂⁡x\dfrac{\partial\eta}{\partial x} και ∂⁡η∂⁡y\dfrac{\partial\eta}{\partial y} γίνεται με τη βοήθεια του αντίστροφου
μητρώου της Ιακωβιανής (3.168),
δηλαδή






	
	∂⁡ξ∂⁡x\displaystyle\dfrac{\partial\xi}{\partial x}
	=1det⁢(𝐉)J22=1det⁢(𝐉)∂⁡y∂⁡η,\displaystyle=\dfrac{1}{\textrm{det}(\mathbf{J})}J_{22}=\dfrac{1}{\textrm{det}%
(\mathbf{J})}\dfrac{\partial y}{\partial\eta},
	
	(3.195)


	
	∂⁡ξ∂⁡y\displaystyle\dfrac{\partial\xi}{\partial y}
	=-1det⁢(𝐉)J12=-1det⁢(𝐉)∂⁡y∂⁡ξ,\displaystyle=-\dfrac{1}{\textrm{det}(\mathbf{J})}J_{12}=-\dfrac{1}{\textrm{%
det}(\mathbf{J})}\dfrac{\partial y}{\partial\xi},
	
	(3.196)


	
	∂⁡η∂⁡x\displaystyle\dfrac{\partial\eta}{\partial x}
	=-1det⁢(𝐉)J21=-1det⁢(𝐉)∂⁡x∂⁡η,\displaystyle=-\dfrac{1}{\textrm{det}(\mathbf{J})}J_{21}=-\dfrac{1}{\textrm{%
det}(\mathbf{J})}\dfrac{\partial x}{\partial\eta},
	
	(3.197)


	
	∂⁡η∂⁡y\displaystyle\dfrac{\partial\eta}{\partial y}
	=1det⁢(𝐉)J11=1det⁢(𝐉)∂⁡x∂⁡ξ,\displaystyle=\dfrac{1}{\textrm{det}(\mathbf{J})}J_{11}=\dfrac{1}{\textrm{det}%
(\mathbf{J})}\dfrac{\partial x}{\partial\xi},
	
	(3.198)



όπου ∂⁡x∂⁡ξ\dfrac{\partial x}{\partial\xi},
∂⁡x∂⁡η\dfrac{\partial x}{\partial\eta}, ∂⁡y∂⁡ξ\dfrac{\partial y}{\partial\xi} και ∂⁡y∂⁡η\dfrac{\partial y}{\partial\eta} μπορούν να προκύψουν εύκολα από την
παραγώγιση των xx και yy:





	
	∂⁡x∂⁡ξ\displaystyle\dfrac{\partial x}{\partial\xi}
	=-14⁢(1-η)⁢x1+14⁢(1-η)⁢x2+14⁢(1+η)⁢x3-14⁢(1+η)⁢x4,\displaystyle=-\dfrac{1}{4}(1-\eta)x_{1}+\dfrac{1}{4}(1-\eta)x_{2}+\dfrac{1}{4%
}(1+\eta)x_{3}-\dfrac{1}{4}(1+\eta)x_{4},
	
	(3.199)


	
	∂⁡y∂⁡ξ\displaystyle\dfrac{\partial y}{\partial\xi}
	=-14⁢(1-η)⁢y1+14⁢(1-η)⁢y2+14⁢(1+η)⁢y3-14⁢(1+η)⁢y4,\displaystyle=-\dfrac{1}{4}(1-\eta)y_{1}+\dfrac{1}{4}(1-\eta)y_{2}+\dfrac{1}{4%
}(1+\eta)y_{3}-\dfrac{1}{4}(1+\eta)y_{4},
	
	(3.200)


	
	∂⁡x∂⁡η\displaystyle\dfrac{\partial x}{\partial\eta}
	=-14⁢(1-ξ)⁢x1-14⁢(1+ξ)⁢x2+14⁢(1+ξ)⁢x3+14⁢(1-ξ)⁢x4,\displaystyle=-\dfrac{1}{4}(1-\xi)x_{1}-\dfrac{1}{4}(1+\xi)x_{2}+\dfrac{1}{4}(%
1+\xi)x_{3}+\dfrac{1}{4}(1-\xi)x_{4},
	
	(3.201)


	
	∂⁡y∂⁡η\displaystyle\dfrac{\partial y}{\partial\eta}
	=-14⁢(1-ξ)⁢y1-14⁢(1+ξ)⁢y2+14⁢(1+ξ)⁢y3+14⁢(1-ξ)⁢y4.\displaystyle=-\dfrac{1}{4}(1-\xi)y_{1}-\dfrac{1}{4}(1+\xi)y_{2}+\dfrac{1}{4}(%
1+\xi)y_{3}+\dfrac{1}{4}(1-\xi)y_{4}.
	
	(3.202)






Με βάση τα παραπάνω ορίζεται πλήρως το μητρώο 𝐁\mathbf{B}.






3.6.3 Το μητρώο ελαστικότητας



Το μητρώο υλικού 𝐂\mathbf{C} για συνθήκες επίπεδης παραμόρφωσης
ταυτίζεται με αυτό της (3.148):




	
	𝐂=E⁢(1-ν)(1+ν)⁢(1-2⁢ν)⁢[1ν1-ν0ν1-ν10001-2⁢ν2⁢(1-ν)]\mathbf{C}=\dfrac{E(1-\nu)}{(1+\nu)(1-2\nu)}\left[\begin{array}[]{ccc}1&\dfrac%
{\nu}{1-\nu}&0\\
\dfrac{\nu}{1-\nu}&1&0\\
0&0&\dfrac{1-2\nu}{2(1-\nu)}\\
\end{array}\right]
	
	(3.203)








3.6.4 Το μητρώο δυσκαμψίας



Τέλος, το μητρώο δυσκαμψίας 𝚱e\mathbf{Κ}^{e} προκύπτει ως:





	
	𝐊e=∫Ω𝐁T⁢𝐂𝐁⁢d⁢Ω\mathbf{K}^{e}=\int_{\Omega}\mathbf{B}^{T}\mathbf{C}\mathbf{B}d\Omega
	
	(3.204)



όπου 𝐁\mathbf{B} και 𝐂\mathbf{C} όπως δίνονται από τις
(3.186) και (3.203) αντίστοιχα.






3.6.5 Αριθμητική ολοκλήρωση



Για τον υπολογισμό του μητρώου 𝐊e\mathbf{K}^{e} η ολοκλήρωση γίνεται αριθμητικά,
ακολουθώντας τη μέθοδο του Gauss.
Σύμφωνα με τη μέθοδο αυτή ο υπολογισμός ενός διπλού ολοκληρώματος της μορφής





	
	I=∫-11∫-11f⁢(ξ,η)⁢d⁢ξ⁢d⁢ηI=\int_{-1}^{1}\int_{-1}^{1}f(\xi,\eta)d\xi d\eta
	
	(3.205)



ανάγεται σε άθροισμα της μορφής





	
	Ι≈∑i=1n∑j=1nwi⁢wj⁢f⁢(ξi,ηj)Ι\approx\sum_{i=1}^{n}\sum_{j=1}^{n}w_{i}w_{j}f(\xi_{i},\eta_{j})
	
	(3.206)



όπου wiw_{i} τα βάρη και ξi\xi_{i} οι θέσεις των σημείων Gauss
όπως αυτά δίνονται στην Ενότητα 3.5.1.




Για το μητρώο 𝐊e\mathbf{K}^{e} επομένως μπορούμε να γράψουμε:





	
	𝐊e=∫Ω𝐁T⁢𝐂𝐁⁢d⁢Ω=t⁢∫-11∫-11𝐁T⁢𝐂𝐁⁢det⁢𝐉⁢d⁢ξ⁢d⁢η,\mathbf{K}^{e}=\int_{\Omega}\mathbf{B}^{T}\mathbf{C}\mathbf{B}d\Omega=t\int_{-%
1}^{1}\int_{-1}^{1}\mathbf{B}^{T}\mathbf{C}\mathbf{B}\textrm{det}\mathbf{J}d%
\xi d\eta,
	
	(3.207)



όπου tt το πάχος, το οποίο λαμβάνεται ανεξάρτητο των ξ,η\xi,\eta στη συγκεκριμένη
περίπτωση.




Έστω f⁢(ξ,η)f(\xi,\eta) η συνάρτηση προς ολοκλήρωση,





	
	f⁢(ξ,η)=t⁢𝐁T⁢(ξ,η)⁢𝐂𝐁⁢(ξ,η)⁢d⁢e⁢t⁢(𝐉⁢(ξ,η)),f(\xi,\eta)=t\mathbf{B}^{T}(\xi,\eta)\mathbf{C}\mathbf{B}(\xi,\eta)det(\mathbf%
{J}(\xi,\eta)),
	
	(3.208)



και Ki⁢jeK^{e}_{ij} το (i,j)(i,j) στοιχείο του μητρώου 𝐊\mathbf{K}.




Τότε από την (3.207)
και για κανόνα ολοκλήρωσης 2×22\times 2 προκύπτει:






	
	Ki⁢je=w12⁢f⁢(ξ1,η1)+w1⁢w2⁢f⁢(ξ1,η2)+w2⁢w1⁢f⁢(ξ2,η1)+w22⁢f⁢(ξ2,η2).K^{e}_{ij}=w_{1}^{2}f(\xi_{1},\eta_{1})+w_{1}w_{2}f(\xi_{1},\eta_{2})+w_{2}w_{%
1}f(\xi_{2},\eta_{1})+w_{2}^{2}f(\xi_{2},\eta_{2}).
	
	(3.209)






Στη συνέχεια δίνεται ενδεικτικά κώδικας σε γλώσσα προγραμματισμού Python
για τον υπολογισμό των συναρτήσεων μορφής και της
Ιακωβιανής του τετράκομβου, τετράπλευρου γραμμικού στοιχείου.







	1
	def shape41(nodes, gps):


	2
	    N = np.zeros((4, 3, 4))


	3
	    detJ = np.zeros(4)


	4
	


	5
	    for k, gp in enumerate(gps):


	6
	        m1 = 1 - gp.xi


	7
	        p1 = 1 + gp.xi


	8
	        m2 = 1 - gp.eta


	9
	        p2 = 1 + gp.eta


	10
	


	11
	        N[0, 0, k] =  0.25 * m1 * m2


	12
	        N[1, 0, k] =  0.25 * p1 * m2


	13
	        N[2, 0, k] =  0.25 * p1 * p2


	14
	        N[3, 0, k] =  0.25 * m1 * p2


	15
	        N[0, 1, k] = -0.25 * m2


	16
	        N[1, 1, k] = +0.25 * m2


	17
	        N[2, 1, k] = +0.25 * p2


	18
	        N[3, 1, k] = -0.25 * p2


	19
	        N[0, 2, k] = -0.25 * m1


	20
	        N[1, 2, k] = -0.25 * p1


	21
	        N[2, 2, k] = +0.25 * p1


	22
	        N[3, 2, k] = +0.25 * m1


	23
	


	24
	        J = np.zeros((2, 2))


	25
	        for i in range(4):


	26
	            J[0, 0] += N[i][1][k] * nodes[i].x[0]


	27
	            J[1, 0] += N[i][2][k] * nodes[i].x[0]


	28
	            J[0, 1] += N[i][1][k] * nodes[i].x[1]


	29
	            J[1, 1] += N[i][2][k] * nodes[i].x[1]


	30
	        detJ[k] = J[0, 0]*J[1, 1] - J[0, 1]*J[1, 0]


	31
	        if detJ[k] < 0.:


	32
	            print ’Negative derivative at element %i.’%self.id


	33
	            print ’Nodes:’, [n.id for n in nodes]


	34
	            exit(-1.)


	35
	


	36
	        for i in range(4):


	37
	            d1 = N[i, 1, k] * ( J[1, 1] / detJ[k])


	38
	               + N[i, 2, k] * (-J[0, 1] / detJ[k])


	39
	            d2 = N[i, 1, k] * (-J[1, 0] / detJ[k])


	40
	               + N[i, 2, k] * ( J[0, 0] / detJ[k])


	41
	            N[i, 1, k] = d1


	42
	            N[i, 2, k] = d2


	43
	


	44
	    return N, detJ

























3.7 Το στοιχείο διεπιφάνειας



Τα στοιχεία διεπιφάνειας χρησιμοποιούνται σε προβλήματα πεπερασμένων στοιχείων
για να προσομοιώσουν τις διεπιφάνειες μεταξύ γειτονικών σωμάτων που βρίσκονται
σε επαφή και έχουν σημαντικά διαφορετικά μεταξύ τους χαρακτηριστικά
[1].
Τυπικό παράδειγμα προσομοίωσης με στοιχείο διεπιφάνειας αποτελεί η προσομοίωση
της επαφής μεταξύ ενός τοίχου αντιστήριξης και της εδαφικής μάζας.






Ένα τυπικό στοιχείο διεπιφάνειας τεσσάρων κόμβων
δίνεται στο Σχήμα 3.14.



[image: ]
Σχήμα 3.14: Στοιχείο διεπιφάνειας 4 κόμβων.




3.7.1 Συναρτήσεις μορφής



Για το στοιχείο του Σχήματος 3.14
επιλέγονται γραμμικές συναρτήσεις για την περιγραφή της γεωμετρίας
και των μετακινήσεων,
οι οποίες δίνονται από τις ακόλουθες σχέσεις:





	
	N1=N3\displaystyle N_{1}=N_{3}
	=12⁢(1-ξ)\displaystyle=\dfrac{1}{2}(1-\xi)
	
	(3.210)


	
	N2=N4\displaystyle N_{2}=N_{4}
	=12⁢(1+ξ)\displaystyle=\dfrac{1}{2}(1+\xi)
	
	(3.211)






Οι μετακινήσεις του στοιχείου ορίζονται επομένως με τη βοήθεια των συναρτήσεων
μορφής ως:





	
	ub⁢o⁢t⁢t⁢o⁢m\displaystyle u^{bottom}
	=N1⁢u1+N2⁢u2\displaystyle=N_{1}u_{1}+N_{2}u_{2}
	
	(3.212)


	
	vb⁢o⁢t⁢t⁢o⁢m\displaystyle v^{bottom}
	=N1⁢v1+N2⁢v2\displaystyle=N_{1}v_{1}+N_{2}v_{2}
	
	(3.213)


	
	ut⁢o⁢p\displaystyle u^{top}
	=N1⁢u3+N2⁢u4\displaystyle=N_{1}u_{3}+N_{2}u_{4}
	
	(3.214)


	
	vt⁢o⁢p\displaystyle v^{top}
	=N1⁢v3+N2⁢v4\displaystyle=N_{1}v_{3}+N_{2}v_{4}
	
	(3.215)



όπου bottom και top η βάση και η κορυφή του στοιχείου αντίστοιχα,
όπως διακρίνονται στο Σχήμα 3.14.






3.7.2 Μητρώο ελαστικότητας



Οι παραμορφώσεις ορίζονται βάσει των σχετικών μετακινήσεων της κορυφής (top)
ως προς τη βάση (bottom), όπως φαίνεται στο Σχήμα 3.14:





	
	γ\displaystyle\gamma
	=ut⁢o⁢p-ub⁢o⁢t⁢t⁢o⁢m\displaystyle=u^{top}-u^{bottom}
	
	(3.216)


	
	ε\displaystyle\varepsilon
	=vt⁢o⁢p-vb⁢o⁢t⁢t⁢o⁢m\displaystyle=v^{top}-v^{bottom}
	
	(3.217)






Η διατμητική και η ορθή τάση δίνονται αντίστοιχα από τις σχέσεις:





	
	τ\displaystyle\tau
	=Ks⁢γ\displaystyle=K_{s}\gamma
	
	(3.218)


	
	σ\displaystyle\sigma
	=Kn⁢ε\displaystyle=K_{n}\varepsilon
	
	(3.219)



όπου KsK_{s} και KnK_{n} η διατμητική και η ορθή δυσκαμψία αντίστοιχα.
Συνδέονται με το μέτρο ελαστικότητας EE και το μέτρο διάτμησης του
υλικού της διεπιφάνειας, σύμφωνα με τις παρακάτω σχέσεις:





	
	Ks\displaystyle K_{s}
	=Gt\displaystyle=\dfrac{G}{t}
	
	(3.220)


	
	Kn\displaystyle K_{n}
	=Et\displaystyle=\dfrac{E}{t}
	
	(3.221)



όπου tt το πάχος του στοιχείου.




Θα πρέπει στο σημείο αυτό να σημειωθεί ότι επιλέγοντας χαμηλές τιμές
για τα μέτρα δυσκαμψίας KsK_{s} και KnK_{n} μπορεί να προκύψουν εξαιρετικά μεγάλες
μετακινήσεις.
Στην περίπτωση όμως που επιλεγούν πολύ υψηλές τιμές, τότε μπορεί να δημιουργηθούν
αριθμητικά προβλήματα κατά την επίλυση.




Με βάση τα παραπάνω, το μητρώο ελαστικότητας για το στοιχείο διεπιφάνειας ορίζεται ως:





	
	𝐂=[Ks00Kn]\mathbf{C}=\left[\begin{array}[]{cc}K_{s}&0\\
0&K_{n}\\
\end{array}\right]
	
	(3.222)








3.7.3 Το μητρώο παραμορφώσεων-μετακινήσεων



Το μητρώο παραμορφώσεων-μετακινήσεων προκύπτει από τις
(3.216) και (3.217).




Αντικαθιστώντας στις
(3.216) και (3.217)
τις
(3.212)-(3.212)
και λαμβάνοντας υπόψη τον μετασχηματισμό από το τοπικό στο γενικό σύστημα
συντεταγμένων, ο οποίος δίνεται ως:





	
	u′\displaystyle u^{\prime}
	=v⁢sin⁡a+u⁢cos⁡a\displaystyle=v\sin a+u\cos a
	
	(3.223)


	
	v′\displaystyle v^{\prime}
	=u⁢cos⁡a-u⁢sin⁡a\displaystyle=u\cos a-u\sin a
	
	(3.224)



ή σε μητρωική μορφή:





	
	[u′v′]=[cos⁡asin⁡a-sin⁡acos⁡a]⁢[uv]\left[\begin{array}[]{c}u^{\prime}\\
v^{\prime}\\
\end{array}\right]=\left[\begin{array}[]{cc}\cos a&\sin a\\
-\sin a&\cos a\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}u\\
v\\
\end{array}\right]
	
	(3.225)



προκύπτει το μητρώο παραμορφώσεων-μετακινήσεων,





	
	𝐁=[-𝐓𝐁1-𝐓𝐁2𝐓𝐁1𝐓𝐁2]\mathbf{B}=\left[\begin{array}[]{cccc}-\mathbf{T}\mathbf{B}_{1}&-\mathbf{T}%
\mathbf{B}_{2}&\mathbf{T}\mathbf{B}_{1}&\mathbf{T}\mathbf{B}_{2}\\
\end{array}\right]
	
	(3.226)



για το οποίο ισχύει:





	
	[γε]=𝐁⁢𝒖\left[\begin{array}[]{c}\gamma\\
\varepsilon\\
\end{array}\right]=\mathbf{B}\boldsymbol{u}
	
	(3.227)



θεωρώντας





	
	𝐁i=Ni⁢𝐈2×2.\mathbf{B}_{i}=N_{i}\mathbf{I}_{2\times 2}.
	
	(3.228)



και





	
	𝒖=[u1v1u2v2u3v3u4v4]T.\boldsymbol{u}=\left[\begin{array}[]{cccccccc}u_{1}&v_{1}&u_{2}&v_{2}&u_{3}&v_%
{3}&u_{4}&v_{4}\\
\end{array}\right]^{T}.
	
	(3.229)








3.7.4 Το μητρώο δυσκαμψίας



Το μητρώο δυσκαμψίας προκύπτει εύκολα από τη γενική σχέση:





	
	𝐊=∫-11𝐁T⁢𝐂𝐁⁢∥𝐉∥⁢d⁢ξ\mathbf{K}=\int_{-1}^{1}\mathbf{B}^{T}\mathbf{C}\mathbf{B}\|\mathbf{J}\|d\xi
	
	(3.230)






Στην παραπάνω σχέση, η ορίζουσα ∥𝐉∥\|\mathbf{J}\| δίνεται ως:





	
	∥𝐉∥=[(d⁢xd⁢ξ)2+(d⁢yd⁢ξ)2]\|\mathbf{J}\|=\sqrt{\left[\left(\dfrac{dx}{d\xi}\right)^{2}+\left(\dfrac{dy}{%
d\xi}\right)^{2}\right]}
	
	(3.231)























3.8 Το εξάπλευρο, οκτάκομβο τριγραμμικό τρισδιάστατο στοιχείο



Τέλος εξετάζεται το εξάπλευρο, οκτάκομβο, τριγραμμικό τρισδιάστατο στοιχείο
με την αρίθμηση των κόμβων που απεικονίζεται στο Σχήμα 3.15.



[image: ]
Σχήμα 3.15: Το εξάπλευρο, οκτάκομβο τριγραμμικό τρισδιάστατο στοιχείο.




Οι συναρτήσεις μορφής για αυτό το στοιχείο ορίζονται από τις ακόλουθες σχέσεις:






	
	N1\displaystyle N_{1}
	=18⁢(1-ξ)⁢(1-η)⁢(1-ζ)\displaystyle=\dfrac{1}{8}(1-\xi)(1-\eta)(1-\zeta)
	
	(3.232)


	
	N2\displaystyle N_{2}
	=18⁢(1+ξ)⁢(1-η)⁢(1-ζ)\displaystyle=\dfrac{1}{8}(1+\xi)(1-\eta)(1-\zeta)
	
	(3.233)


	
	N3\displaystyle N_{3}
	=18⁢(1+ξ)⁢(1+η)⁢(1-ζ)\displaystyle=\dfrac{1}{8}(1+\xi)(1+\eta)(1-\zeta)
	
	(3.234)


	
	N4\displaystyle N_{4}
	=18⁢(1-ξ)⁢(1+η)⁢(1-ζ)\displaystyle=\dfrac{1}{8}(1-\xi)(1+\eta)(1-\zeta)
	
	(3.235)


	
	N5\displaystyle N_{5}
	=18⁢(1-ξ)⁢(1-η)⁢(1+ζ)\displaystyle=\dfrac{1}{8}(1-\xi)(1-\eta)(1+\zeta)
	
	(3.236)


	
	N6\displaystyle N_{6}
	=18⁢(1+ξ)⁢(1-η)⁢(1+ζ)\displaystyle=\dfrac{1}{8}(1+\xi)(1-\eta)(1+\zeta)
	
	(3.237)


	
	N7\displaystyle N_{7}
	=18⁢(1+ξ)⁢(1+η)⁢(1+ζ)\displaystyle=\dfrac{1}{8}(1+\xi)(1+\eta)(1+\zeta)
	
	(3.238)


	
	N8\displaystyle N_{8}
	=18⁢(1-ξ)⁢(1+η)⁢(1+ζ)\displaystyle=\dfrac{1}{8}(1-\xi)(1+\eta)(1+\zeta)
	
	(3.239)






Οι παράγωγοι των παραπάνω συναρτήσεων μορφής δίνονται με τον κανόνα της αλυσίδας:





	
	∂⁡Ni∂⁡x\displaystyle\dfrac{\partial N_{i}}{\partial x}
	=∂⁡Ni∂⁡ξ⁢∂⁡ξ∂⁡x+∂⁡Ni∂⁡η⁢∂⁡η∂⁡x+∂⁡Ni∂⁡ζ⁢∂⁡ζ∂⁡x\displaystyle=\dfrac{\partial N_{i}}{\partial\xi}\dfrac{\partial\xi}{\partial x%
}+\dfrac{\partial N_{i}}{\partial\eta}\dfrac{\partial\eta}{\partial x}+\dfrac{%
\partial N_{i}}{\partial\zeta}\dfrac{\partial\zeta}{\partial x}
	
	(3.240)


	
	∂⁡Ni∂⁡y\displaystyle\dfrac{\partial N_{i}}{\partial y}
	=∂⁡Ni∂⁡ξ⁢∂⁡ξ∂⁡y+∂⁡Ni∂⁡η⁢∂⁡η∂⁡y+∂⁡Ni∂⁡ζ⁢∂⁡ζ∂⁡y\displaystyle=\dfrac{\partial N_{i}}{\partial\xi}\dfrac{\partial\xi}{\partial y%
}+\dfrac{\partial N_{i}}{\partial\eta}\dfrac{\partial\eta}{\partial y}+\dfrac{%
\partial N_{i}}{\partial\zeta}\dfrac{\partial\zeta}{\partial y}
	
	(3.241)


	
	∂⁡Ni∂⁡z\displaystyle\dfrac{\partial N_{i}}{\partial z}
	=∂⁡Ni∂⁡ξ⁢∂⁡ξ∂⁡z+∂⁡Ni∂⁡η⁢∂⁡η∂⁡z+∂⁡Ni∂⁡ζ⁢∂⁡ζ∂⁡z\displaystyle=\dfrac{\partial N_{i}}{\partial\xi}\dfrac{\partial\xi}{\partial z%
}+\dfrac{\partial N_{i}}{\partial\eta}\dfrac{\partial\eta}{\partial z}+\dfrac{%
\partial N_{i}}{\partial\zeta}\dfrac{\partial\zeta}{\partial z}
	
	(3.242)



ή σε μητρωική μορφή:





	
	[∂⁡Ni∂⁡x∂⁡Ni∂⁡y∂⁡Ni∂⁡z]=[∂⁡ξ∂⁡x∂⁡η∂⁡x∂⁡ζ∂⁡x∂⁡ξ∂⁡y∂⁡η∂⁡y∂⁡ζ∂⁡y∂⁡ξ∂⁡z∂⁡η∂⁡z∂⁡ζ∂⁡z]⁢[∂⁡Ni∂⁡ξ∂⁡Ni∂⁡η∂⁡Ni∂⁡ζ]\left[\begin{array}[]{c}\dfrac{\partial N_{i}}{\partial x}\\
\dfrac{\partial N_{i}}{\partial y}\\
\dfrac{\partial N_{i}}{\partial z}\end{array}\right]=\left[\begin{array}[]{ccc%
}\dfrac{\partial\xi}{\partial x}&\dfrac{\partial\eta}{\partial x}&\dfrac{%
\partial\zeta}{\partial x}\\
\dfrac{\partial\xi}{\partial y}&\dfrac{\partial\eta}{\partial y}&\dfrac{%
\partial\zeta}{\partial y}\\
\dfrac{\partial\xi}{\partial z}&\dfrac{\partial\eta}{\partial z}&\dfrac{%
\partial\zeta}{\partial z}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}\dfrac{\partial N_{i}}{\partial\xi}%
\\
\dfrac{\partial N_{i}}{\partial\eta}\\
\dfrac{\partial N_{i}}{\partial\zeta}\end{array}\right]
	
	(3.243)






O 3×33\times 3 πίνακας που εμφανίζεται στην προηγούμενη εξίσωση είναι ο 𝐉-1\mathbf{J}^{-1},
ο ανάστροφος δηλαδή του





	
	𝐉=∂⁡(x,y,z)∂⁡(ξ,η,ζ)=[∂⁡x∂⁡ξ∂⁡x∂⁡ξ∂⁡x∂⁡ξ∂⁡y∂⁡η∂⁡y∂⁡η∂⁡y∂⁡η∂⁡x∂⁡ζ∂⁡x∂⁡ζ∂⁡x∂⁡ζ]\mathbf{J}=\dfrac{\partial(x,y,z)}{\partial(\xi,\eta,\zeta)}=\left[\begin{%
array}[]{ccc}\dfrac{\partial x}{\partial\xi}&\dfrac{\partial x}{\partial\xi}&%
\dfrac{\partial x}{\partial\xi}\\
\dfrac{\partial y}{\partial\eta}&\dfrac{\partial y}{\partial\eta}&\dfrac{%
\partial y}{\partial\eta}\\
\dfrac{\partial x}{\partial\zeta}&\dfrac{\partial x}{\partial\zeta}&\dfrac{%
\partial x}{\partial\zeta}\\
\end{array}\right]
	
	(3.244)






Με βάση τα παραπάνω μπορεί να μορφωθεί το μητρώο παραμορφώσεων-μετακινήσεων

και το μητρώο δυσκαμψίας,

σύμφωνα με τη μεθοδολογία που ακολουθήθηκε στα προηγούμενα στοιχεία
[2].




Στη συνέχεια δίνεται ενδεικτικά κώδικας σε γλώσσα προγραμματισμού Python
για τον υπολογισμό των συναρτήσεων μορφής και της
Ιακωβιανής του εξάπλευρου γραμμικού στοιχείου.







	1
	    def shape(self):


	2
	        N = zeros((8, 4, 8))


	3
	        detJ = zeros(8)


	4
	


	5
	        for k, gp in enumerate(self.gps):


	6
	            m1 = 1. - gp.xi                     # 1 - xi


	7
	            p1 = 1. + gp.xi                     # 1 + xi


	8
	            m2 = 1. - gp.eta                    # 1 - eta


	9
	            p2 = 1. + gp.eta                    # 1 + eta


	10
	            m3 = 1. - gp.zeta                   # 1 - zeta


	11
	            p3 = 1. + gp.zeta                   # 1 + zeta


	12
	


	13
	            N[0][0][k] =  0.125 * m1 * m2 * m3  # N1


	14
	            N[1][0][k] =  0.125 * p1 * m2 * m3  # N2


	15
	            N[2][0][k] =  0.125 * p1 * p2 * m3  # N3


	16
	            N[3][0][k] =  0.125 * m1 * p2 * m3  # N4


	17
	            N[4][0][k] =  0.125 * m1 * m2 * p3  # N5


	18
	            N[5][0][k] =  0.125 * p1 * m2 * p3  # N6


	19
	            N[6][0][k] =  0.125 * p1 * p2 * p3  # N7


	20
	            N[7][0][k] =  0.125 * m1 * p2 * p3  # N8


	21
	


	22
	            N[0][1][k] = -0.125 * m2  * m3      # N1, xi


	23
	            N[1][1][k] = +0.125 * m2  * m3      # N2, xi


	24
	            N[2][1][k] = +0.125 * p2  * m3      # N3, xi


	25
	            N[3][1][k] = -0.125 * p2  * m3      # N4, xi


	26
	            N[4][1][k] = -0.125 * m2  * p3      # N5, xi


	27
	            N[5][1][k] = +0.125 * m2  * p3      # N6, xi


	28
	            N[6][1][k] = +0.125 * p2  * p3      # N7, xi


	29
	            N[7][1][k] = -0.125 * p2  * p3      # N8, xi


	30
	


	31
	            N[0][2][k] = -0.125 * m1  * m3      # N1, eta


	32
	            N[1][2][k] = -0.125 * p1  * m3      # N2, eta


	33
	            N[2][2][k] = +0.125 * p1  * m3      # N3, eta


	34
	            N[3][2][k] = +0.125 * m1  * m3      # N4, eta


	35
	            N[4][2][k] = -0.125 * m1  * p3      # N5, eta


	36
	            N[5][2][k] = -0.125 * p1  * p3      # N6, eta


	37
	            N[6][2][k] = +0.125 * p1  * p3      # N7, eta


	38
	            N[7][2][k] = +0.125 * m1  * p3      # N8, eta


	39
	


	40
	            N[0][3][k] = -0.125 * m1  * m2      # N1, zeta


	41
	            N[1][3][k] = -0.125 * p1  * m2      # N2, zeta


	42
	            N[2][3][k] = -0.125 * p1  * p2      # N3, zeta


	43
	            N[3][3][k] = -0.125 * m1  * p2      # N4, zeta


	44
	            N[4][3][k] = +0.125 * m1  * m2      # N5, zeta


	45
	            N[5][3][k] = +0.125 * p1  * m2      # N6, zeta


	46
	            N[6][3][k] = +0.125 * p1  * p2      # N7, zeta


	47
	            N[7][3][k] = +0.125 * m1  * p2      # N8, zeta


	48
	


	49
	            # Jacobian


	50
	            J = zeros((3, 3))


	51
	            for i in range(3):


	52
	                J[0][i] = 0.;


	53
	                J[1][i] = 0.;


	54
	                J[2][i] = 0.;


	55
	                for j in range(8):


	56
	                    J[0][i] += N[j][1][k] * self.nodes[j].x[i]


	57
	                    J[1][i] += N[j][2][k] * self.nodes[j].x[i]


	58
	                    J[2][i] += N[j][3][k] * self.nodes[j].x[i]


	59
	            detJ[k] = linalg.det(J)


	60
	            if detJ[k] < 0.:


	61
	                print ’Negative derivative at element %i.’%self.id


	62
	                print ’Nodes:’, [n.id for n in self.nodes]


	63
	                exit(-100.)


	64
	            J = linalg.inv(J)


	65
	


	66
	            # dNdx


	67
	            for i in range(8):


	68
	                d1 =   N[i][1][k] * J[0][0] \


	69
	                     + N[i][2][k] * J[0][1] \


	70
	                     + N[i][3][k] * J[0][2]


	71
	                d2 =   N[i][1][k] * J[1][0] \


	72
	                     + N[i][2][k] * J[1][1] \


	73
	                     + N[i][3][k] * J[1][2]


	74
	                d3 =   N[i][1][k] * J[2][0] \


	75
	                     + N[i][2][k] * J[2][1] \


	76
	                     + N[i][3][k] * J[2][2]


	77
	                N[i][1][k] = d1


	78
	                N[i][2][k] = d2


	79
	                N[i][3][k] = d3


	80
	


	81
	        return N, detJ
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Κεφάλαιο 4 Μόρφωση του συστήματος εξισώσεων. Επίλυση και επεξεργασία των αποτελεσμάτων



Στο παρόν κεφάλαιο
περιγράφεται η διαδικασία με την οποία γίνεται η μεταφορά από
το τοπικό στο συνολικό μητρώο δυσκαμψίας, η μόρφωση και η επίλυση
του συστήματος εξισώσεων και η επεξεργασία των αποτελεσμάτων.




Πιο συγκεκριμένα,
στην Ενότητα 4.1 εξετάζεται η αντιστοίχιση των βαθμών ελευθερίας
από το τοπικό στο συνολικό μητρώο δυσκαμψίας.




Στη συνέχεια εξετάζονται αλγόριθμοι επαναρίθμησης των βαθμών ελευθερίας και
αναδιάταξης του συνολικού μητρώου δυσκαμψίας με σκοπό τη μείωση
των απαιτήσεων σε αποθηκευτικό χώρο στη μνήμη του υπολογιστή
(Ενότητα 4.2)
και εξετάζεται σε συντομία η αντίστροφη μέθοδος
Cuthill-Mckee
(Ενότητα 4.2.1).




Ακολουθεί η παρουσίαση των μεθόδων αποθήκευσης
των συντελεστών του συνολικού μητρώου δυσκαμψίας
(Ενότητα 4.3):
Η αποθήκευση του μητρώου σε πλήρη μορφή
(Ενότητα 4.3.1),
σε συμμετρική μορφή
(Ενότητα 4.3.2),
σε ταινιωτή μορφή ή μορφή λωρίδας
(Ενότητα 4.3.3),
σε μορφή προφίλ ή κορυφογραμμής
(Ενότητα 4.3.4) και
σε αραιή μορφή
(Ενότητα 4.3.5).




Στη συνέχεια δίνονται τρόποι επίλυσης του συστήματος εξισώσεων,
τόσο άμεσοι όσο και επαναληπτικοί
(Ενότητα 4.4).
Παρουσιάζονται η μέθοδος απαλοιφής Gauss
(Ενότητα 4.4.1),
η μέθοδος Cholesky
(Ενότητα 4.4.2) και
η μέθοδος της συζυγούς διανυσματικής κλίσης
(Ενότητα 4.4.3).




Ακολουθεί η επεξεργασία και
τρόποι απεικόνισης των αποτελεσμάτων
(Ενότητα 4.5),
όπως αυτή πραγματοποιείται είτε στους κόμβους των στοιχείων
(Ενότητα 4.5.1)
είτε στα σημεία ολοκλήρωσης
(Ενότητα 4.5.2).




Στο τέλος του κεφαλαίου παρατίθεται η σχετική βιβλιογραφία
(Ενότητα 4.6).


















4.1 Το συνολικό μητρώο δυσκαμψίας



Για τη μόρφωση του συνολικού συστήματος
συνήθως ακολουθείται η εξής διαδικασία:


	1. 

Οι τοπικοί βαθμοί ελευθερίας
ορίζονται σε κάθε κόμβο και
αριθμούνται επί του συνόλου σύμφωνα με κάποιο σχήμα αρίθμησης.
Το σχήμα αυτό μπορεί είτε να ακολουθεί μια συνεχόμενη
αρίθμηση στους βαθμούς ελευθερίας, ανάλογα με τον κόμβο στον οποίο βρίσκονται,
είτε κάποια εντελώς τυχαία διαδικασία.
Η αρίθμηση των βαθμών ελευθερίας αποθηκεύεται για κάθε κόμβο, σε ένα
διάνυσμα, έστω F⁢TFT (Freedom Fable).




	2. 

Για κάθε στοιχείο δημιουργείται το αντίστοιχο διάνυσμα F⁢TFT,
παραθέτοντας τα επιμέρους αντίστοιχα διανύσματα F⁢TFT των κόμβων του στοιχείου,
όπως αυτοί έχουν προκύψει από την αρίθμηση του βήματος 1.




	3. 

Οι θέσεις των 𝐊e⁢(i,j)\mathbf{K}^{e}(i,j) στο γενικό μητρώο 𝐊\mathbf{K} βρίσκονται πλέον
με τη βοήθεια της σχέσης:




	
	𝐊⁢(F⁢T⁢(i),F⁢T⁢(j))=𝐊⁢(F⁢T⁢(i),F⁢T⁢(j))+𝐊e⁢(i,j),\mathbf{K}(FT(i),FT(j))=\mathbf{K}(FT(i),FT(j))+\mathbf{K}^{e}(i,j),
	
	(4.1)



όπως σχηματικά δίνεται και στο Σχήμα 4.1.








[image: ]
Σχήμα 4.1: Μόρφωση του συνολικού μητρώου δυσκαμψίας.



















4.2 Αλγόριθμοι επαναρίθμησης



Η μόρφωση του μητρώου δυσκαμψίας οδηγεί συχνά σε δομές μητρώων οι οποίες
δεν είναι οι βέλτιστες ούτε όσον αφορά την αποθήκευση του μητρώου αλλά ούτε και
στην επίλυση του συστήματος.




Χαρακτηριστικές δομές μητρώων δυσκαμψίας για διάφορες περιπτώσεις μόρφωσης του
μητρώου για το ίδιο πρόβλημα δίνονται στα επόμενα σχήματα.
Πιο συγκεκριμένα, στο Σχήμα 4.2 δίνεται
το πρόβλημα (ορθογωνικό δίκτυο πεπερασμένων στοιχείων), η αρίθμηση των κόμβων
(κατά γραμμές) και η αντίστοιχη δομή του μητρώου, όπου με μπλε τετράγωνα
σχεδιάζονται οι μη μηδενικοί όροι.
Για το ίδιο πρόβλημα και αρίθμηση των κόμβων κατά στήλες, το αντίστοιχο
διάγραμμα δίνεται στο Σχήμα 4.2,
ενώ τέλος για τυχαία αρίθμηση των κόμβων το αντίστοιχο
διάγραμμα δίνεται στο
Σχήμα 4.4.




Διαπιστώνεται ότι:


	• 

Τα μητρώα δυσκαμψίας αποτελούνται πρωτίστως από μηδενικούς όρους.




	• 

Η αρίθμηση των κόμβων και κατ’ επέκταση των βαθμών ελευθερίας
επηρεάζει σε σημαντικό βαθμό τη δομή του μητρώου δυσκαμψίας
και κατ’ επέκταση τη μορφή των εξισώσεων του προβλήματος.









Υπάρχουν στη βιβλιογραφία αρκετοί αλγόριθμοι επαναρίθμησης, οι οποίοι
επιδιώκουν να μειώσουν το πλάτος λωρίδας του παραγόμενου μητρώου του
συστήματος (όπως π.χ. οι αλγόριθμοι Cuthill-McKee, King)
είτε το προφίλ του μητρώου (Sloan), είτε ακόμα τον επιπλέον
χώρο που μπορεί να χρειαστεί κατά την επίλυσή του
(αρίθμηση ελάχιστου βαθμού).
Στη συνέχεια δίνεται συνοπτικά η αντίστροφη μέθοδος Cuthill-Mckee.
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Σχήμα 4.2: Αρίθμηση των κόμβων κατά γραμμές και αντίστοιχη δομή του μητρώου δυσκαμψίας.
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Σχήμα 4.3: Αρίθμηση των κόμβων κατά στήλες και αντίστοιχη δομή του μητρώου δυσκαμψίας.



[image: ]
Σχήμα 4.4: Τυχαία αρίθμηση των κόμβων και αντίστοιχη δομή του μητρώου δυσκαμψίας.




4.2.1 Η αντίστροφη μέθοδος Cuthill-Mckee



Η αντίστροφη μέθοδος Cuthill-Mckee [2]
στηρίζεται στη θεωρία των γραφημάτων για να μειώσει το εύρος ενός μητρώου.


Θεωρώντας ένα συμμετρικό n×nn\times n μητρώο αρχικά δημιουργείται το
γράφημα που αντιστοιχεί στο υπόψη μητρώο και στη συνέχεια γίνεται
η επαναρίθμηση του γραφήματος ώστε το μητρώο να έχει το ελάχιστο εύρος.




Έστω για παράδειγμα το μητρώο και το γράφημα του
Σχήματος 4.5.




[image: ]
Σχήμα 4.5: Αρχική δομή του μητρώου.




Αν επαναπαριθμηθούν οι κορυφές του γραφήματος χωρίς να τροποποιηθεί ο τρόπος
με τον οποίο αυτές συνδέονται, όπως φαίνεται στο
Σχήμα 4.6,
προκύπτει ένα μητρώο με μειωμένο εύρος.




[image: ]
Σχήμα 4.6: Τελική δομή του μητρώου.




Εφαρμόζοντας την αντίστροφη μέθοδος Cuthill-Mckee στα παραδείγματα που εξετάστηκαν
στην προηγούμενη ενότητα, προκύπτουν τώρα τα τροποποιημένα μητρώα
για την περίπτωση της αρίθμησης των κόμβων κατά γραμμές
(βλ. Σχήμα 4.7),
της αρίθμησης των κόμβων κατά στήλες
(βλ. Σχήμα 4.8) και
της τυχαίας αρίθμησης των κόμβων
(βλ. Σχήμα 4.9).




Διαπιστώνεται ότι η εφαρμογή του αλγορίθμου δεν είναι πάντα επιτυχής, καθώς δεν
οδηγεί απαραίτητα στο βέλτιστο αποτέλεσμα, όπως φαίνεται και στο
Σχήμα 4.8.
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Σχήμα 4.7: Εφαρμογή του αλγορίθμου reverse Cuthill-Mckee στο μητρώο που δίνεται
στο Σχήμα 4.2.
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Σχήμα 4.8: Εφαρμογή του αλγορίθμου reverse Cuthill-Mckee στο μητρώο που δίνεται
στο Σχήμα 4.3.
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Σχήμα 4.9: Εφαρμογή του αλγορίθμου reverse Cuthill-Mckee στο μητρώο που δίνεται
στο Σχήμα 4.4.





















4.3 Αποθήκευση του μητρώου



Το μέγεθος του συστήματος καθιστά πολλές φορές απαγορευτική την αποθήκευσή του
ή ακόμα και τη χρήση του.
Επιπλέον, η μέθοδος των πεπερασμένων στοιχείων χαρακτηρίζεται από συστήματα
γραμμικών εξισώσεων στα οποία ο μεγαλύτερος αριθμός των συντελεστών είναι
μηδενικοί.




Για αυτό τις περισσότερες φορές δεν αποθηκεύεται εξ ολοκλήρου το συνολικό
μητρώο του προβλήματος, αλλά ένα τμήμα του μητρώου το οποίο αποτελείται
από τους μη μηδενικούς όρους.
Εκτός από την αποθήκευση σε πλήρη μορφή επομένως, επιλέγονται συχνά οι
ακόλουθες μέθοδοι αποθήκευσης του μητρώου:


	• 

Σε συμμετρική μορφή.




	• 

Σε ταινιωτή μορφή.




	• 

Σε μορφή προφίλ.




	• 

Σε αραιή μορφή.









Οι μέθοδοι αυτές, μαζί με την αποθήκευση σε πλήρη μορφή, εξετάζονται στη συνέχεια.




4.3.1 Αποθήκευση του μητρώου σε πλήρη μορφή



Στην περίπτωση αυτή που φαίνεται στο Σχήμα 4.10,
αποθηκεύεται το σύνολο των στοιχείων του μητρώου δυσκαμψίας, ακόμα και στην
περίπτωση που αυτά είναι μηδενικά.
Ο απαιτούμενος χώρος αποθήκευσης ισούται με n2n^{2}, όπου nn το μέγεθος του
τετραγωνικού πίνακα n×nn\times n.
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Σχήμα 4.10: Αποθήκευση του μητρώου σε πλήρη μορφή.




Για παράδειγμα, για τον n=4n=4 και έχουμε:





	
	A=[a11a12a13a14a21a22a23a24a31a32a33a34a41a42a43a44]→αποθήκευσηa11a12a13a14a21a22a23a24a31a32a33a34a41a42a43a44A=\left[\begin{array}[]{cccc}{a}_{11}&{a}_{12}&{a}_{13}&{a}_{14}\\
{a}_{21}&{a}_{22}&{a}_{23}&{a}_{24}\\
{a}_{31}&{a}_{32}&{a}_{33}&{a}_{34}\\
{a}_{41}&{a}_{42}&{a}_{43}&{a}_{44}\\
\end{array}\right]\xrightarrow{\text{αποθήκευση}}\begin{array}[]{cccc}{a}_{11}%
&{a}_{12}&{a}_{13}&{a}_{14}\\
{a}_{21}&{a}_{22}&{a}_{23}&{a}_{24}\\
{a}_{31}&{a}_{32}&{a}_{33}&{a}_{34}\\
{a}_{41}&{a}_{42}&{a}_{43}&{a}_{44}\\
\end{array}
	
	(4.2)






Όταν αποθηκεύονται οι παραπάνω όροι κατά γραμμή, σε συμπαγή μορφή ως
μονοδιάστατος πίνακας, τότε προκύπτει:





	
	[a11,a12,a13,a14,…⁢a44](size=16)\left[{a}_{11},{a}_{12},{a}_{13},{a}_{14},\ldots{a}_{44}\right]_{(size=16)}
	
	(4.3)



Αντίστοιχα κατά στήλη προκύπτει:





	
	[a11,a12,a22,a13,…⁢a44](size=16).\left[{a}_{11},{a}_{12},{a}_{22},{a}_{13},\ldots{a}_{44}\right]_{(size=16)}.
	
	(4.4)








4.3.2 Αποθήκευση του μητρώου σε συμμετρική μορφή



Στην περίπτωση που το μητρώο των εξισώσεων είναι συμμετρικό
(βλ. Σχήμα  4.11), μπορούμε να
εκμεταλλευτούμε τη συμμετρία αποθηκεύοντας μόνο το άνω τριγωνικό (U)
ή κάτω τριγωνικό (L) τμήμα του πίνακα [1].
Ο απαιτούμενος χώρος αποθήκευσης σε αυτή την περίπτωση ισούται με
n2⁢(n+1)\dfrac{n}{2}(n+1), όπου nn το μέγεθος του
τετραγωνικού πίνακα n×nn\times n.
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Σχήμα 4.11: Αποθήκευση του μητρώου σε συμμετρική μορφή.




Για παράδειγμα, για τον n=4n=4 και για το άνω τριγωνικό τμήμα (U) του πίνακα
έχουμε:





	
	A=[a11a12a13a14a¯21a22a23a24a¯31a¯32a¯33a34a¯41a¯42a¯43a¯44]→αποθήκευσηa11a12a13a14∘a22a23a24∘∘a33a34∘∘∘a44A=\left[\begin{array}[]{cccc}{a}_{11}&{a}_{12}&{a}_{13}&{a}_{14}\\
\bar{a}_{21}&{a}_{22}&{a}_{23}&{a}_{24}\\
\bar{a}_{31}&\bar{a}_{32}&\bar{a}_{33}&{a}_{34}\\
\bar{a}_{41}&\bar{a}_{42}&\bar{a}_{43}&\bar{a}_{44}\\
\end{array}\right]\xrightarrow{\text{αποθήκευση}}\begin{array}[]{cccc}{a}_{11}%
&{a}_{12}&{a}_{13}&{a}_{14}\\
\circ&{a}_{22}&{a}_{23}&{a}_{24}\\
\circ&\circ&{a}_{33}&{a}_{34}\\
\circ&\circ&\circ&{a}_{44}\\
\end{array}
	
	(4.5)



Όταν αποθηκεύονται οι παραπάνω όροι κατά γραμμή, σε συμπαγή μορφή ως
μονοδιάστατος πίνακας, τότε προκύπτει:





	
	[a11,a12,a13,a14,…⁢a44](size=10)\left[{a}_{11},{a}_{12},{a}_{13},{a}_{14},\ldots{a}_{44}\right]_{(size=10)}
	
	(4.6)



Αντίστοιχα κατά στήλη προκύπτει:





	
	[a11,a12,a22,a13,…⁢a44](size=10).\left[{a}_{11},{a}_{12},{a}_{22},{a}_{13},\ldots{a}_{44}\right]_{(size=10)}.
	
	(4.7)






Για το κάτω τριγωνικό τμήμα (L) αντίστοιχα,





	
	A=[a11a¯12a¯13a¯14a21a22a¯23a¯24a31a32a33a¯34a41a42a43a44]→αποθήκευσηa11∘∘∘a21a22∘∘a31a32a33∘a41a42a43a44A=\left[\begin{array}[]{cccc}{a}_{11}&\bar{a}_{12}&\bar{a}_{13}&\bar{a}_{14}\\
{a}_{21}&{a}_{22}&\bar{a}_{23}&\bar{a}_{24}\\
{a}_{31}&{a}_{32}&{a}_{33}&\bar{a}_{34}\\
{a}_{41}&{a}_{42}&{a}_{43}&{a}_{44}\\
\end{array}\right]\xrightarrow{\text{αποθήκευση}}\begin{array}[]{cccc}{a}_{11}%
&\circ&\circ&\circ\\
{a}_{21}&{a}_{22}&\circ&\circ\\
{a}_{31}&{a}_{32}&{a}_{33}&\circ\\
{a}_{41}&{a}_{42}&{a}_{43}&{a}_{44}\\
\end{array}
	
	(4.8)






Ομοίως, όταν αποθηκεύονται οι παραπάνω όροι κατά γραμμή, σε συμπαγή μορφή ως
μονοδιάστατος πίνακας, τότε προκύπτει:





	
	[a11,a21,a22,a31,…⁢a44](size=10)\left[{a}_{11},{a}_{21},{a}_{22},{a}_{31},\ldots{a}_{44}\right]_{(size=10)}
	
	(4.9)



Αντίστοιχα κατά στήλη προκύπτει:





	
	[a11,a21,a31,a41,a22,…⁢a44](size=10).\left[{a}_{11},{a}_{21},{a}_{31},{a}_{41},{a}_{22},\ldots{a}_{44}\right]_{(%
size=10)}.
	
	(4.10)








4.3.3 Αποθήκευση του μητρώου σε ταινιωτή μορφή ή μορφή λωρίδας



Μητρώο ταινιωτής μορφής ή μορφής λωρίδας ονομάζεται το μητρώο εκείνο που
έχει τους μη μηδενικούς του όρους συγκεντρωμένους σε μία διαγώνια λωρίδα που
περιλαμβάνει


	• 

την κύρια διαγώνιο του μητρώου και




	• 

άλλες διαγώνιες από τη μία ή και από τις δύο πλευρές της κύριας διαγωνίου.






Ένα παράδειγμα μητρώου ταινιωτής μορφής δίνεται στο
Σχήμα 4.12.
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Σχήμα 4.12: Αποθήκευση του μητρώου σε ταινιωτή μορφή.




Ο αριθμός των διαγωνίων που βρίσκονται κάτω από την κύρια διαγώνιο (k⁢lkl) και ο
αριθμός των διαγωνίων που βρίσκονται πάνω από την κύρια διαγώνιο (k⁢uku) ορίζουν
το εύρος του πίνακα (b⁢wbw) σύμφωνα με τη σχέση:





	
	b⁢w=k⁢l+k⁢u+1bw=kl+ku+1
	
	(4.11)






Η αποθήκευση ενός μη συμμετρικού, τετραγωνικού μητρώου (έστω n=5n=5) ταινιωτής μορφής
ακολουθεί το παρακάτω πρότυπο [1]:





	
	A=[a11a12000a21a22a2300a31a32a33a3400a42a43a44a4500a53a54a55]→αποθήκευση∘a12a23a34a45a11a22a33a44a55a21a32a43a54∘a31a42a53∘∘A=\left[\begin{array}[]{ccccc}a_{11}&a_{12}&0&0&0\\
a_{21}&a_{22}&a_{23}&0&0\\
a_{31}&a_{32}&a_{33}&a_{34}&0\\
0&a_{42}&a_{43}&a_{44}&a_{45}\\
0&0&a_{53}&a_{54}&a_{55}\\
\end{array}\right]\xrightarrow{\text{αποθήκευση}}\begin{array}[]{ccccc}\circ&a%
_{12}&a_{23}&a_{34}&a_{45}\\
a_{11}&a_{22}&a_{33}&a_{44}&a_{55}\\
a_{21}&a_{32}&a_{43}&a_{54}&\circ\\
a_{31}&a_{42}&a_{53}&\circ&\circ\\
\end{array}
	
	(4.12)



Όταν αποθηκεύονται οι παραπάνω όροι κατά γραμμή, σε συμπαγή μορφή ως
μονοδιάστατος πίνακας, τότε προκύπτει:





	
	[0,a12,a23,a34,…,a42,a53,0,0](size=16)\left[0,{a}_{12},{a}_{23},{a}_{34},\ldots,{a}_{42},{a}_{53},0,0\right]_{(size=%
16)}
	
	(4.13)



Αντίστοιχα κατά στήλη προκύπτει:





	
	[0,a11,a21,a31,a12,…,a45,a55,0,0](size=16).\left[0,{a}_{11},{a}_{21},{a}_{31},{a}_{12},\ldots,{a}_{45},{a}_{55},0,0\right%
]_{(size=16)}.
	
	(4.14)








4.3.4 Αποθήκευση του μητρώου σε μορφή προφίλ ή κορυφογραμμής



Μια ακόμη μέθοδος που συναντάται συχνά κατά την αποθήκευση των εξισώσεων της
μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων είναι η αποθήκευση σε μορφή προφίλ
ή κορυφογραμμής, όπως δίνεται στο Σχήμα 4.13.




Σε αντίθεση με τη μέθοδο της λωρίδας, κατά την οποία αποθηκεύονται όλοι οι όροι
του μητρώου από την κύρια διαγώνιο έως μία σταθερή απόσταση (το άνω ή το κάτω
ημιεύρος), στη μέθοδο αποθήκευσης της κορυφογραμμής αποθηκεύονται ανά στήλη
του μητρώου μόνο οι όροι που βρίσκονται μεταξύ του πρώτου και του τελευταίου
μη μηδενικού όρου [3].
Αυτή η προσέγγιση οδηγεί σε ακόμα μικρότερες απαιτήσεις διαθέσιμου χώρου
μνήμης, σε σύγκριση με τη μέθοδο της λωρίδας.
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Σχήμα 4.13: Σχήματα αποθήκευσης του μητρώου του συστήματος: Σχήμα προφίλ.




Έστω για παράδειγμα το τετραγωνικό, συμμετρικό μητρώο
με n=6n=6, το οποίο δίνεται ως:





	
	A=[a110a1300a16a220a2400a33a3400a55a56a66]A=\left[\begin{array}[]{cccccc}a_{11}&0&a_{13}&0&0&a_{16}\\
&a_{22}&0&a_{24}&0&0\\
&&a_{33}&a_{34}&0&0\\
&&&&a_{55}&a_{56}\\
&&&&&a_{66}\\
\end{array}\right]
	
	(4.15)



Ορίζουμε τώρα την περιβάλλουσα του μητρώου ως εξής.
Από κάθε διαγώνιο στοιχείο του μητρώου μετακινούμαστε προς τα πάνω έως ότου
συναντήσουμε το τελευταίο μη μηδενικό στοιχείο.
Το σύνολο των μη μηδενικών στοιχείων αποτελεί την κορυφογραμμή του μητρώου,
η οποία μπορεί και συνήθως περιέχει και μηδενικά στοιχεία.
Οι μηδενικοί αυτοί όροι ονομάζονται όροι πλήρωσης (fill-in) επειδή κατά την
παραγοντοποίηση του πίνακα παίρνουν μη μηδενικές τιμές.






Τα μηδενικά στοιχεία που βρίσκονται άνω της κορυφογραμμής μπορούμε τώρα να τα
απορρίψουμε, οπότε έχουμε:





	
	A=[a11a13a16a220a240a33a340a55a56a66]A=\left[\begin{array}[]{cccccc}a_{11}&&a_{13}&&&a_{16}\\
&a_{22}&0&a_{24}&&0\\
&&a_{33}&a_{34}&&0\\
&&&&a_{55}&a_{56}\\
&&&&&a_{66}\\
\end{array}\right]
	
	(4.16)






Μόνο οι παραπάνω όροι αποθηκεύονται σε αυτή την περίπτωση.






4.3.5 Αποθήκευση του μητρώου σε αραιή μορφή



Σποραδικό ή αραιό ονομάζεται ένα μητρώο το οποίο έχει ένα σχετικά μικρό ποσοστό
μη μηδενικών στοιχείων (βλ. π.χ. το Σχήμα 4.14).
Ο απαιτούμενος αριθμός των μηδενικών στοιχείων ενός μητρώου ώστε αυτό να
αποκαλείται αραιό εξαρτάται από το μέγεθος, τη δομή και χρήση του μητρώου
[5].
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Σχήμα 4.14: Σχήματα αποθήκευσης του μητρώου του συστήματος: Αραιό σχήμα.




Υπάρχουν πολλοί τρόποι αποθήκευσης των αραιών μητρώων, με τους πιο συνηθισμένους
να είναι:


	• 

Λίστα από λίστες (list of lists).

Με αυτήν τη μέθοδο αποθηκεύεται μία λίστα ανά γραμμή.
Κάθε στοιχείο αυτής της λίστας περιέχει τη στήλη και την τιμή του
μη μηδενικού στοιχείου.
Συνήθως τα στοιχεία της κάθε λίστας είναι ταξινομημένα ως
προς τη στήλη για γρηγορότερες αναζητήσεις.




	• 

Συντεταγμένη λίστα (coordinate list – COO).

Με αυτήν τη μέθοδο κάθε μη μηδενικό στοιχείο αποθηκεύεται ως τριάδα
(γραμμή, στήλη, τιμή).
Και σε αυτή την περίπτωση οι τριάδες είναι συνήθως ταξινομημένες ως
προς γραμμή και στήλη για γρηγορότερες αναζητήσεις.




	• 

Πεπιεσμένη αποθήκευση κατά γραμμές (compressed row storage).
Με αυτήν τη μέθοδο τα μη μηδενικά στοιχεία του μητρώου τοποθετούνται
καταρχήν σε διαδοχικές θέσεις μνήμης
(διάνυσμα aa, από αριστερά προς τα δεξιά και από πάνω προς τα κάτω).
Επιπλέον δημιουργούνται δύο διανύσματα στα οποία αποθηκεύονται:


	– 

ένα διάνυσμα c⁢o⁢l⁢_⁢i⁢n⁢d⁢e⁢xcol\_index που
αποθηκεύει τους δείκτες των στηλών των στοιχείων του διανύσματος
aa και




	– 

ένα διάνυσμα r⁢o⁢w⁢_⁢i⁢n⁢d⁢e⁢xrow\_index που
αποθηκεύει για κάθε στήλη τη θέση στο διάνυσμα aa
που αντιστοιχεί στο πρώτο μη μηδενικό στοιχείο του.









	• 

Πεπιεσμένη αποθήκευση κατά στήλες (compressed column storage).
Η μέθοδος αυτή είναι παρόμοια με τη μέθοδο της
πεπιεσμένης αποθήκευσης κατά γραμμές.










Η επιλογή μίας από τις διαθέσιμες μεθόδους εξαρτάται από πολλούς παράγοντες,
όπως:


	• 

Τα χαρακτηριστικά και την αραιότητα του μητρώου.




	• 

Τις διαθέσιμες μεθόδους επίλυσης και την απόδοσή τους.




	• 

Την απαίτηση να υποστηρίζεται η αποτελεσματική τροποποίηση των στοιχείων
του πίνακα ή




	• 

την απαίτηση να υποστηρίζεται η αποτελεσματική εισαγωγή νέων στοιχείων ή τέλος




	• 

την απαίτηση να υποστηρίζονται αποτελεσματικά τελεστές και πράξεις επί των
μητρώων.
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Σχήμα 4.15: Σύγκριση των μεθόδων πλήρους, συμμετρικής και ταινιωτής αποθήκευσης
ως προς τις απαιτήσεις μνήμης, για το πρόβλημα που ορίζεται στο
Σχήμα 4.16.
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Σχήμα 4.16: Δίκτυο των πεπερασμένων στοιχείων με λόγο αριθμού στοιχείων
nxny=32\dfrac{n_{x}}{n_{y}}=\dfrac{3}{2}.





















4.4 Επίλυση του συστήματος εξισώσεων



Οι μέθοδοι που χρησιμοποιούνται για την επίλυση του συστήματος εξισώσεων
ανήκουν σε μία από τις ακόλουθες κατηγορίες:



	Άμεσες μέθοδοι

	

Οι πιο συνηθισμένες είναι οι μέθοδοι απαλοιφής του Gauss
και του Cholesky.
Θεωρητικά αυτές οι μέθοδοι δίνουν την ακριβή λύση του συστήματος των εξισώσεων.






	Επαναληπτικές μέθοδοι

	

Όταν η τάξη του συστήματος είναι πολύ μεγάλη, τότε οι
παραπάνω μέθοδοι εμφανίζονται πρακτικά ασύμφορες και συνήθως χρησιμοποιούνται
μέθοδοι όπως οι Gauss-Seidel ή πιο συχνά η μέθοδος της
συζυγούς κλίσης (conjugate gradient),
οι οποίες μέσω επαναλήψεων δίνουν μια προσεγγιστική λύση στα όρια της επιθυμητής
ακρίβειας.











Σε σπάνιες περιπτώσεις εξαιρετικά μεγάλων συστημάτων επιχειρείται ακόμα και η
διάσπαση του συνολικού μητρώου (domain decomposition) και η
επίλυση μικρότερων συστημάτων, που επανασυντιθέμενα
τελικά μας δίνουν τη συνολική λύση.






Στη συνέχεια παρουσιάζονται οι πιο σημαντικές άμεσες και επαναληπτικές
μέθοδοι.




4.4.1 Η μέθοδος απαλοιφής Gauss



Έστω το σύστημα γραμμικών εξισώσεων n×nn\times n





	
	𝐀⁢𝒙=𝒃\mathbf{A}\boldsymbol{x}=\boldsymbol{b}
	
	(4.17)



ή σε πλήρη μορφή:





	
	[a11a12…a1⁢na21a22…a2⁢n⋮⋮⋱⋮an⁢1an⁢2…ak⁢n]⁢[x1x2⋮xn]=[b1b2⋮bn]\left[\begin{array}[]{cccc}a_{11}&a_{12}&\ldots&a_{1n}\\
a_{21}&a_{22}&\ldots&a_{2n}\\
\vdots&\vdots&\ddots&\vdots\\
a_{n1}&a_{n2}&\ldots&a_{kn}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}x_{1}\\
x_{2}\\
\vdots\\
x_{n}\\
\end{array}\right]=\left[\begin{array}[]{c}b_{1}\\
b_{2}\\
\vdots\\
b_{n}\\
\end{array}\right]
	
	(4.18)






Κατασκευάζουμε τώρα τον επαυξημένο πίνακα του συστήματος, προσαρτώντας
στο μητρώο 𝐀\mathbf{A} το διάνυσμα 𝒃\boldsymbol{b}, ως:





	
	[a11a12…a1⁢nb1a21a22…a2⁢nb2⋮⋮⋱⋮⋮an⁢1an⁢2…an⁢nbn]\left[\begin{array}[]{cccc|c}a_{11}&a_{12}&\ldots&a_{1n}&b_{1}\\
a_{21}&a_{22}&\ldots&a_{2n}&b_{2}\\
\vdots&\vdots&\ddots&\vdots&\vdots\\
a_{n1}&a_{n2}&\ldots&a_{nn}&b_{n}\\
\end{array}\right]
	
	(4.19)



Στη συνέχεια με στοιχειώδεις διαδικασίες γραμμών προσπαθούμε να φέρουμε
το σύστημα στην ακόλουθη μορφή, άνω τριγωνικού μητρώου [7]:





	
	[a11′a12′…a1⁢n′b1′0a22′…a2⁢n′b2′⋮⋮⋱⋮⋮00…an⁢n′bn′]\left[\begin{array}[]{cccc|c}a^{\prime}_{11}&a^{\prime}_{12}&\ldots&a^{\prime}%
_{1n}&b^{\prime}_{1}\\
0&a^{\prime}_{22}&\ldots&a^{\prime}_{2n}&b^{\prime}_{2}\\
\vdots&\vdots&\ddots&\vdots&\vdots\\
0&0&\ldots&a^{\prime}_{nn}&b^{\prime}_{n}\\
\end{array}\right]
	
	(4.20)






Οι στοιχειώδεις διαδικασίες γραμμών αφορούν τις ακόλουθες διαδικασίες:


	1. 

Εναλλαγή δύο γραμμών.




	2. 

Πολλαπλασιασμό μίας γραμμής ή μίας στήλης με έναν μη μηδενικό αριθμό.




	3. 

Πρόσθεση σε μία γραμμή το πολλαπλάσιο μίας άλλης γραμμής.









Από το άνω τριγωνικό μητρώο (4.20) εύκολα μπορεί
πλέον να βρεθεί η λύση του συστήματος.
Πιο συγκεκριμένα, επιλύεται η nn-ιοστή γραμμή ως προς προς xnx_{n},
το αποτέλεσμά της αντικαθίσταται στην n-1n-1, η οποία επιλύεται ως προς xn-1x_{n-1}
κ.ο.κ.
Η παραπάνω διαδικασία περιγράφεται από τον τύπο:





	
	xi=1a11′⁢(bi′-∑j=i+1nai⁢j′⁢xj)x_{i}=\dfrac{1}{a^{\prime}_{11}}\left(b^{\prime}_{i}-\sum_{j=i+1}^{n}a^{\prime%
}_{ij}x_{j}\right)
	
	(4.21)








4.4.2 Η μέθοδος Cholesky



Η μέθοδος παραγοντοποίησης Cholesky αποτελεί μια παραλλαγή της μεθόδου
απαλοιφής Gauss.
Είναι μια μέθοδος με την οποία παραγοντοποιείται
ένα συμμετρικό, θετικά ορισμένο μητρώο σε ένα κάτω τριγωνικό μητρώο και το ανάστροφό
του σύμφωνα με τη σχέση [4]:





	
	𝐀=𝐋𝐋T.\mathbf{A}=\mathbf{L}\mathbf{L}^{T}.
	
	(4.22)






Η μέθοδος αυτή αναπτύσσεται στη συνέχεια. Έστω λοιπόν το μητρώο 3×33\times 3,





	
	𝐀=[a11a21a31a21a22a32a31a32a33]\mathbf{A}=\left[\begin{array}[]{ccc}a_{11}&a_{21}&a_{31}\\
a_{21}&a_{22}&a_{32}\\
a_{31}&a_{32}&a_{33}\\
\end{array}\right]
	
	(4.23)






Μπορούμε να υπολογίσουμε το μητρώο 𝐋\mathbf{L}, όπως αυτό ορίζεται από τη σχέση
(4.22), ως:





	
	𝐀≡L⁢LT\displaystyle\mathbf{A}\equiv LL^{T}
	:=[a11a21a31a21a22a32a31a32a33]\displaystyle:=\left[\begin{array}[]{ccc}a_{11}&a_{21}&a_{31}\\
a_{21}&a_{22}&a_{32}\\
a_{31}&a_{32}&a_{33}\\
\end{array}\right]
	
	(4.24)


	
	
	=[l1100l21l220l31l32l33]⁢[l11l21l310l22l3200l33]\displaystyle=\left[\begin{array}[]{ccc}l_{11}&0&0\\
l_{21}&l_{22}&0\\
l_{31}&l_{32}&l_{33}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{ccc}l_{11}&l_{21}&l_{31}\\
0&l_{22}&l_{32}\\
0&0&l_{33}\end{array}\right]
	
	(4.25)


	
	
	=[l112l21⁢l11l31⁢l11l21⁢l11l212+l222l31⁢l21+l32⁢l22l31⁢l11l31⁢l21+l32⁢l22l312+l322+l332]\displaystyle=\left[\begin{array}[]{ccc}l_{11}^{2}&l_{21}l_{11}&l_{31}l_{11}\\
l_{21}l_{11}&l_{21}^{2}+l_{22}^{2}&l_{31}l_{21}+l_{32}l_{22}\\
l_{31}l_{11}&l_{31}l_{21}+l_{32}l_{22}&l_{31}^{2}+l_{32}^{2}+l_{33}^{2}\end{%
array}\right]
	
	(4.26)






Παρατηρούμε ότι τα διαγώνια στοιχεία lk⁢kl_{kk} του μητρώου 𝐋\mathbf{L}
μπορούν να υπολογιστούν από τις σχέσεις:





	
	l11\displaystyle l_{11}
	=a11\displaystyle=\sqrt{a_{11}}
	
	(4.27)


	
	l22\displaystyle l_{22}
	=a22-l212\displaystyle=\sqrt{a_{22}-l_{21}^{2}}
	
	(4.28)


	
	l33\displaystyle l_{33}
	=a33-(l312+l322)\displaystyle=\sqrt{a_{33}-(l_{31}^{2}+l_{32}^{2})}
	
	(4.29)






Στη γενική περίπτωση για τα διαγώνια στοιχεία του μητρώου
𝐋\mathbf{L} της παραγοντοποίησης 𝐀=𝐋𝐋T\mathbf{A}=\mathbf{L}\mathbf{L}^{T} ισχύει:





	
	lk⁢k=ak⁢k-∑j=1k-1lk⁢j2l_{kk}=\sqrt{a_{kk}-\sum_{j=1}^{k-1}l_{kj}^{2}}
	
	(4.30)






Για τα στοιχεία που βρίσκονται κάτω από την κύρια διαγώνιο, δηλαδή τα στοιχεία





	
	lι⁢k⁢όπου⁢i>kl_{ιk}\,\text{όπου}\,i>k
	
	(4.31)



παρατηρούμε ότι





	
	l21\displaystyle l_{21}
	=1l11⁢a21\displaystyle=\dfrac{1}{l_{11}}a_{21}
	
	(4.32)


	
	l31\displaystyle l_{31}
	=1l11⁢a31\displaystyle=\dfrac{1}{l_{11}}a_{31}
	
	(4.33)


	
	l32\displaystyle l_{32}
	=1l22⁢(a32-l31⁢l21)\displaystyle=\dfrac{1}{l_{22}}(a_{32}-l_{31}l_{21})
	
	(4.34)



το οποίο οδηγεί στη γενική σχέση:





	
	li⁢k=1lk⁢k⁢(ai⁢k-∑j=1k-1li⁢j⁢lk⁢j)l_{ik}=\dfrac{1}{l_{kk}}\left(a_{ik}-\sum_{j=1}^{k-1}l_{ij}l_{kj}\right)
	
	(4.35)






Αν το μητρώο είναι μη συμμετρικό, τότε εφαρμόζεται μια παραλλαγή της μεθόδου, που έχει
τη μορφή





	
	𝐀=𝐋𝐔\mathbf{A}=\mathbf{L}\mathbf{U}
	
	(4.36)



όπου 𝐋\mathbf{L} ένα κάτω τριγωνικό και 𝐔\mathbf{U} ένα άνω τριγωνικό μητρώο
αντίστοιχα.
Από τα μητρώα 𝐋\mathbf{L} και 𝐔\mathbf{U} η μέθοδος αυτή ονομάζεται
LU παραγοντοποίηση.




Μια πιο ευρέως χρησιμοποιούμενη παραλλαγή της μεθόδου Chοlesky είναι η
παραγοντοποίηση κατά Crout, στην οποία το μητρώο 𝐀\mathbf{A} παραγοντοποιείται
ως:





	
	𝐀=(𝐋𝐃)⁢𝐔\mathbf{A}=(\mathbf{L}\mathbf{D})\mathbf{U}
	
	(4.37)



όπου 𝐃\mathbf{D} ένα διαγώνιο μητρώο.






4.4.3 Η μέθοδος της συζυγούς διανυσματικής κλίσης



Η μέθοδος της συζυγούς διανυσματικής κλίσης περιγράφεται από τον αλγόριθμο
που παρουσιάζεται στη συνέχεια:







	
	
	𝒓0:=𝒃-𝐀⁢𝒙0\displaystyle\boldsymbol{r}_{0}:=\boldsymbol{b}-\mathbf{A}\boldsymbol{x}_{0}
	
	(4.38)


	
	
	𝒑0:=𝒓0\displaystyle\boldsymbol{p}_{0}:=\boldsymbol{r}_{0}
	
	(4.39)


	
	
	k:=0\displaystyle k:=0
	
	(4.40)


	
	
	επανάληψη
	
	(4.41)


	
	
	  ⁢αk:=𝒓k𝖳⁢𝒓k𝒑k𝖳⁢𝐀𝐩k\displaystyle\qquad\alpha_{k}:=\frac{\boldsymbol{r}_{k}^{\mathsf{T}}%
\boldsymbol{r}_{k}}{\boldsymbol{p}_{k}^{\mathsf{T}}\mathbf{Ap}_{k}}
	
	(4.42)


	
	
	  ⁢𝒙k+1:=𝒙k+αk⁢𝒑k\displaystyle\qquad\boldsymbol{x}_{k+1}:=\boldsymbol{x}_{k}+\alpha_{k}%
\boldsymbol{p}_{k}
	
	(4.43)


	
	
	  ⁢𝒓k+1:=𝒓k-αk⁢𝐀𝐩k\displaystyle\qquad\boldsymbol{r}_{k+1}:=\boldsymbol{r}_{k}-\alpha_{k}\mathbf{%
Ap}_{k}
	
	(4.44)


	
	
	  ⁢αν⁢rk+1⁢ είναι σχετικά μικρό τότε 𝚬𝚵𝚶𝚫𝚶𝚺\displaystyle\qquad\hbox{αν}\;r_{k+1}\hbox{ είναι σχετικά μικρό τότε {ΕΞΟΔΟΣ}}
	
	(4.45)


	
	
	  ⁢βk:=𝐫k+1𝖳⁢𝒓k+1𝒓k𝖳⁢𝐫k\displaystyle\qquad\beta_{k}:=\frac{\mathbf{r}_{k+1}^{\mathsf{T}}\boldsymbol{r%
}_{k+1}}{\boldsymbol{r}_{k}^{\mathsf{T}}\mathbf{r}_{k}}
	
	(4.46)


	
	
	  ⁢𝒑k+1:=𝒓k+1+βk⁢𝒑k\displaystyle\qquad\boldsymbol{p}_{k+1}:=\boldsymbol{r}_{k+1}+\beta_{k}%
\boldsymbol{p}_{k}
	
	(4.47)


	
	
	  ⁢k:=k+1\displaystyle\qquad k:=k+1
	
	(4.48)






Ο παραπάνω αλγόριθμος αναφέρεται σε ένα σύστημα της μορφής:





	
	𝐀⁢𝒙=𝒃\mathbf{A}\boldsymbol{x}=\boldsymbol{b}
	
	(4.49)



και ξεκινάει με
μια αρχική θεώρηση 𝒙0\boldsymbol{x}_{0} της λύσης 𝒙\boldsymbol{x}.




Σε περιβάλλον ιδεατής αριθμητικής ακρίβειας, για την ακριβή λύση απαιτούνται
το πολύ nn επαναλήψεις, όπου nn ο αριθμός των αγνώστων
[6].
Στην πραγματικότητα, όμως, τα αριθμητικά σφάλματα στρογγύλευσης επηρεάζουν
την ταχύτητα σύγκλισης.





















4.5 Επεξεργασία των αποτελεσμάτων



Η επεξεργασία των αποτελεσμάτων ακολουθεί την κύρια επεξεργασία που είναι
η μόρφωση και επίλυση του συστήματος και για αυτό αναφέρεται συχνά και ως
μετα-επεξεργασία.
Αφορά:


	• 

Τον υπολογισμό των επιμέρους αγνώστων, όπως είναι τα εντατικά μεγέθη.




	• 

Τη γραφική απεικόνιση του συνόλου των μεγεθών που έχουν υπολογιστεί.









Στη συνέχεια θα ασχοληθούμε με την επεξεργασία των αποτελεσμάτων που αναφέρονται
είτε στους κόμβους των στοιχείων είτε στα σημεία ολοκλήρωσης, όπως αυτά ορίστηκαν
στην Ενότητα 3.5.1.




Τα αποτελέσματα χωρίζονται σε δύο κατηγορίες:


	• 

Στα πρωτεύοντα, όπως είναι οι μετακινήσεις για τα προβλήματα που κυρίως
εξετάζονται στο παρόν βιβλίο.




	• 

Στα δευτερεύοντα, όπως οι τάσεις και οι παραμορφώσεις.









Σε γενικές γραμμές αναμένεται τα δευτερεύοντα αποτελέσματα να μην χαρακτηρίζονται
από την ακρίβεια των πρωτευόντων.




4.5.1 Αποτελέσματα στους κόμβους των στοιχείων



Για τα προβλήματα που εξετάζονται στο παρόν βιβλίο,
οι άγνωστοι στους κόμβους είναι οι μετακινήσεις.
Κατ’ επέκταση, τα αντίστοιχα αποτελέσματα της επίλυσης
αφορούν πρωτίστως τις μετακινήσεις των κόμβων.
Μια τυπική απεικόνιση αποτελεσμάτων, όπου οι μετακινήσεις στους κόμβους
σχεδιάζονται ως διανύσματα, δίνεται στο Σχήμα 4.17,
που αφορά τα αποτελέσματα προσομοίωσης μίας σήραγγας και της επένδυσής της.



[image: ]
Σχήμα 4.17: Τυπική απεικόνιση αποτελεσμάτων. Διακρίνεται η απεικόνιση των
μετακινήσεων στους κόμβους ως διανύσματα.




Σε γενικές γραμμές η οπτικοποίηση των αποτελεσμάτων που είναι γνωστά στους
κόμβους των στοιχείων δεν παρουσιάζει ιδιαίτερες δυσκολίες.
Δυσκολίες μπορεί να υπάρχουν κατά την οπτικοποίηση των αποτελεσμάτων που είναι
γνωστά εντός του στοιχείου (π.χ. στα σημεία ολοκλήρωσης), όπως θα δούμε στην
επόμενη ενότητα.






4.5.2 Αποτελέσματα στα σημεία ολοκλήρωσης



Αν το υλικό που χαρακτηρίζει το πρόβλημα θεωρηθεί ελαστικό,
οι τάσεις 𝝈\boldsymbol{\sigma}
σχετίζονται άμεσα με τις παραμορφώσεις 𝜺\boldsymbol{\varepsilon}
σε κάθε σημείο μέσω των γνωστών σχέσεων τάσεων-παραμορφώσεων:





	
	𝝈=𝐂⁢𝜺.\boldsymbol{\sigma}=\mathbf{C}\boldsymbol{\varepsilon}.
	
	(4.50)






Επομένως, κατά τη διαδικασία υπολογισμού των τάσεων υπολογίζονται καταρχήν οι
παραμορφώσεις και η ακρίβεια των πρώτων εξαρτάται από την ακρίβεια των τελευταίων.
Οι παραμορφώσεις υπολογίζονται κατά τα γνωστά από τις μετακινήσεις μέσω των κινηματικών
εξισώσεων.




Στη συνέχεια θα περιγραφεί ο τρόπος υπολογισμού των τάσεων για ένα τυπικό
δισδιάστατο ισοπαραμετρικό στοιχείο και πιο συγκεκριμένα το τετράπλευρο/τετράκομβο ισοπαραμετρικό στοιχείο που παρουσιάστηκε αναλυτικά στην Ενότητα
3.6.




Έστω ότι έχει επιλυθεί το σύστημα των εξισώσεων των πεπερασμένων στοιχείων





	
	𝐊⁢𝒖=𝐅\mathbf{K}\boldsymbol{u}=\mathbf{F}
	
	(4.51)



για τις επικόμβιες μετακινήσεις 𝒖\boldsymbol{u}.




Για τον υπολογισμό των τάσεων και των παραμορφώσεων
υπολογίζεται καταρχήν σε κάθε στοιχείο του προσομοιώματος, έστω ee,
το διάνυσμα των επικόμβιων μετακινήσεων του στοιχείου 𝒖(e)\boldsymbol{u}^{(e)}.
Για τη συγκεκριμένη περίπτωση του τετράκομβου τετράπλευρου στοιχείου,
αυτό θα είναι ένα διάνυσμα της μορφής:





	
	𝒖(e))=[u1⁢xu1⁢yu2⁢xu2⁢yu3⁢xu3⁢yu4⁢xu4⁢y]\boldsymbol{u}^{(e)})=\left[\begin{array}[]{c}u_{1x}\\
u_{1y}\\
u_{2x}\\
u_{2y}\\
u_{3x}\\
u_{3y}\\
u_{4x}\\
u_{4y}\\
\end{array}\right]
	
	(4.52)






Με γνωστό το διάνυσμα 𝒖(e)\boldsymbol{u}^{(e)}, μπορούν πλέον να υπολογιστούν οι
παραμορφώσεις μέσω των κινηματικών εξισώσεων του στοιχείου, δηλαδή,





	
	𝜺=𝐁⁢𝒖(e)\boldsymbol{\varepsilon}=\mathbf{B}\boldsymbol{u}^{(e)}
	
	(4.53)



όπου 𝐁\mathbf{B} το γνωστό μητρώο μετακινήσεων-παραμορφώσεων.




Επομένως, οι τάσεις υπολογίζονται εντός του στοιχείου ee ως:





	
	𝝈(e)=𝐂⁢𝜺(e)=𝐂𝐁⁢𝒖(e)\boldsymbol{\sigma}^{(e)}=\mathbf{C}\boldsymbol{\varepsilon}^{(e)}=\mathbf{C}%
\mathbf{B}\boldsymbol{u}^{(e)}
	
	(4.54)
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Σχήμα 4.18: Θεώρηση στοιχείου (γραμμοσκιασμένη περιοχή) με κόμβους τα σημεία
Gauss για την παρεκβολή των αποτελεσμάτων.




Μια σημαντική παρατήρηση στο σημείο αυτό είναι ότι οι τάσεις που υπολογίζονται
στους ίδιους κόμβους από γειτονικά στοιχεία δεν θα είναι ίδιες γενικά
δεδομένου ότι οι τάσεις,
σε αντίθεση με τις παραμορφώσεις, δεν απαιτείται να είναι συνεχείς
από στοιχείο σε στοιχείο.
Για αυτό τον λόγο απαιτούνται τεχνικές εξομάλυνσης των τάσεων που προκύπτουν
από γειτονικά στοιχεία.




Για τον υπολογισμό τώρα των τάσεων στους κόμβους του στοιχείου υπάρχουν γενικά
δύο προσεγγίσεις:



	1. 

Υπολογισμός των τάσεων απευθείας από την (4.54)
χρησιμοποιώντας τις συναρτήσεις μορφής και τις αντίστοιχες συντεταγμένες
των κόμβων.




	2. 

Υπολογισμός των τάσεων στα σημεία ολοκλήρωσης Gauss και στη συνέχεια
η παρεκβολή τους στους κόμβους του στοιχείου.









H μέθοδος που ακολουθείται συχνότερα είναι η δεύτερη,
καθώς θεωρείται ότι δίνει καλύτερα αποτελέσματα από τον απευθείας
υπολογισμό των τάσεων στους κόμβους, και αναλύεται στη συνέχεια
[3].





Έστω το τετράκομβο/τετράπλευρο στοιχείο του
Σχήματος 4.18 στο οποίο έχει γίνει ολοκλήρωση των
εξισώσεων του στοιχείου με τη μέθοδο Gauss και κανόνα 2×22\times 2.
Οι τάσεις υπολογίζονται στα σημεία Gauss, τα οποία δίνονται ως
1′1^{\prime}, 2′2^{\prime}, 3′3^{\prime} και 4′4^{\prime} στο Σχήμα 4.18.
Τα σημεία Gauss ακολουθούν την αρίθμηση των κόμβων του στοιχείου, με το
σημείο 1′1^{\prime} π.χ. να είναι το πλησιέστερο στον κόμβο 1 του στοιχείου.
Οι συντεταγμένες των σημείων Gauss στο σύστημα του στοιχείου δίνονται στον
Πίνακα 4.1.







	Σημείο Gauss
	ξ\xi
	η\eta




	1
	-13-\dfrac{1}{\sqrt{3}}
	-13-\dfrac{1}{\sqrt{3}}


	2
	+13+\dfrac{1}{\sqrt{3}}
	-13-\dfrac{1}{\sqrt{3}}


	3
	+13+\dfrac{1}{\sqrt{3}}
	+13+\dfrac{1}{\sqrt{3}}


	4
	-13-\dfrac{1}{\sqrt{3}}
	+13+\dfrac{1}{\sqrt{3}}




Πίνακας 4.1: Συντεταγμένες των σημείων Gauss στο σύστημα του στοιχείου.




Έστω τώρα ένα στοιχείο που έχει ως συντεταγμένες κόμβων τις συντεταγμένες των
σημείων Gauss 1′1^{\prime}, 2′2^{\prime}, 3′3^{\prime} και 4′4^{\prime}, όπως δίνεται από τη γραμμοσκιασμένη
περιοχή του Σχήματος 4.18.
Εφόσον γνωρίσουμε ένα μέγεθος στα σημεία αυτά, μπορούμε να το παρεκβάλουμε
στα σημεία 11, 22, 33 και 44 που μας ενδιαφέρουν.




Η παρεκβολή αυτή γίνεται υπολογίζοντας τις συντεταγμένες
στα σημεία 11, 22, 33 και 44 στο σύστημα ξ′\xi^{\prime} και η′\eta^{\prime} που ορίζεται
από το καινούργιο στοιχείο.
Τα δύο συστήματα συνδέονται με τις παρακάτω σχέσεις:





	
	ξ\displaystyle\xi
	=ξ′3\displaystyle=\dfrac{\xi^{\prime}}{\sqrt{3}}
	
	(4.55)


	
	η\displaystyle\eta
	=η′3\displaystyle=\dfrac{\eta^{\prime}}{\sqrt{3}}
	
	(4.56)


	
	ξ′\displaystyle\xi^{\prime}
	=ξ′⁢3\displaystyle=\xi^{\prime}\sqrt{3}
	
	(4.57)


	
	η′\displaystyle\eta^{\prime}
	=η′⁢3\displaystyle=\eta^{\prime}\sqrt{3}
	
	(4.58)



και οι συντεταγμένες των κόμβων του στοιχείου δίνονται στο σύστημα του
στοιχείου που ορίζεται από τα σημεία Gauss, σύμφωνα με τα όσα αναφέρονται στον
Πίνακα 4.2.







	Κόμβος στοιχείου
	ξ\xi
	η\eta




	1′1^{\prime}
	-3-\sqrt{3}
	-3-\sqrt{3}


	2′2^{\prime}
	+3+\sqrt{3}
	-3-\sqrt{3}


	3′3^{\prime}
	+3+\sqrt{3}
	+3+\sqrt{3}


	4′4^{\prime}
	-3-\sqrt{3}
	+3+\sqrt{3}




Πίνακας 4.2: Συντεταγμένες των κόμβων του στοιχείου στο σύστημα των σημείων Gauss.




Έστω τώρα ένα βαθμωτό πεδίο ww του οποίου οι τιμές w′w^{\prime} είναι γνωστές
στα σημεία Gauss.
Αυτές μπορούν να παρεμβληθούν με τις τυπικές διγραμμικές εξισώσεις
παρεμβολής, οι οποίες όμως τώρα δίνονται σε όρους ξ′\xi^{\prime} και η′\eta^{\prime} ως:





	
	w⁢(ξ′,η′)=[w1′w2′w3′w4′]⁢[N′1(e′)N′2(e′)N′3(e′)N′4(e′)]w(\xi^{\prime},\eta^{\prime})=\left[\begin{array}[]{cccc}w^{\prime}_{1}&w^{%
\prime}_{2}&w^{\prime}_{3}&w^{\prime}_{4}\end{array}\right]\left[\begin{array}%
[]{c}{N^{\prime}}_{1}^{(e^{\prime})}\\
{N^{\prime}}_{2}^{(e^{\prime})}\\
{N^{\prime}}_{3}^{(e^{\prime})}\\
{N^{\prime}}_{4}^{(e^{\prime})}\\
\end{array}\right]
	
	(4.59)






όπου





	
	N′1(e′)\displaystyle{N^{\prime}}_{1}^{(e^{\prime})}
	=14⁢(1-ξ′)⁢(1-η′)\displaystyle=\dfrac{1}{4}(1-\xi^{\prime})(1-\eta^{\prime})
	
	(4.60)


	
	N′2(e′)\displaystyle{N^{\prime}}_{2}^{(e^{\prime})}
	=14⁢(1+ξ′)⁢(1-η′)\displaystyle=\dfrac{1}{4}(1+\xi^{\prime})(1-\eta^{\prime})
	
	(4.61)


	
	N′3(e′)\displaystyle{N^{\prime}}_{3}^{(e^{\prime})}
	=14⁢(1+ξ′)⁢(1+η′)\displaystyle=\dfrac{1}{4}(1+\xi^{\prime})(1+\eta^{\prime})
	
	(4.62)


	
	N′4(e′)\displaystyle{N^{\prime}}_{4}^{(e^{\prime})}
	=14⁢(1-ξ′)⁢(1+η′)\displaystyle=\dfrac{1}{4}(1-\xi^{\prime})(1+\eta^{\prime})
	
	(4.63)






Για την παρεκβολή του μεγέθους ww
αντικαθιστούμε στις παραπάνω εξισώσεις τις αντίστοιχες συντεταγμένες.
Π.χ. για τον κόμβο 1 προκύπτει:





	
	N′1(e′)\displaystyle{N^{\prime}}_{1}^{(e^{\prime})}
	=14⁢(1-ξ′)⁢(1-η′)\displaystyle=\dfrac{1}{4}(1-\xi^{\prime})(1-\eta^{\prime})
	


	
	
	=14⁢(1+3)⁢(1+3)\displaystyle=\dfrac{1}{4}(1+\sqrt{3})(1+\sqrt{3})
	


	
	
	=1+12⁢3\displaystyle=1+\dfrac{1}{2}\sqrt{3}
	






Εφαρμόζοντας την παραπάνω διαδικασία για όλους τους κόμβους, προκύπτει:





	
	[w1w2w3w4]=[1+12⁢3-121-12⁢3-12-121+12⁢3-121-12⁢31-12⁢3-121+12⁢3-12-121-12⁢3-121+12⁢3]⁢[w1′w2′w3′w4′]\left[\begin{array}[]{c}w_{1}\\
w_{2}\\
w_{3}\\
w_{4}\\
\end{array}\right]=\left[\begin{array}[]{cccc}1+\dfrac{1}{2}\sqrt{3}&-\dfrac{1%
}{2}&1-\dfrac{1}{2}\sqrt{3}&-\dfrac{1}{2}\\
-\dfrac{1}{2}&1+\dfrac{1}{2}\sqrt{3}&-\dfrac{1}{2}&1-\dfrac{1}{2}\sqrt{3}\\
1-\dfrac{1}{2}\sqrt{3}&-\dfrac{1}{2}&1+\dfrac{1}{2}\sqrt{3}&-\dfrac{1}{2}\\
-\dfrac{1}{2}&1-\dfrac{1}{2}\sqrt{3}&-\dfrac{1}{2}&1+\dfrac{1}{2}\sqrt{3}\\
\end{array}\right]\left[\begin{array}[]{c}w^{\prime}_{1}\\
w^{\prime}_{2}\\
w^{\prime}_{3}\\
w^{\prime}_{4}\\
\end{array}\right]
	
	(4.64)






Όπως αναφέρθηκε προηγουμένως, οι τάσεις ή άλλα μεγέθη που υπολογίζονται
ανά στοιχείο
δεν είναι απαραίτητα ίσα μεταξύ τους στους κοινούς κόμβους των στοιχείων.




Για τον λόγο αυτό στη συνέχεια εξισώνονται και εξομαλύνονται, είτε
βρίσκοντας τον μέσο όρο (μη σταθμισμένο)
όλων των τιμών που αναφέρονται σε έναν κόμβο
είτε χρησιμοποιούνται για τη στάθμιση των επιμέρους τιμών
συντελεστές βαρύτητας των συνεισφορών κάθε στοιχείου.




Στην πράξη ακολουθείται τις περισσότερες φορές ο πρώτος και πιο απλός τρόπος.
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Κεφάλαιο 5 Περιπτώσεις συνοριακών συνθηκών σε προβλήματα γεωτεχνικής μηχανικής



Στο παρόν κεφάλαιο
παρουσιάζονται οι περιπτώσεις συνοριακών συνθηκών οι οποίες
συναντώνται σε προβλήματα γεωτεχνικής μηχανικής.




Αρχικά εξετάζονται οι βασικές και φυσικές συνοριακές συνθήκες
(Ενότητα 5.1)
και αναλύονται ιδιαίτερα οι βασικές συνοριακές συνθήκες
(Ενότητα 5.1.1).




Στη συνέχεια παρουσιάζονται
τα φορτία που εφαρμόζονται στο σύνορο του προσομοιώματος
(Ενότητα 5.2)
και δίνονται ο υπολογισμός φορτίων ανά κόμβο
(Ενότητα 5.2.1)
και ο υπολογισμός φορτίων ανά στοιχείο
(Ενότητα 5.2.2).
Τέλος δίνεται και ο ενεργειακά συνεπής υπολογισμός των φορτίων
(Ενότητα 5.2.3).




Ακολουθεί η παρουσίαση των φορτίων που εμφανίζονται σε προβλήματα
που χαρακτηρίζονται από την αφαίρεση ή την προσθήκη εδαφικού υλικού
(Ενότητα 5.3)
και τέλος των φορτίων που οφείλονται στην παρουσία μαζικών δυνάμεων
(Ενότητα 5.4).




Στο τέλος του κεφαλαίου παρατίθεται η σχετική βιβλιογραφία
(Ενότητα 5.5).


















5.1 Βασικές και φυσικές συνοριακές συνθήκες



Ένα σημαντικό χαρακτηριστικό της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων είναι ότι
μπορεί να εφαρμοστεί σχετικά εύκολα σε προβλήματα των οποίων η εξεταζόμενη
περιοχή χαρακτηρίζεται από πολύπλοκα όρια ή/και διεπιφάνειες.




Στο πλαίσιο της εφαρμογής της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων, οι συνοριακές
συνθήκες χαρακτηρίζονται από τον τρόπο με τον οποίο επιδρούν στην τελική μορφή
του προβλήματος, δηλαδή στη μητρωική σχέση:





	
	𝐊⁢𝒖=𝑭\mathbf{K}\boldsymbol{u}=\boldsymbol{F}
	
	(5.1)






Έτσι έχουμε:



	1. 

Τις βασικές (ή Neumann) συνοριακές συνθήκες.
Επιδρούν με άμεσο τρόπο στους βαθμούς ελευθερίας που βρίσκονται στο
διάνυσμα 𝒖\boldsymbol{u},
το οποίο αποτελεί το αριστερό μέλος της εξίσωσης
(5.1).




	2. 

Τις φυσικές (ή Dirichlet) συνοριακές συνθήκες.
Επιδρούν με έμμεσο τρόπο στους βαθμούς ελευθερίας του διανύσματος
𝒖\boldsymbol{u}, αφού εφαρμόζονται στο διάνυσμα 𝒇\boldsymbol{f}
που βρίσκεται στο δεξί μέλος της εξίσωσης
(5.1).









5.1.1 Βασικές συνοριακές συνθήκες



Οι βασικές συνοριακές συνθήκες στα προβλήματα γεωτεχνικής μηχανικής που εξετάζονται
στο παρόν σύγγραμμα είναι οι μετακινήσεις.




Οι βασικές συνοριακές συνθήκες συνήθως εμπίπτουν σε μία από τις ακόλουθες
κατηγορίες [1]:



	1. 

Συνθήκες στήριξης, οι οποίες απαγορεύουν από την εξεταζόμενη
περιοχή τις κινήσεις στερεού σώματος
(μετακινήσεις και περιστροφές).




Αν δεν παρέχονται οι κατάλληλες συνθήκες στήριξης, τότε αυτό σημαίνει για
το μεν φυσικό πρόβλημα ότι μπορεί να ακολουθήσει τις κινήσεις στερεού σώματος,
για το δε μαθηματικό προσομοίωμα ότι το μητρώο δυσκαμψίας έχει περισσότερες
της μίας μηδενικές ιδιομορφές και επομένως δεν μπορεί να αντιστραφεί.




	2. 

Συνθήκες συμμετρίας, οι οποίες εφαρμόζονται ώστε να δημιουργηθούν
τα σημεία, ευθείες ή επίπεδα συμμετρίας (ή αντισυμμετρίας) που
χαρακτηρίζουν το αρχικό πρόβλημα.





Με τον τρόπο αυτό προσομοιώνεται μόνο ένα τμήμα αντί του συνόλου
του φυσικού προβλήματος,
μειώνοντας τον αριθμό των αγνώστων και κατ’ επέκταση τον αριθμό των
εξισώσεων και τις υπολογιστικές απαιτήσεις του αντίστοιχου μαθηματικού
προβλήματος.




	3. 

Συνθήκες σύνδεσης, οι οποίες περιγράφουν τη σύνδεση μεταξύ
διαφορετικών τμημάτων μίας κατασκευής ή σχέσεις μεταξύ διαφορετικών
βαθμών ελευθερίας.
Σε αρκετές περιπτώσεις οι συνθήκες αυτές ονομάζονται και πολλαπλοί
περιορισμοί.




	4. 

Αδιάφορες συνθήκες, οι οποίες μπορούν να παραλείπονται από το
μαθηματικό προσομοίωμα, γιατί δεν σχετίζονται με αυτό.


























5.2 Φορτία που εφαρμόζονται στο σύνορο του προσομοιώματος



Εξετάζεται ο υπολογισμός φορτίων ανά κόμβο
(Ενότητα 5.2.1)
και ο υπολογισμός φορτίων ανά στοιχείο
(Ενότητα 5.2.2).
Τέλος δίνεται και ο ενεργειακά συνεπής υπολογισμός των φορτίων
(Ενότητα 5.2.3).




5.2.1 Υπολογισμός φορτίων ανά κόμβο



Η μέθοδος υπολογισμού των φορτίων που εφαρμόζονται στο σύνορο του προσομοιώματος
ανά κόμβο περιγράφεται γραφικά στο Σχήμα 5.1.
Στο παράδειγμα του σχήματος δίνεται ένα φορτίο το οποίο δρα κάθετα σε ένα
δισδιάστατο προσομοίωμα πεπερασμένων στοιχείων.
Το πάχος θεωρείται μοναδιαίο, ώστε το υπόψη φορτίο να μετατρέπεται αυτομάτως σε γραμμικό
φορτίο με μονάδες δύναμης ανά μονάδα μήκους.




Με τη μέθοδο υπολογισμού του φορτίου ανά κόμβο, θεωρείται ότι το φορτίο στον κόμβο
4 ισούται με το ολοκλήρωμα της φόρτισης σε μια περιοχή εκατέρωθεν του κόμβου 4 και
τυπικά ίση με το μισό των αποστάσεων 3-4 και 4-5, δηλαδή





	
	f4=∫x=0.5⁢(x4+x3)x=0.5⁢(x5+x4)q⁢(x)⁢d⁢xf_{4}=\int_{x=0.5(x_{4}+x_{3})}^{x=0.5(x_{5}+x_{4})}q(x)dx
	
	(5.2)






Συνήθως θεωρείται ότι η συνάρτηση q⁢(x)q(x) είναι γραμμική στο συγκεκριμένο τμήμα,
οπότε η παραπάνω σχέση απλοποιείται και ταυτίζεται
με τον τύπο υπολογισμού του εμβαδού τραπεζίου,





	
	f4≈12⁢(q⁢(xa)+q⁢(xb))⁢la⁢bf_{4}\approx\dfrac{1}{2}(q(x_{a})+q(x_{b}))l_{ab}
	
	(5.3)



όπου:



	 

q⁢(xa)q(x_{a}), q⁢(xb)q(x_{b})
οι τιμές του φορτίου q⁢(x)q(x) στα άκρα του γραμμοσκιασμένου
τμήματος του Σχήματος 5.1 και




	 

la⁢bl_{ab}
το μήκος του υπόψη τμήματος.









Το πλεονέκτημα αυτής της μεθόδου είναι η ευκολία άμεσου υπολογισμού των επικόμβιων
φορτίων και για αυτό τον λόγο χρησιμοποιείται αρκετά συχνά.
Θα πρέπει να αποφεύγεται όμως στις περιπτώσεις που το φορτίο αλλάζει πολύ γρήγορα
σε σχέση με το μήκος του στοιχείου ή το στοιχείο ορίζεται από συναρτήσεις ανώτερου
βαθμού [1].



[image: ]
Σχήμα 5.1: Υπολογισμός επικόμβιων φορτίων ανά κόμβο.






5.2.2 Υπολογισμός φορτίων ανά στοιχείο



Με τη μέθοδο υπολογισμού των φορτίων ανά στοιχείο, το κατανεμημένο φορτίο
διαμοιράζεται στα στοιχεία στα οποία δρα, όπως φαίνεται και στο
Σχήμα 5.2.
Στη συνέχεια επιμερίζεται στους κόμβους της πλευράς του στοιχείου στην οποία
αναφέρεται.



[image: ]
Σχήμα 5.2: Υπολογισμός φορτίων ανά στοιχείο.




Για τον υπολογισμό των επιμέρους φορτίων faf_{a} και fbf_{b} υπολογίζεται καταρχήν
το συνολικό φορτίο της γραμμοσκιασμένης περιοχής του
Σχήματος 5.2
στο γεωμετρικό της κέντρο και στη συνέχεια μεταφέρεται στους αντίστοιχους κόμβους.




Στην περίπτωση που και εδώ θεωρήσουμε γραμμική μεταβολή του φορτίου επί της
πλευράς του στοιχείου, προκύπτει:





	
	fa\displaystyle f_{a}
	=la⁢b6⁢(2⁢qa+qb)\displaystyle=\dfrac{l_{ab}}{6}(2q_{a}+q_{b})
	
	(5.4)


	
	fb\displaystyle f_{b}
	=la⁢b6⁢(qa+2⁢qb)\displaystyle=\dfrac{l_{ab}}{6}(q_{a}+2q_{b})
	
	(5.5)






Η συγκεκριμένη μέθοδος είναι πιο ακριβής από την προηγούμενη (υπολογισμός φορτίων
ανά κόμβο).
Στην περίπτωση που τα υπόψη στοιχεία δεν έχουν ενδιάμεσους κόμβους,
ταυτίζεται με την ενεργειακά συνεπή μέθοδο που θα εξεταστεί στη
συνέχεια [1].




Σε αντίθεση με την προηγούμενη μέθοδο, η ακρίβεια αυτής της μεθόδου
δεν επηρεάζεται σημαντικά στις περιπτώσεις
που το φορτίο αλλάζει γρήγορα σε σχέση με το μήκος του στοιχείου.






5.2.3 Ενεργειακά συνεπής υπολογισμός φορτίων



Αυτή η μέθοδος εφαρμόζεται κυρίως όταν τα στοιχεία στα οποία εφαρμόζεται η
φόρτιση είναι ανώτερου βαθμού και περιέχουν και ενδιάμεσους κόμβους,
όπως φαίνεται στο Σχήμα 5.3.




[image: ]
Σχήμα 5.3: Ενεργειακά συνεπής υπολογισμός φορτίων.




Για τον υπολογισμό με αυτήν τη μέθοδο μπορεί να εφαρμοστεί η αρχή των δυνατών
έργων [1].




Το εξωτερικό δυνατό έργο της 𝒒⁢(x)\boldsymbol{q}(x) ορίζεται ως:





	
	We⁢x⁢t=∫𝒒T⁢(x)⁢𝐍⁢δ⁢𝒖⁢d⁢xW_{ext}=\int\boldsymbol{q}^{T}(x)\mathbf{N}\delta\boldsymbol{u}dx
	
	(5.6)






Αντίστοιχα, το εσωτερικό δυνατό έργο ορίζεται ως:





	
	Wi⁢n⁢t=𝒇⁢δ⁢𝒖W_{int}=\boldsymbol{f}\delta\boldsymbol{u}
	
	(5.7)






Εξισώνοντας τις παραπάνω σχέσεις, προκύπτει





	
	f⁢δ⁢𝒖\displaystyle f\delta\boldsymbol{u}
	=∫𝒒T⁢(x)⁢𝐍⁢δ⁢𝒖⁢d⁢x\displaystyle=\int\boldsymbol{q}^{T}(x)\mathbf{N}\delta\boldsymbol{u}\;dx
	
	(5.8)


	
	f⁢δ⁢𝒖\displaystyle f\delta\boldsymbol{u}
	=[∫𝒒T⁢(x)⁢𝐍⁢d⁢x]⁢δ⁢u\displaystyle=\left[\int\boldsymbol{q}^{T}(x)\mathbf{N}\;dx\right]\delta u
	
	(5.9)


	
	f\displaystyle f
	=∫𝐍T⁢𝒒⁢(x)⁢d⁢x\displaystyle=\int\mathbf{N}^{T}\boldsymbol{q}(x)\;dx
	
	(5.10)



όπου 𝐍\mathbf{N} το μητρώο των συναρτήσεων μορφής.





















5.3 Φορτία λόγω της αφαίρεσης ή της προσθήκης εδαφικού υλικού



Συχνά στα γεωτεχνικά έργα αντιμετωπίζονται προβλήματα στα οποία οι φορτίσεις
οφείλονται στην αφαίρεση ή στην προσθήκη εδαφικού υλικού.




[image: ]
Σχήμα 5.4: Περιπτώσεις προβλημάτων αφαίρεσης ή προσθήκης εδαφικού υλικού.




Τυπικές περιπτώσεις τέτοιων προβλημάτων είναι οι περιπτώσεις εκσκαφών,
διάνοιξης σηράγγων ή κατασκευής επιχωμάτων, όπως δίνονται
στο Σχήμα 5.3.











Σε αυτές τις περιπτώσεις υπολογίζονται συχνά τα κατανεμημένα φορτία και
εφαρμόζονται στο προσομοίωμα με έναν από τους τρόπους που αναφέρθηκαν στις
προηγούμενες ενότητες.



















5.4 Φορτία που οφείλονται στην παρουσία μαζικών δυνάμεων



Φορτία που οφείλονται στην παρουσία μαζικών δυνάμεων, όπως τα φορτία βαρύτητας,
είναι αρκετά συνηθισμένα σε προβλήματα γεωτεχνικής μηχανικής.
Η μετατροπή των φορτίων αυτών σε επικόμβια γίνεται με ολοκλήρωση σε επίπεδο
στοιχείου, σύμφωνα με τη σχέση:





	
	F=∫Ωe𝐍T⁢ρ⁢d⁢ΩeF=\int_{\Omega}^{e}\mathbf{N}^{T}\rho d\Omega^{e}
	
	(5.11)



όπου


	 

ρ\rho η πυκνότητα του υλικού,




	 

𝐍\mathbf{N} το μητρώο των συναρτήσεων σχήματος και




	 

Ωe\Omega^{e} η περιοχή του στοιχείου.
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Κεφάλαιο 6 Καταστατικοί νόμοι



Στο παρόν κεφάλαιο
εξετάζεται η κλασική θεωρία της πλαστικότητας,
παρουσιάζονται στοιχεία της μη γραμμικής ανάλυσης
και εξετάζονται μη γραμμικοί καταστατικοί νόμοι που βρίσκουν ευρεία εφαρμογή
σε προβλήματα γεωτεχνικής μηχανικής.




Αρχικά εξετάζεται η περίπτωση της μονοδιάστατης πλαστικότητας
(Ενότητα 6.1).
Παρουσιάζεται η περίπτωση της ιδεατής μονοδιάστατης πλαστικότητας
(Ενότητα 6.1.1),
όπου παρουσιάζονται οι καταστατικές εξισώσεις
(Ενότητα 6.1.1),
ορίζεται η παραμένουσα παραμόρφωση
(Ενότητα 6.1.1)
και δίνονται οι
συνθήκες αποφόρτισης/επαναφόρτισης
(Ενότητα 6.1.1).




Στη συνέχεια παρουσιάζεται η επέκταση στην
κρατυνόμενη πλαστικότητα
(Ενότητα 6.1.2),
όπου συμπληρωματικά ορίζεται και το συνεχές εφαπτομενικό
ελαστοπλαστικό μέτρο
(Ενότητα 6.1.2).




Ακολουθεί η επέκταση στην τρισδιάστατη πλαστικότητα
(Ενότητα 6.2),
όπου παρουσιάζονται οι καταστατικές εξισώσεις
(Ενότητα 6.2.1),
ορίζεται η μη αναστρέψιμη πλαστική απόκριση
(Ενότητα 6.2.2),
δίνεται η ερμηνεία των συμπληρωματικών συνθηκών Karush-Kuhn-Tucker
(Ενότητα 6.2.3)
και τέλος παρουσιάζεται το συνεχές εφαπτομενικό ελαστοπλαστικό μέτρο
(Ενότητα 6.2.4).




Η τρισδιάστατη πλαστικότητα που εξετάστηκε μέχρι στιγμής αφορά
κριτήρια διαρροής που περιγράφονται από μία και μοναδική
επιφάνεια διαρροής.
Στην Ενότητα 6.3
εξετάζεται η περίπτωση της πλαστικότητας που
περιγράφεται από κριτήρια διαρροής που χαρακτηρίζονται από
πολλαπλές επιφάνειες διαρροής.
Δίνονται αρχικά οι καταστατικές εξισώσεις
για αυτή την οικογένεια των κριτηρίων
(Ενότητα 6.3.1)
και περιγράφονται οι συνθήκες φόρτισης/αποφόρτισης
(Ενότητα 6.3.2).
Στη συνέχεια ορίζεται η απαίτηση συνέπειας
(Ενότητα 6.3.3)
και τέλος
δίνεται το συνεχές εφαπτομενικό ελαστοπλαστικό μέτρο
(Ενότητα 6.3.4).




Ακολουθεί η επισκόπηση και η επαναδιατύπωση της μεθόδου
των πεπερασμένων στοιχείων στο πλαίσιο πλέον της
μη γραμμικής ανάλυσης (Ενότητα 6.4).
Δίνεται η ασθενής διατύπωση του προβλήματος συνοριακών τιμών
(Ενότητα 6.4.1),
ορίζεται η χωρική διακριτοποίηση
και επαναδιατυπώνεται η μέθοδος των πεπερασμένων στοιχείων
(Ενότητα 6.4.2).
Πιο συγκεκριμένα, διατυπώνονται οι εξισώσεις
σε βηματική μορφή
(Ενότητα 6.4.3)
και δίνονται μέθοδοι επίλυσης του (μη γραμμικού) προβλήματος
(Ενότητα 6.5).
Αυτές αφορούν τη μέθοδο Newton-Raphson
(Ενότητα 6.5.1)
και τον γενικό κανόνα του μέσου σημείου
(Ενότητα 6.5.2).





Στη συνέχεια εξετάζεται πλέον η αριθμητική επίλυση
του προβλήματος, αρχικά για την περίπτωση
της μονοδιάστατης πλαστικότητας
(Ενότητα 6.6).
Παρουσιάζεται ο αλγόριθμος επιστροφής των τάσεων return-mapping
(Ενότητα 6.6.1)
και, πιο συγκεκριμένα, ορίζεται η δοκιμαστική (trial) ελαστική εντατική κατάσταση
(Ενότητα 6.6.1),
ελέγχεται η συνθήκη διαρροής
(Ενότητα 6.6.1),
διατυπώνεται ο αλγόριθμος επιστροφής
(Ενότητα 6.6.1)
και παρουσιάζεται το αλγοριθμικό (συνεπές) εφαπτομενικό μέτρο
(Ενότητα 6.6.2).




Ακολουθεί η αριθμητική επίλυση του προβλήματος της
πλαστικότητας πολλών διαστάσεων που αφορά όμως μία επιφάνεια διαρροής
(Ενότητα 6.7).
Παρουσιάζεται ομοίως ο αλγόριθμος επιστροφής των τάσεων return-mapping
(Ενότητα 6.7.1)
και, πιο συγκεκριμένα, ορίζεται η δοκιμαστική (trial) ελαστική εντατική κατάσταση
(Ενότητα 6.7.1),
ελέγχεται η συνθήκη διαρροής
(Ενότητα 6.7.1),
διατυπώνεται ο αλγόριθμος επιστροφής
(Ενότητα 6.7.1)
και παρουσιάζεται το αλγοριθμικό (συνεπές) εφαπτομενικό μέτρο
(Ενότητα 6.7.2).




Τέλος παρουσιάζεται η αριθμητική επίλυση του προβλήματος της
πλαστικότητας πολλών διαστάσεων που αφορά κριτήρια πολλαπλών επιφανειών
(Ενότητα 6.8).
Παρουσιάζεται και για αυτή την περίπτωση ο αλγόριθμος επιστροφής των τάσεων return-mapping
(Ενότητα 6.8.1)
και, πιο συγκεκριμένα, ορίζεται πάλι η δοκιμαστική (trial) ελαστική εντατική κατάσταση
(Ενότητα 6.8.1),
ελέγχεται η συνθήκη διαρροής
(Ενότητα 6.8.1),
διατυπώνεται ο αλγόριθμος επιστροφής
(Ενότητα 6.8.1),
προσδιορίζονται οι ενεργές επιφάνειες
(Ενότητα 6.8.2)
και παρουσιάζεται το αλγοριθμικό (συνεπές) εφαπτομενικό μέτρο
(Ενότητα 6.8.3).




Στη συνέχεια εξετάζεται η εφαρμογή των παραπάνω σε τυπικά κριτήρια διαρροής
της γεωτεχνικής μηχανικής.
Παρουσιάζεται αρχικά η γραφική απεικόνιση των κριτηρίων διαρροής γενικά
(Ενότητα 6.9)
και στη συνέχεια εξετάζεται το κριτήριο διαρροής Tresca
(Ενότητα 6.10).
Στην Ενότητα 6.10.1
δίνεται η πλήρης περιγραφή του κριτηρίου,
ενώ η εφαρμογή των μεθόδων της αριθμητικής ανάλυσης που
αναπτύχθηκαν προηγουμένως δίνεται στην
Ενότητα 6.10.2.




Ακολουθεί η παρουσίαση του κριτηρίου διαρροής Mohr-Coulomb
(Ενότητα 6.11).
Η περιγραφή του κριτηρίου δίνεται στην
Ενότητα 6.11.1,
ενώ η αριθμητική επίλυσή του στην
Ενότητα 6.11.2.




Στο τέλος του κεφαλαίου παρατίθεται η σχετική βιβλιογραφία
(Ενότητα 6.12).

















6.1 Θεωρία μονοδιάστατης πλαστικότητας



Παρουσιάζεται η κλασική θεωρία της πλαστικότητας, ξεκινώντας
αρχικά από τη μονοδιάστατη πλαστικότητα.




6.1.1 Ιδεατή πλαστικότητα



Εξετάζεται το μηχανικό ανάλογο μιας μονοδιάστατης συσκευής τριβής
[8],
το οποίο παρουσιάζεται στο Σχήμα 6.1.
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Σχήμα 6.1: Μονοδιάστατη συσκευή τριβής που προσομοιώνει τη χρονικά
ανεξάρτητη πλαστικότητα.




Θεωρείται ότι η συσκευή καταλαμβάνει μοναδιαίο μήκος και εμβαδό και ότι
αποτελείται από ένα ελατήριο με ελατηριακή σταθερά EE
και ένα στοιχείο ολίσθησης
με σταθερά σY>0\sigma_{Y}>0.
Έστω σ\sigma είναι η εφαρμοζόμενη τάση (δύναμη) και ε\varepsilon η συνολική
παραμόρφωση (μεταβολή μήκους).




Καταστατικές εξισώσεις



Η συνολική παραμόρφωση ε\varepsilon της συσκευής αποτελείται από την
παραμόρφωση του ελατηρίου εe\varepsilon^{e}, η οποία και θα αναφέρεται
στη συνέχεια ως ελαστική παραμόρφωση,
και από την παραμόρφωση του μηχανισμού τριβής εp\varepsilon^{p}, ή αλλιώς
πλαστική παραμόρφωση, δηλαδή
η συνολική παραμόρφωση ισούται με το άθροισμα [12]:





	
	ε=εe+εp.\varepsilon=\varepsilon^{e}+\varepsilon^{p}.
	
	(6.1)



Επομένως, η σχέση τάσεων-παραμορφώσεων δίνεται από τη σχέση:





	
	σ=E⁢εe≡E⁢(ε-εp)\sigma=E\varepsilon^{e}\equiv E(\varepsilon-\varepsilon^{p})
	
	(6.2)








Παραμένουσα παραμόρφωση



Έστω τώρα ότι η πλαστική παραμόρφωση εp\varepsilon^{p} είναι χρονική
συνάρτηση στο διάστημα [0,T]⊂ℜ\left[0,T\right]\subset\Re και πιο συγκεκριμένα:





	
	εp:[0,T]→ℜ, ε˙p=∂∂⁡t⁢εp.\varepsilon^{p}:\left[0,T\right]\rightarrow\Re,\quad\dot{\varepsilon}^{p}=%
\dfrac{\partial}{\partial t}\varepsilon^{p}.
	
	(6.3)






Τυχόν αλλαγή στη συσκευή τριβής είναι εφικτή μόνο όταν
ε˙p≠0\dot{\varepsilon}^{p}\neq 0. Απομονώνοντας τη συσκευή τριβής, όπως
φαίνεται στο Σχήμα 6.1,
γίνονται δεκτές οι ακόλουθες παραδοχές [12]:
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Σχήμα 6.2: Ολίσθηση του στοιχείου τριβής για σταθερή τάση σY>0\sigma_{Y}>0.





	1. 

Η τιμή της τάσης στη συσκευή δεν μπορεί να υπερβαίνει κατά απόλυτη
τιμή τη σταθερή τιμή του συντελεστή ολίσθησης σY\sigma_{Y}.

Αυτό σημαίνει ότι επιτρεπτές τάσεις θεωρούνται εκείνες οι τάσεις που
βρίσκονται στο κλειστό διάστημα [σY,-σY]⊂ℜ\left[\sigma_{Y},-\sigma_{Y}\right]\subset\Re,
ορίζοντας έτσι το σύνολο των επιτρεπτών τάσεων 𝔼σ\mathbb{E}_{\sigma},






	
	𝔼σ:={τ∈ℜ|f⁢(τ)≤0},\mathbb{E}_{\sigma}:=\left\{\tau\in\Re|f(\tau)\leq 0\right\},
	
	(6.4)



όπου η συνάρτηση f:ℜ→ℜf:\Re\rightarrow\Re,





	
	f⁢(τ):=|τ|-σY,f(\tau):=|\tau|-\sigma_{Y},
	
	(6.5)



ονομάζεται συνάρτηση διαρροής.





	2. 

Αν η απόλυτη τιμή της εφαρμοζόμενης τάσης σ\sigma είναι μικρότερη
από την τάση διαρροής σY\sigma_{Y}, δεν παρατηρείται καμία αλλαγή στις
πλαστικές παραμορφώσεις εp\varepsilon^{p}, δηλαδή θεωρούμε ότι ισχύει
εp˙=0\dot{\varepsilon^{p}}=0. Επομένως προκύπτει ότι:





	
	ε˙p=0⁢αν⁢f⁢(σ):=|σ|-σY<0,\dot{\varepsilon}^{p}=0\;\text{αν}\;f(\sigma):=|\sigma|-\sigma_{Y}<0,
	
	(6.6)



και σύμφωνα με την (6.2) ισχύει:





	
	f⁢(σ)<0⇒σ˙=E⁢ε˙,f(\sigma)<0\Rightarrow\dot{\sigma}=E\dot{\varepsilon},
	
	(6.7)



δηλαδή η άμεση συμπεριφορά του μηχανικού αναλόγου είναι
ελαστική με ελατηριακή σταθερά EE. Έτσι μπορεί να οριστεί η
ελαστική περιοχή ως το ανοικτό
(και φραγμένο στην προκειμένη περίπτωση) σύνολο





	
	int⁢(𝔼σ)={τ∈ℜ|f⁢(τ)=|τ|-σY<0},\mathrm{int}\left(\mathbb{E}_{\sigma}\right)=\left\{\tau\in\Re|f(\tau)=|\tau|-%
\sigma_{Y}<0\right\},
	
	(6.8)



καθώς και το σύνορο της ελαστικής περιοχής





	
	∂⁡𝔼σ={τ∈ℜ|f⁢(τ)=|τ|-σY=0}\partial\mathbb{E}_{\sigma}=\left\{\tau\in\Re|f(\tau)=|\tau|-\sigma_{Y}=0\right\}
	
	(6.9)



που ονομάζεται επιφάνεια διαρροής.
Στο υπόψη μονοδιάστατο προσομοίωμα η επιφάνεια διαρροής εκφυλίζεται
σε δύο σημεία, δηλαδή
∂⁡𝔼σ={-σY,σY}\partial\mathbb{E}_{\sigma}=\left\{-\sigma_{Y},\sigma_{Y}\right\}.




	3. 

Λόγω της παραδοχής 1, μια εντατική κατάσταση σ\sigma
τέτοια ώστε τιμές f⁢(σ)=|σ|-σY>0f(\sigma)=|\sigma|-\sigma_{Y}>0 δεν επιτρέπονται, και
λόγω της παραδοχής 2, ο ρυθμός των πλαστικών παραμορφώσεων
εp˙\dot{\varepsilon^{p}} είναι μηδενικός όταν
f⁢(σ)<0f(\sigma)<0.
Συνεπάγεται επομένως ότι η πλαστική παραμόρφωση
εp\varepsilon^{p} μεταβάλλεται
μόνο στην περίπτωση που f⁢(σ)=|σ|-σY=0f(\sigma)=|\sigma|-\sigma_{Y}=0.
Σε αυτή την περίπτωση ο μηχανισμός τριβής εμφανίζει
σταθερή πλαστική ροή κατά τη διεύθυνση της εφαρμοζόμενης τάσης σ\sigma.
Αν λ˙≥0\dot{\lambda}\geq 0 είναι η απόλυτη τιμή της πλαστικής ροής, τότε





	
	ε˙p\displaystyle\dot{\varepsilon}^{p}
	=λ˙,αν|σ|=σY>0,\displaystyle=\dot{\lambda},\;\text{αν}\;|\sigma|=\sigma_{Y}>0,
	
	
	(6.10)


	
	ε˙p\displaystyle\dot{\varepsilon}^{p}
	=-λ˙,αν|σ|=-σY<0.\displaystyle=-\dot{\lambda},\;\text{αν}\;|\sigma|=-\sigma_{Y}<0.
	
	
	(6.11)



Η παραπάνω σχέση ονομάζεται κανόνας ροής
και μπορεί να γραφτεί ως:





	
	ε˙p=λ˙⁢sign⁢(σ)⁢αν⁢f⁢(σ):=|σ|-σY=0,\dot{\varepsilon}^{p}=\dot{\lambda}\text{sign}(\sigma)\;\text{αν}\;f(\sigma):=%
|\sigma|-\sigma_{Y}=0,
	
	(6.12)



όπου η συνάρτηση sign (προσήμου)
 ορίζεται ως:





	
	sign⁡(σ)={+1⁢αν⁢σ>0,-1⁢αν⁢σ<0.\sign(\sigma)=\left\{\begin{array}[]{l}+1\;\text{αν}\;\sigma>0,\\
-1\;\text{αν}\;\sigma<0.\end{array}\right.
	
	(6.13)



Ο κανόνας ροής όπως δίνεται στην
(6.12) μπορεί να συσχετιστεί στο συγκεκριμένο
παράδειγμα με τη συνάρτηση διαρροής (6.5)
μέσω της εξίσωσης:





	
	ε˙p=λ˙⁢∂⁡f∂⁡σ,\dot{\varepsilon}^{p}=\dot{\lambda}\dfrac{\partial f}{\partial\sigma},
	
	(6.14)



εφόσον ∂⁡f∂⁡σ=sign⁡(σ)\dfrac{\partial f}{\partial\sigma}=\sign(\sigma). Όπως θα
δούμε και στη συνέχεια, όταν η (6.14)
ισχύει, τότε ο κανόνας ροής αναφέρεται και ως συζευγμένος
κανόνας ροής.












Συνθήκες αποφόρτισης/επαναφόρτισης



Για τον πλήρη ορισμό του προβλήματος και τον υπολογισμό της πλαστικής παραμόρφωσης
εp:[0,T]→ℜ\varepsilon^{p}:[0,T]\rightarrow\Re
θεωρείται ότι το λ˙\dot{\lambda} και το σ\sigma υπόκεινται στους παρακάτω
περιορισμούς [12]:



	1. 

Η τάση σ\sigma πρέπει να είναι επιτρεπτή,
δηλαδή, σ∈𝔼σ\sigma\in\mathbb{E}_{\sigma} σύμφωνα με την παραδοχή
1, και το λ˙\dot{\lambda} πρέπει να είναι μη αρνητικό
σύμφωνα με την παραδοχή 3. Επομένως θα πρέπει να ισχύει:





	
	λ˙≥0 και f⁢(σ)≤0.\dot{\lambda}\geq 0\quad\text{και}\quad f(\sigma)\leq 0.
	
	(6.15)






	2. 

Σύμφωνα με την παραδοχή 2, λ˙=0\dot{\lambda}=0 αν f⁢(σ)<0f(\sigma)<0.
Σύμφωνα όμως με την παραδοχή 3, ε˙p≠0\dot{\varepsilon}^{p}\neq 0
και επομένως ισχύει ότι λ˙>0\dot{\lambda}>0
αν και μόνο αν f⁢(σ)=0f(\sigma)=0.
Αυτές οι παρατηρήσεις συνοψίζονται ως:





	
	f⁢(σ)<0⇒λ˙=0,λ˙>0⇒f⁢(σ)=0.}\left.\begin{array}[]{crc}f(\sigma)<0&\Rightarrow&\dot{\lambda}=0,\\
\dot{\lambda}>0&\Rightarrow&f(\sigma)=0.\\
\end{array}\right\}
	
	(6.16)



Από τις παραπάνω σχέσεις εύκολα συνεπάγεται ότι απαιτείται:





	
	λ˙⁢f⁢(σ)=0.\dot{\lambda}f(\sigma)=0.
	
	(6.17)



Οι συνθήκες (6.15) και
(6.17) εκφράζουν την απαίτηση ότι
οι τάσεις πρέπει να είναι επιτρεπτές και ότι η πλαστική ροή,
 με την έννοια του μη μηδενικού ρυθμού
πλαστικής παραμόρφωσης (ε˙p≠0\dot{\varepsilon}^{p}\neq 0), μπορούν να
συμβούν μόνο στην επιφάνεια διαρροής ∂⁡𝔼σ\partial\mathbb{E}_{\sigma}.
Αυτές οι συνθήκες είναι κλασικές σε προβλήματα
βελτιστοποίησης και ονομάζονται συνθήκες Karush-Kuhn-Tucker.






	3. 

Τέλος θεωρείται ότι λ˙>0\dot{\lambda}>0 αν και μόνο αν f˙=0\dot{f}=0 και
λ˙=0\dot{\lambda}=0 αν f˙<0\dot{f}<0, δηλαδή





	
	λ˙>0⇒f˙=0f˙<0⇒λ˙=0}\left.\begin{array}[]{crc}\dot{\lambda}>0&\Rightarrow&\dot{f}=0\\
\dot{f}<0&\Rightarrow&\dot{\lambda}=0\end{array}\right\}
	
	(6.18)



ή





	
	λ˙⁢f˙⁢(σ)=0.\dot{\lambda}\dot{f}(\sigma)=0.
	
	(6.19)



Η σχέση (6.19) ονομάζεται
απαίτηση συνέπειας
και περιγράφει την απαίτηση ότι για
να είναι ο ρυθμός της πλαστικής παραμόρφωσης ε˙p\dot{\varepsilon}^{p}
μη μηδενικός (δηλαδή για να ισχύει λ˙>0\dot{\lambda}>0) πρέπει
οι τάσεις σ∈∂⁡𝔼σ\sigma\in\partial\mathbb{E}_{\sigma}να βρίσκονται στην
επιφάνεια διαρροής ∂⁡𝔼σ\partial\mathbb{E}_{\sigma} έτσι ώστε
f˙=0\dot{f}=0.









Η θεωρία που αναπτύχθηκε στην παρούσα ενότητα λέγεται και θεωρία
ιδεατής πλαστικότητας. Οι εξισώσεις της ιδεατής
πλαστικότητας συνοψίζονται στο Πλαίσιο 6.1.1.





	1. 

Ελαστική σχέση τάσεων-παραμορφώσεων




	
	σ=E⁢(ε-εp)\sigma=E(\varepsilon-\varepsilon^{p})
	






	2. 

Συνάρτηση διαρροής




	
	f⁢(σ)=|σ|-σY≤0f(\sigma)=|\sigma|-\sigma_{Y}\leq 0
	






	3. 

Επιφάνεια διαρροής




	
	∂⁡𝔼σ={τ∈ℜ|f⁢(τ)=0}\partial\mathbb{E}_{\sigma}=\left\{\tau\in\Re|f(\tau)=0\right\}
	






	4. 

Ελαστική περιοχή




	
	int⁢(𝔼σ)={τ∈ℜ|f⁢(τ)<0}\mathrm{int}(\mathbb{E}_{\sigma})=\left\{\tau\in\Re|f(\tau)<0\right\}
	






	5. 

Κανόνας ροής




	
	ε˙p=λ˙⁢sign⁡(σ)\dot{\varepsilon}^{p}=\dot{\lambda}\sign(\sigma)
	






	6. 

Karush-Kuhn-Tucker συμπληρωματικές συνθήκες




	
	λ˙≥0, f⁢(σ)≤0, λ˙⁢f⁢(σ)=0\dot{\lambda}\geq 0,\quad f(\sigma)\leq 0,\quad\dot{\lambda}f(\sigma)=0
	






	7. 

Απαίτηση συνέπειας




	
	λ˙f˙(σ)=0 (ανf(σ)=0)\dot{\lambda}\dot{f}(\sigma)=0\quad(\text{αν}\;f(\sigma)=0)
	








Πλαίσιο 6.1: Μονοδιάστατη χρονικά ανεξάρτητη ιδεατή πλαστικότητα.








6.1.2 Κρατυνόμενη πλαστικότητα



Η ιδεατή πλαστικότητα χαρακτηρίζεται από τη μη μεταβολή της ελαστικής
περιοχής int⁢(𝔼σ)\mathrm{int}(\mathbb{E}_{\sigma}) οδηγώντας στην
καμπύλη τάσεων-παραμορφώσεων
του Σχήματος 6.3 [12].
Η καμπύλη τάσεων-παραμορφώσεων
του Σχήματος 6.4
περιγράφει μία συμπεριφορά που ονομάζεται κρατυνόμενη πλαστικότητα,
σύμφωνα με την οποία το εύρος της ελαστικής περιοχής δεν είναι σταθερό,
αλλά εξαρτάται από το μέγεθος της πλαστικής ολίσθησης [12].

Στη συνέχεια περιγράφεται αυτή η συμπεριφορά.
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Σχήμα 6.3: Απόκριση προσομοιώματος στην περίπτωση της ιδεατής πλαστικότητας.
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Σχήμα 6.4: Απόκριση προσομοιώματος στην περίπτωση της κρατυνόμενης πλαστικότητας.




Οι βασικές παραδοχές που αφορούν την ελαστική συμπεριφορά παραμένουν
αμετάβλητες, υιοθετώντας τον διαχωρισμό των παραμορφώσεων,






	
	ε=εe+εp,\varepsilon=\varepsilon^{e}+\varepsilon^{p},
	
	(6.20)



καθώς και τη σχέση τάσεων-παραμορφώσεων:





	
	σ=E⁢(ε-εp).\sigma=E(\varepsilon-\varepsilon^{p}).
	
	(6.21)



Επιπλέον, όμως, θεωρούμε ότι ισχύουν οι δύο παρακάτω παραδοχές [12]:



	1. 

Η κράτυνση είναι ισότροπη,
δηλαδή θεωρείται ότι το κέντρο της ελαστικής
περιοχής 𝔼σ\mathbb{E}_{\sigma} παραμένει σταθερό.




	2. 

Η κράτυνση είναι γραμμική όσον αφορά την πλαστική ροή, δηλαδή
είναι γραμμική ως προς την πλαστική παραμόρφωση και ανεξάρτητη από το
πρόσημό της.






Οι παραπάνω παραδοχές οδηγούν σε ένα κριτήριο διαρροής της μορφής:






	
	f⁢(σ,α)=|σ|-[σY+K⁢α]≤0, α≥0,f(\sigma,\alpha)=|\sigma|-\left[\sigma_{Y}+K\alpha\right]\leq 0,\quad\alpha%
\geq 0,
	
	(6.22)



όπου η τάση διαρροής σY>0\sigma_{Y}>0 και ο συντελεστής K≥0K\geq 0
είναι γνωστοί, σταθεροί όροι.
Ο συντελεστής KK αναφέρεται συχνά και ως
μέτρο κράτυνσης.
Η μεταβλητή α:[0,T]→ℜ\alpha:[0,T]\rightarrow\Re είναι μια
μη αρνητική μεταβλητή, εξαρτάται από το μέγεθος της πλαστικής ροής
(ολίσθησης) και ονομάζεται εσωτερική μεταβλητή κράτυνσης.

Σύμφωνα με τα παραπάνω, η απλούστερη εξίσωση που περιγράφει την εξέλιξη
της εσωτερικής μεταβλητής α\alpha είναι:





	
	α˙=|ε˙p|.\dot{\alpha}=|\dot{\varepsilon}^{p}|.
	
	(6.23)



Το ελαστικό πεδίο ορίζεται πλέον ως:





	
	𝔼σ={(σ,α)∈ℜ×ℜ+| f⁢(σ,α)≤0}\mathbb{E}_{\sigma}=\left\{(\sigma,\alpha)\in\Re\times\Re_{+}\;|\;f(\sigma,%
\alpha)\leq 0\right\}
	
	(6.24)



και εξαρτάται από την εσωτερική μεταβλητή α\alpha, όπως φαίνεται στο
Σχήμα 6.5 [12].
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Σχήμα 6.5: Ελαστική περιοχή στον χώρο των τάσεων.




Ο μη αναστρέψιμος μηχανισμός που χαρακτηρίζει την εξέλιξη της ολίσθησης του
προσομοιώματος (πλαστική ροή) και που χαρακτηρίζεται από τον κανόνα ροής
παραμένει αμετάβλητος. Συνεπώς, θεωρείται όπως προηγουμένως ότι





	
	ε˙p=λ˙⁢sign⁡(σ)\dot{\varepsilon}^{p}=\dot{\lambda}\sign(\sigma)
	
	(6.25)



όπου λ˙≥0\dot{\lambda}\geq 0 είναι ο ρυθμός με τον οποίο λαμβάνει χώρα η ολίσθηση.
Επομένως από τις (6.23) και (6.25)
προκύπτει ότι η εξέλιξη της εσωτερικής μεταβλητής κράτυνσης μπορεί να οριστεί
από τη σχέση:





	
	α˙=λ˙\dot{\alpha}=\dot{\lambda}
	
	(6.26)



που είναι γνωστή και ως νόμος της κράτυνσης.
Η μη αναστρεψιμότητα της πλαστικής ροής
περιγράφεται και από τις συμπληρωματικές συνθήκες αποφόρτισης/επαναφόρτισης
Karush-Kuhn-Tucker, οι οποίες όμως τώρα διατυπώνονται ως:






	
	λ˙≥0, f⁢(σ,α)≤0, λ˙⁢f⁢(σ,α)=0,\dot{\lambda}\geq 0,\quad f(\sigma,\alpha)\leq 0,\quad\dot{\lambda}f(\sigma,%
\alpha)=0,
	
	(6.27)



όπου και πάλι η παράμετρος λ˙≥0\dot{\lambda}\geq 0 καθορίζεται από την
απαίτηση συνέπειας





	
	λ˙⁢f˙⁢(σ,α)=0.\dot{\lambda}\dot{f}(\sigma,\alpha)=0.
	
	(6.28)



Οι παραπάνω παρατηρήσεις συνοψίζονται στο Πλαίσιο 6.1.2.





	1. 

Ελαστική σχέση τάσεων-παραμορφώσεων




	
	σ=E⁢(ε-εp)\sigma=E(\varepsilon-\varepsilon^{p})
	






	2. 

Συνάρτηση διαρροής




	
	f⁢(σ,α)=|σ|-(σY+K⁢α)≤0f(\sigma,\alpha)=|\sigma|-(\sigma_{Y}+K\alpha)\leq 0
	






	3. 

Επιφάνεια διαρροής




	
	∂⁡𝔼σ={(σ,α)∈ℜ|f⁢(σ,α)=0}\partial\mathbb{E}_{\sigma}=\left\{(\sigma,\alpha)\in\Re|f(\sigma,\alpha)=0\right\}
	






	4. 

Ελαστική περιοχή




	
	int⁢(𝔼σ)={(σ,α)∈ℜ|f⁢(σ,α)<0}\mathrm{int}(\mathbb{E}_{\sigma})=\left\{(\sigma,\alpha)\in\Re|f(\sigma,\alpha%
)<0\right\}
	






	5. 

Κανόνας ροής και (ισότροπος) νόμος κράτυνσης




	
	α˙\displaystyle\dot{\alpha}
	=λ˙⁢sign⁡(σ)\displaystyle=\dot{\lambda}\sign(\sigma)
	


	
	α˙\displaystyle\dot{\alpha}
	=λ˙\displaystyle=\dot{\lambda}
	






	6. 

Συμπληρωματικές συνθήκες Karush-Kuhn-Tucker




	
	λ˙≥0, f⁢(σ,α)≤0, λ˙⁢f⁢(σ,α)=0\dot{\lambda}\geq 0,\quad f(\sigma,\alpha)\leq 0,\quad\dot{\lambda}f(\sigma,%
\alpha)=0
	






	7. 

Συνθήκη συνέπειας




	
	λ˙f˙(σ,α)=0 (ανf(σ,α)=0)\dot{\lambda}\dot{f}(\sigma,\alpha)=0\quad(\text{αν}\;f(\sigma,\alpha)=0)
	








Πλαίσιο 6.2: Μονοδιάστατη, χρονικά ανεξάρτητη, γραμμικά ισότροπη κρατυνόμενη πλαστικότητα.




Συνεχές εφαπτομενικό ελαστοπλαστικό μέτρο



Η απαίτηση συνέπειας της χρονικά ανεξάρτητης πλαστικότητας
(6.28)
επιτρέπει την απευθείας επίλυση για την παράμετρο λ˙\dot{\lambda} και τη
σύνδεση του ρυθμού μεταβολής των τάσεων με τον ρυθμό μεταβολής των
παραμορφώσεων [12].
Από τις σχέσεις (6.22),
(6.23) και (6.25)
προκύπτει:





	
	f˙\displaystyle\dot{f}
	=∂⁡f∂⁡σ⁢σ˙+∂⁡f∂⁡α⁢α˙\displaystyle=\dfrac{\partial f}{\partial\sigma}\dot{\sigma}+\dfrac{\partial f%
}{\partial\alpha}\dot{\alpha}
	
	(6.29)


	
	
	=sign⁡(σ)⁢E⁢(ε˙-ε˙p)-K⁢α˙\displaystyle=\sign{(\sigma)}E(\dot{\varepsilon}-\dot{\varepsilon}^{p})-K\dot{\alpha}
	
	(6.30)


	
	
	=sign(σ)Eε˙-λ˙(E+K)≤0.\displaystyle=\sign{(\sigma)}E\dot{\varepsilon}-\dot{\lambda}(E+K)\leq 0.
	
	(6.31)



Εφόσον f˙≤0\dot{f}\leq 0, από τις συνθήκες Karush-Kuhn-Tucker
(6.27) και την απαίτηση συνέπειας
(6.28) συνεπάγεται ότι το λ˙\dot{\lambda}
μπορεί να είναι μη μηδενικό αν και μόνο αν:





	
	f˙=0→λ˙=sign⁡(σ)⁢E⁢ε˙E+K.\dot{f}=0\rightarrow\dot{\lambda}=\dfrac{\sign{(\sigma)}E\dot{\varepsilon}}{E+%
K}.
	
	(6.32)



Επομένως, ο ρυθμός μεταβολής των τάσεων μπορεί να προσδιοριστεί από τη σχέση:





	
	σ˙={E⁢ε˙αν⁢λ˙=0,E⁢KE+K⁢ε˙αν⁢λ˙>0.\dot{\sigma}=\left\{\begin{array}[]{ll}E\dot{\varepsilon}&\text{αν}\;\dot{%
\lambda}=0,\\
\dfrac{EK}{E+K}\dot{\varepsilon}&\text{αν}\;\dot{\lambda}>0.\end{array}\right.
	
	(6.33)



Το μέγεθος E⁢KE+K\dfrac{EK}{E+K}
ονομάζεται συνεχές εφαπτομενικό ελαστοπλαστικό μέτρο.























6.2 Θεωρία τρισδιάστατης πλαστικότητας. Κριτήρια μίας επιφάνειας διαρροής



Στη συνέχεια επεκτείνεται η θεωρία της μονοδιάστατης πλαστικότητας σε
περισσότερες της μίας διαστάσεις.
Η διατύπωση των εξισώσεων γίνεται στον χώρο των τάσεων και,
αν δεν υπάρχει σαφής αναφορά, θεωρείται ότι
τα πεδία 𝒖\boldsymbol{u}, 𝜺\boldsymbol{\varepsilon} και 𝝈\boldsymbol{\sigma}
υπολογίζονται στο σημείο 𝒙∈ℬ\boldsymbol{x}\in\mathcal{B}
και στη χρονική στιγμή t∈[0,T]t\in[0,T], όπου το κλειστό
διάστημα [0,T][0,T] λαμβάνεται συχνά ίσο με το συνολικό ℜ+\Re_{+} για ευκολία.





6.2.1 Καταστατικές εξισώσεις



Η θεωρία της μονοδιάστατης πλαστικότητας που εξετάστηκε στην Ενότητα
6.1.1 γενικεύεται στις τρεις διαστάσεις ως εξής
[12]:



	1. 

Διαχωρισμός του τανυστή παραμορφώσεων.

Αρχικά υποθέτουμε ότι ο τανυστής των παραμορφώσεων 𝜺\boldsymbol{\varepsilon}
μπορεί να διαχωριστεί σε ένα ελαστικό και ένα πλαστικό μέρος
τα οποία αναφέρονται ως 𝜺e\boldsymbol{\varepsilon}^{e} και 𝜺p\boldsymbol{\varepsilon}^{p}, αντίστοιχα,
σύμφωνα με τη σχέση:






	
	𝜺=𝜺e+𝜺p\boldsymbol{\varepsilon}=\boldsymbol{\varepsilon}^{e}+\boldsymbol{\varepsilon}%
^{p}
	
	(6.34)



ή σε τανυστική μορφή:





	
	εi⁢j=εi⁢je+εi⁢jp\varepsilon_{ij}=\varepsilon_{ij}^{e}+\varepsilon_{ij}^{p}
	
	(6.35)



Εφόσον η παραμόρφωση 𝜺\boldsymbol{\varepsilon} θεωρείται ανεξάρτητη μεταβλητή και
ο ρυθμός μεταβολής των πλαστικών παραμορφώσεων 𝜺p˙\dot{\boldsymbol{\varepsilon}^{p}} ορίζεται
μέσω του κανόνα ροής,
η εξίσωση (6.34)
μπορεί να θεωρηθεί και ως ο ορισμός των ελαστικών παραμορφώσεων.
Θεωρείται δηλαδή ότι οι ελαστικές παραμορφώσεις ορίζονται από τη σχέση:





	
	𝜺e:=𝜺-𝜺p\boldsymbol{\varepsilon}^{e}:=\boldsymbol{\varepsilon}-\boldsymbol{\varepsilon%
}^{p}
	
	(6.36)






	2. 

Ελαστική απόκριση. Ο τανυστής των τάσεων 𝝈\boldsymbol{\sigma}
συνδέεται με τις ελαστικές παραμορφώσεις 𝜺e\boldsymbol{\varepsilon}^{e} μέσω μιας συνάρτησης
δυναμικού 𝒲\mathcal{W}, 
όπου 𝒲:ℬ×ℬ→ℜ\mathcal{W}:\mathcal{B}\times\mathcal{B}\rightarrow\Re
σύμφωνα με την (υπερελαστική) σχέση





	
	𝝈⁢(𝒙,t)=∂⁡𝒲⁢[𝒙,𝜺e⁢(x,t)]∂⁡𝜺e.\boldsymbol{\sigma}(\boldsymbol{x},t)=\dfrac{\partial\mathcal{W}[\boldsymbol{x%
},\boldsymbol{\varepsilon}^{e}(x,t)]}{\partial\boldsymbol{\varepsilon}^{e}}.
	
	(6.37)



Για τη γραμμική ελαστικότητα η συνάρτηση 𝒲\mathcal{W} δίνεται από τη
δευτεροβάθμια εξίσωση 𝒲=12⁢𝜺e:𝐂:𝜺e\mathcal{W}=\dfrac{1}{2}\boldsymbol{\varepsilon}^{e}:\mathbf{C}:\boldsymbol{%
\varepsilon}^{e},
όπου 𝐂\mathbf{C} είναι ο τανυστής ελαστικότητας, ο οποίος
θεωρείται σταθερός.
Επομένως από τις σχέσεις
(6.34) και
(6.37) προκύπτει:





	
	𝝈=𝐂:[𝜺-𝜺p]\boldsymbol{\sigma}=\mathbf{C}:\left[\boldsymbol{\varepsilon}-\boldsymbol{%
\varepsilon}^{p}\right]
	
	(6.38)



ή σε τανυστική μορφή:





	
	σi⁢j=𝐂i⁢j⁢k⁢l⁢(εk⁢l-εk⁢lp)\sigma_{ij}=\mathbf{C}_{ijkl}\left(\varepsilon_{kl}-\varepsilon^{p}_{kl}\right)
	
	(6.39)













6.2.2 Μη αναστρέψιμη πλαστική απόκριση



Το βασικό χαρακτηριστικό της πλαστικής ροής είναι η μη αναστρεψιμότητά
της.
Αυτή η ιδιότητα εξετάζεται στη συνέχεια ως μια απευθείας επέκταση
των όσων αναφέρθηκαν στην Ενότητα 6.1.2.



	1. 

Ελαστική περιοχή και συνάρτηση διαρροής. Ορίζεται η συνάρτηση
f⁢(𝝈,𝒒):𝕊×ℜnq→ℜf(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q}):\mathbb{S}\times\Re^{n_{q}}\rightarrow\Re
η οποία ονομάζεται συνάρτηση διαρροής και η οποία περιορίζει
τις επιτρεπτές εντατικές καταστάσεις
{𝝈,𝒒}∈𝕊×ℜnq\left\{\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q}\right\}\in\mathbb{S}\times\Re^{n_{q}}
να ανήκουν στο σύνολο 𝔼σ\mathbb{E}_{\sigma}, το οποίο ορίζεται ως:





	
	𝔼σ:={(𝝈,𝒒)∈𝕊×ℜnq∣f⁢(𝝈,𝒒)≤0}.\mathbb{E}_{\sigma}:=\left\{(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})\in\mathbb{S}%
\times\Re^{n_{q}}\mid f(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})\leq 0\right\}.
	
	(6.40)



Το εσωτερικό του συνόλου 𝔼σ\mathbb{E}_{\sigma}, που συμβολίζεται ως int⁡(𝔼σ)\interior(\mathbb{E}_{\sigma})
και δίνεται από τη σχέση:





	
	int⁡(𝔼σ):={(𝝈,𝒒)∈𝕊×ℜnq∣f⁢(𝝈,𝒒)<0},\interior(\mathbb{E}_{\sigma}):=\left\{(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})\in%
\mathbb{S}\times\Re^{n_{q}}\mid f(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})<0\right\},
	
	(6.41)



αναφέρεται ως ελαστική περιοχή.
Το σύνορο του 𝔼σ\mathbb{E}_{\sigma}, που συμβολίζεται ως
∂⁡𝔼σ\partial\mathbb{E}_{\sigma} και δίνεται από τη σχέση:





	
	∂⁡𝔼σ:={(𝝈,𝒒)∈𝕊×ℜnq∣f⁢(𝝈,𝒒)=0},\partial\mathbb{E}_{\sigma}:=\left\{(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})\in%
\mathbb{S}\times\Re^{n_{q}}\mid f(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})=0\right\},
	
	(6.42)



καλείται επιφάνεια διαρροής στον χώρο των τάσεων.
Στις παραπάνω σχέσεις με 𝒒\boldsymbol{q} συμβολίζονται οι nqn_{q} εσωτερικές μεταβλητές
στον χώρο των τάσεων σε αντιστοιχία με τη μεταβλητή α\alpha της
μονοδιάστατης πλαστικότητας.
Όπως και στην περίπτωση της μονοδιάστατης πλαστικότητας, ισχύει ότι
𝔼σ=int⁡(𝔼σ)∪∂⁡𝔼σ\mathbb{E}_{\sigma}=\interior(\mathbb{E}_{\sigma})\cup\partial\mathbb{E}_{\sigma}.




	2. 

Κανόνας ροής και νόμος κράτυνσης. Συνθήκες φόρτισης/αποφόρτισης.

Η έννοια της μη αναστρεψιμότητας της πλαστικής ροής εισάγεται από τις
εξισώσεις ρυθμού μεταβολής του τανυστή των τάσεων
και των εσωτερικών μεταβλητών κράτυνσης {𝝈,𝒒}\left\{\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q}\right\},
οι οποίες ονομάζονται κανόνας ροής και νόμος κράτυνσης αντίστοιχα:






	
	𝜺˙p=λ˙⁢𝒓⁢(𝝈,𝒒),𝒒˙=-λ˙⁢𝒔⁢(𝝈,𝒒).\begin{array}[]{rcr}\dot{\boldsymbol{\varepsilon}}^{p}&=&\dot{\lambda}%
\boldsymbol{r}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q}),\\
\dot{\boldsymbol{q}}&=&-\dot{\lambda}\boldsymbol{s}(\boldsymbol{\sigma},%
\boldsymbol{q}).\\
\end{array}
	
	(6.43)



Οι συναρτήσεις 𝒓:𝕊×ℜnq→𝕊\boldsymbol{r}:\mathbb{S}\times\Re^{n_{q}}\rightarrow\mathbb{S}
και 𝒔:𝕊×ℜnq→ℜ\boldsymbol{s}:\mathbb{S}\times\Re^{n_{q}}\rightarrow\Re
είναι συναρτήσεις που εξαρτώνται από το υλικό και
καθορίζουν τη διεύθυνση της πλαστικής ροής και τον νόμο της κράτυνσης.
Η παράμετρος λ˙\dot{\lambda} είναι μια μη αρνητική παράμετρος, που
ονομάζεται παράμετρος συνέπειας και θεωρείται ότι πληροί
τις επόμενες Karush-Kuhn-Tucker

συμπληρωματικές συνθήκες:





	
	λ˙≥0,f⁢(𝝈,𝒒)≤0,καιλ˙⁢f⁢(𝝈,𝒒)=0.\begin{array}[]{rcl}\dot{\lambda}&\geq&0,\\
f(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})&\leq&0,\\
&\text{και}&\\
\dot{\lambda}f(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})&=&0.\\
\end{array}
	
	(6.44)



Τέλος, συμπληρωματικά με τις συνθήκες (6.44),
η παράμετρος λ˙≥0\dot{\lambda}\geq 0 οφείλει να ικανοποιεί την απαίτηση
συνέπειας





	
	λ˙⁢f˙⁢(𝝈,𝒒)=0.\dot{\lambda}\dot{f}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})=0.
	
	(6.45)








Στην κλασική βιβλιογραφία, οι συνθήκες
(6.44) και
(6.45) αναφέρονται ως
συνθήκες φόρτισης/αποφόρτισης και απαίτηση συνέπειας,
 αντίστοιχα.
Όπως ήδη συζητήθηκε στην Ενότητα 6.1
και θα αναπτυχθεί περαιτέρω στη συνέχεια, οι σχέσεις αυτές περιγράφουν πλήρως
τις έννοιες της πλαστικής φόρτισης και της ελαστικής αποφόρτισης.






6.2.3 Ερμηνεία των συμπληρωματικών συνθηκών Karush-Kuhn-Tucker



Θεωρείται ότι μία από τις παρακάτω περιπτώσεις μπορεί να συμβεί
[12]:



	1. 

Οι τάσεις βρίσκονται εντός της ελαστικής περιοχής, δηλαδή
{𝝈,𝒒}∈int⁡(𝔼σ)\left\{\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q}\right\}\in\interior(\mathbb{E}_{%
\sigma}),
και επομένως, σύμφωνα με την (6.41), ισχύει
f⁢(𝝈,𝒒)<0f(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})<0.
Από τις συνθήκες Karush-Kuhn-Tucker
(6.44) συμπεραίνεται ότι:





	
	λ˙f=0 και f<0 ⇒ λ˙=0\dot{\lambda}f=0\quad\text{και}\quad f<0\quad\Rightarrow\quad\dot{\lambda}=0
	
	(6.46)



και από τη σχέση (6.43) συνεπάγεται
ότι 𝜺˙p=𝟎\dot{\boldsymbol{\varepsilon}}^{p}=\boldsymbol{0}
και 𝒒˙=0\dot{\boldsymbol{q}}=0.
Επομένως, σύμφωνα με την εξίσωση (6.34)
ισχύει 𝜺˙=𝜺˙e\dot{\boldsymbol{\varepsilon}}=\dot{\boldsymbol{\varepsilon}}^{e}
και ο ρυθμός μεταβολής των παραμορφώσεων, όπως περιγράφεται από
τη σχέση (6.38), οδηγεί στο συμπέρασμα ότι:





	
	𝝈˙=𝐂:𝜺˙=𝐂:𝜺˙e.\dot{\boldsymbol{\sigma}}=\mathbf{C}:\dot{\boldsymbol{\varepsilon}}=\mathbf{C}%
:\dot{\boldsymbol{\varepsilon}}^{e}.
	
	(6.47)



Η συμπεριφορά που περιγράφεται από την εξίσωση
(6.47)
αναφέρεται και ως άμεσα ελαστική.




	2. 

Αν υποθέσουμε ότι {𝝈,𝒒}∈∂⁡𝔼σ\left\{\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q}\right\}\in\partial\mathbb{E}_{\sigma},
σύμφωνα με την (6.42), συνεπάγεται ότι
f⁢(𝝈,𝒒)=0f(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})=0 και οι συνθήκες
(6.44) ικανοποιούνται αυτόματα.
Αν το λ˙\dot{\lambda} είναι θετικό ή μηδενικό, εξαρτάται από την απαίτηση συνέπειας
(6.45). Πιο συγκεκριμένα,
διακρίνονται δύο περιπτώσεις:



	(α′{}^{\prime}) 

Αν ισχύει ότι f˙⁢(𝝈,𝒒)<0\dot{f}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})<0,
από τη συνθήκη (6.45)
συνεπάγεται ότι:





	
	λ˙f˙=0 και f˙<0 ⇒ λ˙=0.\dot{\lambda}\dot{f}=0\quad\text{και}\quad\dot{f}<0\quad\Rightarrow\quad\dot{%
\lambda}=0.
	
	(6.48)



Επομένως, και σύμφωνα με τον κανόνα ροής
(6.43),
συνεπάγεται ότι 𝜺˙p=𝟎\dot{\boldsymbol{\varepsilon}}^{p}=\mathbf{0}
και 𝒒˙=0\dot{\boldsymbol{q}}=0. Εφόσον η
(6.47) ισχύει και οι
τάσεις {𝝈,𝒒}\left\{\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q}\right\}
βρίσκονται στο σύνορο της ελαστικής περιοχής ∂⁡𝔼σ\partial\mathbb{E}_{\sigma},
η απόκριση αυτή ονομάζεται αποφόρτιση από μια κατάσταση
πλαστικοποίησης.





	(β′{}^{\prime}) 

Αν θεωρηθεί ότι ισχύει f˙⁢(𝝈,𝒒)=0\dot{f}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})=0
και λ˙>0\dot{\lambda}>0, τότε συνεπάγεται ότι
𝜺˙p≠𝟎\dot{\boldsymbol{\varepsilon}}^{p}\neq\boldsymbol{0}
και 𝒒˙≠0\dot{\boldsymbol{q}}\neq 0,
μια κατάσταση που περιγράφεται ως πλαστική φόρτιση.
Η κατάσταση κατά την οποία λ˙=0\dot{\lambda}=0 (και f˙=0\dot{f}=0)
ονομάζεται ουδέτερη φόρτιση.












Συνοψίζοντας τα παραπάνω συμπεράσματα, για κάθε επιτρεπτή εντατική κατάσταση
(𝝈,𝒒)∈𝔼σ(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})\in\mathbb{E}_{\sigma} ισχύει:





	
	{f<0⇔(𝝈,𝒒)∈int⁡(𝔼σ)⇒λ˙=0⁢(ελαστική φόρτιση)f=0⇔(𝝈,𝒒)∈∂⁡𝔼σ⇒{f˙<0⇒λ˙=0(ελαστική αποφόρτιση)f˙=0καιλ˙=0(ουδέτερη φόρτιση)f˙=0καιλ˙>0(πλαστική φόρτιση)\left\{\begin{array}[]{lcl}f<0\Leftrightarrow(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{%
q})\in\interior(\mathbb{E}_{\sigma})&\Rightarrow&\dot{\lambda}=0\;\text{(ελαστ%
ική φόρτιση)}\\
f=0\Leftrightarrow(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})\in\partial\mathbb{E}_{%
\sigma}&\Rightarrow&\left\{\begin{array}[]{lccr}\dot{f}<0&\Rightarrow&\dot{%
\lambda}=0&\text{(ελαστική αποφόρτιση)}\\
\dot{f}=0&\text{και}&\dot{\lambda}=0&\text{(ουδέτερη φόρτιση)}\\
\dot{f}=0&\text{και}&\dot{\lambda}>0&\text{(πλαστική φόρτιση)}\\
\end{array}\right.\\
\end{array}\right.
	
	(6.49)



Για την καλύτερη κατανόηση αλλά και για μελλοντικές αναφορές, οι βασικές
καταστατικές εξισώσεις της τρισδιάστατης χρονικά μη εξαρτημένης πλαστικοποίησης
συνοψίζονται στο Πλαίσιο 6.2.3.





	1. 

Ελαστική σχέση τάσεων-παραμορφώσεων





	
	𝝈=∂⁡𝒲⁢(𝜺-𝜺p)𝜺=𝐂:(𝜺-𝜺p)𝐂:⁣=∂2⁡𝒲⁢(𝜺-𝜺p)∂⁡𝜺2σταθερό μέτρο ελαστικότητας\begin{array}[]{rcccl}\boldsymbol{\sigma}&=&\dfrac{\partial\mathcal{W}(%
\boldsymbol{\varepsilon}-\boldsymbol{\varepsilon}^{p})}{\boldsymbol{%
\varepsilon}}&=&\mathbf{C}:(\boldsymbol{\varepsilon}-\boldsymbol{\varepsilon}^%
{p})\\
\mathbf{C}&:=&\dfrac{\partial^{2}\mathcal{W}(\boldsymbol{\varepsilon}-%
\boldsymbol{\varepsilon}^{p})}{\partial\boldsymbol{\varepsilon}^{2}}&&\text{στ%
αθερό μέτρο ελαστικότητας}\\
\end{array}
	






	2. 

Ελαστική περιοχή στον χώρο των τάσεων (για μία επιφάνεια διαρροής)





	
	𝔼σ:={(𝝈,𝒒)∈𝕊×ℜnq∣f⁢(𝝈,𝒒)≤0}.\mathbb{E}_{\sigma}:=\left\{(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})\in\mathbb{S}%
\times\Re^{n_{q}}\mid f(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})\leq 0\right\}.
	
	(6.50)






	3. 

Κανόνας ροής και νόμος κράτυνσης



	(α′{}^{\prime}) 

Μη συζευγμένος νόμος





	
	𝜺˙p\displaystyle\dot{\boldsymbol{\varepsilon}}^{p}
	=\displaystyle=
	λ˙⁢𝒓⁢(𝝈,𝒒)\displaystyle\dot{\lambda}\boldsymbol{r}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})
	
	(6.51)


	
	𝒒˙\displaystyle\dot{\boldsymbol{q}}
	=\displaystyle=
	-λ˙⁢𝒔⁢(𝝈,𝒒).\displaystyle-\dot{\lambda}\boldsymbol{s}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q}).
	
	(6.52)






	(β′{}^{\prime}) 

Συζευγμένος νόμος





	
	𝜺˙p\displaystyle\dot{\boldsymbol{\varepsilon}}^{p}
	=\displaystyle=
	λ˙⁢∂⁡f∂⁡𝝈\displaystyle\dot{\lambda}\dfrac{\partial f}{\partial\boldsymbol{\sigma}}
	


	
	𝒒˙\displaystyle\dot{\boldsymbol{q}}
	=\displaystyle=
	-λ˙⁢𝐃⁢∂⁡f∂⁡𝒒.\displaystyle-\dot{\lambda}\mathbf{D}\dfrac{\partial f}{\partial\boldsymbol{q}}.
	











	4. 

Συμπληρωματικές συνθήκες φόρτισης/αποφόρτισης Karush-Kuhn-Tucker





	
	λ˙≥0, f⁢(𝝈,q)≤0, λ˙⁢f⁢(𝝈,q)=0.\dot{\lambda}\geq 0,\quad f(\boldsymbol{\sigma},q)\leq 0,\quad\dot{\lambda}f(%
\boldsymbol{\sigma},q)=0.
	






	5. 

Απαίτηση συνέπειας





	
	λ˙⁢f˙⁢(𝝈,q)=0.\dot{\lambda}\dot{f}(\boldsymbol{\sigma},q)=0.
	








Πλαίσιο 6.3: Κλασική χρονικά ανεξάρτητη πλαστικότητα.






6.2.4 Συνεχές εφαπτομενικό ελαστοπλαστικό μέτρο



Το συνεχές εφαπτομενικό ελαστοπλαστικό μέτρο μπορεί να προσδιοριστεί
από την απαίτηση συνέπειας (6.45).
Εφαρμόζοντας τον κανόνα αλυσίδας, προκύπτει ότι [12]:





	
	f˙=∂𝝈⁡f:𝝈˙+∂𝒒⁡f⁢𝒒˙=∂𝝈⁡f:𝐂:[𝜺˙-𝜺˙p]+∂q⁡f⁢𝒒˙=∂𝝈f:𝐂:𝜺˙-λ˙[∂𝝈f:𝐂:𝒓+∂𝒒f𝒔]≤0.\begin{array}[]{rcl}\dot{f}&=&\partial_{\boldsymbol{\sigma}}f:\dot{\boldsymbol%
{\sigma}}+\partial_{\boldsymbol{q}}f\>\dot{\boldsymbol{q}}\\
&=&\partial_{\boldsymbol{\sigma}}f:\mathbf{C}:\left[\dot{\boldsymbol{%
\varepsilon}}-\dot{\boldsymbol{\varepsilon}}^{p}\right]+\partial_{q}f\>\dot{%
\boldsymbol{q}}\\
&=&\partial_{\boldsymbol{\sigma}}f:\mathbf{C}:\dot{\boldsymbol{\varepsilon}}-%
\dot{\lambda}\left[\partial_{\boldsymbol{\sigma}}f:\mathbf{C}:\boldsymbol{r}+%
\partial_{\boldsymbol{q}}f\boldsymbol{s}\right]\leq 0.\\
\end{array}
	
	(6.53)



Θεωρείται στη συνέχεια ότι ο νόμος κράτυνσης και το κριτήριο διαρροής
ικανοποιούν την ακόλουθη ανισότητα:





	
	[∂𝝈f:𝐂:𝒓+∂𝒒f𝒔]>0\left[\partial_{\boldsymbol{\sigma}}f:\mathbf{C}:\boldsymbol{r}+\partial_{%
\boldsymbol{q}}f\boldsymbol{s}\right]>0
	
	(6.54)



για όλες τις επιτρεπτές εντατικές καταστάσεις
{𝝈,𝒒}∈𝔼σ\left\{\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q}\right\}\in\mathbb{E}_{\sigma}.




Σύμφωνα με τη παραπάνω παραδοχή και με την συνθήκη συνέπειας
(6.45), συνεπάγεται ότι





	
	f˙=0⇒λ˙=⟨∂𝝈⁡f:𝐂:𝜺˙p⟩∂𝝈⁡f:𝐂:𝒓+∂𝒒⁡f⁢𝒔\dot{f}=0\;\Rightarrow\;\dot{\lambda}=\dfrac{\langle\partial_{\boldsymbol{%
\sigma}}f:\mathbf{C}:\dot{\boldsymbol{\varepsilon}}^{p}\rangle}{\partial_{%
\boldsymbol{\sigma}}f:\mathbf{C}:\boldsymbol{r}+\partial_{\boldsymbol{q}}f%
\boldsymbol{s}}
	
	(6.55)



όπου ⟨∙⟩:=[∙+|∙|]/2\langle\bullet\rangle:=\left[\bullet+|\bullet|\right]/2.
Τέλος, σύμφωνα με τη σχέση τάσεων-παραμορφώσεων
(6.38), τον κανόνα ροής και τον νόμο
κράτυνσης (6.43), προκύπτει:





	
	𝝈˙=𝐂:[𝜺˙-𝜺˙p]=𝐂:[𝜺˙-λ˙⁢𝒓].\dot{\boldsymbol{\sigma}}=\mathbf{C}:\left[\dot{\boldsymbol{\varepsilon}}-\dot%
{\boldsymbol{\varepsilon}}^{p}\right]=\mathbf{C}:\left[\dot{\boldsymbol{%
\varepsilon}}-\dot{\lambda}\boldsymbol{r}\right].
	
	(6.56)



Αντικαθιστώντας την εξίσωση (6.55) στη σχέση
(6.56), προκύπτει ο ρυθμός μεταβολής
των τάσεων 𝝈\boldsymbol{\sigma} σε συνάρτηση του ρυθμού μεταβολής των
συνολικών παραμορφώσεων 𝜺\boldsymbol{\varepsilon},





	
	𝝈˙=𝐂e⁢p⁢𝜺˙,\dot{\boldsymbol{\sigma}}=\mathbf{C}^{ep}\dot{\boldsymbol{\varepsilon}},
	
	(6.57)



όπου η έκφραση 𝐂e⁢p\mathbf{C}^{ep} αναφέρεται στον τανυστή του εφαπτομενικού
ελαστοπλαστικού μέτρου, ο οποίος δίνεται από την εξίσωση:





	
	𝐂e⁢p={𝐂αν⁢λ˙=0,𝐂-𝐂:𝒓⊗𝐂:∂𝝈⁡f∂𝝈⁡f:𝑪:𝒓+∂𝝈⁡f⁢𝒔αν⁢λ˙>0.\mathbf{C}^{ep}=\left\{\begin{array}[]{ll}\mathbf{C}&\text{αν}\;\dot{\lambda}=%
0,\\
&\\
\mathbf{C}-\dfrac{\mathbf{C}:\boldsymbol{r}\otimes\mathbf{C}:\partial_{%
\boldsymbol{\sigma}}f}{\partial_{\boldsymbol{\sigma}}f:\boldsymbol{C}:%
\boldsymbol{r}+\partial_{\boldsymbol{\sigma}}f\boldsymbol{s}}&\text{αν}\;\dot{%
\lambda}>0.\\
\end{array}\right.
	
	(6.58)



Όπως διακρίνεται στη σχέση (6.58),
ο τανυστής 𝐂e⁢p\mathbf{C}^{ep} στη γενική του μορφή είναι
μη συμμετρικός για τυχαίο 𝒓⁢(𝝈,q)\boldsymbol{r}(\boldsymbol{\sigma},q),
εκτός από την περίπτωση κατά την οποία





	
	𝒓⁢(𝝈,𝒒)=∂𝝈⁡f⁢(𝝈,𝒒)\boldsymbol{r}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})=\partial_{\boldsymbol{%
\sigma}}f(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})
	
	(6.59)



που έχει ιδιαίτερη σημασία και καλείται συζευγμένος κανόνας
ροής. Ομοίως και ο νόμος της
κράτυνσης μπορεί να είναι συζευγμένος ή ασύζευκτος.

Καλείται συζευγμένος όταν στον χώρο των τάσεων έχει τη μορφή:





	
	𝒒˙=-λ˙⁢𝐃⁢∂⁡f∂⁡q,\dot{\boldsymbol{q}}=-\dot{\lambda}\mathbf{D}\dfrac{\partial f}{\partial q},
	
	(6.60)



και επομένως στον χώρο των παραμορφώσεων δίνεται ως:





	
	𝜶˙=λ˙⁢∂⁡f∂⁡q,\dot{\boldsymbol{\alpha}}=\dot{\lambda}\dfrac{\partial f}{\partial q},
	
	(6.61)



όπου 𝐃\mathbf{D} το γενικευμένο μητρώο πλαστικότητας [12],
που απεικονίζει τις εσωτερικές μεταβλητές κράτυνσης 𝒒\boldsymbol{q}
στον χώρο των παραμορφώσεων, σύμφωνα με τη σχέση:






	
	𝒒=-𝐃⁢𝜶.\boldsymbol{q}=-\mathbf{D}\boldsymbol{\alpha}.
	
	(6.62)























6.3 Θεωρία τρισδιάστατης πλαστικότητας. Κριτήρια πολλαπλών επιφανειών διαρροής



Στη συνέχεια επεκτείνεται η θεωρία που αναπτύχθηκε στην Ενότητα
6.2 σε περιπτώσεις πλαστικότητας των
οποίων το σύνολο των επιτρεπτών εντατικών καταστάσεων 𝔼σ\mathbb{E}_{\sigma}
καθορίζεται από περισσότερες της μίας ομαλές επιφάνειες διαρροής, οι οποίες
όμως ενδέχεται να αλληλοτέμνονται μεταξύ τους μη ομαλά.
Αυτό έχει ως αποτέλεσμα να εμφανίζονται ανωμαλίες και ιδιάζουσες
(singular) τιμές στο όριο της ελαστικής περιοχής και στα σημεία
τομής των επιφανειών, που καθιστούν ιδιαίτερα την αριθμητική επίλυση
εξαιρετικά επίπονη.




Η επέκταση της κλασικής θεωρίας πλαστικότητας ώστε να συμπεριλαμβάνει
και κριτήρια αστοχίας πολλαπλών επιφανειών διαρροής πρωτοεμφανίζεται στις
εργασίες των Koiter
[6]
και Mandel
[9].
Νεότερες διατυπώσεις της θεωρίας πλαστικότητας
εφαρμόζουν ιδέες της θεωρίας βελτιστοποίησης και ενσωματώνουν
τις προηγούμενες προσεγγίσεις ως ειδικές περιπτώσεις.




6.3.1 Καταστατικές εξισώσεις



Το κύριο ζητούμενο της θεωρίας πλαστικότητας για κριτήρια με
πολλαπλές επιφάνειες διαρροής είναι ο χαρακτηρισμός της ελαστικής
περιοχής. Θεωρείται ότι η ελαστική περιοχή int⁢(𝔼σ)\mathrm{int}(\mathbb{E}_{\sigma})
είναι το κυρτό υποσύνολο του 𝕊×ℜnq\mathbb{S}\times\Re^{n_{q}}, που
ορίζεται ως [14]:





	
	int⁢(𝔼σ):={(𝝈,𝒒)∈𝕊×ℜnq|fa⁢(𝝈,𝒒)≤0, για κάθε a∈[1,2,…,m]},\mathrm{int}(\mathbb{E}_{\sigma}):=\left\{(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})%
\in\mathbb{S}\times\Re^{n_{q}}|f_{a}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})\leq 0%
,\quad\text{για κάθε}\quad a\in[1,2,\ldots,m]\right\},
	
	(6.63)



όπου οι συναρτήσεις fa⁢(𝝈,𝒒)f_{a}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q}) είναι m≥1m\geq 1 αλληλοτεμνόμενες (πιθανόν
μη ομαλά) συναρτήσεις,
όπως φαίνεται και στο Σχήμα 6.6
[14].
Αντίστοιχα, το σύνορο ∂⁡𝔼σ\partial\mathbb{E}_{\sigma} ορίζεται ως:





	
	∂⁡𝔼σ:={(𝝈,𝒒)∈𝕊×ℜnq|fa⁢(𝝈,𝒒)=0, για κάθε⁢a∈[1,2,…,m]}.\partial\mathbb{E}_{\sigma}:=\left\{(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})\in%
\mathbb{S}\times\Re^{n_{q}}|f_{a}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})=0,\;%
\text{για κάθε}\;a\in[1,2,\ldots,m]\right\}.
	
	(6.64)



Στη συνέχεια, το ενδιαφέρον επικεντρώνεται στην περίπτωση κατά την οποία
οι m≥1m\geq 1 συναρτήσεις fa⁢(𝝈,𝒒)f_{a}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q}) είναι ομαλές και ορίζουν ανεξάρτητους
περιορισμούς για κάθε (𝝈,𝒒)∈𝔼σ(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})\in\mathbb{E}_{\sigma}. Σε αυτή την περίπτωση η μεταβολή
του ρυθμού της πλαστικής παραμόρφωσης 𝜺p˙\dot{\boldsymbol{\varepsilon}^{p}} καθορίζεται από
τον κανόνα του Koiter:





	
	𝜺p˙=∑a=1mλ˙a⁢∂⁡fa⁢(𝝈,𝒒)∂⁡𝝈.\dot{\boldsymbol{\varepsilon}^{p}}=\sum\limits_{a=1}^{m}\dot{\lambda}^{a}%
\dfrac{\partial f_{a}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})}{\partial\boldsymbol%
{\sigma}}.
	
	(6.65)



Στην παραπάνω εξίσωση οι παράμετροι λ˙a\dot{\lambda}^{a} είναι οι m≥1m\geq 1 παράμετροι
συνέπειας, οι οποίες ικανοποιούν τις Karush-Kuhn-Tucker

συμπληρωματικές συνθήκες, για a=1,2,…,ma=1,2,\ldots,m,





	
	λ˙a≥0, fa⁢(𝝈,𝒒)≤0, λ˙a⁢fa⁢(𝝈,𝒒)≡0,\dot{\lambda}^{a}\geq 0,\quad f_{a}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})\leq 0,%
\quad\dot{\lambda}^{a}f_{a}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})\equiv 0,
	
	(6.66)



ταυτόχρονα με την απαίτηση συνέπειας,





	
	λ˙a⁢f˙a⁢(𝝈,𝒒)≡0.\dot{\lambda}^{a}\dot{f}_{a}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})\equiv 0.
	
	(6.67)





[image: ]
Σχήμα 6.6: Η ελαστική περιοχή 𝔼𝝈\mathbb{E}_{\boldsymbol{\sigma}} στην περίπτωση κριτηρίων
με πολλαπλές επιφάνειες διαρροής.




Ομοίως, από τη γενίκευση των εξισώσεων που περιγράφουν τον ρυθμό μεταβολής των
παραμέτρων κράτυνσης για την περίπτωση των πολλαπλών επιφανειών διαρροής
προκύπτει ο νόμος κράτυνσης:





	
	𝒒˙=-∑α=1mλ˙α⁢𝒔α⁢(𝝈,𝒒),\dot{\boldsymbol{q}}=-\sum\limits_{\alpha=1}^{m}\dot{\lambda}^{\alpha}%
\boldsymbol{s}_{\alpha}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q}),
	
	(6.68)



ο οποίος στον χώρο των παραμορφώσεων και για την περίπτωση συζευγμένου
νόμου δίνεται ως:





	
	𝜶˙:=-𝐃-1⁢𝒒˙=∑a=1mλ˙β⁢fβ⁢(𝝈,𝒒).\dot{\boldsymbol{\alpha}}:=-\mathbf{D}^{-1}\dot{\boldsymbol{q}}=\sum\limits_{a%
=1}^{m}\dot{\lambda}^{\beta}f_{\beta}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q}).
	
	(6.69)








6.3.2 Συνθήκες φόρτισης/αποφόρτισης



Στη συνέχεια διερευνώνται οι συνθήκες φόρτισης/αποφόρτισης για την περίπτωση
των κριτηρίων που αποτελούνται από πολλαπλές επιφάνειες διαρροής.
Έστω ma⁢d⁢mm_{adm} ο αριθμός των περιορισμών (επιφανειών) που είναι ενεργοί σε ένα σημείο
στον χώρο των τάσεων (𝝈,𝒒)∈𝔼σ(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})\in\mathbb{E}_{\sigma} και 𝕁a⁢d⁢m\mathbb{J}_{adm} το σύνολο των δεικτών ma⁢d⁢mm_{adm}
που αναφέρονται στους περιορισμούς, δηλαδή





	
	𝕁a⁢d⁢m:={β∈{1,2,…,m︸ma⁢d⁢m}|fβ⁢(𝝈,𝒒)=0}.\mathbb{J}_{adm}:=\{\beta\in\{\underbrace{1,2,\ldots,m}_{m_{adm}}\}|f_{\beta}(%
\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})=0\}.
	
	(6.70)



Χρησιμοποιώντας τον κανόνα αλυσίδας, η παράγωγος των faf_{a} υπολογίζεται ως
[14]:





	
	f˙\displaystyle\dot{f}
	=∂𝝈fα:𝐂:𝜺˙-∑β∈𝕁a⁢d⁢mλ˙α[∂𝝈fα:𝐂:∂𝝈fβ+∂𝒒fα𝐃∂𝒒fβ]\displaystyle=\partial_{\boldsymbol{\sigma}}f_{\alpha}:\mathbf{C}:\dot{%
\boldsymbol{\varepsilon}}-\sum\limits_{\beta\in\mathbb{J}_{adm}}\dot{\lambda}^%
{\alpha}\left[\partial_{\boldsymbol{\sigma}}f_{\alpha}:\mathbf{C}:\partial_{%
\boldsymbol{\sigma}}f_{\beta}+\partial_{\boldsymbol{q}}f_{\alpha}\mathbf{D}%
\partial_{\boldsymbol{q}}f_{\beta}\right]
	


	
	
	=∂𝝈fα:𝐂:𝜺˙-∑β∈𝕁a⁢d⁢mλ˙αgα⁢β(𝝈,𝒒),\displaystyle=\partial_{\boldsymbol{\sigma}}f_{\alpha}:\mathbf{C}:\dot{%
\boldsymbol{\varepsilon}}-\sum\limits_{\beta\in\mathbb{J}_{adm}}\dot{\lambda}^%
{\alpha}g_{\alpha\beta}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q}),
	
	(6.71)



όπου gα⁢βg_{\alpha\beta}:





	
	gα⁢β(𝝈,𝒒):=[∂𝝈fα:𝐂:∂𝝈fβ+∂𝒒fα𝐃∂𝒒fβ],g_{\alpha\beta}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q}):=\left[\partial_{%
\boldsymbol{\sigma}}f_{\alpha}:\mathbf{C}:\partial_{\boldsymbol{\sigma}}f_{%
\beta}+\partial_{\boldsymbol{q}}f_{\alpha}\mathbf{D}\partial_{\boldsymbol{q}}f%
_{\beta}\right],
	
	(6.72)



και για το οποίο υποθέτουμε ότι ισχύει:





	
	∑α∈𝕁a⁢d⁢m∑β∈𝕁a⁢d⁢mξα⁢gα⁢β⁢ξβ>0,\sum\limits_{\alpha\in\mathbb{J}_{adm}}\sum\limits_{\beta\in\mathbb{J}_{adm}}%
\xi^{\alpha}g_{\alpha\beta}\xi^{\beta}>0,
	
	(6.73)



για κάθε ξα∈ℜ\xi^{\alpha}\in\Re. Επομένως μπορεί εύκολα πλέον να
αποδειχτεί ότι:





	
	αν⁢(𝝈,𝒒)∈∂⁡𝔼σ⁢και⁢α∈𝕁a⁢d⁢m, τότε⁢f˙α⁢(𝝈,𝒒)≤0.\text{αν}\;(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})\in\partial\mathbb{E}_{\sigma}%
\;\text{και}\;\alpha\in\mathbb{J}_{adm},\;\text{τότε}\;\dot{f}_{\alpha}(%
\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})\leq 0.
	
	(6.74)



Έχοντας υπόψη τις παραπάνω σχέσεις, από τις συνθήκες Karush-Kuhn-Tucker
(6.66)
και την απαίτηση συνέπειας
(6.67)
συνεπάγονται τα ακόλουθα για τις συνθήκες φόρτισης/αποφόρτισης
[14]:





	
	
	Αν⁢𝕁a⁢d⁢m≡∅, τότε⁢𝜺p˙=𝟎⁢και⁢𝒒˙=0.\displaystyle\text{Αν}\;\mathbb{J}_{adm}\equiv\emptyset,\;\text{τότε}\;\dot{%
\boldsymbol{\varepsilon}^{p}}=\mathbf{0}\;\text{και}\;\dot{\boldsymbol{q}}=%
\mathbf{0}.
	


	
	
	Αν⁢𝕁a⁢d⁢m≠∅, τότε\displaystyle\text{Αν}\;\mathbb{J}_{adm}\neq\emptyset,\;\text{τότε}
	


	
	
	 ⁢αν⁢∂𝝈⁡fα:𝐂:𝜺p˙≤0,για κάθε⁢α∈𝕁a⁢d⁢m⇒𝜺p˙=𝟎⁢και⁢𝒒˙=𝟎,\displaystyle\quad\text{αν}\;\partial_{\boldsymbol{\sigma}}f_{\alpha}:\mathbf{%
C}:\dot{\boldsymbol{\varepsilon}^{p}}\leq 0,\text{για κάθε}\;\alpha\in\mathbb{%
J}_{adm}\Rightarrow\dot{\boldsymbol{\varepsilon}^{p}}=\mathbf{0}\;\text{και}\;%
\dot{\boldsymbol{q}}=\mathbf{0},
	


	
	
	 ⁢αν⁢∂𝝈⁡fα:𝐂:𝜺p˙>0,για τουλάχιστον ένα⁢α∈𝕁a⁢d⁢m⇒𝜺p˙≠𝟎⁢και⁢𝒒˙≠0.\displaystyle\quad\text{αν}\;\partial_{\boldsymbol{\sigma}}f_{\alpha}:\mathbf{%
C}:\dot{\boldsymbol{\varepsilon}^{p}}>0,\text{για τουλάχιστον ένα}\;\alpha\in%
\mathbb{J}_{adm}\Rightarrow\dot{\boldsymbol{\varepsilon}^{p}}\neq\mathbf{0}\;%
\text{και}\;\dot{\boldsymbol{q}}\neq\mathbf{0}.
	
	(6.75)



Σημειώνεται ότι αν λαμβάνει χώρα πλαστική φόρτιση στο σημείο (𝝈,𝒒)∈∂⁡𝔼σ(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})\in\partial\mathbb{E}_{\sigma}
και κάποιες επιφάνειες είναι ενεργές, τότε η συνθήκη ∂𝝈⁡fα:𝐂:𝜺p˙>0\partial_{\boldsymbol{\sigma}}f_{\alpha}:\mathbf{C}:\dot{\boldsymbol{%
\varepsilon}^{p}}>0
δεν εγγυάται ότι η επιφάνεια αυτή θα είναι οριστικά ενεργή.






6.3.3 Απαίτηση συνέπειας



Έστω τώρα ότι η ιστορία του ρυθμού των
παραμορφώσεων 𝜺p˙\dot{\boldsymbol{\varepsilon}^{p}} είναι γνωστή τη χρονική στιγμή tt. Τότε από τις
συμπληρωματικές συνθήκες Karush-Kuhn-Tucker (6.66)
και την απαίτηση συνέπειας (6.67) μπορεί να καθοριστεί αν
ένας περιορισμός (επιφάνεια) είναι ενεργός. Πιο συγκεκριμένα, από τις παραπάνω συνθήκες
προκύπτει ότι [14]:



	1. 

Αν fα⁢(𝝈,𝒒)≤0f_{\alpha}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})\leq 0 και f˙α⁢(𝝈,𝒒)<0\dot{f}_{\alpha}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})<0,
τότε λ˙α=0\dot{\lambda}^{\alpha}=0.




	2. 

Αν fα⁢(𝝈,𝒒)=0f_{\alpha}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})=0 και f˙α⁢(𝝈,𝒒)<0\dot{f}_{\alpha}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})<0,
τότε λ˙α≥0\dot{\lambda}^{\alpha}\geq 0.






Οι περιπτώσεις 1 και 2 αποτελούν την επαναδιατύπωση των συνθηκών
φόρτισης/αποφόρτισης για την περίπτωση της πλαστικοποίησης
κριτηρίων πολλαπλών επιφανειών.
Αν τώρα θεωρηθεί ότι ma⁢c⁢tm_{act} είναι ο αριθμός των ενεργών περιορισμών σε
ένα σημείο (𝝈,𝒒)(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q}) για το οποίο ισχύει η περίπτωση 2, τότε
ορίζεται:





	
	𝕁a⁢c⁢t:={β∈𝕁a⁢d⁢m|f˙β⁢(𝝈,𝒒)=0}.\mathbb{J}_{act}:=\left\{\beta\in\mathbb{J}_{adm}|\dot{f}_{\beta}(\boldsymbol{%
\sigma},\boldsymbol{q})=0\right\}.
	
	(6.76)



Εφόσον η παράμετρος συνέπειας λ˙α\dot{\lambda}^{\alpha} είναι μη μηδενική μόνο για
α∈𝕁a⁢c⁢t\alpha\in\mathbb{J}_{act}, και σύμφωνα με τη σχέση (6.71)
συνεπάγεται ότι:





	
	f˙α⁢(𝝈,𝒒)=0⇒∑β∈𝕁a⁢c⁢tλ˙β⁢gα⁢β⁢(𝝈,𝒒)=∂𝝈⁡fα:𝐂:𝜺p˙,\dot{f}_{\alpha}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})=0\Rightarrow\sum\limits_{%
\beta\in\mathbb{J}_{act}}\dot{\lambda}^{\beta}g_{\alpha\beta}(\boldsymbol{%
\sigma},\boldsymbol{q})=\partial_{\boldsymbol{\sigma}}f_{\alpha}:\mathbf{C}:%
\dot{\boldsymbol{\varepsilon}^{p}},
	
	(6.77)



για κάθε α∈𝕁a⁢c⁢t\alpha\in\mathbb{J}_{act}. Συνεπώς έτσι ορίζεται ένα σύστημα
εξισώσεων ma⁢c⁢t≤ma⁢d⁢mm_{act}\leq m_{adm} αγνώστων, στο οποίο οι συνθήκες
λ˙β=0\dot{\lambda}^{\beta}=0 (αν f˙β⁢(𝝈,𝒒)≤0\dot{f}_{\beta}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})\leq 0) παρέχουν τις υπόλοιπες
ma⁢d⁢m-ma⁢c⁢tm_{adm}-m_{act} εξισώσεις ώστε το σύστημα (6.77)
να είναι ορισμένο. Συνοπτικά, επομένως ισχύει:





	
	λ˙β=0⁢αν⁢β∉𝕁a⁢c⁢t,λ˙α=∑β∈𝕁a⁢c⁢tgα⁢β(𝝈,𝒒)[∂𝝈fα:𝐂:𝜺p˙],ανα∈𝕁a⁢c⁢t}\left.\begin{array}[]{l}\dot{\lambda}^{\beta}=0\;\text{αν}\;\beta\not\in%
\mathbb{J}_{act},\\
\dot{\lambda}^{\alpha}=\sum\limits_{\beta\in\mathbb{J}_{act}}g^{\alpha\beta}(%
\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})[\partial_{\boldsymbol{\sigma}}f_{\alpha}:%
\mathbf{C}:\dot{\boldsymbol{\varepsilon}^{p}}],\;\text{αν}\;\alpha\in\mathbb{J%
}_{act}\end{array}\right\}
	
	(6.78)



όπου gα⁢β⁢(𝝈,𝒒)=[gα⁢β⁢(𝝈,𝒒)]-1g^{\alpha\beta}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})=[g_{\alpha\beta}(%
\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})]^{-1}, και
η συνάρτηση gα⁢β⁢(𝝈,𝒒)g_{\alpha\beta}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q}) όπως έχει οριστεί στην
(6.72).




Για την καλύτερη κατανόηση αλλά και για μελλοντικές αναφορές, οι
εξισώσεις που εξετάστηκαν στην παρούσα ενότητα
συνοψίζονται στο Πλαίσιο 6.3.3.





	1. 

Ελαστική σχέση τάσεων-παραμορφώσεων





	
	𝝈=∇⁡W⁢(𝜺-𝜺p)⁢όπου⁢𝜺:=∇s⁡𝒖\boldsymbol{\sigma}=\nabla W(\boldsymbol{\varepsilon}-\boldsymbol{\varepsilon}%
^{p})\;\text{όπου}\;\boldsymbol{\varepsilon}:=\nabla^{s}\boldsymbol{u}
	






	2. 

Κανόνας ροής





	
	𝜺p˙=∑α=1mλ˙α⁢∂𝝈⁡gα⁢(𝝈,𝒒)\dot{\boldsymbol{\varepsilon}^{p}}=\sum\limits_{\alpha=1}^{m}\dot{\lambda}^{%
\alpha}\partial_{\boldsymbol{\sigma}}g_{\alpha}(\boldsymbol{\sigma},%
\boldsymbol{q})
	






	3. 

Νόμος κράτυνσης





	
	𝒒˙=-∑α=1m𝐃⁢λ˙α⁢∂𝒒⁡hα⁢(𝝈,𝒒)\dot{\boldsymbol{q}}=-\sum\limits_{\alpha=1}^{m}\mathbf{D}\dot{\lambda}^{%
\alpha}\partial_{\boldsymbol{q}}h_{\alpha}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})
	






	4. 

Διαρροή και συνθήκες φόρτισης/αποφόρτισης





	
	λ˙α\displaystyle\dot{\lambda}^{\alpha}
	≥0\displaystyle\geq 0
	


	
	fα⁢(𝝈,𝒒)\displaystyle f_{\alpha}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})
	≤0\displaystyle\leq 0
	


	
	λ˙α⁢fα⁢(𝝈,𝒒)\displaystyle\dot{\lambda}^{\alpha}f_{\alpha}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{%
q})
	≡0\displaystyle\equiv 0
	


	
	λ˙α⁢f˙α⁢(𝝈,𝒒)\displaystyle\dot{\lambda}^{\alpha}\dot{f}_{\alpha}(\boldsymbol{\sigma},%
\boldsymbol{q})
	≡0\displaystyle\equiv 0
	



όπου α=1⁢…⁢m\alpha=1\ldots m, mm το σύνολο των επιφανειών διαρροής.






Πλαίσιο 6.4: Πλαστικότητα πολλαπλών επιφανειών.






6.3.4 Συνεχές εφαπτομενικό ελαστοπλαστικό μέτρο



Το συνεχές εφαπτομενικό ελαστοπλαστικό μέτρο 𝐂e⁢p\mathbf{C}^{ep} προκύπτει
αντικαθιστώντας την παράμετρο συνέπειας στην εξίσωση ρυθμού των
τάσεων-παραμορφώσεων:





	
	𝝈˙\displaystyle\dot{\boldsymbol{\sigma}}
	=𝐂:𝜺˙\displaystyle=\mathbf{C}:\dot{\boldsymbol{\varepsilon}}
	
	(6.79)


	
	𝝈˙\displaystyle\dot{\boldsymbol{\sigma}}
	=𝐂:[𝜺e˙-𝜺p˙]\displaystyle=\mathbf{C}:\left[\dot{\boldsymbol{\varepsilon}^{e}}-\dot{%
\boldsymbol{\varepsilon}^{p}}\right]
	
	(6.80)


	
	𝝈˙\displaystyle\dot{\boldsymbol{\sigma}}
	=𝐂:[𝜺e˙-∑α=1mλ˙α∂𝝈fα(𝝈,𝒒)]\displaystyle=\mathbf{C}:\left[\dot{\boldsymbol{\varepsilon}^{e}}-\sum\limits_%
{\alpha=1}^{m}\dot{\lambda}^{\alpha}\partial_{\boldsymbol{\sigma}}f_{\alpha}(%
\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})\right]
	
	(6.81)



την τιμή της παραμέτρου λ˙α\dot{\lambda}^{\alpha} όπως ορίζεται από
τη σχέση (6.78).
Για την περίπτωση του συζευγμένου κανόνα ροής, προκύπτει [14]:





	
	𝐂e⁢p⁢{𝐂-∑α,β∈𝕁a⁢c⁢tgα⁢β[𝐂:∂𝝈fα]⊗[𝐂:∂𝝈fβ]αν και μόνο αν𝕁a⁢c⁢t≠∅𝐂⁢αν και μόνο αν⁢𝕁a⁢c⁢t=∅.\mathbf{C}^{ep}\left\{\begin{array}[]{l}\mathbf{C}-\sum\limits_{\alpha,\beta%
\in\mathbb{J}_{act}}g^{\alpha\beta}\left[\mathbf{C}:\partial_{\boldsymbol{%
\sigma}}f_{\alpha}\right]\otimes\left[\mathbf{C}:\partial_{\boldsymbol{\sigma}%
}f_{\beta}\right]\;\text{αν και μόνο αν}\;\mathbb{J}_{act}\neq\emptyset\\
\mathbf{C}\;\text{αν και μόνο αν}\;\mathbb{J}_{act}=\emptyset.\end{array}\right.
	
	(6.82)























6.4 Επισκόπηση της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων



Στη συνέχεια παρουσιάζεται συνοπτικά η μέθοδος των πεπερασμένων στοιχείων

στο πλαίσιο της κλασικής θεωρίας πλαστικότητας και της μη γραμμικής
ανάλυσης.
Το πρόβλημα που εξετάζεται είναι το πρόβλημα αρχικών συνοριακών τιμών
[7]
που περιγράφεται από την εξίσωση ορμής






	
	ρ⁢∂2⁡𝒖∂⁡t2=div⁢𝝈+𝒃,𝝈=𝝈T\begin{array}[]{rcl}\rho\dfrac{\partial^{2}\boldsymbol{u}}{\partial t^{2}}&=&%
\mathrm{div}\,\boldsymbol{\sigma}+\boldsymbol{b},\\
\boldsymbol{\sigma}&=&\boldsymbol{\sigma}^{T}\\
\end{array}
	
	(6.83)



υποκείμενη στις συνοριακές συνθήκες





	
	𝒖|∂u⁡ℬ\displaystyle\boldsymbol{u}|_{\partial_{u}\mathcal{B}}
	=𝒖¯,\displaystyle=\bar{\boldsymbol{u}},
	
	(6.84)


	
	𝝈|∂σ⁡ℬ⁢𝒏^\displaystyle\boldsymbol{\sigma}|_{\partial_{\sigma}\mathcal{B}}\hat{%
\boldsymbol{n}}
	=𝒕¯,\displaystyle=\bar{\boldsymbol{t}},
	
	(6.85)



με γνωστές αρχικές συνθήκες





	
	𝒖⁢(𝒙,0)\displaystyle\boldsymbol{u}(\boldsymbol{x},0)
	=𝒖0⁢(𝒙),\displaystyle=\boldsymbol{u}_{0}(\boldsymbol{x}),
	
	(6.86)


	
	∂∂⁡t⁢𝒖⁢(𝒙,0)\displaystyle\dfrac{\partial}{\partial t}\boldsymbol{u}(\boldsymbol{x},0)
	=𝒗0⁢(𝒙),\displaystyle=\boldsymbol{v}_{0}(\boldsymbol{x}),
	
	(6.87)



στον χώρο ℬ×[0,T]\mathcal{B}\times[0,T].





6.4.1 Ασθενής διατύπωση του προβλήματος συνοριακών τιμών



Για λόγους απλότητας θεωρείται στη συνέχεια ότι η επιρροή των αδρανειακών δυνάμεων
είναι αμελητέα. Αρχικά ορίζεται ο συναρτησιακός χώρος 𝒮t\mathcal{S}_{t},





	
	𝒮t={𝒖(⋅,t):ℬ→ℜnd⁢i⁢m∣𝒖(⋅,t)|∂𝒖⁡ℬ=𝒖¯(⋅,t)},\mathcal{S}_{t}=\left\{\boldsymbol{u}(\cdot,t):\mathcal{B}\rightarrow\Re^{n_{%
dim}}\mid\boldsymbol{u}(\cdot,t)|_{\partial_{\boldsymbol{u}}\mathcal{B}}=\bar{%
\boldsymbol{u}}(\cdot,t)\right\},
	
	(6.88)



ο οποίος περιλαμβάνει όλες εκείνες τις συναρτήσεις που αποτελούν λύσεις του
προβλήματος συνοριακών τιμών, και ο χώρος 𝒱\mathcal{V}, που περιγράφει όλες τις
κινηματικά αποδεκτές μεταβολές (ιδεατές μετακινήσεις), οι οποίες ικανοποιούν
την ομογενή μορφή των συνθηκών Dirichlet, δηλαδή:






	
	𝒱={𝒗:ℬ→ℜnd⁢i⁢m⁢∣𝒗|∂𝒖⁡ℬ=0}.\mathcal{V}=\left\{\boldsymbol{v}:\mathcal{B}\rightarrow\Re^{n_{dim}}\mid%
\boldsymbol{v}|_{\partial_{\boldsymbol{u}}\mathcal{B}}=0\right\}.
	
	(6.89)



Στη γενική περίπτωση ισχύει ότι
𝒮t,𝒱⊂ℋ1⁢(ℬ)\mathcal{S}_{t},\mathcal{V}\subset\mathcal{H}^{1}(\mathcal{B})
όπου με ℋ1⁢(ℬ)\mathcal{H}^{1}(\mathcal{B}) συμβολίζεται ο χώρος Sobolev.

Έστω τώρα τυχαία συνάρτηση 𝒗∈𝒱\boldsymbol{v}\in\mathcal{V}, για την
οποία βάσει ορισμού ισχύει 𝒗|∂𝒖⁡ℬ=0\boldsymbol{v}|_{\partial_{\boldsymbol{u}}\mathcal{B}}=0.
Πολλαπλασιάζοντας την (6.83) με τη συνάρτηση 𝒗\boldsymbol{v} και
ολοκληρώνοντας κατά μέρη, προκύπτει η ασθενής διατύπωση του προβλήματος:





	
	G⁢(𝝈,𝒗)=∫ℬ𝝈:∇s⁡𝒗⁢d⁢ℬ-∫ℬ𝒃:𝒗⁢d⁢ℬ-∫∂σ⁡ℬ𝒕¯:𝒗⁢d⁢∂σ⁡ℬ,G(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{v})=\int_{\mathcal{B}}\boldsymbol{\sigma}:%
\nabla^{s}\boldsymbol{v}d\mathcal{B}-\int_{\mathcal{B}}\boldsymbol{b}:%
\boldsymbol{v}d\mathcal{B}-\int_{\mathcal{\partial_{\sigma}\mathcal{B}}}\bar{%
\boldsymbol{t}}:\boldsymbol{v}d\partial_{\sigma}\mathcal{B},
	
	(6.90)



όπου ο τανυστής των τάσεων 𝝈⁢(𝒙,t)\boldsymbol{\sigma}(\boldsymbol{x},t) θεωρείται ότι πληροί
τις καταστατικές εξισώσεις.







6.4.2 Χωρική διακριτοποίηση. Διατύπωση της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων



Στη συνέχεια θεωρείται ότι η περιοχή ℬ\mathcal{B} διακριτοποιείται
ακριβώς σε ένα σύνολο μη αλληλοεπικαλυπτόμενων υποπεριοχών ℬe\mathcal{B}_{e},
δηλαδή ισχύει:






	
	ℬ=⋃∑iℬei\mathcal{B}=\bigcup\sum_{i}\mathcal{B}_{e}^{i}
	
	(6.91)



και





	
	ℬei⁢⋂i≠jℬej=∅\mathcal{B}_{e}^{i}\bigcap_{i\neq j}\mathcal{B}_{e}^{j}=\emptyset
	
	(6.92)



Έστω τώρα 𝒱h\mathcal{V}^{h} ένας προσεγγιστικός χώρος του 𝒱\mathcal{V} και
μια δοκιμαστική συνάρτηση 𝒗eh⁢(𝒙)\boldsymbol{v}_{e}^{h}(\boldsymbol{x}),
𝒙∈ℬe\boldsymbol{x}\in\mathcal{B}_{e}, τέτοια ώστε





	
	𝒗eh⁢(𝒙)∈𝒱h⊂𝒱\boldsymbol{v}_{e}^{h}(\boldsymbol{x})\in\mathcal{V}^{h}\subset\mathcal{V}
	
	(6.93)



όπου η 𝒗eh\boldsymbol{v}_{e}^{h} ορίζεται τοπικά με την παρεμβολή





	
	𝒗eh⁢(𝒙)=∑a𝐍e⁢(𝒙)⁢𝒗ea,\boldsymbol{v}_{e}^{h}(\boldsymbol{x})=\sum\limits_{a}\mathbf{N}_{e}(%
\boldsymbol{x})\boldsymbol{v}_{e}^{a},
	
	(6.94)



𝐍e\mathbf{N}_{e} είναι το μητρώο των συναρτήσεων παρεμβολής (μορφής) και
𝒗ea\boldsymbol{v}_{e}^{a} είναι το τοπικό διάνυσμα των μετακινήσεων των κόμβων.

Έχοντας υπόψη τη διακριτοποίηση, η (6.90) υπολογίζεται
τοπικά σε επίπεδο στοιχείου, ενώ συνολικά προκύπτει ότι





	
	G⁢(𝝈h,𝒗h)=∑e=1ne⁢lGe⁢(𝝈h,𝒗h).G(\boldsymbol{\sigma}^{h},\boldsymbol{v}^{h})=\sum_{e=1}^{n_{el}}G_{e}(%
\boldsymbol{\sigma}^{h},\boldsymbol{v}^{h}).
	
	(6.95)






Για ένα τυπικό στοιχείο υπολογίζεται αρχικά το μητρώο 𝐁e\mathbf{B}_{e},
όπως αυτό προκύπτει από την κινηματική εξίσωση





	
	∇s⁡𝒗eh=𝐁e⁢𝒗e,\nabla^{s}\boldsymbol{v}^{h}_{e}=\mathbf{B}_{e}\boldsymbol{v}_{e},
	
	(6.96)



όπου 𝒗e\boldsymbol{v}_{e} το διάνυσμα επικόμβιων μετακινήσεων του στοιχείου
ee.





Επομένως, μπορεί να οριστεί η ασθενής μορφή του προβλήματος τοπικά ως





	
	Ge⁢(𝝈h,𝒗h)=𝒗eT⁢[𝒇ei⁢n⁢t⁢(𝝈)-𝒇ee⁢x⁢t⁢(t)],G_{e}(\boldsymbol{\sigma}^{h},\boldsymbol{v}^{h})=\boldsymbol{v}_{e}^{T}\left[%
\boldsymbol{f}_{e}^{int}(\boldsymbol{\sigma})-\boldsymbol{f}_{e}^{ext}(t)%
\right],
	
	(6.97)



όπου






	
	𝒇ei⁢n⁢t⁢(𝝈)=∫ℬe𝐁eT⁢𝝈h⁢(𝒙,t)⁢d⁢ℬe\boldsymbol{f}_{e}^{int}(\boldsymbol{\sigma})=\int_{\mathcal{B}_{e}}\mathbf{B}%
_{e}^{T}\boldsymbol{\sigma}^{h}(\boldsymbol{x},t)d\mathcal{B}_{e}
	
	(6.98)



είναι το διάνυσμα εσωτερικών δυνάμεων στο επίπεδο του στοιχείου
το οποίο εξαρτάται από τον τανυστή των τάσεων
𝝈h\boldsymbol{\sigma}^{h}, όπως αυτός ορίζεται από την ολοκλήρωση των
καταστατικών εξισώσεων και






	
	𝒇ee⁢x⁢t=∫ℬe𝐍eT⁢𝒃⁢(𝒙,t)⁢d⁢ℬe+𝐍eT⁢𝒕¯⁢(𝒙,t)⁢d⁢∂⁡ℬσ\boldsymbol{f}_{e}^{ext}=\int_{\mathcal{B}_{e}}\mathbf{N}_{e}^{T}\boldsymbol{b%
}(\boldsymbol{x},t)d\mathcal{B}_{e}+\mathbf{N}_{e}^{T}\bar{\boldsymbol{t}}(%
\boldsymbol{x},t)d\partial\mathcal{B}_{\sigma}
	
	(6.99)



είναι το διάνυσμα εξωτερικών δυνάμεων σε επίπεδο στοιχείου.




Επομένως, σύμφωνα με την (6.97) και από τις
(6.98) και
(6.99) προκύπτει
η (6.90) από τη συναρμολόγηση
των συνεισφορών των στοιχείων, σύμφωνα με την παρακάτω σχέση:






	
	Gh⁢(𝝈h,𝒗h):=𝒗T⁢[𝑭i⁢n⁢t⁢(𝝈h)-𝑭e⁢x⁢t⁢(t)],G^{h}(\boldsymbol{\sigma}^{h},\boldsymbol{v}^{h}):=\boldsymbol{v}^{T}\left[%
\boldsymbol{F}^{int}(\boldsymbol{\sigma}^{h})-\boldsymbol{F}^{ext}(t)\right],
	
	(6.100)



όπου 𝒗T:=[𝒗𝟏,𝒗𝟐,…,𝒗𝒏𝒆]\boldsymbol{v}^{T}:=[\boldsymbol{v_{1}},\boldsymbol{v_{2}},\ldots,\boldsymbol{%
v_{n_{e}}}].
Τα συνολικά διανύσματα 𝑭i⁢n⁢t\boldsymbol{F}^{int} και 𝑭e⁢x⁢t\boldsymbol{F}^{ext}
υπολογίζονται από τις συνεισφορές των στοιχείων,





	
	𝑭i⁢n⁢t⁢(𝝈h)\displaystyle\boldsymbol{F}^{int}(\boldsymbol{\sigma}^{h})
	=Ae=1ne⁢l⁡𝒇ei⁢n⁢t⁢(𝝈h),\displaystyle=\assembly\limits_{e=1}^{n_{el}}\boldsymbol{f}_{e}^{int}(%
\boldsymbol{\sigma}^{h}),
	
	(6.101)


	
	𝑭e⁢x⁢t⁢(t)\displaystyle\boldsymbol{F}^{ext}(t)
	=Ae=1ne⁢l⁡𝒇ee⁢x⁢t⁢(t),\displaystyle=\assembly\limits_{e=1}^{n_{el}}\boldsymbol{f}_{e}^{ext}(t),
	
	(6.102)



όπου ο τελεστής Ae=1ne⁢l\assembly\limits_{e=1}^{n_{el}} είναι ο τελεστής που
απεικονίζει τις τοπικές συνεισφορές των στοιχείων στο συνολικό
σύστημα.
Εφόσον η συνάρτηση 𝒗h\boldsymbol{v}^{h} είναι τυχαία και η σχέση
(6.100) πρέπει να ισχύει για όλα
τα αποδεκτά σύνολα μετακινήσεων 𝒗\boldsymbol{v},
η διακριτοποιημένη μορφή του προβλήματος αρχικών τιμών ορίζεται ως:





	
	𝑭i⁢n⁢t⁢(𝝈,t)-𝑭e⁢x⁢t⁢(t)=0.\boldsymbol{F}^{int}(\boldsymbol{\sigma},t)-\boldsymbol{F}^{ext}(t)=%
\boldsymbol{0}.
	
	(6.103)








6.4.3 Διατύπωση των εξισώσεων σε βηματική μορφή



Έστω τώρα [0,T][0,T] το χρονικό διάστημα μελέτης το οποίο διακριτοποιείται ως





	
	[0,T]=⋃n=1M[tn,tn+1].[0,T]=\bigcup\limits_{n=1}^{M}[t_{n},t_{n+1}].
	
	(6.104)



Έστω επίσης xel∈ℬex^{l}_{e}\in\mathcal{B}_{e} τα σημεία ολοκλήρωσης ενός τυπικού
πεπερασμένου στοιχείου ℬe\mathcal{B}_{e} και {𝜺np,𝒒n}\{\boldsymbol{\varepsilon}^{p}_{n},\boldsymbol{q}_{n}\} οι εσωτερικές
μεταβλητές στο xelx^{l}_{e}.
Αρχικά, θεωρείται ότι το σώμα βρίσκεται σε ισορροπία κατά τη χρονική στιγμή
tnt_{n}, δηλαδή





	
	𝑭i⁢n⁢t⁢(𝝈n)-𝑭ne⁢x⁢t=0.\boldsymbol{F}^{int}(\boldsymbol{\sigma}_{n})-\boldsymbol{F}^{ext}_{n}=%
\boldsymbol{0}.
	
	(6.105)



Έστω τώρα ένα βήμα φόρτισης
(Δ⁢𝒃n,Δ⁢𝒕¯n)(\Delta\boldsymbol{b}_{n},\Delta\bar{\boldsymbol{t}}_{n}), τέτοιο ώστε





	
	𝒃n+1=𝒃n+Δ⁢𝒃n, 𝒕¯n+1=𝒕¯n+Δ⁢𝒕¯n\boldsymbol{b}_{n+1}=\boldsymbol{b}_{n}+\Delta\boldsymbol{b}_{n},\quad\bar{%
\boldsymbol{t}}_{n+1}=\bar{\boldsymbol{t}}_{n}+\Delta\bar{\boldsymbol{t}}_{n}
	
	(6.106)



τη χρονική στιγμή t=tn+1t=t_{n+1}.




Το πρόβλημα συνίσταται στον υπολογισμό του νέου πεδίου μετακινήσεων
𝒖n+1h=𝒖nh+Δ⁢𝒖n+1h\boldsymbol{u}^{h}_{n+1}=\boldsymbol{u}^{h}_{n}+\Delta\boldsymbol{u}^{h}_{n+1},
των νέων εσωτερικών μεταβλητών {𝜺n+1p,𝒒n+1}\{\boldsymbol{\varepsilon}^{p}_{n+1},\boldsymbol{q}_{n+1}\} και του νέου
τασικού πεδίου 𝝈n+1h\boldsymbol{\sigma}^{h}_{n+1} στα διακριτά σημεία xel∈ℬex^{l}_{e}\in\mathcal{B}_{e}
έτσι ώστε:



	1. 

𝑭i⁢n⁢t⁢(𝝈n+1h)-𝑭n+1e⁢x⁢t=𝟎\boldsymbol{F}^{int}(\boldsymbol{\sigma}^{h}_{n+1})-\boldsymbol{F}^{ext}_{n+1}%
=\boldsymbol{0}
(ισορροπία) και




	2. 

να πληρούνται οι καταστατικές εξισώσεις.









Η λύση στο παραπάνω πρόβλημα προσδιορίζεται μέσω της ακόλουθης επαναληπτικής
διαδικασίας. Αν (∙)n+1(k)(\bullet)^{(k)}_{n+1} η τιμή μιας μεταβλητής (∙)(\bullet)
κατά το χρονικό βήμα [tn,tn+1][t_{n},t_{n+1}] (ο εκθέτης hh παραλείπεται για λόγους
απλότητας των συμβολισμών), τότε:


	1. 

Έστω Δ⁢𝒅n+1(k)\Delta\boldsymbol{d}^{(k)}_{n+1}
η αύξηση των επικόμβιων μετακινήσεων κατά την kk επανάληψη στο
χρονικό βήμα [tn,tn+1][t_{n},t_{n+1}] και





	
	Δ⁢𝒅n+1(k):=𝒅n+Δ⁢𝒅n+1(k)\Delta\boldsymbol{d}^{(k)}_{n+1}:=\boldsymbol{d}_{n}+\Delta\boldsymbol{d}^{(k)%
}_{n+1}
	
	(6.107)



το συνολικό διάνυσμα των επικόμβιων μετακινήσεων. Συνεπάγεται ότι
για το πεδίο των μετακινήσεων ισχύει:





	
	𝜺n+1|ℬe=𝐁e⁢𝒅e|n+1(k)\boldsymbol{\varepsilon}_{n+1}|_{\mathcal{B}_{e}}=\mathbf{B}_{e}\boldsymbol{d}%
_{e}|^{(k)}_{n+1}
	
	(6.108)






	2. 

Με δεδομένες τις παραμορφώσεις στα σημεία xel∈ℬex^{l}_{e}\in\mathcal{B}_{e}
υπολογίζεται το διάνυσμα 𝝈n+1(k)\boldsymbol{\sigma}^{(k)}_{n+1} μέσω του καταστατικού νόμου.




	3. 

Υπολογίζεται το διάνυσμα των εσωτερικών δυνάμεων σε επίπεδο στοιχείου
𝒇i⁢n⁢t\boldsymbol{f}^{int}
και το συνολικό διάνυσμα των εσωτερικών δυνάμεων 𝑭i⁢n⁢t\boldsymbol{F}^{int}.





	4. 

Ελέγχεται η σύγκλιση της επαναληπτικής διαδικασίας. Αν ικανοποιείται,
τότε η κατάσταση (∙)n+1(k)(\bullet)^{(k)}_{n+1} θεωρείται λύση του προβλήματος.
Αλλιώς,




	5. 

υπολογίζεται το Δ⁢𝒅n+1(k+1)\Delta\boldsymbol{d}^{(k+1)}_{n+1}, τίθεται
k←k+1k\leftarrow k+1 και επαναλαμβάνεται η παραπάνω επαναληπτική διαδικασία.









Ο υπολογισμός του Δ⁢𝒅n+1(k+1)\Delta\boldsymbol{d}^{(k+1)}_{n+1} γίνεται αρχικά θεωρώντας
τον κανόνα της αλυσίδας:





	
	∂⁡𝑭⁢(𝝈n+1(k))∂𝒅n+1(k))⁢Δ⁢𝒅n+1(k+1)=Ae=1ne⁢l⁡[∫ℬe𝐁eT⁢[∂⁡𝝈n+1(k)∂⁡𝜺n+1(k)]⁢𝐁e⁢d⁢ℬe⁢Δ⁢𝒅e|n+1(k+1)]\dfrac{\partial\boldsymbol{F}(\boldsymbol{\sigma}^{(k)}_{n+1})}{\partial%
\boldsymbol{d}^{(k)}_{n+1})}\Delta\boldsymbol{d}^{(k+1)}_{n+1}=\assembly%
\limits_{e=1}^{n_{el}}\left[\int_{\mathcal{B}_{e}}\mathbf{B}^{T}_{e}\left[%
\dfrac{\partial\boldsymbol{\sigma}^{(k)}_{n+1}}{\partial\boldsymbol{%
\varepsilon}^{(k)}_{n+1}}\right]\mathbf{B}_{e}d\mathcal{B}_{e}\Delta%
\boldsymbol{d}_{e}|^{(k+1)}_{n+1}\right]
	
	(6.109)



Από την παραπάνω σχέση μπορεί να οριστεί το μητρώο δυσκαμψίας του στοιχείου






	
	𝐤e|n+1(k):=∫ℬe𝐁eT⁢[∂⁡𝝈n+1(k)∂⁡𝜺n+1(k)]⁢𝐁e⁢d⁢ℬe\mathbf{k}_{e}|^{(k)}_{n+1}:=\int_{\mathcal{B}_{e}}\mathbf{B}^{T}_{e}\left[%
\dfrac{\partial\boldsymbol{\sigma}^{(k)}_{n+1}}{\partial\boldsymbol{%
\varepsilon}^{(k)}_{n+1}}\right]\mathbf{B}_{e}d\mathcal{B}_{e}
	
	(6.110)



και η (6.109) διατυπώνεται ως:





	
	∂⁡𝑭⁢(𝝈n+1(k))∂𝒅n+1(k))⁢Δ⁢𝒅n+1(k+1)=𝐊n+1(k)⁢Δ⁢𝒅e|n+1(k+1), 𝐊n+1(k)=Ae=1ne⁢l⁡𝒌e|n+1(k)\dfrac{\partial\boldsymbol{F}(\boldsymbol{\sigma}^{(k)}_{n+1})}{\partial%
\boldsymbol{d}^{(k)}_{n+1})}\Delta\boldsymbol{d}^{(k+1)}_{n+1}=\mathbf{K}^{(k)%
}_{n+1}\Delta\boldsymbol{d}_{e}|^{(k+1)}_{n+1},\quad\mathbf{K}^{(k)}_{n+1}=%
\assembly\limits_{e=1}^{n_{el}}\boldsymbol{k}_{e}|^{(k)}_{n+1}
	
	(6.111)



όπου 𝐊n+1(k)\mathbf{K}^{(k)}_{n+1} το συνολικό μητρώο δυσκαμψίας
κατά τη χρονική στιγμή tn+1t_{n+1} και την επανάληψη kk.




Από τη γραμμικοποίηση της (6.103) προκύπτει:





	
	[𝑭i⁢n⁢t⁢(𝝈𝒏+𝟏(𝒌))-𝑭n+1e⁢x⁢t]+∂⁡𝑭⁢(𝝈n+1(k))∂𝒅n+1(k))⁢Δ⁢𝒅n+1(k+1)=0.\left[\boldsymbol{F}^{int}(\boldsymbol{\sigma^{(k)}_{n+1}})-\boldsymbol{F}^{%
ext}_{n+1}\right]+\dfrac{\partial\boldsymbol{F}(\boldsymbol{\sigma}^{(k)}_{n+1%
})}{\partial\boldsymbol{d}^{(k)}_{n+1})}\Delta\boldsymbol{d}^{(k+1)}_{n+1}=%
\boldsymbol{0}.
	
	(6.112)



Θεωρώντας ότι η παράγωγος ∂⁡𝝈n+1(k)∂⁡𝜺n+1(k)\dfrac{\partial\boldsymbol{\sigma}^{(k)}_{n+1}}{\partial\boldsymbol{%
\varepsilon}^{(k)}_{n+1}}
μπορεί να υπολογιστεί, ο μοναδικός άγνωστος είναι το
Δ⁢𝒅n+1(k+1)\Delta\boldsymbol{d}^{(k+1)}_{n+1}. Από τις
(6.111)
και (6.112) προκύπτει η
ακόλουθη επαναληπτική διαδικασία:





	
	∂⁡𝝈n+1(k)∂⁡𝜺n+1(k)=-[𝐊n+1(k)]-1⁢[𝑭i⁢n⁢t⁢(𝝈𝒏+𝟏(𝒌))-𝑭n+1e⁢x⁢t]\dfrac{\partial\boldsymbol{\sigma}^{(k)}_{n+1}}{\partial\boldsymbol{%
\varepsilon}^{(k)}_{n+1}}=-\left[\mathbf{K}^{(k)}_{n+1}\right]^{-1}\left[%
\boldsymbol{F}^{int}(\boldsymbol{\sigma^{(k)}_{n+1}})-\boldsymbol{F}^{ext}_{n+%
1}\right]
	
	(6.113)



η οποία είναι ισοδύναμη με τη μέθοδο Newton-Raphson που εξετάζεται
στη συνέχεια.






















6.5 Αριθμητικές μέθοδοι επίλυσης



Στη συνέχεια εξετάζονται οι αριθμητικές μέθοδοι που εφαρμόζονται στην επίλυση
του προβλήματος της πλαστικότητας στο πλαίσιο της μεθόδου των πεπερασμένων
στοιχείων.




6.5.1 Η μέθοδος Newton-Raphson



Η μέθοδος Newton-Raphson αποτελεί την πλέον διαδεδομένη
αριθμητική μέθοδο εύρεσης ριζών μη γραμμικών εξισώσεων
και χρησιμοποιείται ευρέως σε μη γραμμικά προβλήματα και προβλήματα
βελτιστοποίησης
[10].




Στο Σχήμα 6.7 δίνεται γραφικά η εφαρμογή
της μεθόδου στο μονοδιάστατο πρόβλημα f⁢(x)=0, x∈ℜf(x)=0,\;x\in\Re.
Ξεκινώντας από μια προσέγγιση της λύσης x(k)x^{(k)}, η επόμενη
προσέγγιση δίνεται από τον επαναληπτικό τύπο:





	
	x(k+1)=x(k)-f⁢(x(k))f′⁢(x(k)).x^{(k+1)}=x^{(k)}-\dfrac{f(x^{(k)})}{f^{\prime}(x^{(k)})}.
	
	(6.114)



Η αρχική τιμή x(0)x^{(0)} συνήθως επιλέγεται τυχαία και η επιθυμητή ακρίβεια
της προσεγγιστικής λύσης ελέγχεται μέσω μίας ή περισσότερων σχετικών με το
πρόβλημα νόρμες.





Στη γενική περίπτωση η μέθοδος Newton-Raphson μπορεί να
προκύψει θεωρώντας μόνο τον πρώτο όρο του αναπτύγματος της σειράς
Taylor της συνάρτησης ff:





	
	f⁢(x(k+1))=f⁢(x(k+1)+Δ⁢x)≈f⁢(x(k))+f′⁢(x(k))⁢Δ⁢x(k)=0.f(x^{(k+1)})=f(x^{(k+1)}+\Delta x)\approx f(x^{(k)})+f^{\prime}(x^{(k)})\Delta
x%
^{(k)}=0.
	
	(6.115)



Μέσω του παραπάνω ορισμού η μέθοδος γενικεύεται εύκολα σε περισσότερες
της μίας διαστάσεις (nn-διαστάσεις). Σε αυτή τη περίπτωση το πρόβλημα
ορίζεται ως εξής:





	
	𝒇⁢(𝒙)=𝟎\boldsymbol{f}(\boldsymbol{x})=\mathbf{0}
	
	(6.116)



όπου 𝒇,𝒙∈ℜn\boldsymbol{f},\boldsymbol{x}\in\Re^{n}, και
𝒙\boldsymbol{x} οι άγνωστοι του προβλήματος και το αντίστοιχο
ανάπτυγμα Taylor (6.115)
για την nn-διάστατη περίπτωση ορίζεται ως:





	
	𝒇⁢(𝒙(k+1))=𝒇⁢(𝒙(k)+Δ⁢𝒙(k))≈𝒇⁢(𝒙(k))+𝑱⁢(𝒙(k))⁢Δ⁢𝒙(k)=0.\boldsymbol{f}(\boldsymbol{x}^{(k+1)})=\boldsymbol{f}(\boldsymbol{x}^{(k)}+%
\Delta\boldsymbol{x}^{(k)})\approx\boldsymbol{f}(\boldsymbol{x}^{(k)})+%
\boldsymbol{J}(\boldsymbol{x}^{(k)})\Delta\boldsymbol{x}^{(k)}=\mathbf{0}.
	
	(6.117)



Το μητρώο 𝐉⁢(𝒙(k))\mathbf{J}(\boldsymbol{x}^{(k)}) είναι ένα
συναρτησιακό μητρώο, που ονομάζεται Ιακωβιανή,
και ορίζεται ως:





	
	𝐉⁢(𝒙(k))=[∂⁡fi∂⁡xj]𝒙=𝒙(k).\mathbf{J}(\boldsymbol{x}^{(k)})=\left[\dfrac{\partial f_{i}}{\partial x_{j}}%
\right]_{\boldsymbol{x}=\boldsymbol{x}^{(k)}}.
	
	(6.118)



Είναι προφανές ότι η σχέση (6.117) παριστάνει
ένα γραμμικό σύστημα εξισώσεων από το οποίο προκύπτει το βήμα
Δ⁢𝒙\Delta\boldsymbol{x},





	
	𝐉⁢(𝒙(k))⁢Δ⁢𝒙(k)=-𝒇⁢(𝒙(k)),\mathbf{J}(\boldsymbol{x}^{(k)})\Delta\boldsymbol{x}^{(k)}=-\boldsymbol{f}(%
\boldsymbol{x}^{(k)}),
	
	(6.119)



όπου





	
	𝒙(k+1)=𝒙(k)+Δ⁢𝒙(k)\boldsymbol{x}^{(k+1)}=\boldsymbol{x}^{(k)}+\Delta\boldsymbol{x}^{(k)}
	
	(6.120)






Εύκολα αποδεικνύεται ότι για μια ομαλή συνάρτηση f⁢(x)f(x) ο αλγόριθμος
Newton-Raphson εγγυάται τετραγωνική σύγκλιση.
Παρόλο το πλεονέκτημα της ταχύτατης σύγκλισης, το σχετικά υψηλό
υπολογιστικό κόστος που απαιτείται στην nn-διάστατη περίπτωση
για την αντιστροφή του nn-διάστατου εφαπτομενικού μητρώου καθιστά
την παραπάνω μέθοδο πολλές φορές απαγορευτική. Έτσι χρησιμοποιείται συχνά
η Τροποποιημένη Newton-Raphson μέθοδος,
κατά την οποία το αντίστροφο του εφαπτομενικού μητρώου
υπολογίζεται μόνο στην αρχή του κάθε βήματος και στη συνέχεια
θεωρείται ότι παραμένει σταθερό στις επόμενες επαναλήψεις.

Άλλες μέθοδοι που εφαρμόζονται όταν δεν θέλουμε ή και δεν μπορούμε να
προσδιορίσουμε το αντίστροφο του εφαπτομενικού μητρώου είναι οι
επονομαζόμενες μέθοδοι χορδής (ή τέμνουσας),
στις οποίες η λύση προσεγγίζεται με την παραγωγή διαδοχικών χορδών μεταξύ
δύο σημείων επί της άγνωστης καμπύλης.





Η μέθοδος Newton-Raphson συνήθως προτείνεται όταν το
προς επίλυση πρόβλημα είναι έντονα μη γραμμικό. Παρ’ όλα αυτά, ανωμαλίες
ή μη μονότονες συναρτήσεις μπορεί να οδηγήσουν σε αριθμητικά
προβλήματα, όπως φαίνεται και στα
Σχήματα
6.7(β′{}^{\prime}),
6.7(γ′{}^{\prime}) και
6.7(δ′{}^{\prime}).






Σε αυτές τις περιπτώσεις συνήθως η μέθοδος Newton-Raphson
συμπληρώνεται με κάποια τεχνική σταθεροποίησης, όπως η
μέθοδος εύρεσης γραμμής,
ή χρησιμοποιούνται άλλοι πιο εξειδικευμένοι αλγόριθμοι, όπως για
παράδειγμα ο αλγόριθμος μήκους τόξου.
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Σχήμα 6.7: Η μέθοδος Newton-Raphson.






6.5.2 Ο γενικός κανόνας του μέσου σημείου



Έστω η συνάρτηση f:ℜ→ℜf:\Re\rightarrow\Re η οποία θεωρείται ομαλή.
Εξετάζεται τώρα το πρόβλημα,





	
	x˙⁢(t)=f⁢(x,t)x⁢(0)=xn} στο χρονικό διάστημα⁢[0,T].\left.\begin{array}[]{ccc}\dot{x}(t)&=&f(x,t)\\
x(0)&=&x_{n}\\
\end{array}\right\}\quad\textrm{στο χρονικό διάστημα}\;[0,T].
	
	(6.121)



Για την αριθμητική επίλυση του παραπάνω προβλήματος χρησιμοποιείται συχνά
ο γενικός κανόνας του μέσου σημείου, ο οποίος αναφέρεται σε μια οικογένεια
σχημάτων χρονικής ολοκλήρωσης και ορίζεται ως:






	
	xn+1=xn+Δ⁢t⁢f⁢(x,t)xn+θ=θ⁢xn+1+(1-θ)⁢xn; θ∈[0,1]\begin{array}[]{rcl}x_{n+1}&=&x_{n}+\Delta tf(x,t)\\
x_{n+\theta}&=&\theta x_{n+1}+(1-\theta)x_{n};\quad\theta\in[0,1]\\
\end{array}
	
	(6.122)



Στην παραπάνω σχέση, το xn+1≅x⁢(tn+1)x_{n+1}\cong x(t_{n+1}) συμβολίζει την αριθμητική
προσέγγιση στην ακριβή τιμή x⁢(tn+1)x(t_{n+1}) κατά τη χρονική στιγμή
tn+1=tn+Δ⁢tt_{n+1}=t_{n}+\Delta t. Ο γενικός κανόνας του μέσου σημείου περιλαμβάνει
μερικά από τα πιο γνωστά σχήματα χρονικής ολοκλήρωσης, και πιο συγκεκριμένα





	
	θ=0⇒άμεση (explicit, forward) Eulerθ=12⇒μέθοδος Crank-Nicholsonθ=1⇒έμμεση (implicit, backward) Euler\begin{array}[]{rcl}\theta=0&\Rightarrow&\text{άμεση (explicit, forward) Euler%
}\\
\theta=\dfrac{1}{2}&\Rightarrow&\text{μέθοδος Crank-Nicholson}\\
\theta=1&\Rightarrow&\text{έμμεση (implicit, backward) Euler}\\
\end{array}
	
	(6.123)






Εκτενείς αναφορές για τη σύγκλιση, την ακρίβεια και την ευστάθεια των παραπάνω
σχημάτων χρονικής ολοκλήρωσης μπορούν εύκολα να αναζητηθούν στη βιβλιογραφία
[3].
Στη συνέχεια θα χρησιμοποιηθεί η έμμεση μέθοδος Euler, η οποία χαρακτηρίζεται
από ακρίβεια πρώτης τάξης και απεριόριστη ευστάθεια.
Κατά την εφαρμογή της μεθόδου απαιτείται η επίλυση ενός (πιθανώς) μη γραμμικού
προβλήματος, για την οποία χρησιμοποιείται συνήθως η μέθοδος
Newton-Raphson.





















6.6 Αριθμητική επίλυση της μονοδιάστατης πλαστικότητας



Έστω ένα σημείο x∈ℬ¯x\in\bar{\mathcal{B}}, όπου το ℬ¯\bar{\mathcal{B}}
είναι ένα κλειστό υποσύνολο του ℜ\Re (τυπικό παράδειγμα ℬ¯=[0,L]\bar{\mathcal{B}}=[0,L]
και xx σημείο ολοκλήρωσης)
του οποίου η καταστατική συμπεριφορά ορίζεται
από τις σχέσεις του Πλαισίου 6.1.2.
Η αρχική εντατική κατάσταση στο σημείο xx για το βήμα nn θεωρείται
γνωστή και ότι περιγράφεται πλήρως από τις μεταβλητές
{εn,εnp,αn}\{\varepsilon_{n},\varepsilon_{n}^{p},\alpha_{n}\}.
Το πρόβλημα μπορεί να οριστεί τώρα ως εξής:






Για δεδομένη αύξηση της παραμόρφωσης Δ⁢εn\Delta\varepsilon_{n}
ζητείται να βρεθεί η τάση σn+1\sigma_{n+1} στο σημείο xx.






6.6.1 Ο αλγόριθμος return-mapping



Εφαρμόζοντας στον κανόνα ροής (6.25) και στον νόμο
κράτυνσης (6.26)
(βλ. και Πλαίσιο 6.1.2)
τον γενικό κανόνα του μέσου σημείου
(6.122) για θ=1\theta=1, που
αντιστοιχεί στην περίπτωση της έμμεσης μεθόδου Euler,
προκύπτει:





	
	εn+1p\displaystyle\varepsilon^{p}_{n+1}
	=εnp+Δ⁢λn+1⁢sign⁡(σn+1)⁢και\displaystyle=\varepsilon^{p}_{n}+\Delta\lambda_{n+1}\sign(\sigma_{n+1})\;%
\text{και}
	
	(6.124)


	
	αn+1\displaystyle\alpha_{n+1}
	=αn+Δ⁢λn+1.\displaystyle=\alpha_{n}+\Delta\lambda_{n+1}.
	
	(6.125)



Η ολική παραμόρφωση ορίζεται σύμφωνα με τη σχέση





	
	εn+1:=εn+Δ⁢εn\varepsilon_{n+1}:=\varepsilon_{n}+\Delta\varepsilon_{n}
	
	(6.126)



και θεωρείται σταθερή κατά τη διάρκεια του βήματος n+1n+1. Επομένως η
ζητούμενη τάση δίνεται ως:





	
	σn+1\displaystyle\sigma_{n+1}
	=E⁢εn+1e\displaystyle=E\varepsilon_{n+1}^{e}
	


	
	
	=E⁢(εn+1-εn+1p).\displaystyle=E(\varepsilon_{n+1}-\varepsilon^{p}_{n+1}).
	
	(6.127)



Οι μεταβλητές (σn+1,αn+1)(\sigma_{n+1},\alpha_{n+1}) και η παράμετρος Δ⁢λn+1\Delta\lambda_{n+1}
πρέπει επιπλέον να πληρούν τις ακόλουθες διακριτές συνθήκες
Karush-Kuhn-Tucker, οι οποίες δίνονται ως:






	
	fn+1:=|σn+1|-(σY+Kαn+1)≤0,Δ⁢λn+1≥0,Δ⁢λn+1⁢fn+1=0.\begin{array}[]{rl}f_{n+1}&:=|\sigma_{n+1}|-(\sigma_{Y}+K\alpha_{n+1})\leq 0,%
\\
\Delta\lambda_{n+1}&\geq 0,\\
\Delta\lambda_{n+1}f_{n+1}&=0.\end{array}
	
	(6.128)



Όπως διακρίνεται και από τις παραπάνω σχέσεις, με την εφαρμογή της έμμεσης
μεθόδου Euler οδηγείται το αρχικό πρόβλημα βελτιστοποίησης με
περιορισμούς στο διακριτό αντίστοιχο πρόβλημα για τις μεταβλητές
{εn+1p,αn+1}\{\varepsilon_{n+1}^{p},\alpha_{n+1}\}.




Η δοκιμαστική (trial) ελαστική εντατική κατάσταση



Αρχικά ορίζεται μια μη πραγματική, δοκιμαστική (trial) ελαστική
εντατική κατάσταση η οποία περιγράφεται από τις σχέσεις:





	
	σn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l:=E(εn+1-εn+1p)≡σn+EΔεnεn+1p,t⁢r⁢i⁢a⁢l:=εnpαn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l:=αnfn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l:=|σn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l|-(σY+Kαn)\begin{array}[]{rl}\sigma^{trial}_{n+1}&:=E(\varepsilon_{n+1}-\varepsilon^{p}_%
{n+1})\equiv\sigma_{n}+E\Delta\varepsilon_{n}\\
\varepsilon^{p,trial}_{n+1}&:=\varepsilon^{p}_{n}\\
\alpha^{trial}_{n+1}&:=\alpha_{n}\\
f^{trial}_{n+1}&:=|\sigma^{trial}_{n+1}|-(\sigma_{Y}+K\alpha_{n})\end{array}
	
	(6.129)



Η παραπάνω δοκιμαστική κατάσταση αντιστοιχεί σε μία πραγματική
κατάσταση, αν και μόνο αν η αύξηση της παραμόρφωσης Δ⁢εn\Delta\varepsilon_{n}
οδηγεί σε ελαστική φόρτιση/αποφόρτιση.






Η συνθήκη διαρροής



Με γνωστή τη δοκιμαστική κατάσταση, αρχικά εξετάζεται η περίπτωση
κατά την οποία ισχύει:





	
	fn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l≤0.f^{trial}_{n+1}\leq 0.
	
	(6.130)



Αν ισχύει η παραπάνω σχέση, τότε θεωρείται ότι η δοκιμαστική κατάσταση
είναι αποδεκτή και επομένως τίθεται:





	
	σn+1:=σn+1t⁢r⁢i⁢a⁢lεn+1p:=εnpαn+1:=αnfn+1:=fn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l\begin{array}[]{rl}\sigma_{n+1}&:=\sigma_{n+1}^{trial}\\
\varepsilon^{p}_{n+1}&:=\varepsilon^{p}_{n}\\
\alpha_{n+1}&:=\alpha_{n}\\
f_{n+1}&:=f_{n+1}^{trial}\end{array}
	
	(6.131)



και θεωρείται ότι η δοκιμαστική κατάσταση αποτελεί τη λύση του προβλήματος
(βλ. Σχήμα 6.8 για μια πιθανή
περίπτωση ελαστικής αποφόρτισης).
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Σχήμα 6.8: Παράδειγμα ελαστικής αποφόρτισης. Η τελική κατάσταση ταυτίζεται
με τη δοκιμαστική (trial) κατάσταση.




Έστω τώρα η περίπτωση κατά την οποία ισχύει:





	
	fn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l>0.f^{trial}_{n+1}>0.
	
	(6.132)



Η δοκιμαστική ελαστική κατάσταση προφανώς δεν μπορεί να αποτελεί λύση
του προβλήματος, γιατί παραβιάζει τη συνθήκη f⁢(σ,α)≤0f(\sigma,\alpha)\leq 0. Επομένως
ζητείται εκείνη η τιμή του Δ⁢λn+1>0\Delta\lambda_{n+1}>0 για την οποία ισχύει
εn+1p≠εnp\varepsilon^{p}_{n+1}\neq\varepsilon^{p}_{n} έτσι ώστε
σn+1≠σn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l\sigma_{n+1}\neq\sigma_{n+1}^{trial}. Από τις συμπληρωματικές συνθήκες
Karush-Kuhn-Tucker είναι γνωστό ότι εφόσον Δ⁢λn+1>0\Delta\lambda_{n+1}>0,
τότε ισχύει:





	
	Δ⁢λn+1⁢fn+1=0⇒fn+1⁢=!⁢0\Delta\lambda_{n+1}f_{n+1}=0\Rightarrow f_{n+1}\overset{!}{=}0
	
	(6.133)



και το βήμα θεωρείται πλαστικό. Συνοψίζοντας, μπορεί να ισχύει:





	
	fn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l={≤0⇒ελαστικό βήμα,Δ⁢λn+1=0,>0⇒πλαστικό βήμα,Δ⁢λn+1>0.f^{trial}_{n+1}=\left\{\begin{array}[]{ccc}\leq 0\Rightarrow&\text{ελαστικό βή%
μα,}&\Delta\lambda_{n+1}=0,\\
>0\Rightarrow&\text{πλαστικό βήμα,}&\Delta\lambda_{n+1}>0.\end{array}\right.
	
	(6.134)








Ο αλγόριθμος επιστροφής



Η ζητούμενη τάση σn+1\sigma_{n+1} επαναδιατυπώνεται συναρτήσει
της πλαστικής παραμόρφωσης, σύμφωνα με την
(6.124),





	
	σn+1=Ε⁢(εn+1-εn+1p)=Ε⁢(εn+1-εnp)-Ε⁢(εn+1p-εnp)=σn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l-E⁢Δ⁢λn+1⁢sign⁡(σn+1),\begin{split}\sigma_{n+1}&=Ε(\varepsilon_{n+1}-\varepsilon_{n+1}^{p})\\
&=Ε(\varepsilon_{n+1}-\varepsilon_{n}^{p})-Ε(\varepsilon_{n+1}^{p}-\varepsilon%
_{n}^{p})\\
&=\sigma_{n+1}^{trial}-E\Delta\lambda_{n+1}\sign(\sigma_{n+1}),\end{split}
	
	(6.135)



όπου η δοκιμαστική τάση σn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l\sigma_{n+1}^{trial}
θεωρείται σταθερή κατά τη διάρκεια του βήματος n+1n+1. Η εξίσωση
(6.125) που αφορά τον νόμο κράτυνσης δίνεται ως:





	
	αn+1:=αn+Δ⁢λn+1.\alpha_{n+1}:=\alpha_{n}+\Delta\lambda_{n+1}.
	
	(6.136)



Τέλος ορίζεται η συνάρτηση διαρροής στο βήμα n+1n+1, η οποία και θα πρέπει
να είναι μηδενική:





	
	fn+1:=|σn+1|-(σY+K⁢αn)⁢=!⁢0.f_{n+1}:=|\sigma_{n+1}|-(\sigma_{Y}+K\alpha_{n})\overset{!}{=}0.
	
	(6.137)



Οι εξισώσεις (6.135), (6.136) και
(6.137) αποτελούν για το απλό πρόβλημα που εξετάζεται
ένα σύστημα γραμμικών εξισώσεων με αγνώστους τα
σn+1\sigma_{n+1}, αn\alpha_{n} και Δ⁢λn+1>0\Delta\lambda_{n+1}>0. Η γραμμικότητα
του παραπάνω συστήματος, όπως θα γίνει εμφανές και στις επόμενες ενότητες,
δεν αποτελεί τον κανόνα, καθώς στην τυπική περίπτωση οι εξισώσεις
(6.135), (6.136) και (6.137)
είναι μη γραμμικές και απαιτείται η επίλυση ενός τοπικά μη γραμμικού
συστήματος.
Για τη συγκεκριμένη περίπτωση, εύκολα προκύπτει ότι:





	
	fn+1⁢=!⁢0⇒Δ⁢λn+1=fn+1t⁢r⁢i⁢a⁢lE+K>0f_{n+1}\overset{!}{=}0\Rightarrow\Delta\lambda_{n+1}=\dfrac{f_{n+1}^{trial}}{E%
+K}>0
	
	(6.138)



και επομένως έχοντας γνωστό το Δ⁢λn+1\Delta\lambda_{n+1}





	
	αn+1:=αn+Δλn+1,σn+1:=σn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l-EΔλn+1sign(σn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l).\begin{array}[]{rl}\alpha_{n+1}&:=\alpha_{n}+\Delta\lambda_{n+1},\\
\sigma_{n+1}&:=\sigma_{n+1}^{trial}-E\Delta\lambda_{n+1}\sign(\sigma_{n+1}^{%
trial}).\end{array}
	
	(6.139)



Οι ελαστοπλαστικές παραμορφώσεις υπολογίζονται από τη σχέση
(6.124), δηλαδή





	
	εn+1p:=εnp+Δ⁢λn+1⁢sign⁡(σn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l).\varepsilon^{p}_{n+1}:=\varepsilon^{p}_{n}+\Delta\lambda_{n+1}\sign(\sigma_{n+%
1}^{trial}).
	
	(6.140)





[image: ]
Σχήμα 6.9: Παράδειγμα πλαστικής φόρτισης. Η δοκιμαστική κατάσταση παραβιάζει τη
συνθήκη f≤0f\leq 0 και η τελική κατάσταση προσδιορίζεται «επιστρέφοντας» στην
επιφάνεια διαρροής.




Η παραπάνω λύση παρουσιάζεται γραφικά στο Σχήμα 6.9 και
δίνεται σε αλγοριθμική μορφή στο Πλαίσιο 6.6.1.
Ιδιαίτερο ενδιαφέρον στον παραπάνω αλγόριθμο παρουσιάζει η σχέση
(6.135), η οποία μπορεί να γραφτεί και ως:





	
	σn+1=σn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l-E⁢Δ⁢λn+1⁢sign⁡(σn+1)=[|σn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l|-E⁢Δ⁢λn+1]⁢sign⁡(σn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l)=[1-E⁢Δ⁢λn+1|σn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l|]⁢sign⁡(σn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l).\begin{split}\sigma_{n+1}&=\sigma_{n+1}^{trial}-E\Delta\lambda_{n+1}\sign(%
\sigma_{n+1})\\
&=\left[\left|\sigma_{n+1}^{trial}\right|-E\Delta\lambda_{n+1}\right]\sign(%
\sigma_{n+1}^{trial})\\
&=\left[1-\dfrac{E\Delta\lambda_{n+1}}{\left|\sigma_{n+1}^{trial}\right|}%
\right]\sign(\sigma_{n+1}^{trial}).\end{split}
	
	(6.141)



Εφόσον fn+1=0f_{n+1}=0, συμπεραίνεται ότι η τελική τάση σn+1\sigma_{n+1} είναι
η προβολή της σn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l\sigma_{n+1}^{trial} στην επιφάνεια διαρροής. Για αυτό τον
λόγο, ο αλγόριθμος 6.6.1 ονομάζεται και αλγόριθμος
return-mapping (επιστροφής-απεικόνισης).





	 

Δεδομένα: x∈ℬ¯:εn,εnp,αnx\in\bar{\mathcal{B}}:{\varepsilon_{n},\varepsilon_{n}^{p},\alpha_{n}}




	 

Είσοδος: Αύξηση παραμόρφωσης Δ⁢εn\Delta\varepsilon_{n}




	1 

εn+1=εn+Δ⁢εn\varepsilon_{n+1}=\varepsilon_{n}+\Delta\varepsilon_{n}




	2 

σn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l=Ε⁢(εn+1-εnp)\sigma_{n+1}^{trial}=Ε(\varepsilon_{n+1}-\varepsilon_{n}^{p})




	3 

fn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l=|σn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l|-[σY+K⁢αn]f_{n+1}^{trial}=|\sigma_{n+1}^{trial}|-[\sigma_{Y}+K\alpha_{n}]




	4 

Ανfn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l≤0f_{n+1}^{trial}\leq 0


	 

ελαστική φόρτιση




	 

σn+1=σn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l\sigma_{n+1}=\sigma_{n+1}^{trial}




	 

εn+1p:=εnp\varepsilon^{p}_{n+1}:=\varepsilon^{p}_{n}




	 

αn+1:=αn\alpha_{n+1}:=\alpha_{n}




	 

fn+1:=fn+1t⁢r⁢i⁢a⁢lf_{n+1}:=f_{n+1}^{trial}









	 

αλλιώς


	 

πλαστική φόρτιση




	 

Δ⁢λn+1:=fn+1t⁢r⁢i⁢a⁢lE+K\Delta\lambda_{n+1}:=\dfrac{f_{n+1}^{trial}}{E+K}




	 

σn+1:=σn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l-E⁢Δ⁢λn+1⁢sign⁡(σn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l)\sigma_{n+1}:=\sigma_{n+1}^{trial}-E\Delta\lambda_{n+1}\sign(\sigma_{n+1}^{%
trial})




	 

εn+1p:=εnp+Δ⁢λn+1⁢sign⁡(σn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l)\varepsilon^{p}_{n+1}:=\varepsilon^{p}_{n}+\Delta\lambda_{n+1}\sign(\sigma_{n+%
1}^{trial})




	 

αn+1:=αn+Δ⁢λn+1\alpha_{n+1}:=\alpha_{n}+\Delta\lambda_{n+1}











Πλαίσιο 6.5: Αλγόριθμος επιστροφής των τάσεων για την περίπτωση της μονοδιάστατης κρατυνόμενης πλαστικότητας.








6.6.2 Το αλγοριθμικό (συνεπές) εφαπτομενικό μέτρο



Για λόγους πληρότητας της μεθόδου υπολογίζεται
στη συνέχεια το αλγοριθμικό ελαστοπλαστικό μέτρο
[13],
το οποίο ενδέχεται να διαφέρει από το συνεχές μέτρο ελαστοπλαστικότητας
(6.33), είναι συνεπές ως προς την εξωτερική
επαναληπτική διαδικασία, εγγυάται τετραγωνική σύγκλιση και ορίζεται ως:





	
	𝐂n+1(k):=∂⁡σn+1(k)∂⁡εn+1(k).\mathbf{C}^{(k)}_{n+1}:=\dfrac{\partial\sigma^{(k)}_{n+1}}{\partial\varepsilon%
^{(k)}_{n+1}}.
	
	(6.142)






Για την περίπτωση όπου fn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l≤0f^{trial}_{n+1}\leq 0, εύκολα αποδεικνύεται ότι:





	
	𝐂n+1(k):=∂⁡σn+1(k)∂⁡εn+1(k)=∂⁡σn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l⁢(k)∂⁡εn+1(k)=E.\mathbf{C}^{(k)}_{n+1}:=\dfrac{\partial\sigma^{(k)}_{n+1}}{\partial\varepsilon%
^{(k)}_{n+1}}=\dfrac{\partial\sigma^{trial(k)}_{n+1}}{\partial\varepsilon^{(k)%
}_{n+1}}=E.
	
	(6.143)






Στην περίπτωση που ισχύει fn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l>0f^{trial}_{n+1}>0, και σύμφωνα με τις
αντίστοιχες σχέσεις του Πλαισίου 6.6.1,
προκύπτει:





	
	𝐂n+1(k):=∂⁡σn+1(k)∂⁡εn+1(k)=∂⁡(σn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l⁢(k)-Δ⁢λn+1(k)⁢E⁢sign⁡(σn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l⁢(k)))∂⁡εn+1(k)=∂⁡Ε⁢(εn+1(k)-εn+1p)∂⁡εn+1(k)-∂⁡Δ⁢λn+1(k)⁢E⁢sign⁡(σn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l⁢(k))∂⁡Δ⁢λn+1(k)⁢Δ⁢λn+1(k)∂⁡εn+1(k)=E-E2E+K=E⁢KE+K.\begin{split}\mathbf{C}^{(k)}_{n+1}:=&\dfrac{\partial\sigma^{(k)}_{n+1}}{%
\partial\varepsilon^{(k)}_{n+1}}\\
=&\dfrac{\partial\left(\sigma^{trial(k)}_{n+1}-\Delta\lambda_{n+1}^{(k)}E\sign%
(\sigma_{n+1}^{trial(k)})\right)}{\partial\varepsilon^{(k)}_{n+1}}\\
=&\dfrac{\partial Ε(\varepsilon_{n+1}^{(k)}-\varepsilon_{n+1}^{p})}{\partial%
\varepsilon^{(k)}_{n+1}}-\dfrac{\partial\Delta\lambda_{n+1}^{(k)}E\sign(\sigma%
_{n+1}^{trial(k)})}{\partial\Delta\lambda_{n+1}^{(k)}}\dfrac{\Delta\lambda_{n+%
1}^{(k)}}{\partial\varepsilon^{(k)}_{n+1}}\\
=&E-\dfrac{E^{2}}{E+K}\\
=&\dfrac{EK}{E+K}.\end{split}
	
	(6.144)



Από τις (6.143) και (6.144)
και σε αντιστοιχία με τις (6.33) και
(6.134), το αλγοριθμικό, ελαστοπλαστικό μέτρο
δίνεται ως:





	
	𝐂n+1(k):=∂⁡σn+1(k)∂⁡εn+1(k)={Eαν⁢fn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l≤0,E⁢KE+Kαν⁢fn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l>0.\mathbf{C}^{(k)}_{n+1}:=\dfrac{\partial\sigma^{(k)}_{n+1}}{\partial\varepsilon%
^{(k)}_{n+1}}=\left\{\begin{array}[]{cl}E&\text{αν}\;f^{trial}_{n+1}\leq 0,\\
\dfrac{EK}{E+K}&\text{αν}\;f^{trial}_{n+1}>0.\end{array}\right.
	
	(6.145)



Σημειώνεται ότι το συνεχές (6.33) και το αλγοριθμικό
μέτρο (6.145) ταυτίζονται για την περίπτωση της μονοδιάστατης
πλαστικότητας.
Αυτό όμως δεν ισχύει απαραίτητα σε μεγαλύτερες διαστάσεις.






















6.7 Αριθμητική επίλυση του προβλήματος της πλαστικότητας πολλών διαστάσεων. Κριτήρια μίας επιφάνειας διαρροής



Το πρόβλημα της nn-διάστατης πλαστικότητας, σύμφωνα με όσα περιγράφονται
στην Ενότητα 6.2 και συνοψίζονται στο Πλαίσιο
6.2.3, ορίζεται από τις παρακάτω εξισώσεις:





	
	𝝈˙\displaystyle\dot{\boldsymbol{\sigma}}
	=∇sW(𝜺˙-𝜺p˙)=𝐂𝜺e˙\displaystyle=\nabla^{s}W(\dot{\boldsymbol{\varepsilon}}-\dot{\boldsymbol{%
\varepsilon}^{p}})=\mathbf{C}\dot{\boldsymbol{\varepsilon}^{e}}
	
	(6.146)


	
	𝜺˙\displaystyle\dot{\boldsymbol{\varepsilon}}
	=∇s⁡(Δ⁢𝒖˙)\displaystyle=\nabla^{s}(\Delta\dot{\boldsymbol{u}})
	
	(6.147)


	
	𝜺p˙\displaystyle\dot{\boldsymbol{\varepsilon}^{p}}
	=λ˙⁢∂⁡g⁢(𝝈,𝜶)∂⁡𝝈\displaystyle=\dot{\lambda}\dfrac{\partial g(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{%
\alpha})}{\partial\boldsymbol{\sigma}}
	
	(6.148)


	
	𝒒˙\displaystyle\dot{\boldsymbol{q}}
	=-∇2ℋ(𝜶)𝜶˙=-λ˙𝐃∂⁡h⁢(𝝈,𝒒)∂⁡𝒒\displaystyle=-\nabla^{2}\mathcal{H}(\boldsymbol{\alpha})\dot{\boldsymbol{%
\alpha}}=-\dot{\lambda}\mathbf{D}\dfrac{\partial h(\boldsymbol{\sigma},%
\boldsymbol{q})}{\partial\boldsymbol{q}}
	
	(6.149)


	
	𝜶˙\displaystyle\dot{\boldsymbol{\alpha}}
	=λ˙∂⁡h⁢(𝝈,𝒒)∂⁡𝒒=-𝐃-1𝒒˙\displaystyle=\dot{\lambda}\dfrac{\partial h(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q%
})}{\partial\boldsymbol{q}}=-\mathbf{D}^{-1}\dot{\boldsymbol{q}}
	
	(6.150)



οι οποίες πρέπει να πληρούν τις Karush-Kuhn-Tucker συμπληρωματικές
συνθήκες,





	
	λ˙\displaystyle\dot{\lambda}
	≥0\displaystyle\geq 0
	
	(6.151)


	
	f⁢(𝝈,𝒒)\displaystyle f(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})
	≤0\displaystyle\leq 0
	
	(6.152)


	
	λ˙⁢f⁢(𝝈,𝒒)\displaystyle\dot{\lambda}f(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})
	=0\displaystyle=0
	
	(6.153)



και την απαίτηση συνέπειας





	
	λ˙f˙(𝝈,𝒒)=0(ανf(𝝈,𝒒)=0),\dot{\lambda}\dot{f}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})=0\;(\text{αν}\;f(%
\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})=0),
	
	(6.154)



υπό γνωστές αρχικές συνθήκες





	
	{𝜺,𝜺p,𝒒}|t=tn={𝜺n,𝜺np,𝒒n}.\{\boldsymbol{\varepsilon},\boldsymbol{\varepsilon}^{p},\boldsymbol{q}\}|_{t=t%
_{n}}=\{\boldsymbol{\varepsilon}_{n},\boldsymbol{\varepsilon}^{p}_{n},%
\boldsymbol{q}_{n}\}.
	
	(6.155)






6.7.1 Ο αλγόριθμος return-mapping



Στη συνέχεια εξετάζεται η εφαρμογή του αλγορίθμου return-mapping
στην περίπτωση της πλαστικότητας πολλών διαστάσεων για κριτήρια διαρροής
που αποτελούνται από μία επιφάνεια διαρροής.




Η δοκιμαστική (trial) ελαστική εντατική κατάσταση



Όπως και στην περίπτωση της μονοδιάστατης πλαστικότητας
(Ενότητα 6.6),
ορίζεται αρχικά μία μη πραγματική, δοκιμαστική (trial), ελαστική
εντατική κατάσταση, η οποία περιγράφεται από τις σχέσεις:





	
	𝝈n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l:=𝐂(𝜺n+1-𝜺n+1p)≡𝝈n+Δ𝜺n𝜺n+1p,t⁢r⁢i⁢a⁢l:=𝜺np𝜶n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l:=𝜶n𝒒n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l:=-𝐃𝜶n+1t⁢r⁢i⁢a⁢lfn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l:=f(𝝈n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l,𝒒n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l)\begin{array}[]{rl}\boldsymbol{\sigma}^{trial}_{n+1}&:=\mathbf{C}(\boldsymbol{%
\varepsilon}_{n+1}-\boldsymbol{\varepsilon}^{p}_{n+1})\equiv\boldsymbol{\sigma%
}_{n}+\Delta\boldsymbol{\varepsilon}_{n}\\
\boldsymbol{\varepsilon}^{p,trial}_{n+1}&:=\boldsymbol{\varepsilon}^{p}_{n}\\
\boldsymbol{\alpha}^{trial}_{n+1}&:=\boldsymbol{\alpha}_{n}\\
\boldsymbol{q}^{trial}_{n+1}&:=-\mathbf{D}\boldsymbol{\alpha}^{trial}_{n+1}\\
f^{trial}_{n+1}&:=f(\boldsymbol{\sigma}^{trial}_{n+1},\boldsymbol{q}^{trial}_{%
n+1})\end{array}
	
	(6.156)








Η συνθήκη διαρροής



Με γνωστή τη δοκιμαστική κατάσταση, αρχικά εξετάζεται η περίπτωση
κατά την οποία ισχύει:





	
	fn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l≤0.f^{trial}_{n+1}\leq 0.
	
	(6.157)



Αν ισχύει η παραπάνω σχέση, τότε θεωρείται ότι η δοκιμαστική κατάσταση
είναι αποδεκτή, αποτελεί τη λύση του προβλήματος και επομένως τίθεται:





	
	𝝈n+1:=𝝈n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l𝜺n+1p:=𝜺np𝜶n+1:=𝜶nfn+1:=fn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l\begin{array}[]{rl}\boldsymbol{\sigma}_{n+1}&:=\boldsymbol{\sigma}_{n+1}^{%
trial}\\
\boldsymbol{\varepsilon}^{p}_{n+1}&:=\boldsymbol{\varepsilon}^{p}_{n}\\
\boldsymbol{\alpha}_{n+1}&:=\boldsymbol{\alpha}_{n}\\
f_{n+1}&:=f_{n+1}^{trial}\end{array}
	
	(6.158)








Ο αλγόριθμος επιστροφής



Αν τώρα ισχύει





	
	fn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l>0f^{trial}_{n+1}>0
	
	(6.159)



δηλαδή η εντατική κατάσταση (𝝈t⁢r⁢i⁢a⁢l,𝒒t⁢r⁢i⁢a⁢l)(\boldsymbol{\sigma}^{trial},\boldsymbol{q}^{trial}) βρίσκεται εκτός
του συνόλου των αποδεκτών εντατικών καταστάσεων 𝔼σ\mathbb{E}_{\sigma}, τότε η φόρτιση
θεωρείται πλαστική. Η κατάσταση (𝝈t⁢r⁢i⁢a⁢l,𝒒t⁢r⁢i⁢a⁢l)(\boldsymbol{\sigma}^{trial},\boldsymbol{q}^{trial}) θεωρείται μη
αποδεκτή, δηλαδή (𝝈t⁢r⁢i⁢a⁢l,𝒒t⁢r⁢i⁢a⁢l)≠(𝝈n+1,𝒒n+1)(\boldsymbol{\sigma}^{trial},\boldsymbol{q}^{trial})\neq(\boldsymbol{\sigma}_{%
n+1},\boldsymbol{q}_{n+1}) και
επομένως θα πρέπει να προσδιοριστεί εκείνη η κατάσταση (𝝈t⁢r⁢i⁢a⁢l,𝒒t⁢r⁢i⁢a⁢l)(\boldsymbol{\sigma}^{trial},\boldsymbol{q}^{trial})
που αποτελεί τη λύση του προβλήματος.




Ξεκινώντας από την εξίσωση (6.148) και εφαρμόζοντας την
έμμεση μέθοδο Euler, προκύπτει:





	
	𝜺˙p=λ˙⁢∂𝝈⁡g\dot{\boldsymbol{\varepsilon}}^{p}=\dot{\lambda}\partial_{\boldsymbol{\sigma}}g
	
	(6.160)






	
	𝜺n+1p-𝜺np=Δ⁢λn+1⁢∂𝝈⁡gn+1\boldsymbol{\varepsilon}_{n+1}^{p}-\boldsymbol{\varepsilon}_{n}^{p}=\Delta%
\lambda_{n+1}\partial_{\boldsymbol{\sigma}}g_{n+1}
	
	(6.161)



Γνωρίζοντας ότι 𝜺n+1p=𝜺n+1-𝜺n+1e\boldsymbol{\varepsilon}_{n+1}^{p}=\boldsymbol{\varepsilon}_{n+1}-\boldsymbol{%
\varepsilon}_{n+1}^{e}, η παραπάνω σχέση
μπορεί να γραφτεί ως:





	
	𝜺n+1-𝜺n+1e-𝜺np=Δ⁢λn+1⁢∂𝝈⁡gn+1\boldsymbol{\varepsilon}_{n+1}-\boldsymbol{\varepsilon}_{n+1}^{e}-\boldsymbol{%
\varepsilon}_{n}^{p}=\Delta\lambda_{n+1}\partial_{\boldsymbol{\sigma}}g_{n+1}
	
	(6.162)



και αντικαθιστώντας 𝜺n+1e,t⁢r⁢i⁢a⁢l=𝜺n+1-𝜺np\boldsymbol{\varepsilon}_{n+1}^{e,trial}=\boldsymbol{\varepsilon}_{n+1}-%
\boldsymbol{\varepsilon}_{n}^{p} προκύπτει ότι:





	
	𝜺n+1e,t⁢r⁢i⁢a⁢l-𝜺n+1e=Δ⁢λn+1⁢∂𝝈⁡gn+1\boldsymbol{\varepsilon}_{n+1}^{e,trial}-\boldsymbol{\varepsilon}_{n+1}^{e}=%
\Delta\lambda_{n+1}\partial_{\boldsymbol{\sigma}}g_{n+1}
	
	(6.163)



η οποία βρίσκεται σε πλήρη αντιστοιχία με την αντίστοιχη εξίσωση που αφορά
την περίπτωση της μονοδιάστατης πλαστικότητας. Η παραπάνω σχέση δίνεται
σε μορφή υπολοίπου ως:





	
	rσ=𝜺n+1e-𝜺n+1e,t⁢r⁢i⁢a⁢l+Δ⁢λn+1⁢∂𝝈⁡gn+1,r^{\sigma}=\boldsymbol{\varepsilon}_{n+1}^{e}-\boldsymbol{\varepsilon}_{n+1}^{%
e,trial}+\Delta\lambda_{n+1}\partial_{\boldsymbol{\sigma}}g_{n+1},
	
	(6.164)



ή ισοδύναμα:





	
	rσ=𝐂-1⁢(𝝈n+1-𝝈n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l)+Δ⁢λn+1⁢∂𝝈⁡gn+1.r^{\sigma}=\mathbf{C}^{-1}(\boldsymbol{\sigma}_{n+1}-\boldsymbol{\sigma}_{n+1}%
^{trial})+\Delta\lambda_{n+1}\partial_{\boldsymbol{\sigma}}g_{n+1}.
	
	(6.165)



Στη συνέχεια, εφαρμόζοντας την έμμεση μέθοδο Euler στην
εξίσωση (6.150), προκύπτει:





	
	𝜶˙\displaystyle\dot{\boldsymbol{\alpha}}
	=λ˙⁢∂𝒒⁡h,\displaystyle=\dot{\lambda}\partial_{\boldsymbol{q}}h,
	
	(6.166)


	
	𝜶n+1-𝜶n\displaystyle\boldsymbol{\alpha}_{n+1}-\boldsymbol{\alpha}_{n}
	=Δ⁢λn+1⁢∂𝒒⁡hn+1,\displaystyle=\Delta\lambda_{n+1}\partial_{\boldsymbol{q}}h_{n+1},
	
	(6.167)



ή με τη μορφή υπολοίπου:





	
	rα=-𝜶n+1+𝜶n+Δ⁢λn⁢∂𝒒⁡hn+1r^{\alpha}=-\boldsymbol{\alpha}_{n+1}+\boldsymbol{\alpha}_{n}+\Delta\lambda_{n%
}\partial_{\boldsymbol{q}}h_{n+1}
	
	(6.168)



και ισοδύναμα:





	
	rα=𝐃-1⁢(𝒒n+1+𝒒n)+Δ⁢λn⁢∂𝒒⁡hn+1.r^{\alpha}=\mathbf{D}^{-1}(\boldsymbol{q}_{n+1}+\boldsymbol{q}_{n})+\Delta%
\lambda_{n}\partial_{\boldsymbol{q}}h_{n+1}.
	
	(6.169)



Τέλος, η συνθήκη διαρροής (6.151) γράφεται σε μορφή
υπολοίπου ως:





	
	rf=f⁢(𝝈n+1,𝒒n+1),r^{f}=f(\boldsymbol{\sigma}_{n+1},\boldsymbol{q}_{n+1}),
	
	(6.170)






Οι εξισώσεις (6.164), (6.168) και
(6.170) αποτελούν ένα μη γραμμικό σύστημα εξισώσεων που επιλύεται
με τη μέθοδο Newton-Raphson
(βλ. Ενότητα 6.5.1)
[1].
Συνεπώς ορίζονται τα διανύσματα των αγνώστων





	
	𝒙={𝝈n+1𝒒n+1Δ⁢λ}\boldsymbol{x}=\left\{\begin{array}[]{l}\boldsymbol{\sigma}_{n+1}\\
\boldsymbol{q}_{n+1}\\
\Delta\lambda\\
\end{array}\right\}
	
	(6.171)



και των υπολοίπων





	
	𝒓={𝜺n+1e-𝜺n+1e,t⁢r⁢i⁢a⁢l+Δ⁢λn+1⁢∂𝝈⁡gn+1-𝜶n+1+𝜶n+Δ⁢λn+1⁢∂𝒒⁡hn+1f⁢(𝝈n+1,𝒒n+1)}\boldsymbol{r}=\left\{\begin{array}[]{l}\boldsymbol{\varepsilon}^{e}_{n+1}-%
\boldsymbol{\varepsilon}_{n+1}^{e,trial}+\Delta\lambda_{n+1}\partial_{%
\boldsymbol{\sigma}}g_{n+1}\\
-\boldsymbol{\alpha}_{n+1}+\boldsymbol{\alpha}_{n}+\Delta\lambda_{n+1}\partial%
_{\boldsymbol{q}}h_{n+1}\\
f(\boldsymbol{\sigma}_{n+1},\boldsymbol{q}_{n+1})\end{array}\right\}
	
	(6.172)



από τα οποία προκύπτει η ακόλουθη Ιακωβιανή:





	
	𝐉=[𝐂-1+Δ⁢λn+1⁢∂𝝈⁢𝝈2⁡gn+1Δ⁢λn+1⁢∂𝝈⁢𝒒2⁡gn+1∂𝝈⁡gn+1Δ⁢λn+1⁢∂𝒒⁢𝝈2⁡hn+1𝐃-1+Δ⁢λn+1⁢∂𝒒⁢𝒒2⁡hn+1∂𝒒⁡hn+1∂𝝈⁡fn+1∂𝒒⁡fn+1].\mathbf{J}=\left[\begin{array}[]{rrr}\mathbf{C}^{-1}+\Delta\lambda_{n+1}%
\partial^{2}_{\boldsymbol{\sigma}\boldsymbol{\sigma}}g_{n+1}&\Delta\lambda_{n+%
1}\partial^{2}_{\boldsymbol{\sigma}\boldsymbol{q}}g_{n+1}&\partial_{%
\boldsymbol{\sigma}}g_{n+1}\\
\Delta\lambda_{n+1}\partial^{2}_{\boldsymbol{q}\boldsymbol{\sigma}}h_{n+1}&%
\mathbf{D}^{-1}+\Delta\lambda_{n+1}\partial^{2}_{\boldsymbol{q}\boldsymbol{q}}%
h_{n+1}&\partial_{\boldsymbol{q}}h_{n+1}\\
\partial_{\boldsymbol{\sigma}}f_{n+1}&\partial_{\boldsymbol{q}}f_{n+1}&\par
\\
\end{array}\right].
	
	(6.173)



Η επαναληπτική επίλυση γίνεται κατά τα γνωστά:





	
	𝒙(k+1)=𝒙(k)+𝒅(k),\boldsymbol{x}^{(k+1)}=\boldsymbol{x}^{(k)}+\boldsymbol{d}^{(k)},
	
	(6.174)



όπου





	
	𝒅(k)=-𝐉-1⁢(𝒙(k))⁢𝒓⁢(𝒙(k))\boldsymbol{d}^{(k)}=-\mathbf{J}^{-1}(\boldsymbol{x}^{(k)})\boldsymbol{r}(%
\boldsymbol{x}^{(k)})
	
	(6.175)



και





	
	𝒙(0)={𝝈n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l𝒒n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l0.}\boldsymbol{x}^{(0)}=\left\{\begin{array}[]{l}\boldsymbol{\sigma}_{n+1}^{trial%
}\\
\boldsymbol{q}_{n+1}^{trial}\\
0.\\
\end{array}\right\}
	
	(6.176)






Η παραπάνω διαδικασία περιγράφεται στο Πλαίσιο 6.7.1.





	 

Δεδομένα: 𝒙∈ℬ¯:𝜺n,𝜺np,𝜶n\boldsymbol{x}\in\bar{\mathcal{B}}:{\boldsymbol{\varepsilon}_{n},\boldsymbol{%
\varepsilon}_{n}^{p},\boldsymbol{\alpha}_{n}}




	 

Είσοδος: Αύξηση παραμόρφωσης Δ⁢𝜺n\Delta\boldsymbol{\varepsilon}_{n}




	1 

𝜺n+1=𝜺n+Δ⁢𝜺n\boldsymbol{\varepsilon}_{n+1}=\boldsymbol{\varepsilon}_{n}+\Delta\boldsymbol{%
\varepsilon}_{n}




	2 

𝝈n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l=𝐂⁢(𝜺n+1-𝜺np)\boldsymbol{\sigma}_{n+1}^{trial}=\mathbf{C}(\boldsymbol{\varepsilon}_{n+1}-%
\boldsymbol{\varepsilon}_{n}^{p})




	3 

𝜶n+1=𝜶n\boldsymbol{\alpha}_{n+1}=\boldsymbol{\alpha}_{n}




	4 

𝒒n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l=-𝐃⁢𝜶n+1\boldsymbol{q}_{n+1}^{trial}=-\mathbf{D}\boldsymbol{\alpha}_{n+1}




	5 

Ανfn+1t⁢r⁢i⁢a⁢l⁢(𝝈n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l,𝒒n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l)≤0f_{n+1}^{trial}(\boldsymbol{\sigma}_{n+1}^{trial},\boldsymbol{q}_{n+1}^{trial}%
)\leq 0


	 

ελαστική φόρτιση




	 

𝝈n+1:=𝝈n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l\boldsymbol{\sigma}_{n+1}:=\boldsymbol{\sigma}_{n+1}^{trial}




	 

𝜺n+1p:=𝜺np\boldsymbol{\varepsilon}^{p}_{n+1}:=\boldsymbol{\varepsilon}^{p}_{n}




	 

αn+1:=αn\alpha_{n+1}:=\alpha_{n}




	 

fn+1:=fn+1t⁢r⁢i⁢a⁢lf_{n+1}:=f_{n+1}^{trial}









	 

αλλιώς


	 

πλαστική φόρτιση




	 

k←0k\leftarrow 0




	 

Επανάλαβε


	 

Υπολογισμός 𝒓\boldsymbol{r}




	 

Αν∥f∥<t⁢o⁢l1\|f\|<tol_{1} και ∥𝒓∥<t⁢o⁢l2\|\boldsymbol{r}\|<tol_{2}


	 

σύγκλιση




	 

𝝈n+1=𝝈n+1(k)\boldsymbol{\sigma}_{n+1}=\boldsymbol{\sigma}_{n+1}^{(k)}




	 

𝜶n+1=𝜶n+1(k)\boldsymbol{\alpha}_{n+1}=\boldsymbol{\alpha}_{n+1}^{(k)}




	 

Δ⁢λ=Δ⁢λ(k)\Delta\lambda=\Delta\lambda^{(k)}




	 

έξοδος









	 

αλλιώς


	 

υπολογισμός 𝐉\mathbf{J}




	 

επίλυση 𝒅(k)=-𝐉-1⁢(𝒙(k))⁢𝒓⁢(𝒙(k))\boldsymbol{d}^{(k)}=-\mathbf{J}^{-1}(\boldsymbol{x}^{(k)})\boldsymbol{r}(%
\boldsymbol{x}^{(k)})




	 

καινούργια προσέγγιση 𝒙(k+1)=𝒙(k)+𝒅(k)\boldsymbol{x}^{(k+1)}=\boldsymbol{x}^{(k)}+\boldsymbol{d}^{(k)}




	 

k←k+1k\leftarrow k+1





















Πλαίσιο 6.6: Αλγόριθμος επιστροφής των τάσεων για την περίπτωση της
nn-διάσταστης κρατυνόμενης πλαστικότητας.








6.7.2 Το αλγοριθμικό (συνεπές) εφαπτομενικό μέτρο



Για λόγους πληρότητας δίνεται στη συνέχεια το αλγοριθμικό (συνεπές)
εφαπτομενικό μέτρο ελαστοπλαστικότητας. Ξεκινώντας από το σύστημα των
εξισώσεων, όπως αυτό δίνεται στην εξίσωση (6.172),





	
	𝟎={𝜺n+1e-𝜺n+1e,t⁢r⁢i⁢a⁢l+Δ⁢λn+1⁢∂𝝈⁡gn+1-𝜶n+1+𝜶n+Δ⁢λn+1⁢∂𝒒⁡hn+1f⁢(𝝈n+1,𝒒n+1)}\boldsymbol{0}=\left\{\begin{array}[]{l}\boldsymbol{\varepsilon}^{e}_{n+1}-%
\boldsymbol{\varepsilon}_{n+1}^{e,trial}+\Delta\lambda_{n+1}\partial_{%
\boldsymbol{\sigma}}g_{n+1}\\
-\boldsymbol{\alpha}_{n+1}+\boldsymbol{\alpha}_{n}+\Delta\lambda_{n+1}\partial%
_{\boldsymbol{q}}h_{n+1}\\
f(\boldsymbol{\sigma}_{n+1},\boldsymbol{q}_{n+1})\end{array}\right\}
	
	(6.177)



παραγωγίζοντας ως προς 𝜺n+1\boldsymbol{\varepsilon}_{n+1} και επαναδιατυπώνοντας τις σχέσεις,
προκύπτει:





	
	[𝐂-1+Δ⁢λ⁢∂𝝈⁢𝝈2⁡gΔ⁢λ⁢∂𝝈⁢𝒒2⁡g∂𝝈⁡gΔ⁢λ⁢∂𝒒⁢𝝈2⁡h𝐃-1+Δ⁢λ⁢∂𝒒⁢𝒒2⁡h∂𝒒⁡h∂𝝈⁡f∂𝒒⁡f]n+1︸𝚨⁢{d⁢𝝈/d⁢𝜺-d⁢𝒒/d⁢𝜺d⁢Δ⁢λ/d⁢𝜺}={𝐈𝟎0}\underbrace{\left[\begin{array}[]{lll}\mathbf{C}^{-1}+\Delta\lambda\partial^{2%
}_{\boldsymbol{\sigma}\boldsymbol{\sigma}}g&\Delta\lambda\partial^{2}_{%
\boldsymbol{\sigma}\boldsymbol{q}}g&\partial_{\boldsymbol{\sigma}}g\\
\Delta\lambda\partial^{2}_{\boldsymbol{q}\boldsymbol{\sigma}}h&\mathbf{D}^{-1}%
+\Delta\lambda\partial^{2}_{\boldsymbol{q}\boldsymbol{q}}h&\partial_{%
\boldsymbol{q}}h\\
\partial_{\boldsymbol{\sigma}}f&\partial_{\boldsymbol{q}}f&\par
\\
\end{array}\right]_{n+1}}_{\mathbf{Α}}\left\{\begin{array}[]{r}d\boldsymbol{%
\sigma}/d\boldsymbol{\varepsilon}\\
-d\boldsymbol{q}/d\boldsymbol{\varepsilon}\\
d\Delta\lambda/d\boldsymbol{\varepsilon}\end{array}\right\}=\left\{\begin{%
array}[]{r}\mathbf{I}\\
\mathbf{0}\\
0\end{array}\right\}
	
	(6.178)



Είναι προφανές ότι το ζητούμενο μητρώο 𝐂n+1(k)\mathbf{C}^{(k)}_{n+1} προκύπτει ως το
6×66\times 6 υπομητρώο του μητρώου 𝚨-1\mathbf{Α}^{-1}.





















6.8 Αριθμητική επίλυση του προβλήματος της πλαστικότητας πολλών διαστάσεων. Κριτήρια πολλαπλών επιφανειών



Τέλος εξετάζεται το πρόβλημα της nn-διάστατης πλαστικότητας για τα κριτήρια
διαρροής που περιγράφονται από πολλαπλές επιφάνειες διαρροής.
Το θεωρητικό υπόβαθρο έχει αναπτυχθεί πλήρως στην Ενότητα
6.3, συνοψίζεται στο Πλαίσιο
6.3.3 και περιγράφεται από τις παρακάτω
εξισώσεις:





	
	𝝈˙\displaystyle\dot{\boldsymbol{\sigma}}
	=∇sW(𝜺˙-𝜺˙p)=𝐂𝜺e˙\displaystyle=\nabla^{s}W(\dot{\boldsymbol{\varepsilon}}-\dot{\boldsymbol{%
\varepsilon}}^{p})=\mathbf{C}\dot{\boldsymbol{\varepsilon}^{e}}
	
	(6.179)


	
	𝜺˙\displaystyle\dot{\boldsymbol{\varepsilon}}
	=∇s⁡(Δ⁢𝒖˙)\displaystyle=\nabla^{s}(\Delta\dot{\boldsymbol{u}})
	
	(6.180)


	
	𝜺˙p\displaystyle\dot{\boldsymbol{\varepsilon}}^{p}
	=∑α∈𝕁λ˙a⁢∂⁡ga⁢(𝝈,𝒒)∂⁡𝝈\displaystyle=\sum_{\alpha\in\mathbb{J}}\dot{\lambda}^{a}\dfrac{\partial g_{a}%
(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})}{\partial\boldsymbol{\sigma}}
	
	(6.181)


	
	𝒒˙\displaystyle\dot{\boldsymbol{q}}
	=-∇2ℋ(𝜶)𝜶˙=-∑α∈𝕁λ˙a𝐃∂⁡ha⁢(𝝈,𝒒)∂⁡𝒒\displaystyle=-\nabla^{2}\mathcal{H}(\boldsymbol{\alpha})\dot{\boldsymbol{%
\alpha}}=-\sum_{\alpha\in\mathbb{J}}\dot{\lambda}^{a}\mathbf{D}\dfrac{\partial
h%
_{a}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})}{\partial\boldsymbol{q}}
	
	(6.182)


	
	𝜶˙\displaystyle\dot{\boldsymbol{\alpha}}
	=∑β∈𝕁λ˙β∂⁡hβ⁢(𝝈,𝒒)∂⁡𝒒=-𝐃-1𝒒˙\displaystyle=\sum_{\beta\in\mathbb{J}}\dot{\lambda}^{\beta}\dfrac{\partial h_%
{\beta}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})}{\partial\boldsymbol{q}}=-\mathbf{%
D}^{-1}\dot{\boldsymbol{q}}
	
	(6.183)



οι οποίες πρέπει να πληρούν τις Karush-Kuhn-Tucker συμπληρωματικές
συνθήκες:





	
	∑α∈𝕁λ˙a\displaystyle\sum_{\alpha\in\mathbb{J}}\dot{\lambda}^{a}
	≥0\displaystyle\geq 0
	
	(6.184)


	
	fa⁢(𝝈,𝒒)\displaystyle f_{a}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})
	≤0\displaystyle\leq 0
	
	(6.185)


	
	∑α∈𝕁λ˙a⁢fa⁢(𝝈,𝒒)\displaystyle\sum_{\alpha\in\mathbb{J}}\dot{\lambda}^{a}f_{a}(\boldsymbol{%
\sigma},\boldsymbol{q})
	=0\displaystyle=0
	
	(6.186)



και την απαίτηση συνέπειας





	
	∑α∈𝕁λ˙af˙a(𝝈,𝒒)=0 (ανfa(𝝈,𝒒)=0),\sum_{\alpha\in\mathbb{J}}\dot{\lambda}^{a}\dot{f}_{a}(\boldsymbol{\sigma},%
\boldsymbol{q})=0\quad(\text{αν}\;f_{a}(\boldsymbol{\sigma},\boldsymbol{q})=0),
	
	(6.187)



υπό γνωστές αρχικές συνθήκες





	
	{𝜺,𝜺p,𝒒}|t=tn={𝜺n,𝜺np,𝒒n},\{\boldsymbol{\varepsilon},\boldsymbol{\varepsilon}^{p},\boldsymbol{q}\}|_{t=t%
_{n}}=\{\boldsymbol{\varepsilon}_{n},\boldsymbol{\varepsilon}^{p}_{n},%
\boldsymbol{q}_{n}\},
	
	(6.188)



όπου 𝕁={1,2,…,m}\mathbb{J}=\{1,2,\ldots,m\}, mm το σύνολο των επιφανειών διαρροής.




6.8.1 Ο αλγόριθμος return-mapping



Στη συνέχεια εξετάζεται η εφαρμογή του αλγορίθμου return-mapping
στην περίπτωση της πλαστικότητας πολλών διαστάσεων για κριτήρια διαρροής
που αποτελούνται από πολλαπλές επιφάνειες διαρροής.




Σε αντίθεση με την περίπτωση κριτηρίων που χαρακτηρίζονται από
μία επιφάνεια διαρροής, η διατύπωση του αλγορίθμου return-mapping
θα γίνει στον χώρο των κυρίων τάσεων.
Αυτή η προσέγγιση επιλέγεται γιατί τα πλέον συνήθη κριτήρια
που αποτελούνται από πολλαπλές επιφάνειες χαρακτηρίζονται από μη ομαλές
τομές μεταξύ αυτών των επιφανειών.
Αυτές οι μη ομαλές τομές παρουσιάζουν προβλήματα κατά την αριθμητική επίλυση,
τα οποία αίρονται για τα σημαντικότερα κριτήρια,
όταν τα τελευταία επαναδιατυπωθούν στον χώρο των κυρίων τάσεων
[5].




Η δοκιμαστική (trial) ελαστική εντατική κατάσταση



Όπως και στην περίπτωση της κλασικής επίλυσης της πλαστικότητας
(Ενότητα 6.7),
ορίζεται αρχικά μία μη πραγματική, δοκιμαστική (trial), ελαστική
εντατική κατάσταση, η οποία περιγράφεται από τις σχέσεις:





	
	𝝈n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l:=𝐂(𝜺n+1-𝜺n+1p)≡𝝈n+Δ𝜺n𝜺n+1p,t⁢r⁢i⁢a⁢l:=𝜺np𝜶n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l:=𝜶n𝒒n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l:=-𝐃𝜶n+1t⁢r⁢i⁢a⁢lfα,n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l:=fα(𝝈n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l,𝒒n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l),α∈𝕁.\begin{array}[]{rl}\boldsymbol{\sigma}^{trial}_{n+1}&:=\mathbf{C}(\boldsymbol{%
\varepsilon}_{n+1}-\boldsymbol{\varepsilon}^{p}_{n+1})\equiv\boldsymbol{\sigma%
}_{n}+\Delta\boldsymbol{\varepsilon}_{n}\\
\boldsymbol{\varepsilon}^{p,trial}_{n+1}&:=\boldsymbol{\varepsilon}^{p}_{n}\\
\boldsymbol{\alpha}^{trial}_{n+1}&:=\boldsymbol{\alpha}_{n}\\
\boldsymbol{q}^{trial}_{n+1}&:=-\mathbf{D}\boldsymbol{\alpha}^{trial}_{n+1}\\
f^{trial}_{\alpha,n+1}&:=f_{\alpha}(\boldsymbol{\sigma}^{trial}_{n+1},%
\boldsymbol{q}^{trial}_{n+1}),\quad\alpha\in\mathbb{J}.\end{array}
	
	(6.189)








Η συνθήκη διαρροής



Με γνωστή τη δοκιμαστική κατάσταση, εξετάζεται αρχικά η περίπτωση
κατά την οποία ισχύει:





	
	fα,n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l≤0⁢για κάθε⁢α∈{1,2,…,m}.f^{trial}_{\alpha,n+1}\leq 0\;\text{για {κάθε}}\;\alpha\in\{1,2,\ldots,m\}.
	
	(6.190)



Αν ισχύει η παραπάνω σχέση, τότε θεωρείται ότι η δοκιμαστική κατάσταση
είναι αποδεκτή, αποτελεί τη λύση του προβλήματος και επομένως τίθεται:





	
	𝝈n+1:=𝝈n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l𝜺n+1p:=𝜺np𝜶n+1:=𝜶nfα,n+1:=fα,n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l\begin{array}[]{rl}\boldsymbol{\sigma}_{n+1}&:=\boldsymbol{\sigma}_{n+1}^{%
trial}\\
\boldsymbol{\varepsilon}^{p}_{n+1}&:=\boldsymbol{\varepsilon}^{p}_{n}\\
\boldsymbol{\alpha}_{n+1}&:=\boldsymbol{\alpha}_{n}\\
f_{\alpha,n+1}&:=f_{\alpha,n+1}^{trial}\end{array}
	
	(6.191)








Ο αλγόριθμος επιστροφής



Έστω τώρα ότι ισχύει:





	
	fα,n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l>0⁢για⁢α∈𝕁a⁢c⁢tt⁢r⁢i⁢a⁢lf^{trial}_{\alpha,n+1}>0\;\text{για}\;\alpha\in\mathbb{J}_{act}^{trial}
	
	(6.192)



όπου 𝕁a⁢c⁢tt⁢r⁢i⁢a⁢l⊆𝕁\mathbb{J}_{act}^{trial}\subseteq\mathbb{J}.
Η εντατική κατάσταση που περιγράφεται από (𝝈n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l,𝒒n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l)(\boldsymbol{\sigma}_{n+1}^{trial},\boldsymbol{q}_{n+1}^{trial})
βρίσκεται εκτός της ελαστικής περιοχής 𝔼σ\mathbb{E}_{\sigma}, επομένως η φόρτιση
θεωρείται πλαστική και θα πρέπει να προσδιοριστεί εκείνη η κατάσταση
(𝝈n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l,𝒒n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l)(\boldsymbol{\sigma}_{n+1}^{trial},\boldsymbol{q}_{n+1}^{trial}) που αποτελεί τη λύση του προβλήματος.




Αρχικά παραγοντοποιείται φασματικά ο τανυστής των τάσεων που περιγράφει
τη δοκιμαστική εντατική κατάσταση, σύμφωνα με το Φασματικό Θεώρημα,






	
	𝝈=σ𝐦A, 𝐦A=𝒏(A)⊗𝒏(A)\boldsymbol{\sigma}=\sigma_{\mathbf{m}}^{A},\;\mathbf{m}^{A}=\boldsymbol{n}^{(%
A)}\otimes\boldsymbol{n}^{(A)}
	
	(6.193)



και επαναδιατυπώνεται ο κανόνας ροής (2)
στον χώρο των φασματικών διευθύνσεων:





	
	ε˙Ap=∑α=1mλ˙α⁢∂σA⁡gα,\dot{\varepsilon}^{p}_{A}=\sum\limits_{\alpha=1}^{m}\dot{\lambda}^{\alpha}%
\partial_{\sigma_{A}}g_{\alpha},
	
	(6.194)



όπου πλέον το mm περιγράφει το σύνολο των ενεργών επιφανειών διαρροής
𝕁a⁢c⁢t(0)\mathbb{J}^{(0)}_{act}, δηλαδή





	
	𝕁a⁢c⁢t(0)={α∈{1,…,m}|fα,n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l>0}.\mathbb{J}^{(0)}_{act}=\left\{\alpha\in\{1,\ldots,m\}|f_{\alpha,n+1}^{trial}>0%
\right\}.
	
	(6.195)






Στον κανόνα ροής εφαρμόζεται η έμμεση μέθοδος Euler, οπότε και
προκύπτει:






	
	εA,n+1p-εA,np=∑α∈𝕁a⁢c⁢tΔ⁢λn+1α⁢∂σA⁡gα,n+1\varepsilon_{A,n+1}^{p}-\varepsilon_{A,n}^{p}=\sum\limits_{\alpha\in\mathbb{J}%
_{act}}\Delta\lambda_{n+1}^{\alpha}\partial_{\sigma_{A}}g_{\alpha,n+1}
	
	(6.196)



το οποίο σε μορφή υπολοίπου μπορεί να διατυπωθεί:





	
	rAσ=εΑ,n+1e-εΑ,n+1e,t⁢r⁢i⁢a⁢l+∑α∈𝕁a⁢c⁢tΔ⁢λn+1α⁢∂σA⁡gα,n+1,r^{\sigma}_{A}=\varepsilon_{Α,n+1}^{e}-\varepsilon_{Α,n+1}^{e,trial}+\sum%
\limits_{\alpha\in\mathbb{J}_{act}}\Delta\lambda_{n+1}^{\alpha}\partial_{%
\sigma_{A}}g_{\alpha,n+1},
	
	(6.197)



ή ισοδύναμα:





	
	rAσ=(c-1)A⁢B⁢(σΒ,n+1-σΒ,n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l)+∑α∈𝕁a⁢c⁢tΔ⁢λn+1α⁢∂σA⁡gα,n+1.r^{\sigma}_{A}=(c^{-1})_{AB}(\sigma_{Β,n+1}-\sigma_{Β,n+1}^{trial})+\sum%
\limits_{\alpha\in\mathbb{J}_{act}}\Delta\lambda_{n+1}^{\alpha}\partial_{%
\sigma_{A}}g_{\alpha,n+1}.
	
	(6.198)






Ο νόμος της κράτυνσης (6.52) ολοκληρώνεται
κατά τα γνωστά (βλ. και 6.168) με την έμμεση μέθοδο
Euler,





	
	𝜶˙=\displaystyle\dot{\boldsymbol{\alpha}}=
	∑β∈𝕁a⁢c⁢tλ˙β⁢∂𝒒⁡hβ,\displaystyle\sum\limits_{\beta\in\mathbb{J}_{act}}\dot{\lambda}^{\beta}%
\partial_{\boldsymbol{q}}h_{\beta},
	
	(6.199)


	
	𝜶n+1-𝜶n=\displaystyle\boldsymbol{\alpha}_{n+1}-\boldsymbol{\alpha}_{n}=
	∑β∈𝕁a⁢c⁢tΔ⁢λn+1β⁢∂𝒒⁡hβ,n+1\displaystyle\sum\limits_{\beta\in\mathbb{J}_{act}}\Delta\lambda_{n+1}^{\beta}%
\partial_{\boldsymbol{q}}h_{\beta,n+1}
	
	(6.200)



και γράφεται με τη μορφή υπολοίπου:





	
	rα=-𝜶n+1+𝜶n-∑β∈𝕁a⁢c⁢tΔ⁢λn+1β⁢∂𝒒⁡hβ,n+1,r^{\alpha}=-\boldsymbol{\alpha}_{n+1}+\boldsymbol{\alpha}_{n}-\sum\limits_{%
\beta\in\mathbb{J}_{act}}\Delta\lambda_{n+1}^{\beta}\partial_{\boldsymbol{q}}h%
_{\beta,n+1},
	
	(6.201)



ή ισοδύναμα:





	
	rα=𝐃-1⁢(𝒒n+1-𝒒n)+∑β∈𝕁a⁢c⁢tΔ⁢λn+1β⁢∂𝒒⁡hβ,n+1.r^{\alpha}=\mathbf{D}^{-1}(\boldsymbol{q}_{n+1}-\boldsymbol{q}_{n})+\sum%
\limits_{\beta\in\mathbb{J}_{act}}\Delta\lambda_{n+1}^{\beta}\partial_{%
\boldsymbol{q}}h_{\beta,n+1}.
	
	(6.202)



Τέλος, η συνθήκη διαρροής (3) γράφεται
με τη μορφή υπολοίπου:





	
	rf=fα,n+1r^{f}=f_{\alpha,n+1}
	
	(6.203)






Οι εξισώσεις
(6.197),
(6.201) και
(6.203) αποτελούν ένα μη γραμμικό σύστημα εξισώσεων που επιλύεται
με τη μέθοδο Newton-Raphson (βλ. Ενότητα 6.5.1).
Συνεπώς ορίζονται τα διανύσματα των αγνώστων





	
	𝒙(k)={σA𝒒Δ⁢λ}n+1(k)\boldsymbol{x}^{(k)}=\left\{\begin{array}[]{l}\sigma_{A}\\
\boldsymbol{q}\\
\Delta\lambda\\
\end{array}\right\}_{n+1}^{(k)}
	
	(6.204)



και των υπολοίπων





	
	𝒓(k)={εAe-εAe,t⁢r⁢i⁢a⁢l+∑α∈𝕁a⁢c⁢tΔ⁢λα⁢∂σA⁡gα-𝜶n+1+𝜶n-∑β∈𝕁a⁢c⁢tΔ⁢λβ⁢∂𝒒⁡hβfα}n+1(k)\boldsymbol{r}^{(k)}=\left\{\begin{array}[]{l}\varepsilon^{e}_{A}-\varepsilon_%
{A}^{e,trial}+\sum\limits_{\alpha\in\mathbb{J}_{act}}\Delta\lambda^{\alpha}%
\partial_{\sigma_{A}}g_{\alpha}\\
-\boldsymbol{\alpha}_{n+1}+\boldsymbol{\alpha}_{n}-\sum\limits_{\beta\in%
\mathbb{J}_{act}}\Delta\lambda^{\beta}\partial_{\boldsymbol{q}}h_{\beta}\\
f_{\alpha}\end{array}\right\}_{n+1}^{(k)}
	
	(6.205)



από τα οποία προκύπτει η ακόλουθη Ιακωβιανή:





	
	𝐉(k)=[𝐜-1+∑α∈𝕁a⁢c⁢tΔ⁢λα⁢∂σA⁢σB2⁡gαΔ⁢λα⁢∂σA⁢𝒒2⁡gα∂σA⁡gαΔ⁢λα⁢∂𝒒⁢σA2⁡hα𝐃-1+∑α∈𝕁a⁢c⁢tΔ⁢λnα⁢∂𝒒⁢𝒒2⁡hα∂𝒒⁡hα∂σA⁡fα∂𝒒⁡fα]n+1(k).\mathbf{J}^{(k)}=\left[\begin{array}[]{rrr}\mathbf{c}^{-1}+\sum\limits_{\alpha%
\in\mathbb{J}_{act}}\Delta\lambda^{\alpha}\partial^{2}_{\sigma_{A}\sigma_{B}}g%
_{\alpha}&\Delta\lambda^{\alpha}\partial^{2}_{\sigma_{A}\boldsymbol{q}}g_{%
\alpha}&\partial_{\sigma_{A}}g_{\alpha}\\
\Delta\lambda^{\alpha}\partial^{2}_{\boldsymbol{q}\sigma_{A}}h_{\alpha}&%
\mathbf{D}^{-1}+\sum\limits_{\alpha\in\mathbb{J}_{act}}\Delta\lambda_{n}^{%
\alpha}\partial^{2}_{\boldsymbol{q}\boldsymbol{q}}h_{\alpha}&\partial_{%
\boldsymbol{q}}h_{\alpha}\\
\partial_{\sigma_{A}}f_{\alpha}&\partial_{\boldsymbol{q}}f_{\alpha}&\par
\\
\end{array}\right]_{n+1}^{(k)}.
	
	(6.206)



Η επαναληπτική επίλυση γίνεται κατά τα γνωστά:





	
	𝒙(k+1)=𝒙(k)+𝒅(k),\boldsymbol{x}^{(k+1)}=\boldsymbol{x}^{(k)}+\boldsymbol{d}^{(k)},
	
	(6.207)



όπου





	
	𝒅(k)=-𝐉-1⁢(𝒙(k))⁢𝒓⁢(𝒙(k))\boldsymbol{d}^{(k)}=-\mathbf{J}^{-1}(\boldsymbol{x}^{(k)})\boldsymbol{r}(%
\boldsymbol{x}^{(k)})
	
	(6.208)



με αρχικές τιμές





	
	𝒙(0)={σA,n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l𝒒n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l0}\boldsymbol{x}^{(0)}=\left\{\begin{array}[]{l}\sigma_{A,n+1}^{trial}\\
\boldsymbol{q}_{n+1}^{trial}\\
0\\
\end{array}\right\}
	
	(6.209)



και





	
	k=0, k←k+1.k=0,\>k\leftarrow k+1.
	
	(6.210)










6.8.2 Προσδιορισμός των ενεργών επιφανειών



Ο έλεγχος των ενεργών επιφανειών γίνεται με την ακόλουθη μεθοδολογία:


	1. 

Για i=0i=0 θεωρείται ότι 𝕁a⁢c⁢t(i=0):=𝕁a⁢c⁢tt⁢r⁢i⁢a⁢l\mathbb{J}_{act}^{(i=0)}:=\mathbb{J}_{act}^{trial}.




	2. 

Επιλύεται το πρόβλημα χρησιμοποιώντας το σύνολο 𝕁a⁢c⁢t(i)\mathbb{J}_{act}^{(i)}.




	3. 

Ελέγχονται ως προς το πρόσημό τους οι περιορισμοί Δ⁢λα\Delta\lambda^{\alpha}.
Αν για κάποια α\alpha ισχύει Δ⁢λα<0\Delta\lambda^{\alpha}<0, τότε δημιουργείται
ένα νέο σύνολο ενεργών περιορισμών 𝕁a⁢c⁢t(1)\mathbb{J}_{act}^{(1)} εξαιρώντας τους
παραπάνω περιορισμούς. Τίθεται i←i+1i\leftarrow i+1 και επαναλαμβάνεται το βήμα 2.









Η παραπάνω διαδικασία περιγράφεται στον αλγόριθμο που δίνεται στο Πλαίσιο
6.8.2.





	 

Δεδομένα: 𝒙∈ℬ¯:𝜺n,𝜺np,𝜶n\boldsymbol{x}\in\bar{\mathcal{B}}:{\boldsymbol{\varepsilon}_{n},\boldsymbol{%
\varepsilon}_{n}^{p},\boldsymbol{\alpha}_{n}}




	 

Είσοδος: Αύξηση παραμόρφωσης Δ⁢𝜺n\Delta\boldsymbol{\varepsilon}_{n}




	1 

𝜺n+1=𝜺n+Δ⁢𝜺n\boldsymbol{\varepsilon}_{n+1}=\boldsymbol{\varepsilon}_{n}+\Delta\boldsymbol{%
\varepsilon}_{n}




	2 

𝝈n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l=𝐂⁢(𝜺n+1-𝜺np)\boldsymbol{\sigma}_{n+1}^{trial}=\mathbf{C}(\boldsymbol{\varepsilon}_{n+1}-%
\boldsymbol{\varepsilon}_{n}^{p})




	3 

𝜶n+1=𝜶n\boldsymbol{\alpha}_{n+1}=\boldsymbol{\alpha}_{n}




	4 

𝒒n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l=-𝐃⁢𝜶n+1\boldsymbol{q}_{n+1}^{trial}=-\mathbf{D}\boldsymbol{\alpha}_{n+1}




	5 

Ανfα,n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l⁢(𝝈n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l,𝒒n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l)≤0f_{\alpha,n+1}^{trial}(\boldsymbol{\sigma}_{n+1}^{trial},\boldsymbol{q}_{n+1}^%
{trial})\leq 0 για όλα τα α∈{1,2,…,m}\alpha\in\{1,2,\ldots,m\}


	 

ελαστική φόρτιση




	 

𝝈n+1:=𝝈n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l\boldsymbol{\sigma}_{n+1}:=\boldsymbol{\sigma}_{n+1}^{trial}




	 

𝜺n+1p:=𝜺np\boldsymbol{\varepsilon}^{p}_{n+1}:=\boldsymbol{\varepsilon}^{p}_{n}




	 

𝜶n+1:=𝜶n\boldsymbol{\alpha}_{n+1}:=\boldsymbol{\alpha}_{n}




	 

fα,n+1:=fn+1α,t⁢r⁢i⁢a⁢lf_{\alpha,n+1}:=f_{n+1}^{\alpha,trial}









	 

αλλιώς


	 

πλαστική φόρτιση




	 

πήγαινε στο Πλαίσιο 6.8.2











Πλαίσιο 6.7: Αλγόριθμος επιστροφής των τάσεων για την περίπτωση της nn-διάσταστης
κρατυνόμενης πλαστικότητας πολλαπλών επιφανειών στον χώρο των κυρίων τάσεων.





	1 

φασματική παραγοντοποίηση των τάσεων




	2 

i←0i\leftarrow 0




	3 

i←i+1i\leftarrow i+1, k←0k\leftarrow 0




	4 

Υπολογισμός 𝕁a⁢c⁢t(i)\mathbb{J}_{act}^{(i)}




	5 

Επανάλαβε


	 

k←k+1k\leftarrow k+1




	 

Υπολογισμός 𝒓\boldsymbol{r}




	 

Αν∥fα∥<t⁢o⁢l1\|f_{\alpha}\|<tol_{1} και ∥𝒓∥<t⁢o⁢l2\|\boldsymbol{r}\|<tol_{2} για όλα α∈𝕁a⁢c⁢t\alpha\in\mathbb{J}_{act}


	 

σύγκλιση




	 

ΑνΔλn+1α|(k)>0\Delta\lambda^{\alpha}_{n+1}|^{(k)}>0


	 

𝝈n+1=σA,n+1t⁢r⁢i⁢a⁢l⁢𝐦A\boldsymbol{\sigma}_{n+1}=\sigma_{A,n+1}^{trial}\mathbf{m}^{A}




	 

𝜶n+1=𝜶n+1(k)\boldsymbol{\alpha}_{n+1}=\boldsymbol{\alpha}_{n+1}^{(k)}




	 

Δ⁢λ=Δ⁢λ(k)\Delta\lambda=\Delta\lambda^{(k)}




	 

Δλn+1α=Δλn+1α|(k)\Delta\lambda^{\alpha}_{n+1}=\Delta\lambda^{\alpha}_{n+1}|^{(k)}




	 

έξοδος









	 

Αλλιώς


	 

αφαίρεσε την α\alpha-επιφάνεια από το 𝕁a⁢c⁢t\mathbb{J}_{act}




	 

πήγαινε στο 3














	 

αλλιώς


	 

υπολογισμός 𝐉\mathbf{J}




	 

επίλυση 𝒅(k)=-𝐉-1⁢(𝒙(k))⁢𝒓⁢(𝒙(k))\boldsymbol{d}^{(k)}=-\mathbf{J}^{-1}(\boldsymbol{x}^{(k)})\boldsymbol{r}(%
\boldsymbol{x}^{(k)})




	 

καινούργια προσέγγιση 𝒙(k+1)=𝒙(k)+𝒅(k)\boldsymbol{x}^{(k+1)}=\boldsymbol{x}^{(k)}+\boldsymbol{d}^{(k)}




	 

k←k+1k\leftarrow k+1
















Πλαίσιο 6.8: Αλγόριθμος επιστροφής των τάσεων για την περίπτωση της nn-διάσταστης
κρατυνόμενης πλαστικότητας πολλαπλών επιφανειών στον χώρο των κυρίων τάσεων
(πλαστική φόρτιση).






6.8.3 Το αλγοριθμικό (συνεπές) εφαπτομενικό μέτρο



Τέλος, το συνεπές μέτρο ελαστοπλαστικότητας 𝐂n+1(k)\mathbf{C}^{(k)}_{n+1} προκύπτει
για τη χρονικά μη εξαρτώμενη πλαστικότητα ως το 6×66\times 6 υπομητρώο
του μητρώου 𝚨-1\mathbf{Α}^{-1}, όπου





	
	𝚨=[𝐂-1+∑α∈𝕁a⁢c⁢tΔ⁢λα⁢∂𝝈⁢𝝈2⁡gαΔ⁢λα⁢∂𝝈⁢𝒒2⁡gα∂𝝈⁡gαΔ⁢λα⁢∂𝒒⁢𝝈2⁡hα𝐃-1+∑α∈𝕁a⁢c⁢tΔ⁢λnα⁢∂𝒒⁢𝒒2⁡hα∂𝒒⁡hα∂𝝈⁡fα∂𝒒⁡fα]\mathbf{Α}=\left[\begin{array}[]{lll}\mathbf{C}^{-1}+\sum\limits_{\alpha\in%
\mathbb{J}_{act}}\Delta\lambda^{\alpha}\partial^{2}_{\boldsymbol{\sigma}%
\boldsymbol{\sigma}}g_{\alpha}&\Delta\lambda^{\alpha}\partial^{2}_{\boldsymbol%
{\sigma}\boldsymbol{q}}g_{\alpha}&\partial_{\boldsymbol{\sigma}}g_{\alpha}\\
\Delta\lambda^{\alpha}\partial^{2}_{\boldsymbol{q}\boldsymbol{\sigma}}h_{%
\alpha}&\mathbf{D}^{-1}+\sum\limits_{\alpha\in\mathbb{J}_{act}}\Delta\lambda_{%
n}^{\alpha}\partial^{2}_{\boldsymbol{q}\boldsymbol{q}}h_{\alpha}&\partial_{%
\boldsymbol{q}}h_{\alpha}\\
\partial_{\boldsymbol{\sigma}}f_{\alpha}&\partial_{\boldsymbol{q}}f_{\alpha}&%
\par
\\
\end{array}\right]
	
	(6.211)



Ομοίως και εδώ οι ζητούμενες παράγωγοι εύκολα μπορούν να προκύψουν συναρτήσει
των φασματικών συνιστωσών του τανυστή των τάσεων.





















6.9 Γραφική απεικόνιση των κριτηρίων διαρροής



Οι κύριες τάσεις σ1\sigma_{1}, σ2\sigma_{2} και σ3\sigma_{3} ορίζουν
τον τρισδιάστατο χώρο που φαίνεται στο
Σχήμα 6.10
και είναι γνωστός ως χώρος των τάσεων
Haigh-Westergaard [11].






Στον χώρο Haigh-Westergaard μπορούν να απεικονιστούν γραφικά
οι υδροστατικές και οι εκτροπικές συντεταγμένες μιας εντατικής κατάστασης.
Θεωρώντας την εντατική κατάσταση που περιγράφεται από το σημείο
P⁢(σ1,σ2,σ3)P(\sigma_{1},\sigma_{2},\sigma_{3}),
το διάνυσμα θέσης O⁢P→\overrightarrow{OP} μπορεί να αναλυθεί σε δύο συνιστώσα
διανύσματα O⁢N→\overrightarrow{ON} και N⁢P→\overrightarrow{NP} αντίστοιχα
έτσι ώστε O⁢P→=O⁢N→+N⁢P→\overrightarrow{OP}=\overrightarrow{ON}+\overrightarrow{NP}.
Το πρώτο ορίζεται παράλληλο ως προς το μοναδιαίο διάνυσμα
(1/3,1/3,1/3)(1/\sqrt{3},1/\sqrt{3},1/\sqrt{3}) ενώ το δεύτερο κάθετο στο προηγούμενο,
ισχύει δηλαδή O⁢P→⊥O⁢N→\overrightarrow{OP}\bot\overrightarrow{ON}.



[image: ]
Σχήμα 6.10: Ο χώρος των τάσεων Haigh-Westergaard.




Το διάνυσμα O⁢N→\overrightarrow{ON} περιγράφει την υδροστατική συνιστώσα
της εντατικής κατάστασης 
και ο άξονας O⁢ξO\xi ονομάζεται υδροστατικός άξονας.
Για κάθε σημείο που βρίσκεται στον άξονα O⁢ξO\xi ισχύει
σ1=σ2=σ3=p\sigma_{1}=\sigma_{2}=\sigma_{3}=p και η συντεταγμένη ξ\xi ορίζεται:





	
	ξ=3⁢p.\xi=\sqrt{3}p.
	
	(6.212)






Το διάνυσμα N⁢P→\overrightarrow{NP} ταυτίζεται με την εκτροπική συνιστώσα της
εντατικής κατάστασης 
και είναι κάθετο στον άξονα ξ\xi. Κάθε επίπεδο κάθετο
στον υδροστατικό άξονα μπορεί να περιγραφεί από τη σχέση





	
	ξ=13⁢(σ1+σ2+σ3)\xi=\dfrac{1}{\sqrt{3}}(\sigma_{1}+\sigma_{2}+\sigma_{3})
	
	(6.213)



και ονομάζεται εκτροπικό επίπεδο.
Το εκτροπικό επίπεδο που περνά από την αρχή των αξόνων, εκείνο δηλαδή
για το οποίο ισχύει p=0p=0,
ονομάζεται π\pi-επίπεδο.





Τέλος, κάθε επίπεδο που περιέχει τον άξονα ξ\xi ονομάζεται
μεσημβρινό επίπεδο.
Το διάνυσμα N⁢P→\overrightarrow{NP} βρίσκεται
εντός ενός μεσημβρινού επιπέδου για το οποίο ορίζεται η συντεταγμένη ρ\rho:





	
	ρ=s12+s22+s32=2⁢J2,\rho=\sqrt{s_{1}^{2}+s_{2}^{2}+s_{3}^{2}}=\sqrt{2J_{2}},
	
	(6.214)



όπου s1,s2,s3s_{1},s_{2},s_{3} οι ιδιοτιμές του εκτροπικού τανυστή των τάσεων και J2J_{2}
η δεύτερη αναλλοίωτή του (βλ. και Ενότητα 6.2).




Η προβολή του διανύσματος N⁢P→\overrightarrow{NP} και των αξόνων
σ1,σ2,σ3\sigma_{1},\sigma_{2},\sigma_{3} σε ένα εκτροπικό επίπεδο
φαίνεται στο επόμενο σχήμα (Σχήμα 6.11).
Η προβολή N′⁢P′→\overrightarrow{N^{\prime}P^{\prime}} του διανύσματος N⁢P→\overrightarrow{NP}
σχηματίζει τη γωνία του Lode 
(βλ. και Ενότητα  6.2),
η οποία ορίζεται ως:





	
	ω=3⁢32⁢J2J33/2, 0≤ω≤π3.\omega=\dfrac{3\sqrt{3}}{2}\dfrac{J_{2}}{J_{3}^{3/2}},\quad 0\leq\omega\leq%
\dfrac{\pi}{3}.
	
	(6.215)



Οι μεταβλητές ξ,ρ,ω\xi,\rho,\omega ορίζουν ένα κυλινδρικό σύστημα συντεταγμένων,
το οποίο συνδέεται με τις κύριες τάσεις σ1,σ2,σ3\sigma_{1},\sigma_{2},\sigma_{3} ως:





	
	{σ1σ2σ3}\displaystyle\left\{\begin{array}[]{c}\sigma_{1}\\
\sigma_{2}\\
\sigma_{3}\end{array}\right\}
	={ppp}+2⁢J23⁢{cos⁢(ω)cos⁢(23⁢π-ω)cos⁢(23⁢π+ω)}\displaystyle=\left\{\begin{array}[]{c}p\\
p\\
p\end{array}\right\}+\dfrac{2\sqrt{J_{2}}}{\sqrt{3}}\left\{\begin{array}[]{c}%
\mathrm{cos}(\omega)\\
\mathrm{cos}(\dfrac{2}{3}\pi-\omega)\\
\mathrm{cos}(\dfrac{2}{3}\pi+\omega)\\
\end{array}\right\}
	
	(6.216)


	
	
	=+13⁢{ξξξ}+23⁢ρ⁢{cos⁢(ω)cos⁢(23⁢π-ω)cos⁢(23⁢π+ω)}\displaystyle=+\dfrac{1}{\sqrt{3}}\left\{\begin{array}[]{c}\xi\\
\xi\\
\xi\end{array}\right\}+\sqrt{\dfrac{2}{3}}\rho\left\{\begin{array}[]{c}\mathrm%
{cos}(\omega)\\
\mathrm{cos}(\dfrac{2}{3}\pi-\omega)\\
\mathrm{cos}(\dfrac{2}{3}\pi+\omega)\\
\end{array}\right\}
	
	(6.217)





[image: ]
Σχήμα 6.11: Το εκτροπικό επίπεδο




Ένα άλλο επίπεδο στο οποίο δίνεται συνήθως γραφικά η απεικόνιση των
κριτηρίων διαρροής είναι το επίπεδο σ1\sigma_{1}-σ2\sigma_{2} (σ3=0\sigma_{3}=0),
στο οποίο περιγράφεται η καταστατική συμπεριφορά σε συνθήκες επίπεδης έντασης.






Τέλος, ενδιαφέρον παρουσιάζει στο πλαίσιο της γεωτεχνικής μηχανικής
η παράσταση των κριτηρίων σε άξονες διατμητικής τάσης-ορθής τάσης σn\sigma_{n}-τ\tau.






Έχοντας επομένως πέντε διαφορετικούς τρόπους γραφικής απεικόνισης
των κριτηρίων διαρροής (χώρος σ1\sigma_{1}-σ2\sigma_{2}-σ3\sigma_{3},
εκτροπικό επίπεδο, μεσημβρινό επίπεδο, επίπεδο σ1\sigma_{1}-σ2\sigma_{2}
και άξονες σn\sigma_{n}-τ\tau), στις επόμενες ενότητες εξετάζονται
δύο χαρακτηριστικές περιπτώσεις κριτηρίων που συναντώνται στη
γεωτεχνική μηχανική.



















6.10 Το κριτήριο διαρροής Tresca



Το κριτήριο διαρροής Tresca είναι ένα από τα πρώτα και πιο σημαντικά κριτήρια διαρροής
[4].
Προτάθηκε το 1864 από τον γάλλο μηχανικό
Henri Édouard Tresca, ο οποίος έπειτα από μια σειρά εργαστηριακών δοκιμών
κατέληξε στο συμπέρασμα ότι ένα δοκίμιο διαρρέει όταν η μέγιστη διατμητική τάση
ισούται με μία κρίσιμη τιμή.




6.10.1 Περιγραφή



Σύμφωνα με το κριτήριο Tresca, ένα υλικό διαρρέει όταν η
μέγιστη εφαρμοζόμενη διατμητική τάση τm⁢a⁢x\tau_{max} ισούται με
τη διατμητική αντοχή τY\tau_{Y}, δηλαδή όταν ισχύει:





	
	τm⁢a⁢x=τY.\tau_{max}=\tau_{Y}.
	
	(6.218)



Η μέγιστη διατμητική τάση δίνεται κατά τα γνωστά ως:





	
	τm⁢a⁢x=12⁢(σm⁢a⁢x-σm⁢i⁢n)\tau_{max}=\dfrac{1}{2}(\sigma_{max}-\sigma_{min})
	
	(6.219)



όπου





	
	σm⁢a⁢x\displaystyle\sigma_{max}
	=max⁡(σ1,σ2,σ3),\displaystyle=\max{(\sigma_{1},\sigma_{2},\sigma_{3})},
	
	(6.220)


	
	σm⁢i⁢n\displaystyle\sigma_{min}
	=min⁡(σ1,σ2,σ3)\displaystyle=\min{(\sigma_{1},\sigma_{2},\sigma_{3})}
	
	(6.221)



και επομένως η (6.218) γράφεται ως:





	
	12⁢(σm⁢a⁢x-σm⁢i⁢n)=τY.\dfrac{1}{2}(\sigma_{max}-\sigma_{min})=\tau_{Y}.
	
	(6.222)



Από την παραπάνω εξίσωση εύκολα προκύπτει ότι η αντοχή σε μονοαξονική
θλίψη/εφελκυσμό (σm⁢i⁢n/σm⁢i⁢n=0\sigma_{min}/\sigma_{min}=0) ισούται με





	
	σY=2⁢τY\sigma_{Y}=2\tau_{Y}
	
	(6.223)



και επομένως το κριτήριο διαρροής Tresca
μπορεί να επαναδιατυπωθεί ως:





	
	σm⁢a⁢x-σm⁢i⁢n=σY,\sigma_{max}-\sigma_{min}=\sigma_{Y},
	
	(6.224)



ή με τη μορφή συνάρτηση διαρροής:





	
	f⁢(σ1,σ2,σ3)=σm⁢a⁢x-σm⁢i⁢n-σY.f(\sigma_{1},\sigma_{2},\sigma_{3})=\sigma_{max}-\sigma_{min}-\sigma_{Y}.
	
	(6.225)



Η συνάρτηση (6.225)
περιγράφεται αναλυτικότερα από τις ακόλουθες έξι συναρτήσεις διαρροής:





	
	f1⁢(σ1,σ2,σ3)\displaystyle f_{1}(\sigma_{1},\sigma_{2},\sigma_{3})
	=σ1-σ3-σY\displaystyle=\sigma_{1}-\sigma_{3}-\sigma_{Y}
	
	(6.226)


	
	f2⁢(σ1,σ2,σ3)\displaystyle f_{2}(\sigma_{1},\sigma_{2},\sigma_{3})
	=σ2-σ3-σY\displaystyle=\sigma_{2}-\sigma_{3}-\sigma_{Y}
	
	(6.227)


	
	f3⁢(σ1,σ2,σ3)\displaystyle f_{3}(\sigma_{1},\sigma_{2},\sigma_{3})
	=σ1-σ2-σY\displaystyle=\sigma_{1}-\sigma_{2}-\sigma_{Y}
	
	(6.228)


	
	f4⁢(σ1,σ2,σ3)\displaystyle f_{4}(\sigma_{1},\sigma_{2},\sigma_{3})
	=σ3-σ1-σY\displaystyle=\sigma_{3}-\sigma_{1}-\sigma_{Y}
	
	(6.229)


	
	f5⁢(σ1,σ2,σ3)\displaystyle f_{5}(\sigma_{1},\sigma_{2},\sigma_{3})
	=σ3-σ2-σY\displaystyle=\sigma_{3}-\sigma_{2}-\sigma_{Y}
	
	(6.230)


	
	f6⁢(σ1,σ2,σ3)\displaystyle f_{6}(\sigma_{1},\sigma_{2},\sigma_{3})
	=σ2-σ1-σY\displaystyle=\sigma_{2}-\sigma_{1}-\sigma_{Y}
	
	(6.231)



και είναι υποδιαφορίσιμη στον χώρο των κυρίων τάσεων.

Για σταθερή τιμή του σY\sigma_{Y} ορίζει την παρακάτω κυρτή ελαστική περιοχή,





	
	int⁢(𝔼σ)={(σ1,σ2,σ3)|σm⁢a⁢x-σm⁢i⁢n-σY<0},\mathrm{int}(\mathbb{E}_{\sigma})=\left\{(\sigma_{1},\sigma_{2},\sigma_{3})|%
\sigma_{max}-\sigma_{min}-\sigma_{Y}<0\right\},
	
	(6.232)



ή οποία δίνεται στο Σχήμα 6.12.
Τέλος, με τη βοήθεια των τασικών αναλλοίωτων και για
0≤ω≤π30\leq\omega\leq\dfrac{\pi}{3}, η συνάρτηση διαρροής μπορεί να διατυπωθεί
ως:





	
	2⁢J2⁢sin⁡(ω+π3)-σY=0.2\sqrt{J_{2}}\sin\left({\omega+\dfrac{\pi}{3}}\right)-\sigma_{Y}=0.
	
	(6.233)





[image: ]
Σχήμα 6.12: Το κριτήριο διαρροής Tresca.






6.10.2 Αριθμητική επίλυση



Θεωρώντας ότι σ1≥σ2≥σ3\sigma_{1}\geq\sigma_{2}\geq\sigma_{3} οι παρακάτω
συναρτήσεις αρκούν για την πλήρη περιγραφή του κριτηρίου:





	
	f1\displaystyle f_{1}
	=σ1-σ3-σY\displaystyle=\sigma_{1}-\sigma_{3}-\sigma_{Y}
	
	(6.234)


	
	f2\displaystyle f_{2}
	=σ2-σ3-σY\displaystyle=\sigma_{2}-\sigma_{3}-\sigma_{Y}
	
	(6.235)


	
	f3\displaystyle f_{3}
	=σ1-σ2-σY\displaystyle=\sigma_{1}-\sigma_{2}-\sigma_{Y}
	
	(6.236)



ορίζοντας το εκτοκύκλιο που φαίνεται στο Σχήμα 6.13.



[image: ]
Σχήμα 6.13: Το κριτήριο Tresca στο π\pi-επίπεδο.




Εφόσον πρόκειται για γραμμικές συναρτήσεις, οι πρώτες παράγωγοι προκύπτουν
σταθερές:





	
	∂⁡f1∂⁡σA\displaystyle\dfrac{\partial f_{1}}{\partial\sigma_{A}}
	=[10-1]\displaystyle=\left[\begin{array}[]{r}1\\
0\\
-1\end{array}\right]
	
	(6.237)


	
	∂⁡f2∂⁡σA\displaystyle\dfrac{\partial f_{2}}{\partial\sigma_{A}}
	=[01-1]\displaystyle=\left[\begin{array}[]{r}0\\
1\\
-1\end{array}\right]
	
	(6.238)


	
	∂⁡f3∂⁡σA\displaystyle\dfrac{\partial f_{3}}{\partial\sigma_{A}}
	=[1-10]\displaystyle=\left[\begin{array}[]{r}1\\
-1\\
0\end{array}\right]
	
	(6.239)



και οι δεύτερες παράγωγοι μηδενικές:





	
	∂2⁡fα∂⁡σA⁢∂⁡σB=𝟎(3×3).\dfrac{\partial^{2}f_{\alpha}}{\partial\sigma_{A}\partial\sigma_{B}}=\mathbf{0%
}_{(3\times 3)}.
	
	(6.240)






Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (6.234-6.240),
o αλγόριθμος που περιγράφηκε στην προηγούμενη ενότητα εφαρμόζεται
χωρίς καμία τροποποίηση.





















6.11 Το κριτήριο διαρροής Mohr-Coulomb



Το κριτήριο διαρροής Mohr-Coulomb αποτελεί ίσως το πιο
διαδεδομένο κριτήριο για την περιγραφή της συμπεριφοράς ψαθυρών υλικών
και βρίσκει εφαρμογή σε ένα ευρύ φάσμα προβλημάτων της εδαφομηχανικής,
της βραχομηχανικής ή της μηχανικής του οπλισμένου σκυροδέματος.




Οι πρώτες έρευνες στο πεδίο της μέγιστης διατμητικής αντοχής
αποδίδονται στον Charles-Augustin de Coulomb
(1736-1806). Στην έκθεσή του, που παρουσιάστηκε στη
Γαλλική Ακαδημία στις 10 Μαρτίου/2 Απριλίου 1773 και
κατόπιν δημοσιεύτηκε στο Παρίσι το 1776,
περιγράφεται η πειραματική εργασία σε εδαφικά υλικά
και αναφέρεται μεταξύ άλλων το πρόβλημα ευστάθειας των
τοίχων αντιστήριξης. Ο Coulomb θεώρησε ότι
η θραύση επέρχεται λόγω της ολίσθησης κατά μήκος ενός επιπέδου
και πρότεινε ότι πρέπει να λαμβάνονται υπόψη τόσο η συνοχή
κατά μήκος του επιπέδου θραύσης όσο και η τριβή λόγω της κάθετης στο
επίπεδο δύναμης.





Ο γερμανός μηχανικός Karl Culmann (1821-1881) ήταν
ο πρώτος που εισήγαγε τη γραφική αναπαράσταση των τάσεων με τη μορφή
τασικών κύκλων, όρισε τον πόλο του κύκλου και ανακάλυψε τις ιδιότητές
του. Ο επίσης γερμανός μηχανικός Christian Otto Mohr
(1835-1918) ήταν όμως αυτός που χρησιμοποίησε συστηματικά τους κύκλους
τάσεων για προβλήματα δύο και τριών διαστάσεων και πρότεινε
ένα κριτήριο αστοχίας βασιζόμενο στην περιβάλλουσα κύκλων
που αντιστοιχούν σε διάφορες περιπτώσεις αστοχίας.






Το προτεινόμενο από τον Mohr κριτήριο
αποτελεί στην ουσία μια γενίκευση της θεωρίας του Coulomb
και για αυτό τον λόγο αναφέρεται και ως κριτήριο διαρροής Mohr-Coulomb.




6.11.1 Περιγραφή



Σύμφωνα με την κλασική διατύπωση του κριτηρίου Mohr-Coulomb,
η αστοχία επέρχεται όταν η διατμητική τάση τ\tau και η ορθή τάση σn\sigma_{n}
ικανοποιούν την παρακάτω σχέση:





	
	τ=c-σn⁢tan⁡(ϕ),\tau=c-\sigma_{n}\tan(\phi),
	
	(6.241)



όπου cc η συνοχή, ϕ\phi η γωνία τριβής και η τάση σn\sigma_{n}
θεωρείται θετική όταν είναι εφελκυστική.




[image: ]
Σχήμα 6.14: Το κριτήριο αστοχίας Mohr-Coulomb.




Από τη γραφική απεικόνιση του κριτηρίου (Σχήμα 6.14),
η σχέση (6.241) μπορεί να επαναδιατυπωθεί συναρτήσει της
μέγιστης και της ελάχιστης κύριας τάσης ως:





	
	σm⁢a⁢x-σm⁢i⁢n2⁢cos⁡(ϕ)=c-(σm⁢a⁢x+σm⁢i⁢n2+σm⁢a⁢x-σm⁢i⁢n2⁢sin⁡(ϕ))⁢tan⁡(ϕ)\dfrac{\sigma_{max}-\sigma_{min}}{2}\cos(\phi)=c-\left(\dfrac{\sigma_{max}+%
\sigma_{min}}{2}+\dfrac{\sigma_{max}-\sigma_{min}}{2}\sin(\phi)\right)\tan(\phi)
	
	(6.242)



και επομένως προκύπτει:





	
	(σm⁢a⁢x-σm⁢i⁢n)+(σm⁢a⁢x+σm⁢i⁢n)⁢sin⁡(ϕ)=2⁢c⁢cos⁡(ϕ)\left(\sigma_{max}-\sigma_{min}\right)+\left(\sigma_{max}+\sigma_{min}\right)%
\sin(\phi)=2c\cos(\phi)
	
	(6.243)



ή με τη μορφή συνάρτησης διαρροής:





	
	f=(σm⁢a⁢x-σm⁢i⁢n)+(σm⁢a⁢x+σm⁢i⁢n)⁢sin⁡(ϕ)-2⁢c⁢cos⁡(ϕ).f=\left(\sigma_{max}-\sigma_{min}\right)+\left(\sigma_{max}+\sigma_{min}\right%
)\sin(\phi)-2c\cos(\phi).
	
	(6.244)



Η συνάρτηση (6.244) είναι υποδιαφορίσιμη στον χώρο
των κυρίων τάσεων σ1\sigma_{1}-σ2\sigma_{2}-σ3\sigma_{3} και ορίζει την ακόλουθη
κυρτή ελαστική περιοχή





	
	int⁢(𝔼σ)={(σ1,σ2,σ3)|(σm⁢a⁢x-σm⁢i⁢n)+(σm⁢a⁢x+σm⁢i⁢n)⁢sin⁡(ϕ)-2⁢c⁢cos⁡(ϕ)<0}.\mathrm{int}(\mathbb{E}_{\sigma})=\left\{(\sigma_{1},\sigma_{2},\sigma_{3})|%
\left(\sigma_{max}-\sigma_{min}\right)+\left(\sigma_{max}+\sigma_{min}\right)%
\sin(\phi)-2c\cos(\phi)<0\right\}.
	
	(6.245)



Μπορεί να διατυπωθεί αναλυτικά συναρτήσει των
σ1\sigma_{1}-σ2\sigma_{2}-σ3\sigma_{3} ως:





	
	f1⁢(σ1,σ2,σ3)\displaystyle f_{1}(\sigma_{1},\sigma_{2},\sigma_{3})
	=(σ1-σ3)+(σ1+σ3)⁢sin⁡(ϕ)-2⁢c⁢cos⁡(ϕ)\displaystyle=\left(\sigma_{1}-\sigma_{3}\right)+\left(\sigma_{1}+\sigma_{3}%
\right)\sin(\phi)-2c\cos(\phi)
	
	(6.246)


	
	f2⁢(σ1,σ2,σ3)\displaystyle f_{2}(\sigma_{1},\sigma_{2},\sigma_{3})
	=(σ2-σ3)+(σ2+σ3)⁢sin⁡(ϕ)-2⁢c⁢cos⁡(ϕ)\displaystyle=\left(\sigma_{2}-\sigma_{3}\right)+\left(\sigma_{2}+\sigma_{3}%
\right)\sin(\phi)-2c\cos(\phi)
	
	(6.247)


	
	f3⁢(σ1,σ2,σ3)\displaystyle f_{3}(\sigma_{1},\sigma_{2},\sigma_{3})
	=(σ1-σ2)+(σ1+σ2)⁢sin⁡(ϕ)-2⁢c⁢cos⁡(ϕ)\displaystyle=\left(\sigma_{1}-\sigma_{2}\right)+\left(\sigma_{1}+\sigma_{2}%
\right)\sin(\phi)-2c\cos(\phi)
	
	(6.248)


	
	f4⁢(σ1,σ2,σ3)\displaystyle f_{4}(\sigma_{1},\sigma_{2},\sigma_{3})
	=(σ3-σ1)+(σ3+σ1)⁢sin⁡(ϕ)-2⁢c⁢cos⁡(ϕ)\displaystyle=\left(\sigma_{3}-\sigma_{1}\right)+\left(\sigma_{3}+\sigma_{1}%
\right)\sin(\phi)-2c\cos(\phi)
	
	(6.249)


	
	f5⁢(σ1,σ2,σ3)\displaystyle f_{5}(\sigma_{1},\sigma_{2},\sigma_{3})
	=(σ3-σ2)+(σ3+σ2)⁢sin⁡(ϕ)-2⁢c⁢cos⁡(ϕ)\displaystyle=\left(\sigma_{3}-\sigma_{2}\right)+\left(\sigma_{3}+\sigma_{2}%
\right)\sin(\phi)-2c\cos(\phi)
	
	(6.250)


	
	f6⁢(σ1,σ2,σ3)\displaystyle f_{6}(\sigma_{1},\sigma_{2},\sigma_{3})
	=(σ2-σ1)+(σ2+σ1)⁢sin⁡(ϕ)-2⁢c⁢cos⁡(ϕ)\displaystyle=\left(\sigma_{2}-\sigma_{1}\right)+\left(\sigma_{2}+\sigma_{1}%
\right)\sin(\phi)-2c\cos(\phi)
	
	(6.251)



ή με τη βοήθεια των τασικών αναλλοίωτων και για 0≤ω≤π30\leq\omega\leq\dfrac{\pi}{3},





	
	12⁢I1⁢sin⁡(ϕ)+J2⁢sin⁡(ω+π3)+J23⁢cos⁡(ω+π3)⁢sin⁡(ϕ)-c⁢cos⁡(ϕ)=0.\dfrac{1}{2}I_{1}\sin(\phi)+\sqrt{J_{2}}\sin\left(\omega+\dfrac{\pi}{3}\right)%
+\sqrt{\dfrac{J_{2}}{3}}\cos\left(\omega+\dfrac{\pi}{3}\right)\sin(\phi)-c\cos%
(\phi)=0.
	
	(6.252)






Η γραφική απεικόνιση του κριτηρίου Mohr-Coulomb δίνεται στο Σχήμα
6.15.
Η ελαστική περιοχή στον χώρο σ1\sigma_{1}-σ2\sigma_{2}-σ3\sigma_{3}
περικλείεται από έξι γραμμικές επιφάνειες που σχηματίζουν έναν μη κανονικό
εξαγωνικό κώνο [Σχήμα 6.15(α′{}^{\prime})],
ο οποίος, όπως φαίνεται στο Σχήμα 6.15(β′{}^{\prime}),
σχηματίζει ένα μη κανονικό εξάγωνο στο π\pi-επίπεδο.




Στο επίπεδο ξ\xi-ρ\rho [Σχήμα 6.15(γ′{}^{\prime})] αποτελείται από
δύο ευθείες που τέμνουν τον άξονα ξ\xi στο σημείο ξ0\xi_{0}





	
	ξ0=3⁢c⁢cot⁡(ϕ)\xi_{0}=\sqrt{3}c\cot(\phi)
	
	(6.253)



και τον άξονα ρ\rho στα σημεία





	
	ρt\displaystyle\rho_{t}
	=2⁢6⁢c⁢cos⁡(ϕ)3+sin⁡(ϕ),\displaystyle=\dfrac{2\sqrt{6}c\cos(\phi)}{3+\sin(\phi)},
	
	(6.254)


	
	ρc\displaystyle\rho_{c}
	=2⁢6⁢c⁢cos⁡(ϕ)3-sin⁡(ϕ),\displaystyle=\dfrac{2\sqrt{6}c\cos(\phi)}{3-\sin(\phi)},
	
	(6.255)



όπου ο δείκτης tt αναφέρεται στον εφελκυσμό και ο δείκτης cc στη θλίψη.




Στο επίπεδο σ1\sigma_{1}-σ2\sigma_{2}
[Σχήμα 6.15(δ′{}^{\prime})]
η προβολή του κριτηρίου τέμνει τους
άξονες στα σημεία σt\sigma_{t} και σc\sigma_{c} αντίστοιχα, όπου





	
	σt\displaystyle\sigma_{t}
	=2⁢c⁢cos⁡(ϕ)1+sin⁡(ϕ),\displaystyle=\dfrac{2c\cos(\phi)}{1+\sin(\phi)},
	
	(6.256)


	
	σc\displaystyle\sigma_{c}
	=2⁢c⁢cos⁡(ϕ)1-sin⁡(ϕ).\displaystyle=\dfrac{2c\cos(\phi)}{1-\sin(\phi)}.
	
	(6.257)






Τέλος, σε άξονες σn\sigma_{n}-τ\tau [Σχήμα 6.14
και Σχήμα 6.15(ε′{}^{\prime})] το κριτήριο περιγράφεται από την
περιβάλλουσα η οποία τέμνει τον άξονα των ορθών τάσεων στην τιμή
c⁢cot⁡(ϕ)c\cot(\phi) και τον άξονα των διατμητικών τάσεων στην τιμή cc.



[image: ]
Σχήμα 6.15: Το κριτήριο διαρροής Mohr.






6.11.2 Αριθμητική επίλυση



Θεωρώντας ότι σ1≥σ2≥σ3\sigma_{1}\geq\sigma_{2}\geq\sigma_{3} οι παρακάτω
συναρτήσεις αρκούν για την πλήρη περιγραφή του κριτηρίου:





	
	f1\displaystyle f_{1}
	=(σ1-σ3)+(σ1+σ3)⁢sin⁡(ϕ)-2⁢c⁢cos⁡(ϕ)\displaystyle=\left(\sigma_{1}-\sigma_{3}\right)+\left(\sigma_{1}+\sigma_{3}%
\right)\sin(\phi)-2c\cos(\phi)
	
	(6.258)


	
	f2\displaystyle f_{2}
	=(σ2-σ3)+(σ2+σ3)⁢sin⁡(ϕ)-2⁢c⁢cos⁡(ϕ)\displaystyle=\left(\sigma_{2}-\sigma_{3}\right)+\left(\sigma_{2}+\sigma_{3}%
\right)\sin(\phi)-2c\cos(\phi)
	
	(6.259)


	
	f3\displaystyle f_{3}
	=(σ1-σ2)+(σ1+σ2)⁢sin⁡(ϕ)-2⁢c⁢cos⁡(ϕ)\displaystyle=\left(\sigma_{1}-\sigma_{2}\right)+\left(\sigma_{1}+\sigma_{2}%
\right)\sin(\phi)-2c\cos(\phi)
	
	(6.260)



ορίζοντας το εκτοκύκλιο που φαίνεται στο Σχήμα 6.16.



[image: ]
Σχήμα 6.16: Το κριτήριο διαρροής Mohr-Coulomb στο π\pi-επίπεδο.




Εφόσον πρόκειται για γραμμικές συναρτήσεις στον χώρο των κυρίων τάσεων,
οι πρώτες παράγωγοι προκύπτουν σταθερές,





	
	∂⁡f1∂⁡σA\displaystyle\dfrac{\partial f_{1}}{\partial\sigma_{A}}
	=[1+sin⁡(ϕ)0-1+sin⁡(ϕ)]\displaystyle=\left[\begin{array}[]{r}1+\sin(\phi)\\
0\\
-1+\sin(\phi)\end{array}\right]
	
	(6.261)


	
	∂⁡f2∂⁡σA\displaystyle\dfrac{\partial f_{2}}{\partial\sigma_{A}}
	=[01+sin⁡(ϕ)-1+sin⁡(ϕ)]\displaystyle=\left[\begin{array}[]{r}0\\
1+\sin(\phi)\\
-1+\sin(\phi)\end{array}\right]
	
	(6.262)


	
	∂⁡f3∂⁡σA\displaystyle\dfrac{\partial f_{3}}{\partial\sigma_{A}}
	=[1+sin⁡(ϕ)-1+sin⁡(ϕ)0]\displaystyle=\left[\begin{array}[]{r}1+\sin(\phi)\\
-1+\sin(\phi)\\
0\end{array}\right]
	
	(6.263)



και οι δεύτερες παράγωγοι μηδενικές:





	
	∂2⁡fα∂⁡σA⁢∂⁡σB=𝟎(3×3).\dfrac{\partial^{2}f_{\alpha}}{\partial\sigma_{A}\partial\sigma_{B}}=\mathbf{0%
}_{(3\times 3)}.
	
	(6.264)






Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (6.258-6.264),
o αλγόριθμος που παρουσιάστηκε στην προηγούμενη ενότητα εφαρμόζεται
χωρίς καμία τροποποίηση.




Για την περίπτωση μη συζευγμένου κανόνα ροής,
χρησιμοποιείται η γωνία διαστολής ψ\psi αντί της γωνίας
τριβής ϕ\phi και οι παράγωγοι των συναρτήσεων του πλαστικού
δυναμικού gg ορίζονται αντίστοιχα
[2].






















6.12 Βιβλιογραφία



	1

F. Armero and A. Perez-Foguet.


On the formulation of closest-point projection algorithms in
elastoplasticity – Part I: The variational structure.


International Journal for Numerical Methods in Engineering,
53(2): 297-329, 2002.



	2

E. de Souza Neto, D. Perić and D. R. J. Owen.


Computational methods for plasticity: Theory and
applications.


John Wiley & Sons Inc, 2008.



	3

E. Hairer, S. P. Nørsett and G. Wanner.


Solving ordinary differential equations I – Nonstiff problems,
1987.



	4

R. Hill.


The mathematical theory of plasticity.


Oxford University Press, Oxford, UK, 1950.



	5

Fotios E, Karaoulanis.


Implicit numerical integration of nonsmooth multisurface yield
criteria in the principal stress space.


Archives of Computational Methods in Engineering,
20(3): 263-308, 2013.



	6

W. T. Koiter.


General theorems for elastic-plastic solids.


In I.N. Sneddon and R. Hill, editors, Progress in Solid
Mechanics, volume 6, pp. 167-221. North-Holland Publishing Company,
Amsterdam, 1960.



	7

H. O. Kreiss and J. Lorenz.


Initial-boundary value problems and the Navier-Stokes
equations.


Academic Press, 1989.



	8

J. Lemaitre and J. L. Chaboche.


Mechanics of solids materials.


Cambridge University Press, 1990.



	9

J. Mandel.


Contribution théorique à l’ étude de l’ écroissage et des lois de l’
écoulement plastique.


In 11th International Congress on Applied Mechanics, pp.
502-509, 1964.



	10

J. Nocedal and S. J. Wright.


Numerical optimization.


Springer Verlag, 1999.



	11

N. S. Ottosen and M. Ristinmaa.


The mechanics of constitutive modeling.


Elsevier Science Ltd, 2005.



	12

J. C. Simo and T. J. R. Hughes.


Computational inelasticity.


Interdisciplinary Applied Mathematics, New York, 1998.



	13

J. C. Simo.


Nonlinear stability of the time-discrete variational problem of
evolution in nonlinear heat conduction, plasticity and viscoplasticity.


Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,
88(1): 111-131, 1991.



	14
J. C. Simo, J. G. Kennedy and S. Govindjee.


Non-smooth multisurface plasticity and viscoplasticity.
Loading/unloading conditions and numerical algorithms.


International Journal for Numerical Methods in Engineering,
26(10): 2161-2185, 1988.




















Κεφάλαιο 7 Τυπικά προβλήματα γεωτεχνικής μηχανικής



Στο παρόν κεφάλαιο
παρουσιάζεται η διαδικασία της προσομοίωσης του φυσικού προβλήματος ως σύνθεση
των εννοιών που αναπτύχθηκαν στα προηγούμενα κεφάλαια και
εξετάζονται χαρακτηριστικά προβλήματα της γεωτεχνικής μηχανικής.




Πιο συγκεκριμένα,
στην Ενότητα 7.1
εξετάζεται το πρόβλημα μίας πεδιλοδοκού επί ελαστικού εδάφους,
στην Ενότητα 7.2
παρουσιάζεται η περίπτωση ενός μεμονωμένου πασσάλου υπό οριζόντια φόρτιση, ενώ
στην Ενότητα 7.3
προσομοιώνεται το πρόβλημα ενός επιμήκους πεδίλου επί ελαστικού εδάφους.
Τα τρία αυτά προβλήματα επιλύονται θεωρώντας ελαστικά γραμμικό υλικό,
ενώ το λογισμικό για την επίλυσή τους έχει αναπτυχθεί και είναι
διαθέσιμο από το Εργαστήριο Εδαφομηχανικής, Θεμελιώσεων και Τεχνικής Σεισμολογίας
του ΑΠΘ.




Στη συνέχεια εξετάζονται δύο πιο περίπλοκα προβλήματα γεωτεχνικής μηχανικής,
στα οποία γίνεται επιπλέον η θεώρηση της μη γραμμικής
συμπεριφοράς των εδαφικών υλικών.
Το πρώτο πρόβλημα αφορά την περίπτωση της
φέρουσας ικανότητας ενός θεμελίου
(Ενότητα 7.4),
θεωρώντας είτε αστράγγιστες
(Ενότητα 7.4.1)
είτε στραγγιζόμενες συνθήκες φόρτισης
(Ενότητα 7.4.2).
Το δεύτερο πρόβλημα που παρουσιάζεται αφορά την
αστοχία μίας ανυποστήρικτης εκσκαφής
(Ενότητα 7.5).
Τα παραπάνω προβλήματα έχουν προσομοιωθεί με το λογισμικό
nemesis,
που επίσης αναπτύχθηκε στο
Εργαστήριο Εδαφομηχανικής, Θεμελιώσεων και Τεχνικής Σεισμολογίας του ΑΠΘ.




Τέλος, παρουσιάζεται στην Ενότητα 7.6
η προσομοίωση τυπικών εργαστηριακών δοκιμών στο πλαίσιο της μεθόδου των
πεπερασμένων στοιχείων.
Παρόμοιες διαδικασίες κρίνονται απαραίτητες κατά την αξιολόγηση
των δυνατοτήτων λογισμικών πεπερασμένων στοιχείων, όταν πρόκειται
να χρησιμοποιηθούν σε προβλήματα γεωτεχνικής μηχανικής.
Στο παρόν σύγγραμμα εξετάζεται η προσομοίωση της δοκιμής ανεμπόδιστης θλίψης/εφελκυσμού
(Ενότητα 7.6.1)
και της δοκιμής απλής διάτμησης
(Ενότητα 7.6.2).
Τα παραπάνω προβλήματα έχουν προσομοιωθεί επίσης με το λογισμικό
nemesis που αναφέρθηκε προηγουμένως.




Στο τέλος του κεφαλαίου παρατίθεται η σχετική βιβλιογραφία
(Ενότητα 7.7).

















7.1 Πεδιλοδοκός επί ελαστικού εδάφους



H θεμελίωση με πεδιλοδοκούς αποτελεί ίσως την πλέον συνηθισμένη λύση
επιφανειακής θεμελίωσης. Οι πεδιλοδοκοί συνδέουν δύο ή και περισσότερα
ευθυγραμμισμένα υποστυλώματα, έτσι ώστε η θεμελίωσή τους να γίνεται
κοινή [1].




Στο παράδειγμα που εξετάζεται στη συνέχεια
δίνεται πεδιλοδοκός μήκους LL=10.0m στην οποία καταλήγουν τρία
κατακόρυφα υποστυλώματα,
όπως φαίνεται στο Σχήμα 7.1.
Τα δύο υποστυλώματα καταλήγουν σε απόσταση 1.0m από τα άκρα
της πεδιλοδοκού μεταφέροντας κατακόρυφο φορτίο
P1P_{1} = P3P_{3} = 1000kN, και ροπή M1M_{1} = M3M_{3} = 1500kNm αντίστοιχα
και ένα στο μέσο της που μεταφέρει μόνο κατακόρυφο φορτίο
P2P_{2} =2000kN.
Το βάθος θεμελίωσης βρίσκεται στα 2.0m.
Η πεδιλοδοκός είναι τυπικής τραπεζοειδούς διατομής, με
διαστάσεις b=2.0b=2.0m, b0=0.50b_{0}=0.50m, h1=0.50h_{1}=0.50m, h2=0.50h_{2}=0.50m και
h3=0.50h_{3}=0.50m
(βλέπε Σχήμα 7.2).
Το μέτρο ελαστικότητας του υλικού της πεδιλοδοκού είναι
E=2.1⋅107E=2.1\cdot 10^{7}kN/m2{}^{2} και το ειδικό του βάρος
25kN/m3{}^{3}.
Τέλος, όσον αφορά το έδαφος, η τιμή της ελατηριακής του σταθεράς
θεωρείται σταθερή και ίση με
KsK_{s} =10000kN/m3{}^{3}, ενώ το ειδικό βάρος του εδάφους είναι
ίσο με 20kN/m3{}^{3} .
Συγκεντρωτικά τα δεδομένα παρατίθενται στον
Πίνακα 7.1.
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Σχήμα 7.1: Η εξεταζόμενη πεδιλοδοκός. ∆ιακρίνονται τα
κατακόρυφα στοιχεία που καταλήγουν σ’ αυτή.
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Σχήμα 7.2: Η διατομή της πεδιλοδοκού.







	Παράμετρος
	Τιμή




	Μήκος πεδιλοδοκού LL
	10.0m


	Πλάτος δοκού b0b_{0}
	0.5m


	Πλάτος πέλματος bb
	2.0m


	Ύψος πέλματος h1h_{1}
	0.5m


	Ύψος κεκλιμένου τμήματος h2h_{2}
	0.5m


	Ελεύθερο ύψος δοκού h3h_{3}
	0.5m


	Συνολικό ύψος hh
	1.5m


	Μέτρο ελαστικότητας (σκυρόδεμα) EE
	30.MPa


	Λόγος του Poisson (σκυρόδεμα) ν\nu
	0.20


	Κατακόρυφο φορτίο στο x=1.0x=1.0m, P1P_{1}
	1000kN


	Ροπή στο x=1.0x=1.0m, M1M_{1}
	1500kN


	Κατακόρυφο φορτίο στο x=5.0x=5.0m, P2P_{2}
	2000kN


	Κατακόρυφο φορτίο στο x=9.0x=9.0m, P3P_{3}
	1000kN


	Ροπή στο x=9.0x=9.0m, M3M_{3}
	1500kN




Πίνακας 7.1: Παράμετροι του προβλήματος της δοκού επί ελαστικού εδάφους.




Για την προσομοίωση του προβλήματος, η πεδιλοδοκός ανάγεται
σε γραμμική δοκό επί ελαστικού φορέα και χωρίζεται σε 40 στοιχεία μήκους
0.25m (βλ. Σχήμα 7.3).
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Σχήμα 7.3: Η διακριτοποίηση της πεδιλοδοκού.




Τα αποτελέσματα της επίλυσης δίνονται στο
Σχήμα 7.4.
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Σχήμα 7.4: Αποτελέσματα του προβλήματος της πεδιλοδοκού.



















7.2 Μεμονωμένος πάσσαλος υπό οριζόντια φόρτιση



Η θεμελίωση με πασσάλους αποτελεί τον συνηθέστερο τρόπο βαθιάς
θεμελιώσεως.
Ως πάσσαλοι θεωρούνται τα μεμονωμένα εκείνα στοιχεία με
σχετικά μικρή διάμετρο BB (0.30m έως και κατ’ εξαίρεση 3.00m) και
αρκετά υψηλό λόγο L/BL/B όπου LL το μήκος τους, που μεταφέρουν τα
φορτία της ανωδομής στα βαθύτερα στρώματα του εδάφους.




Στο παράδειγμα που εξετάζεται δίνεται πάσσαλος διαμέτρου 0.5m και μήκους
20.0m, ο οποίος φορτίζεται με
οριζόντιο φορτίο στην κεφαλή ίσο με P=200P=200kN, όπως φαίνεται και στο
Σχήμα 7.5.
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Σχήμα 7.5: Ο εξεταζόμενος πάσσαλος.




Ο πάσσαλος έχει κατασκευαστεί σε έδαφος για το οποίο δίνονται οι τιμές για
την ελατηριακή σταθερά ως:





	
	Ks={5000⁢kN/m3για⁢ 0⁢m<h≤5⁢m10000⁢kN/m3για⁢ 5⁢m<h≤10⁢m10000⁢kN/m3για⁢ 10⁢m<h≤20⁢mK_{s}=\begin{cases}5000\text{kN/m}^{3}&\;\text{για}\;0\text{m}<h\leq 5\text{m}%
\\
10000\text{kN/m}^{3}&\;\text{για}\;5\text{m}<h\leq 10\text{m}\\
10000\text{kN/m}^{3}&\;\text{για}\;10\text{m}<h\leq 20\text{m}\end{cases}
	
	(7.1)






Συγκεντρωτικά τα δεδομένα παρατίθενται στον
Πίνακα 7.2.








	Παράμετρος
	Τιμή




	Μήκος πασσάλου LL
	20.0m


	Διάμετρος πασσάλου BB
	0.5m


	Μέτρο ελαστικότητας (σκυρόδεμα) EE
	30.MPa


	Λόγος του Poisson (σκυρόδεμα) ν\nu
	0.20


	Οριζόντιο φορτίο στο x=0.0x=0.0m, PP
	200kN


	Ελατηριακή σταθερά Ks1K_{s_{1}} για 0m¡hh¡5m
	5000kN/m3{}^{3}


	Ελατηριακή σταθερά Ks2K_{s_{2}} για 5m¡hh¡10m
	10000kN/m3{}^{3}


	Ελατηριακή σταθερά Ks3K_{s_{3}} για 10m¡hh¡20m
	100000kN/m3{}^{3}




Πίνακας 7.2: Παράμετροι του προβλήματος του μεμονωμένου πασσάλου.




Για την προσομοίωση του προβλήματος, ο πάσσαλος ανάγεται σε γραμμική δοκό
επί ελαστικού φορέα και χωρίζεται σε 20 στοιχεία μήκους 1.00m,
όπως φαίνεται στο Σχήμα 7.6.
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Σχήμα 7.6: Προσομοίωση του πασσάλου.




Τα αποτελέσματα της επίλυσης δίνονται στα
Σχήματα 7.7 και
7.8.




[image: ]
Σχήμα 7.7: Αποτελέσματα του προβλήματος του πασσάλου (1).
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Σχήμα 7.8: Αποτελέσματα του προβλήματος του πασσάλου (2).



















7.3 Επίμηκες πέδιλο επί ελαστικού εδάφους



Στη συνέχεια εξετάζεται ένα επίμηκες θεμέλιο με πλάτος 6.0m στην επιφάνεια
ενός εδαφικού υλικού που θεωρείται γραμμικά ελαστικό
και χαρακτηρίζεται από μέτρο ελαστικότητας E=20000E=20000kN/m2{}^{2}, ειδικό βάρος
γ=20\gamma=20kN/m3{}^{3} και λόγο Poisson ν=0.3\nu=0.3
(βλ. Σχήμα 7.9.)
Το θεμέλιο, που θεωρείται εύκαμπτο, μεταφέρει στο έδαφος κατανεμημένο φορτίο ίσο
με P=666.67P=666.67kN/m2{}^{2}.
Κατά την προσομοίωση του φορέα εξετάζονται η περιοχή επιρροής, η
συμμετρία, η διακριτοποίηση, οι συνοριακές συνθήκες και το ιδίο βάρος.



[image: ]
Σχήμα 7.9: Περιγραφή του προβλήματος.




Θεωρούμε ότι λόγω του θεμελίου επηρεάζεται μία περιοχή πλάτους
24.0×9.0⁢m224.0\times 9.0\textrm{m}^{2}.
Η περιοχή που λαμβάνεται υπόψη προτείνεται να είναι της τάξης των
12⁢B×3⁢B12B\times 3B ή και μεγαλύτερη, όπου BB το πλάτος του θεμελίου.
Λόγω του εκπαιδευτικού χαρακτήρα του συγκεκριμένου παραδείγματος, η
περιοχή αυτή λαμβάνεται μικρότερη.




Λόγω της συμμετρίας της κατασκευής αλλά και της φόρτισης, θα μελετηθεί μόνο η
μισή από την περιοχή που προαναφέρθηκε.




Η περιοχή μελέτης χωρίζεται με τη βοήθεια τετραγωνικού
δικτύου πεπερασμένων στοιχείων,
που περιγράφεται από 20 κόμβους και 12 τετράκομβα στοιχεία
επίπεδης παραμόρφωσης και μοναδιαίου πλάτους.



Σε κάθε κόμβο θεωρούνται δύο βαθμοί ελευθερίας (β.ε.),
ένας για την οριζόντια και ένας για την κατακόρυφη μετακίνηση
(βλ. Σχήμα 7.10).
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Σχήμα 7.10: Τοπικοί και γενικοί βαθμοί ελευθερίας.




Όπως αναφέρθηκε και προηγουμένως, λόγω του εκπαιδευτικού χαρακτήρα του συγκεκριμένου
παραδείγματος, η διακριτοποίηση είναι αρκετά αραιή.
Στην πράξη προτιμάται πυκνότερη διακριτοποίηση, ιδίως στις περιοχές όπου
αναμένονται μεγάλες διαφοροποιήσεις στα πεδία τάσεων,
παραμορφώσεων και μετακινήσεων, όπως αναμένεται να συμβεί στην άκρη του
θεμελίου για το συγκεκριμένο παράδειγμα.




Σε βάθος 9.0m, εκεί δηλαδή όπου θεωρούμε ότι πρακτικά σταματά η επιρροή του
θεμελίου, παγιώνονται και οι δύο βαθμοί ελευθερίας, δηλαδή στους αντίστοιχους
κόμβους θα τοποθετηθούν αρθρώσεις. Αντίστοιχα, στα κατακόρυφα όρια της
περιοχής, επιλέγονται κυλίσεις ως στηρίξεις στους αντίστοιχους κόμβους, γιατί εκεί
η κατακόρυφη μετακίνηση αναμένεται να είναι μη μηδενική.




Οι συνοριακές συνθήκες δίνονται στους γενικούς βαθμούς ελευθερίας.
Οι τοπικοί βαθμοί ελευθερίας συνδέονται με τους γενικούς μέσω των
σχέσεων (βλ. και Σχήμα 7.10):


	 

2⁢n-12n-1 για τον βαθμό ελευθερίας κατά τη διεύθυνση xx και




	 

2⁢n2n για τον βαθμό ελευθερίας κατά τη διεύθυνση yy






όπου nn ο αντίστοιχος κόμβος.




Το ιδίο βάρος υπολογίζεται από το ειδικό βάρος του υλικού της θεμελίωσης.
Τα φορτία μετατρέπονται από επιφανειακά σε επικόµβια.
Έτσι, για την περιοχή που μελετούμε και για μοναδιαίο πλάτος, έχουμε:





	
	P=666.67⋅3.0⋅1.02=1000⁢kNP=\dfrac{666.67\cdot 3.0\cdot 1.0}{2}=1000\textrm{kN}
	
	(7.2)



σε κάθε κόμβο. Αυτό το φορτίο θα πρέπει να εφαρμοστεί στον αντίστοιχο βαθμό
ελευθερίας.




Η προσομοίωση του προβλήματος σύμφωνα με τα παραπάνω δίνεται στο
Σχήμα 7.11.
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Σχήμα 7.11: Προσομοίωση του φορέα και επιβολή εξωτερικής φόρτισης.




Για το προσομοίωμα του Σχήματος 7.11,
ένα τυπικό αρχείο εισόδου για ένα πρόγραμμα πεπερασμένων στοιχείων δίνεται
στη συνέχεια.







	1
	20,12,16,2,1,2,1.


	2
	0., 0.


	3
	3., 0.


	4
	6., 0.


	5
	9., 0.


	6
	12., 0.


	7
	0., 3.


	8
	3., 3.


	9
	6., 3.


	10
	9., 3.


	11
	12., 3.


	12
	0., 6.


	13
	3., 6.


	14
	6., 6.


	15
	9., 6.


	16
	12., 6.


	17
	0., 9.


	18
	3., 9.


	19
	6., 9.


	20
	9., 9.


	21
	12., 9.


	22
	1, 2, 7, 6, 1


	23
	2, 3, 8, 7, 1


	24
	3, 4, 9, 8, 1


	25
	4, 5,10, 9, 1


	26
	6, 7,12,11, 1


	27
	7, 8,13,12, 1


	28
	8, 9,14,13, 1


	29
	9,10,15,14, 1


	30
	11,12,17,16, 1


	31
	12,13,18,17, 1


	32
	13,14,19,18, 1


	33
	14,15,20,19, 1


	34
	1,0.


	35
	2,0.


	36
	3,0.


	37
	4,0.


	38
	5,0.


	39
	6,0.


	40
	7,0.


	41
	8,0.


	42
	9,0.


	43
	10,0.


	44
	11,0.


	45
	19,0.


	46
	21,0.


	47
	29,0.


	48
	31,0.


	49
	39,0.


	50
	32,-1000.


	51
	34,-1000.


	52
	20000,0.3,20.








Η παραπάνω δομή του αρχείου εισόδου αφορά το εκπαιδευτικό λογισμικό
FEM.EDU του εργαστηρίου.
Πιο συγκεκριμένα, στο υπόψη αρχείο δίνονται:


	• 

Στην πρώτη γραμμή
nn,
ne,
nd,
nl,
nm,
at,
th όπου:


	nn 

Ο αριθμός των κόμβων.




	ne 

Ο αριθμός των στοιχείων.




	nd 

Ο αριθμός των προκαθορισμένων μετακινήσεων.




	nl 

Ο αριθμός των φορτίων.




	nm 

Ο αριθμός των υλικών.





	at 

Ο τύπος του προβλήματος. Παίρνει τιμές:


	1 

για την περίπτωση της επίπεδης έντασης.




	2 

για την περίπτωση της επίπεδης παραμόρφωσης.




	3 

για την περίπτωση της αξονοσυµµετρίας.









	th 

Το πάχος του προβλήματος
(για την περίπτωση της αξονοσυµµετρίας
αφορά τη γωνία μετρημένη σε rad).









	• 

Στις επόμενες nn γραμμές
οι συντεταγμένες xx και yy του κάθε κόμβου.




	• 

Στις επόμενες ne γραμμές
οι κόμβοι που αποτελούν το στοιχείο και το υλικό του στοιχείου.




	• 

Στις επόμενες nd γραμμές
οι βαθμοί ελευθερίας με προκαθορισμένη μετακίνηση και η
τιμή της μετακίνησης.




	• 

Στις επόμενες nl γραμμές
οι βαθμοί ελευθερίας με προκαθορισμένο φορτίο και η τιμή του φορτίου.




	• 

Τέλος, στις επόμενες nm γραμμές
τα υλικά και οι παράμετροί τους.









Στο Σχήμα 7.12 δίνονται χαρακτηριστικά
αποτελέσματα της επίλυσης του συγκεκριμένου παραδείγματος.




[image: ]
Σχήμα 7.12: Παραμορφωμένος φορέας και αναπτυσσόμενες διατμητικές τάσεις σx⁢y\sigma_{xy}.



















7.4 Φέρουσα ικανότητα θεμελίου



Η φέρουσα ικανότητα ενός θεμελίου αποτελεί ένα από τα θεμελιώδη προβλήματα
της γεωτεχνικής μηχανικής και συναντάται τόσο στη σχετική βιβλιογραφία όσο
και στις αντίστοιχες κανονιστικές διατάξεις.
Χαρακτηριστικά αναφέρονται οι εργασίες των
Prandtl [17],
Hencky [10],
Terzaghi & Peck [22],
Meyerhof [15],
Hansen [9]
και Vesic [24]
αλλά και οι κανονισμοί DIN 4017 [7]
και ο Ευρωκώδικας 7 [6].




Στη συνέχεια εξετάζονται οι περιπτώσεις φόρτισης υπό αστράγγιστες
και υπό πλήρως στραγγιζόμενες συνθήκες και οι λύσεις συγκρίνονται με τις
αντίστοιχες θεωρητικές λύσεις ή με τις αντίστοιχες κανονιστικές διατάξεις.
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Σχήμα 7.13: Διακριτοποίηση για την περίπτωση της επίπεδης έντασης/αξονοσυμμετρίας.
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Σχήμα 7.14: Διακριτοποίηση για την τρισδιάστατη περίπτωση.




7.4.1 Φόρτιση υπό αστράγγιστες συνθήκες



Το έδαφος θεωρείται ισότροπο, αβαρές, σχεδόν ασυμπίεστο (ν=0.499995\nu=0.499995)
και υποβάλλεται σε κεντρική κατακόρυφη φόρτιση PP υπό αστράγγιστες
συνθήκες.




Σύμφωνα με τη θεωρία, η αστοχία επέρχεται για τιμή του οριακού φορτίου ίση με:





	
	qu⁢l⁢t=Nc⁢cu.q_{ult}=N_{c}c_{u}.
	
	(7.3)



Αν η αστράγγιστη διατμητική αντοχή cuc_{u} θεωρηθεί μοναδιαία, τότε σύμφωνα
με την παραπάνω σχέση ισχύει qu⁢l⁢t=Ncq_{ult}=N_{c} και
για την περίπτωση ενός επιμήκους θεμελίου

σύμφωνα με τον Prandtl [17] ισχύει:





	
	Nc=2+π≈5.14,N_{c}=2+\pi\approx 5.14,
	
	(7.4)



ενώ για την περίπτωση κυκλικού θεμελίου

σύμφωνα με τους Cox et al. [5] ισχύει:





	
	5.69≤Nc≤6.055.69\leq N_{c}\leq 6.05
	
	(7.5)



θεωρώντας λεία ή τραχιά διεπιφάνεια μεταξύ εδάφους και θεμελίωσης αντίστοιχα.




Τέλος, για την περίπτωση ενός τετραγωνικού θεμελίου
 δεν υπάρχει ακριβής λύση για τον υπολογισμό
της φέρουσας ικανότητας.
Σύμφωνα με τον Levin [13], η λύση αναμένεται ανάμεσα στις δύο
προηγούμενες.
Οι Shield και Drucker [20]
πρότειναν το 1953 μία λύση άνω ορίου ίση με:





	
	Nc=5.71N_{c}=5.71
	
	(7.6)



οι Michalowski και Dawson [16]
το 2002 μία λύση με τη μέθοδο των πεπερασμένων διαφορών
ίση με






	
	Nc=5.43N_{c}=5.43
	
	(7.7)



και οι Gourvenec et al. [8]
το 2006 μία λύση με τη μέθοδο των πεπερασμένων στοιχείων ίση με:
ίση με





	
	Nc=5.56N_{c}=5.56
	
	(7.8)






Για την προσομοίωση του προβλήματος υπό συνθήκες επίπεδης έντασης ή
αξονοσυμμετρίας επιλέγεται το δίκτυο πεπερασμένων στοιχείων του
Σχήματος 7.13 το οποίο στηρίζεται
στο δίκτυο SRF3 που χρησιμοποιείται κατά τις πρότυπες
επιλύσεις των Sloan & Randolph [21] και αποτελείται
από 324 κόμβους και 289 τετράπλευρα στοιχεία. Για τις ανάγκες του
τρισδιάστατου προσομοιώματος χρησιμοποιείται το αντίστοιχο δίκτυο
το οποίο αποτελείται από 5832 κόμβους και 4913 εξαεδρικά στοιχεία
(Σχήμα 7.14). Για την αποφυγή του έντονου
κλειδώματος (locking) που χαρακτηρίζει τη συμπεριφορά των
τυπικών στοιχείων σε καταστάσεις ασυμπιεστότητας, χρησιμοποιούνται
τετράπλευρα και εξαεδρικά B-Bar στοιχεία [11] αντίστοιχα.

Η απομείωση του εύρους της ζώνης του συνολικού μητρώου του προβλήματος
πραγματοποιείται με την εφαρμογή του αλγορίθμου των
Cuthill & McKee,
ενώ για την επίλυση του μη γραμμικού προβλήματος χρησιμοποιείται η
μέθοδος των Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno
(BFGS, βλ. π.χ. [2]),
η οποία επιταχύνεται με τον αλγόριθμο line search
[14].



Τέλος, η επίλυση του γραμμικού συστήματος εξισώσεων γίνεται με τη βοήθεια
της βιβλιοθήκης LAPACK
και η σύγκλιση θεωρείται ότι επιτυγχάνεται όταν οι τιμές της απόλυτης,
της σχετικής και της ενεργειακής νόρμας
είναι αντίστοιχα μικρότερες από 10-310^{-3}, 10-610^{-6} και 10-610^{-6}.








Τα δεδομένα του προβλήματος δίνονται στον
Πίνακα 7.3
ενώ τα αποτελέσματα των επιλύσεων φαίνονται στο
Σχήμα 7.15.







	Παράμετρος
	Τιμή




	cuc_{u}
	1


	G/cuG/c_{u}
	100


	ν\nu
	0.499995




Πίνακας 7.3: Παράμετροι του προβλήματος για την περίπτωση της
φόρτισης υπό αστράγγιστες συνθήκες.
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Σχήμα 7.15: Αποτελέσματα επίλυσης του προβλήματος για την περίπτωση της
φόρτισης υπό αστράγγιστες συνθήκες.






7.4.2 Φόρτιση υπό πλήρως στραγγιζόμενες συνθήκες



Η πλήρης εξίσωση της φέρουσας ικανότητας του εδάφους
για την περίπτωση πεδίλου λωρίδας όπως προτάθηκε αρχικά
από τους Buisman [4]
και Terzaghi [22]
δίνεται από την παρακάτω σχέση:





	
	qu⁢l⁢t=c′⁢Nc+q′⁢Nq+12⁢γ′⁢B⁢Nγq_{ult}=c^{\prime}N_{c}+q^{\prime}N_{q}+\dfrac{1}{2}\gamma^{\prime}BN_{\gamma}
	
	(7.9)






Σε επίπεδο κανονισμών χρησιμοποιείται η επόμενη σχέση,
η οποία στην Αμερική συνήθως αποδίδεται στον Meyerhof [15]
ενώ στην Ευρώπη αντίστοιχα στον Hansen [9]:





	
	qu⁢l⁢t=c′⁢Nc⁢sc⁢dc⁢ic⁢gc⁢bc+q′⁢Nq⁢sq⁢dq⁢iq⁢gq⁢bq+12⁢γ′⁢B⁢Nγ⁢sγ⁢dγ⁢iγ⁢gγ⁢bγq_{ult}=c^{\prime}N_{c}s_{c}d_{c}i_{c}g_{c}b_{c}+q^{\prime}N_{q}s_{q}d_{q}i_{q%
}g_{q}b_{q}+\dfrac{1}{2}\gamma^{\prime}BN_{\gamma}s_{\gamma}d_{\gamma}i_{%
\gamma}g_{\gamma}b_{\gamma}
	
	(7.10)



όπου:



	• 

scs_{c}, sqs_{q} και sγs_{\gamma} συντελεστές σχήματος,





	• 

dcd_{c}, dqd_{q} και dγd_{\gamma} συντελεστές βάθους,





	• 

gcg_{c}, gqg_{q} και gγg_{\gamma} συντελεστές κλίσης εδάφους και





	• 

bcb_{c}, bqb_{q} και bγb_{\gamma} συντελεστές κλίσης της βάσης θεμελίωσης.










Σημειώνεται ότι δεν προβλέπεται το σύνολο των συντελεστών
σε όλους τους κανονισμούς.
Στην παραπάνω σχέση BB είναι το πλάτος του θεμελίου,
c′c^{\prime} η ενεργός συνοχή, qq η υπερκείμενη τάση, γ′\gamma^{\prime} το ενεργό βάρος
και NcN_{c}, NqN_{q} και NγN_{\gamma} οι συντελεστές της φέρουσας ικανότητας.




Για τους συντελεστές NqN_{q} και NcN_{c} σε επίπεδο κανονισμών
είναι αποδεκτός ο υπολογισμός τους σύμφωνα με τις προτάσεις
των Reissner [19]
και Prandtl [18] αντίστοιχα, σε όρους της γωνίας τριβής ϕ\phi:





	
	Nq\displaystyle N_{q}
	=etan⁡(ϕ)⁢tan2⁡(450+ϕ2)\displaystyle=e^{\tan(\phi)}\tan^{2}\left(45^{0}+\dfrac{\phi}{2}\right)
	
	(7.11)


	
	Nc\displaystyle N_{c}
	=(Nq-1)⁢cot⁡(ϕ)\displaystyle=(N_{q}-1)\cot(\phi)
	
	(7.12)






Για τον συντελεστή NγN_{\gamma} όμως υπάρχουν διάφορες προτάσεις τόσο στη βιβλιογραφία όσο και
στους κανονισμούς. Στην Ευρώπη κατά τον σχεδιασμό γεωτεχνικών έργων
χρησιμοποιείται συνήθως η σχέση του Hansen [9]:





	
	Nγ=1.5⁢(Nq-1)⁢tan⁡ϕ,N_{\gamma}=1.5(N_{q}-1)\tan{\phi},
	
	(7.13)



ενώ στην Αμερική η σχέση του Meyerhof [15]:





	
	Nγ=(Nq-1)⁢tan⁡1.4⁢ϕ.N_{\gamma}=(N_{q}-1)\tan{1.4\phi}.
	
	(7.14)






Κατά τον σχεδιασμό υπεράκτιων έργων προτείνεται
η χρήση της σχέσης του Vesic [23]:





	
	Nγ=2⁢(Nq+1)⁢tan⁡ϕ,N_{\gamma}=2(N_{q}+1)\tan{\phi},
	
	(7.15)



για την οποία πρόσφατες δημοσιεύσεις θεωρούν ότι υπερεκτιμά
την τιμή του NγN_{\gamma}. Τέλος, υπάρχει και η σχέση του Chen:





	
	Nγ=2⁢(Nq-1)⁢tan⁡ϕ,N_{\gamma}=2(N_{q}-1)\tan{\phi},
	
	(7.16)



η οποία συμπεριλαμβάνεται στο παράρτημα του Ευρωκώδικα 7 [6].
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Σχήμα 7.16: Αποτελέσματα επίλυσης του προβλήματος για την περίπτωση της
φόρτισης υπό στραγγιζόμενες συνθήκες.




Για τις ανάγκες του παραδείγματος πραγματοποιήθηκε μια ανάλυση επίπεδης παραμόρφωσης
χρησιμοποιώντας το δίκτυο του Σχήματος 7.13 με τα
δεδομένα που παρατίθενται στον Πίνακα 7.4.







	Παράμετρος
	Τιμή




	c′c^{\prime}
	0.⁢kN/m30.\mathrm{kN/m}^{3}


	ϕ\phi
	20.020.^{0}


	ψ\psi
	15.015.^{0}


	γ′\gamma^{\prime}
	18.⁢kN/m318.\mathrm{kN/m}^{3}


	EE
	30.⁢MPa30.\mathrm{MPa}


	ν\nu
	0.20




Πίνακας 7.4: Παράμετροι του προβλήματος για την περίπτωση της
φόρτισης υπό πλήρως στραγγιζόμενες συνθήκες.




Τα αποτελέσματα της ανάλυσης παρατίθενται στο
Σχήμα 7.16 και συγκρίνονται με
τις παραπάνω προτάσεις. Στο Σχήμα 7.17
παρατίθενται επίσης οι διαφορές μεταξύ των δύο τελευταίων διαδοχικών
βημάτων φόρτισης.
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Σχήμα 7.17: Διαφορά ολικών μετακινήσεων μεταξύ των βημάτων 31 και 32 (επάνω)
και διαφορά ολικών μετακινήσεων μεταξύ των βημάτων 32 και 33 (κάτω).





















7.5 Αστοχία ανυποστήρικτης εκσκαφής



Σύμφωνα με τη θεωρία του Coulomb (βλ. π.χ. [3]), μία εδαφική
μάζα πίσω από έναν κατακόρυφο τοίχο αντιστήριξης βρίσκεται σε κατάσταση
οριακής ισορροπίας και τείνει να ολισθήσει κατά μήκος ενός επιπέδου
κεκλιμένου ως προς το οριζόντιο κατά γωνία
θ=ϕ2+π4\theta=\dfrac{\phi}{2}+\dfrac{\pi}{4}, όπου ϕ\phi η γωνία τριβής
(βλ. Σχήμα 7.18).
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Σχήμα 7.18: Αστοχία ανυποστήρικτης εκσκαφής σύμφωνα με τη θεωρία του Coulomb.




Αν θεωρηθεί ότι P=0P=0, εύκολα προκύπτει από μεθόδους οριακής ισορροπίας
το κρίσιμο βάθος Hc⁢rH_{cr}, που ορίζεται ως εκείνο το βάθος για το
οποίο η εκσκαφή μπορεί να παραμείνει ανυποστήρικτη.
Στην περίπτωση πλήρους κορεσμένου εδάφους, το κρίσιμο βάθος ισούται με:






	
	Hc⁢r=4⁢c′γ⁢tan⁡(ϕ2+π4).H_{cr}=\dfrac{4c^{\prime}}{\gamma}\tan\left(\dfrac{\phi}{2}+\dfrac{\pi}{4}%
\right).
	
	(7.17)






Για την προσομοίωση του προβλήματος επιλέγεται περιοχή 10×10⁢m210\times 10\mathrm{m}^{2}
ενώ το ημιπλάτος της εκσκαφής θεωρείται ίσο με 1.0⁢m1.0\mathrm{m}
(Σχήμα 7.19).
Η περιοχή διακριτοποιείται σε ένα δίκτυο 200×200200\times 200 τυπικών
τετράκομβων τετράπλευρων πεπερασμένων στοιχείων.







	Παράμετρος
	Τιμή




	Μέτρο ελαστικότητας EE
	40000kPa


	Λόγος του Poisson ν\nu
	0.20


	Συνοχή cc
	13.23771kPa


	Γωνία τριβής ϕ\phi
	23∘23^{\circ}


	Ειδικό βάρος γ\gamma
	20.kN/m33




Πίνακας 7.5: Παράμετροι του υλικού Mohr-Coulomb.
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Σχήμα 7.19: Προσομοίωση του προβλήματος της ανυποστήρικτης εκσκαφής.
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Σχήμα 7.20: Αποτελέσματα επίλυσης της ανυποστήρικτης εκσκαφής.




Η επίλυση αφορά ένα έδαφος με χαρακτηριστικά που δίνονται στον
Πίνακα 7.5, από τα οποία σύμφωνα με την
(7.17) προκύπτει κρίσιμο ύψος ίσο με
Hc⁢r=4.0⁢mH_{cr}=4.0\mathrm{m}.
Κατά την επίλυση υπολογίζονται αρχικά οι γεωστατικές τάσεις θεωρώντας
συντελεστή ωθήσεων σε ηρεμία K0=σxσy=1-sin⁡(ϕ)K_{0}=\dfrac{\sigma_{x}}{\sigma_{y}}=1-\sin(\phi).

Στη συνέχεια αυξάνεται διαρκώς το βάθος της εκσκαφής αφαιρώντας διαδοχικά
σε κάθε βήμα μία στρώση ύψους 0.05⁢m0.05\mathrm{m} μέχρι τη δημιουργία πλαστικού
μηχανισμού αστοχίας.




Η απομείωση του εύρους της ζώνης του συνολικού μητρώου του προβλήματος
πραγματοποιείται με την εφαρμογή του αλγορίθμου των
Cuthill & McKee,
ενώ για την επίλυση του μη γραμμικού προβλήματος χρησιμοποιείται η
μέθοδος των Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS),
η οποία επιταχύνεται με τον αλγόριθμο line search.
Τέλος, η επίλυση του γραμμικού συστήματος εξισώσεων γίνεται με τη βοήθεια
της βιβλιοθήκης LAPACK
και η σύγκλιση θεωρείται ότι επιτυγχάνεται όταν οι τιμές της απόλυτης,
της σχετικής και της ενεργειακής νόρμας
είναι αντίστοιχα μικρότερες από 10-310^{-3}, 10-610^{-6} και 10-610^{-6}.











Ο μηχανισμός αστοχίας σχηματίζεται τελικά για βάθος εκσκαφής Η=4.0⁢mΗ=4.0\mathrm{m},
σε πλήρη συμφωνία με τη θεωρία.
Οι οριζόντιες, κατακόρυφες και συνολικές μετακινήσεις δίνονται στο
Σχήμα 7.20.



















7.6 Αριθμητική προσομοίωση εργαστηριακών δοκιμών



Τέλος εξετάζεται η προσομοίωση μιας σειράς αριθμητικών δοκιμών που
περιγράφουν χαρακτηριστικές καταστάσεις φόρτισης.
Παρόμοιες προσομοιώσεις θεωρούνται εξαιρετικά χρήσιμες κατά τον έλεγχο και την
αξιολόγηση των καταστατικών μοντέλων που παρέχονται από εμπορικά
προγράμματα αριθμητικής ανάλυσης.





Για τις ανάγκες των δοκιμών που ακολουθούν
εισάγονται τα δύο αριθμητικά προσομοιώματα
που φαίνονται στα επόμενα σχήματα
(Σχήμα 7.21 και
Σχήμα 7.22).
Το πρώτο προσομοίωμα (Σχήμα 7.21) αφορά
τριαξονική φόρτιση υπό συνθήκες αξονοσυμμετρίας, ενώ με το δεύτερο
(Σχήμα 7.22) προσομοιώνεται
η δοκιμή απλής διάτμησης σε συνθήκες επίπεδης παραμόρφωσης.
Και στις δύο περιπτώσεις το προσομοίωμα πεπερασμένων στοιχείων αποτελείται
τελικά από ένα μοναδικό τυπικό τετράπλευρο, τετράκομβο στοιχείο
αξονοσυμμετρίας
ή επίπεδης παραμόρφωσης
αντίστοιχα.
Επιπροσθέτως, επιβάλλεται με τη μέθοδο της ποινής στην τελευταία περίπτωση
ίδια οριζόντια και κατακόρυφη μετακίνηση στους ελεύθερους κόμβους.






Ο έλεγχος της βηματικής φόρτισης εξαρτάται από τη φύση
του εκάστοτε προβλήματος και πραγματοποιείται είτε ελέγχοντας το φορτίο
είτε ελέγχοντας τις μετακινήσεις.
Σε όλες τις αριθμητικές δοκιμές θεωρείται ότι το υλικό είναι ισότροπο και αβαρές.
Για την επίλυση του μη γραμμικού προβλήματος χρησιμοποιείται η τροποποιημένη
μέθοδος Newton-Raphson

και η σύγκλιση θεωρείται ότι επιτυγχάνεται όταν οι τιμές της απόλυτης,
της σχετικής και της ενεργειακής νόρμας
είναι αντίστοιχα μικρότερες από 10-410^{-4}, 10-610^{-6} και 10-610^{-6}.








Στα αποτελέσματα των αριθμητικών δοκιμών που παρατίθενται στη συνέχεια,
ακολουθείται η σύμβαση προσήμου της εδαφομηχανικής, σύμφωνα με την οποία
θετικές τάσεις θεωρούνται οι θλιπτικές.
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Σχήμα 7.21: Αριθμητικό προσομοίωμα της τριαξονικής δοκιμής.
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Σχήμα 7.22: Αριθμητικό προσομοίωμα της δοκιμής απλής διάτμησης.




7.6.1 Δοκιμή ανεμπόδιστης θλίψης/εφελκυσμού



Εξετάζεται η δοκιμή ανεμπόδιστης θλίψης/εφελκυσμού όπως προκύπτει από το
προσομοίωμα του Σχήματος 7.21, θεωρώντας
P2=0P_{2}=0 και P1>0P_{1}>0 ή P1<0P_{1}<0 για τη θλίψη ή τον εφελκυσμό αντίστοιχα.
Το υλικό θεωρείται ότι διαρρέει σύμφωνα με τα κριτήρια
Mohr-Coulomb
και Tresca
και οι τιμές των αντίστοιχων παραμέτρων δίνονται στον
Πίνακα 7.6.
Η επίλυση γίνεται με έλεγχο των μετακινήσεων θεωρώντας βήμα αύξησης των
μετακινήσεων ίσο με 0.0050.005 και εξετάζοντας συνολικά 60 βήματα φόρτισης.







	Παράμετρος
	Τιμή




	Μέτρο ελαστικότητας EE
	1000.


	Λόγος του Poisson ν\nu
	0.25


	Συνοχή cc
	15.


	Γωνία τριβής ϕ\phi
	20∘20^{\circ}


	Γωνία διαστολής ψ\psi
	20∘20^{\circ}


	Αστράγγιστη διατμητική αντοχή cuc_{u}
	15.15.




Πίνακας 7.6: Ιδιότητες υλικών Mohr-Coulomb και Tresca
για τη δοκιμή ανεμπόδιστης θλίψης/εφελκυσμού.
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Σχήμα 7.23: Αποτελέσματα δοκιμής ανεμπόδιστης θλίψης/εφελκυσμού για το
κριτήριο διαρροής Tresca. Σημειώνονται οι αναλυτικές λύσεις.
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Σχήμα 7.24: Αποτελέσματα δοκιμής ανεμπόδιστης θλίψης/εφελκυσμού για το
κριτήριο διαρροής Mohr-Coulomb. Σημειώνονται οι αναλυτικές λύσεις.




Και στις δύο περιπτώσεις οι τάσεις οδηγούνται υποχρεωτικά στην τομή δύο
ενεργών επιφανειών (σ1=σ2\sigma_{1}=\sigma_{2} για την περίπτωση του εφελκυσμού
και σ2=σ3\sigma_{2}=\sigma_{3} για την περίπτωση της θλίψης αντίστοιχα).
Τα αποτελέσματα της αριθμητικής επίλυσης δίνονται στα Σχήματα
7.23 και 7.24
και αποδεικνύεται εύκολα ότι ταυτίζονται με τη θεωρία.






7.6.2 Δοκιμή απλής διάτμησης



Στο παράδειγμα που ακολουθεί εξετάζεται η συμπεριφορά σε μια δοκιμή
απλής διάτμησης ενός υλικού που διαρρέει σύμφωνα με το
κριτήριο Mohr-Coulomb.

Στο συγκεκριμένο παράδειγμα εξετάζεται η εφαρμογή του μη συζευγμένου κανόνα
ροής, ο οποίος στο υπόψη κριτήριο περιγράφεται από τη γωνία διαστολής ψ\psi.









	Παράμετρος
	Τιμή




	Μέτρο ελαστικότητας EE
	1000.


	Λόγος του Poisson ν\nu
	0.25


	Συνοχή cc
	15.


	Γωνία τριβής ϕ\phi
	20∘20^{\circ}


	Γωνία διαστολής ψ\psi
	10∘10^{\circ}




Πίνακας 7.7: Ιδιότητες υλικού Mohr-Coulomb για τη δοκιμή άμεσης διάτμησης.



[image: ]
Σχήμα 7.25: Αποτελέσματα δοκιμής άμεσης διάτμησης για το
κριτήριο διαρροής Mohr-Coulomb.




Για την αριθμητική προσομοίωση του προβλήματος χρησιμοποιείται το
προσομοίωμα του Σχήματος 7.22.
Η φόρτιση που επιβάλλεται περιλαμβάνει δύο στάδια:


	1. 

Την εφαρμογή μιας κατακόρυφης δύναμης ίσης με P1=3.0P_{1}=3.0.




	2. 

Την εφαρμογή μιας οριζόντιας δύναμης P2P_{2} το μέγεθος της οποίας
καθορίζεται από τον έλεγχο μετακινήσεων, ώστε σε κάθε βήμα η αύξηση της
οριζόντιας μετακίνησης Δ⁢ux\Delta u_{x} να ισούται με 0.010.01. Η επίλυση
πραγματοποιείται για 50 βήματα.









Τα αποτελέσματα της επίλυσης δίνονται στο Σχήμα 7.25,
όπου κατά την εφαρμογή της οριζόντιας φόρτισης διακρίνονται αρχικά οι ελαστικές
παραμορφώσεις (Δ⁢uy=0\Delta u_{y}=0) και στη συνέχεια οι πλαστικές ογκομετρικές
παραμορφώσεις που περιγράφονται από τη γωνία διαστολής
ψ=tan-1⁡(-Δ⁢uyΔ⁢ux)\psi=\tan^{-1}\left(\dfrac{-\Delta u_{y}}{\Delta u_{x}}\right).
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